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OZET
YUKSEK LISANS TEZI

EKSPONANSIYEL VE h-KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN RAINA KESIRLI
INTEGRAL OPERATORU YARDIMIYLA INTEGRAL ESITSIZLIKLER

Jiiri: Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Dog. Dr. Abdullah CAGMAN

Dog. Dr. Mustafa GURBUZ

Bu tezde, literatiirde tanimlar1 mevcut Raina kesirli integral operatorleri incelenmis ve h-
konveks ve eksponansiyel konveks fonksiyon simiflart i¢in yeni integral esitsizlikleri elde
edilmisgtir. Birinci boliim giris kisminda, konveks fonksiyonlar , esitsizlik ve kesirli analiz te-
orisinin tarihinden , oneminden ve kullanim alanlarindan kisaca bahsedilmis olup, literatiirde
bulunan ¢aligmalar ile ilgili bilgiler verilmistir. Ikinci boliim Kuramsal Temeller kisminda,
konveks fonksiyonlar i¢in temel tanim ve kavramlar yer almig, devaminda konveks fonk-
siyon siniflar1 arasindaki iligskiye de8inilmistir. Raina kesirli integral operatorleri ile ilgili
temel tanim ve kavramlar, bu kesirli integral operatorleri icin dnceden elde edilmis ¢esitli
integral esitsizlikleri ve bu esitsizliklerin ispat yontemleri iiclincii boliimde verilmigtir. Daha
sonra bu boliimde h-konveks ve eksponansiyel konveks fonksiyon siniflar1 i¢in detayli bir
literatiir bilgisi sunulmmusgtur. Dordiincii boliimde ise h-konveks ve eksponansiyel konveks

fonksiyon siniflar1 i¢in yeni integral esitsizliklere iliskin sonuglar elde edilmistir.

2025, 71 sayfa
Anahtar Kelimeler: Esitsizlikler, Raina kesirli integral esitsizlikleri, konveks fonksiyon, h-

konveks fonksiyon, eksponansiyel-konveks fonksiyon
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ABSTRACT
MASTER’S THESIS

INTEGRAL INEQUALITIES ViA RAINA FRACTIONAL INTEGRAL OPERATOR
FOR EXPONENTIAL AND h-CONVEX FUNCTIONS

Jury: Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Assoc. Prof. Dr. Abdullah CAGMAN

Assoc. Prof. Dr. Mustafa GURBUZ

In this thesis, the Raina fractional integral operators, which are defined in the literature, have
been studied, and new integral inequalities have been obtained for the classes of h-convex
and exponential convex functions. In the first chapter, convex functions, the history, impor-
tance and usage areas of the theory of inequality and fractional calculus are briefly menti-
oned and information about the studies in the literature is given. In the second chapter, the
theoretical foundations, the basic definitions and concepts for convex functions are presen-
ted, followed by a discussion on the relationships between different convex function classes.
The third chapter provides the basic definitions and concepts related to Raina fractional in-
tegral operators, various integral inequalities previously obtained for these fractional integral
operators, and the proof methods of these inequalities. Additionally, a detailed literature re-
view on h-convex and exponential convex function classes is presented in this chapter. In the
fourth chapter, new integral inequalities for the h-convex and exponential convex function

classes are obtained.

2025, 71 pages
Key Words: Inequalities, Raina fractional integral inequalities, convex function, h-convex

function, exponential-convex function.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

Ly[a,b]

: Reel Sayilar Kiimesi
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: I’min I¢i
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: f Fonksiyonunun Ikinci Mertebeden Tiirevi

: h -Konveks Fonksiyonlarin Sinifi

: h -Konkav Fonksiyonlarin Sinifi
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: Konveks Fonksiyonlar Sinifi

: I Uzerinde h -Konveks Fonksiyonlar Sinifi

: I Uzerinde h -Konkav Fonksiyonlar Sinifi

: o mertebeden sag tarafli RL Kesirli Integral

: o mertebeden sol tarafli RL Kesirli Integral
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: Sol tarafli genellestirilmis Raina kesirli integral operatorii

: Sag tarafli genellestirilmis Raina kesirli integral operatorii
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1. GIRIS

Kesirli Analiz, Esitsizlikler ve Konveks Fonksiyonlarin Tarihsel Siireci, Uygula-
malar1 ve Onemi
Kesirli analiz, esitsizlikler ve konveks fonksiyonlar, her biri modelleme, tahmin ve optimi-
zasyon i¢in benzersiz araclar sunan modern matematik biliminde tic 6nemli siitunu temsil
eder.

Kesirli analiz, tam say1 olmayan mertebeden integrallere ve tiirevlere izin vererek kla-
sik hesab1 genisletir. Bu genelleme yalnizca teorik bir merak degil; viskoelastik malzemeler
ve anormal difiizyon siirecleri gibi hafiza ve kalitim etkilerine sahip gercek diinya sistem-
lerini modellemede cok onemlidir. Kesirli tiirevlerin yerel olmayan dogasi, tarihsel etkileri
yakalar ve bunlar1 miithendislik, kontrol sistemleri ve biyolojik modellemede giiclii kilar.

Esitsizlikler, matematiksel analizde sinirlari, yaklasimlar1 ve yakinsamayi belirlemek
icin temeldir. Cauchy-Schwarz, Holder ve Minkowski esitsizlikleri gibi klasik esitsizlikler,
fonksiyonel analizin, olasili§in ve sayisal yontemlerin omurgasini olusturur. Hatalar1 kontrol
etmek, algoritmalar1 optimize etmek ve teorik sonuglar1 kanitlamak i¢in titiz araclar saglarlar
ve bu da onlar1 hem saf hem de uygulamali matematikte vazgecilmez kilar.

Grafikteki iki nokta arasindaki herhangi bir dogru pargasinin grafigin kendisinin iize-
rinde yer aldig1 6zelligiyle tanimlanan konveks fonksiyonlar, optimizasyon ve ekonomi te-
orisinde merkezi bir rol oynar. Zarif yapilari, yerel minimumlarin kiiresel olmasini sagla-
yarak karmagik optimizasyon problemlerini biiyiik dl¢iide basitlestirir. Konvekslik, makine
ogreniminden finans gibi bircok uygulamada dogal olarak ortaya ¢ikar ve burada analiz ve
algoritma tasarimini kolaylastirir.

Bu ii¢ kavram birlikte, matematiksel genellemelerin ve soyut 6zelliklerin derin bir
pratik 6neme sahip olabilecegini gosterir. Hem teorik olarak saglam hem de gercek diinya-
daki zorluklara uygulanabilir modeller olusturmamizi saglar ve matematiksel yeniligin za-
mansiz degerini vurgular.

Tarihsel Arka Plan
Kesirli hesaplamanin (veya kesirli analizin) yolculugu ii¢ yiizy1l énce basladi. Onemli an,
1695°te Marquis de L’Hopital’in Gottfried Wilhelm Leibniz’e 1. mertebesindeki bir tiire-

2

vin anlaminin ne olacagini sormasiyla geldi. Leibniz’in cevabi, bdyle bir fikrin matematik-



sel megruiyetini kabul etti, ancak bunun resmilestirilmesi zaman aldi. 19. yiizyilda Joseph
Liouville, Augustin-Louis Cauchy ve Bernhard Riemann 6nemli adimlar atti. Liouville, gii-
niimiizde Liouville kesirli tiirevi olarak bilinen seyi tanitti, Riemann ise Riemann-Liouville
kesirli integralini tanimladi. Daha sonra, Griinwald-Letnikov yaklagimi alternatif, ayriks1 bir
sekilde ilham veren bir formiilasyon sundu. Erken tarihinin biiyiik bir kisminda, kesirli he-
saplama, net uygulamalari olmayan matematiksel bir merak konusuydu. Ancak, 20. yiizyilin
ortalarindan sonlarina dogru, miihendisler ve fizikgiler, kesirli tiirevlerin, hafiza ve kalitimsal
ozelliklere sahip gercek diinya sistemlerini (viskoelastik malzemeler ve anormal difiizyon
stirecleri gibi) zarif bir sekilde modelleyebilecegini fark ettiler. Bu canlanma, yeni kesirli
operatorlerin (6rnegin, Caputo, Atangana-Baleanu ve Prabhakar operatorleri) alan1 zengin-

lestirmesiyle devam etti.

Esitsizliklerin tarihi antik matematige dayanr. Ik 6rnekler Oklid’in "Ogeler"inde bulunabi-
lir. Zamanla esitsizlikler, 18. ve 19. yiizyillarda Joseph-Louis Lagrange, Cauchy ve Chebys-
hev gibi matematikcilerin ¢aligmalariyla yonlendirilen zengin bir alana doniistii. Cauchy-
Schwarz esitsizligi, Holder esitsizligi, Minkowski esitsizligi ve Chebyshev esitsizligi temel
araclar haline geldi. 20. yiizyilda esitsizliklerin incelenmesi fonksiyonel analiz ve olasilik
teorisine dogru genisledi. Jensen esitsizligi gibi yeni bigimler, konveks fonksiyonlar ve esit-
sizlikler arasindaki baglantiy1 vurgularken, daha uzmanlasmig esitsizlikler bilgi teorisi, har-

monik analiz ve operator teorisinde ortaya ¢ikti.

Konveks Fonksiyonlar konveksligin geometrik kavrami antiktir ve kokleri Yunan matema-
tigine dayanir, ancak resmi analitik calismasi daha sonra geldi. Konveks fonksiyonun (epi-
fografisi konveks bir kiime olan bir fonksiyon) modern tanimi 19. yiizyilin sonlarinda res-
milestirildi. Onemli gelismeler arasinda beklentiler ve ortalamalarda konveksligin roliinii
vurgulayan Jensen esitsizligi (1906) yer alir. 20. yiizyilda konvekslik, Harold Kuhn ve Al-
bert Tucker gibi matematikgilerin yonlendirdigi optimizasyon, dualite teorisi ve ekonominin
merkezi haline geldi. Karush-Kuhn-Tucker (KKT) kosullari iizerine ¢alismalart modern ki-

sitll optimizasyonun temelini olusturmaktadir.

Kullanim ve Uygulamalar
Miihendislik ve Fizik , Kesirli analiz, hafiza, kalitimsal etkiler ve yerel olmayan davranislar
sergileyen sistemlerin modellenmesinde parlar.

Ornekler sunlardur:



Viskoelastisite: Kesirli diferansiyel denklemler, gerilim-sekil degistirme iligkilerini klasik
modellerden daha dogru bir sekilde tanimlar.

Anormal difiizyon: Klasik Brown hareketinden sapan siirecler, kesirli zaman tiirevleriyle do-
gal olarak modellenir.

Kontrol sistemleri: Kesirli mertebeden denetleyiciler, bazi karmasik sistemlerde daha iyi sag-

lamlik ve performans saglar.

Esitsizlikler miihendislikte temeldir: Sayisal yontemlerde hata sinirlari ve yakinsama garanti-
leri saglar. Kararlilik analizinde goriiniir (6rnegin, Lyapunov’un dogrudan yontemi genellikle
esitsizlik tahminlerini kullanir). Filtre tasarimi ve sinyal isleme icin kritiktir. Konveks fonk-
siyonlar, mithendislik tasarimi, ag akis1 ve giic sistemlerindeki optimizasyon problemlerinin
temelini olusturur.Konveks optimizasyon, sistem giivenilirlii ve maliyet etkinligi i¢in kritik
olan kiiresel olarak en iyi ¢oziimleri garanti eder. Veri Bilimi ve Makine Ogrenimi Konveks
ve esitsizlikler modern makine 6greniminin omurgasini olusturur: Bircok kayip fonksiyonu
(6rnegin, lojistik kayip, mentese kayb1) digbiikeydir ve verimli optimizasyona izin verir. L1
ve L2 normlar1 gibi diizenleyiciler digbiikeydir ve seyrekligi veya diizgiinliigii tesvik eder.
Holder ve Jensen gibi esitsizlikler genelleme ve yakinsama konusunda teorik garantiler sag-

lar. Kesirli analizin yeni uygulamalar1 vardir:

Ozellik miihendisligi: kesirli tiirevler ince sinyal 6zelliklerini vurgulayabilir.

Derin 68renme: arastirmacilar sinir ag1 esnekligini artirmak i¢in kesirli aktivasyon fonksi-
yonlarini ve operatorlerini aragtirir.

Ekonomi ve Finans: Konveks fonksiyonlar azalan getirileri, riskten ka¢cinmay1 ve faydayi
modeller: Fayda fonksiyonlari1 genellikle konkavdir (konveksin negatifi), azalan marjinal fay-
day1 yansitir. Uretim ve maliyet fonksiyonlar1 genellikle digbiikeylik veya icbiikeylik sergiler
ve fiyatlandirmay1 ve kaynak tahsisini yonlendirir. Aritmetik-geometrik ortalama esitsizligi
gibi esitsizlikler, ekonomik modellerde teorik sinirlarin olusturulmasina yardimei olur. Eko-
nomide daha az geleneksel olmasina ragmen kesirli analiz, uzun hafizali finansal siireclerin
ve oynakligin modellenmesinde ortaya ¢ikmaya baglamisgtir.

Saf Matematik ve Teorik ilerlemeler: Kesirli analiz, klasik sonuglar1 genisleterek sunlarla
baglant1 kurar: Integral doniisiimler (Laplace, Mellin, Mittag-Leffler fonksiyonlarr). Ozel
fonksiyonlar ve diferansiyel denklemler. Esitsizlikler sunlar1 miimkiin kilar: Fonksiyon uzay1
yerlestirmelerinin olugturulmasi. Serilerin ve integrallerin yakinsamasinin kanitlanmasi. Kon-

veks analiz, sunlarin temelini olusturur: Fonksiyonel analiz (6rnegin, Banach uzaylarindaki



konveks kiimeler). Kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde kritik olan varyasyonel yon-
temler. Onem ve Teorik I¢goriiler Bu konular sadece teorem koleksiyonlar1 degildir; de-
rin yapisal gercekleri ortaya cikarirlar: Kesirli analiz, tam say1 diizenindeki hesaplamay1
genellestirir ve yerel olmayan ve bellege bagh dinamikleri dogal olarak yakalayan esnek
araglar sunar. Esitsizlikler, nesneler arasindaki iligkileri nicellestirir ve genellikle ayrik ve
stirekli matematigi birbirine baglar. Konveks fonksiyonlar, yerel minimumlarin kiiresel ol-
masini saglayarak karmagik optimizasyon problemlerini basitlestirir. Teorik derinlikleri yeni
calisma dallarma ilham vermistir: Genellestirilmis konvekslik (invex, preinvex fonksiyon-
lar) daha genis fonksiyon siniflarimi arastirir. Yeni kesirli operatorler (6rn. Caputo-Fabrizio,
Prabhakar) farkli bellek cekirdeklerini yakalar. Keskin esitsizlikler, harmonik analizi ve bilgi
teorisini ilerletir. Modern Etki ve Disiplinleraras1 Erisim Kontrol ve Robotik Kesirli denet-
leyiciler, mekanik sistemlerdeki ve robotik dinamiklerdeki belirsizlikleri tam say1 mertebeli
denetleyicilerden daha iyi ele alir. Biyomedikal Miihendisligi Kesirli modeller, ila¢ dagitim
dinamikleri ve doku viskoelastisitesi gibi karmagik biyolojik sistemleri tanimlar. Goriintii
ve Sinyal Isleme Konveks optimizasyon yontemleri, goriintii yeniden yapilandirma, giiriiltii
giderme ve Ozellik ¢ikarma iglemlerini destekler. Esitsizlikler, hata analizini ve kararliligi
yonlendirir. Cevre Bilimi Yeralti suyundaki ve atmosferik dagilimdaki anormal tagima sii-
recleri, dogal olarak kesirli diferansiyel denklemlerle modellenir. Yapay Zeka Konveks ana-
liz, verimli algoritma tasarimina olanak tanir. Yeni arastirma, kesirli operatorleri grafik sinir
aglar1 ve takviyeli 6grenmeyle birlestirir. Sonug¢ Kesirli analiz, esitsizlikler ve digbiikey fonk-
siyonlar, matematigin soyutlama yoluyla nasil evrildigini ve gercek diinyadaki zorluklarda
nasil yanki buldugunu orneklendirir. Meraktan vazgecilmez araglara uzanan tarihi yolculuk-
lar1, matematiksel diisiincenin yiizyillar1 ve disiplinleri birbirine baglama giiciinii gosterir.
Giinimiuzde mithendislik, veri bilimi, ekonomi ve fizikteki ilerlemelere rehberlik ederken,
teorik kesfe ilham vermeye devam ediyorlar. Veri ve karmagsiklik tarafindan giderek daha
fazla yonlendirilen bir diinyada, bu kavramlar her zamankinden daha hayati 6nem tasiyor;
kesin modeller, zarif ¢coziimler ve evrenimizi sekillendiren kaliplarin daha derin bir anlayisini

saglyor.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde, ¢alismamin temel tasi olan bazi kavramlar verilecektir.

Tamim 2.1 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A C L ve 1,0 € A keyfi olmak iizere

B={ze:z=tn+(1-1)0, 0<t<1}CA4

Ise A kiimesine konveks kiime denir.Eger z € B ise z=tn+(1-1)0 esitligindeki 1) ve 0’ min kat-
sayilart icin t+(1-t)=1 bagintist her zaman dogrudur.Bu sebeple konveks kiime tammuindaki
t,1-t yerine t+k=1 sartini saglayan ve negatif olmayan t,k reel sayilari alinabilir. Geometrik
olarak B kiimesi u¢ noktalart x ve y olan bir dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak
konveks kiime , bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini ihtiva eden

kiimedir (Bayraktar, 2000).

Sekil 2.1. Konveks kiime ve Konveks olmayan kiime

Tanim 2.2 (Konveks Fonksiyon): "I R’de bir aralik f: I — R bir fonksiyon olmak iizere
herm, 8 € I vet e [0,1] icin,

fltn+ (1 =1)0) <tf(n)+ (1 —1)f(0)

5



sartint saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir"(Pecari¢ and Tong, 1992).

Eger 11 € (0,1) araliginda alinirsa bu durumda

fl& + (T =)&) < uf(&) + (1 —u)f(é)

olur.Bu f fonksiyonuna da stritly konveks fonksiyon denir. -f konveks (strictly konveks) ise bu

taktirde f’ye konkav (strictly konkav) denir.

v

(o) (b.1(b))
t f(a)+(1-t) f(b)
f(ta+[1-t)b)

(a fla))
fla) [

>C1r

a ta+{1-t)b b

Sekil 2.2. Aralik iizerinde konvkes fonksiyon

Tanim 2.3 (h-Konveks Fonksiyon):"h:J C R — R pozitif bir fonksiyon olsun.Her &1,&5 €
I, ve(0]1)icgin

fWe + (1= v)&) < hW)f(&) + h(1 — 1) (&)

sartiu saglayan negatif olmayan f:I1 C R — R fonksiyonuna h-konveks fonksiyon veya

SX(h,I) sinifina aittir denir” (VaroSanec, 2007).

h(0) = 6 alinirsa, tiim negatif olmayan konveks fonksiyonlar SX (h, I) sinifina aittir;
h(0) = 3 ahmrsa, SX (h, I) = Q(I); h(0) = 1 almrsa, SX (h, 1) 2 P(I) ve h(0) = 6°,s €
(0,1) alimrsa SX (h, I) O K? olacag1 agiktir.



Tanim 2.4 (Birinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon):"R,=[0,00),f R, — R ve 0<s<I

olsun.v®+p°=1 olmak iizere her u,v € R, ve her v,ju > 0 icin

flvu+ po) <v°f(u) + p° fv)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir"(Hudzik
and Maligranda, 1994).
Bu fonksiyonlarin sumifi K ile gosterilir (Hudzik and Maligranda, 1994)

Tamm 2.5 (Ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): "R, = [0,00),f R, — R ve 0<s<I

olsun.v+p=1 olmak iizere her u,v € R, ve her v, > 0 igin

fvu+ pw) < v f(u) + 1 f(v)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Ikinci an-
lamda s-konveks fonksiyonlarin simifi K2 ile gosterilir'(Breckner, 1978).Yukarida verilen
her iki s-konvekslik taninu s=1 icin bilinen konvekslige doniisiir.

Bu fonksiyonlarin suifi K2 ile gosterilir (Breckner, 1978)

Tanim 2.6 (Eksponansiyel Konveks Fonksiyon): f : K C R — R fonksiyonu her 1,0 € |
1 € [0,1]vev € Ricin

fo) ,, 110)

A=)+ ub) < (1 —u)" 0 Y

esitsizligini sagliyorsa eksponansiyel konveks fonksiyondur (Awan and et al, 2018).

Tamm 2.7 (Beta Fonksiyonu):

1
B(t1, k1) = / EN1 = )M tde, t1,k1 >0
0

seklindedir. Bu esitlik Euler tipli Beta fonksiyonu ya da birinci esit Euler integrali olarak
adlandirilir. Beta fonksiyonu,

(1) B(t1, k1)=B(k1, t1)

(2) B(t1 + 1, k1)=747B(u1, K1)

ozelliklerini saglar (Srivastava and Choi, 2012).

Tanim 2.8 (Tam Olmayan Beta Fonksiyonu): 0 < x < 1 olmak iizere tam olmayan beta

fonksiyonu,
Bulv) = [ 01 -0 s
0
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seklinde ifade edilir. Ayrica, B,(u,v) ve B1_.(v, i) fonksiyonlart birlikte ele alindiginda

By(p,v) + Brg(v, ) =
T 1—x T 1
/ (1 =)t +/ N =)t = / N1 =)t +/ w1 —u)' " du
0 0 0 T

1
BI(N>U) + Bl*x(’U?H) = / tﬂil(l o t)vildt = B(Unu)
0

sonucuna ulagsilir. Bu egitlik, tam olmayan beta fonksiyonu ile beta fonksiyonu arasindaki

iliskiyi verir (Gradshteyn and Ryzhik, 1994).

Tamm 2.9 (Gama Fonksiyonu):

seklinde tanimlidir (Samko et al., 1993).

Tanim 2.10 (k-Gamma Fonksiyon): k > 0 icin k-Gama fonksiyonu su sekilde verilebilir:

12.n Z—-1
[p(z) = lim —nk((?k)k
n—oo TG n,k

x bir karmasik sayidir ve R(x) > 0 dir (Kokologiannaki and Krasniqi, 2013).

Teorem 2.1 (Ucgen Egitsizligi): Herhangi § , 1 reel sayilart icin

0+ 1 < |0] + |n],
6] = |nl| < 10 —nl,

6] = [nl] < 16 +nl,
ve tiimevarim metoduyla
0+ .+ 0| <O + ..+ [02]
esitsizligi gerceklenir (Mitrinovic et al., 1993).

Teorem 2.2 (Ucgen Egsitsizliginin Integral Versiyonu): ¢ , [6,1)] araliginda siirekli gercek

/6n§(z)dz

esitsizligi gerceklenir (Mitrinovic et al., 1993).

degerli fonksiyon olsun.

< [ @<



Teorem 2.3 (Integraller icin Hilder Egitsizligi): p > 1 ve 5T %:I olsun. & ve &, [p, o]

araliginda tamimli reel fonksiyonlar |&,|P ve |&5]9, [p, o] araliginda integrallenebilir fonksi-

/ e < ( / ’ |&<6>|pd5>’1’ ( / ' |§2(5)|qd5)3

esitsizligi gerceklenir (Mitrinovic et al., 1993).

yonlar ise ;

Ayrica ; Power mean esitsizligi , Holder esitsizliginin bir sonucudur ve su sekilde ifade edilir :

Sonug 2.1 (Power Mean Egitsizligi): g > 1 olsun. & ve &, [p, o] araliginda tamimli reel

fonksiyonlar |&| ve |&3]7, [p, o] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

/:161(5)52(5)\615 < (/pa |€1(5)!d5)1_; (/pa |61((5)H€2(5)’qd6);

esitsizligi gerceklenir (Mitrinovic et al., 1993).

Teorem 2.4 (Young Egsitsizligi): 0,k > 0 icin [0,k] iizerinde tanimli reel degerli , siirekli ve
artan fonksiyon olsun. 0(0)=0, p € [0,k] , ve o € [0,0(k)] i¢cin Young esitsizligi asagidaki
gibidir :

/:9(3:) + /0 0=\ (z)dx > po.

Burada 0=, 0 fonksiyounun tersidir. Eger 0(c)=0(p) ise esitsizlik esitlige doniisiir.0 kuvvet

fonksiyonu olan 0(w)=wP~!:
—1
() ez

benzer sekilde ;

+ — > po,

pr ot
pooq -

dir. Burada p,oc > 0, p > 1 ve i + %:Z dir (Mitrinovic et al., 2013).

Teorem 2.5 (Mittag-Leffler Fonksiyonu):

oo
LH

B, (1) = ; Fan 1) (Re(e) > 0,1 € C)



seklinde tanimlanan bu fonksiyon ismini iinlii Gosta Mittag-Leffler den almmistir. Ustel fonk-
siyonun McLaurin seri acilimi goz oniine alimdiginda , Re(«) > 0 olmak iizere iistel fonksi-
yonun bir genellemesidir ve a=1 oldugunda iistel fonksiyondur. Yukarida verilen fonksiyon

aymi zamanda tek parametreli Mittag-Leffler olarak adlandirilir (Gorenflo et al., 2020).

Tamm 2.11 (Riemann-Liouville Kesirli Integral Operatirii): I € L, [k, 7| olmak sartiyla
Jy o f ve J!_f Riemann-Liouville kesirli integrallerinin £ > 0 ve v > 0 icin tammlar

strastyla

1 w1
Jo f= m /}{1 (w1 — )" f(t1)du, wy > K

ve

J f= ﬁ /wj(t — wl)”_lf(bl)dal, w < T

dir. Burada T'(v)= [~ e~ ""u” " du

J181+f(w1> = f(w1)

ve

T f(wr) = f(wn)
esitlikleri gecerlidir (Kilbas et al., 2006).

Tamm 2.12 (Uyumlu Kesirli Integral Operatorii): o € (z,z + 1], n= 0,12 ,..., = a-Z
;6,6 € Rve & < & vefe L, &) olsun. o > 0 icin o mertebeden sol uyumlu kesirli

integral :

(150)(1) = © / (&) s &

T
seklinde ve .. mertebeden sag uyumlu kesirli integral

Sl =5 [0 o<

esitlikleri gecerlidir (Khalil et al., 2014).

Tamim 2.13 (Raina Kesirli Integral Operatirii):

[e.9]

o o 0(0),0(1),.. . U(k> k
p,)x(l‘) - ‘Fp,)\ (.’]j) - kZ:% F(pk n )\)x



p,A > 0ve |x| < Rve ¢(7) integrallenebilir bir fonksiyon olacak sekilde o1=(o1(1),...,01(k),...)
pozitif reeel sayilarin sinirly bir dizisidir. Sol tarafli genellestirilmis kesirli integral opera-

torii :
Tt = [ @ — M UE e — 1lemdr, (2> a > 0)

Sag tarafli genellestirilmis kesirli integral operatorii :

b
(Torp0d)(@) = / (r— 2 ol — a)le(r)dr, (0 <z <b),

seklinde tanmimlanmuistir. (Raina, 1987).
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Farkh Tiirden Baz1 Konveks Fonksiyonlar icin Integral
Esitsizlikler

Teorem 3.1 (Hermite-Hadamard Egitsizligi): f: | C R — R reel sayilarin I araliginda
tammlanmis konveks fonksiyon ve &, & € I & < & olsun. Asagidaki esitsizlik konveks

fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizligi olarak ifade edilir (Pecari¢ and Tong, 1992).

&+ & 1 f(fl) + f(&2)
f( 5 )§€2 3 f() f

Teorem 3.2 (Ostrowski Esitsizligi): &, &, ¢, €T, & < & ve k- [€1,&] — R tamumh

tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

1 &2
K1(§) — 52_51/5 ’ﬁ AC'

(hQ(Cv 51) + h2(C7 52))

_52—51

esitsizligi vardir. M =sup¢, <¢<¢, ‘m?(&)’ dir (Bohner and Matthews, 2008).

Teorem 3.3 (Simpson Egitsizligi): f : [ = [k, 7] C R — R bir fonksiyon olsun. ||f || < 0o
olmak iizere f fonksiyonu I iizerinde 4. mertebeden siirekli tiirevienebilir fonksiyon olsun.

Bu taktirde , asagidaki esitsizlik saglanir:

s ()]

(Pecaric¢ and Tong, 1992)

(€05 < g5 17117 = )

Teorem 3.4 [ R’de bir aralik n, 0 € I ve n < 6 olmak iizere ) : I C R — R konveks bir

Jfonksiyon olsun.Bu taktirde

w(n+9)_9 n/d} >2w<e>

esitsizlik gerceklenir. Bu esitsizlik konveks fonksiyonlar icin literatiirde Hermite-Hadamard

esitsizligi olarak bilinmektedir. (Pecari¢ and Tong, 1992).
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Teorem 3.5 p > [ ve ]lj + %:] olsun. Eger 1 ve v , [, 0] araliginda tanimly reel fonksiyon

||P ve |v|?, [n, 0] integrallenebilen fonksiyon ise

/n (@)l

Al / (0 2oz >|sz)’1’ (/ 9<e—z>|v<z>|wz);
( (=~ lape) (/:<z—e>|v<z>|wz)}’
< ( / s ( / |v<z>|qdz)é

esitsizligi gecerlidir (Akdemir et al., 2022).

9

Not 3.1 Her negatif olmayan konveks fonksiyon ayni zamanda iistel tipli konveks fonksiyon-

dur (Kadakal et al., 2021).

Not 3.2 Her iistel tipli konveks fonksiyon h(8)=e~" icin bir h konveks fonksiyondur (Kada-
kal and fgcan, 2020)

Teorem 3.6 Eger y:( — n konveks bir fonksiyon v:n — R iistel tipli azalmayan konveks bir

fonksiyon ise voi:( — R iistel tipli konveks bir fonksiyondur (Kadakal and Iscan, 2020).

Lemma 3.1 ¢: (° C R — R fonksiyonu (° iizerinde diferansiyellenebilen bir doniisiim

olsun. 1, 0 € (° ve n < 0 olmak iizere |/ € L[n, 0] ise

Y(n );@/} - n/ e :g/o (1—28)¢'(6n+ (1 —6)0)ds

esitligi gecerlidir (Dragomir and Agarwal, 1998).

Teorem 3.7 v : ( — R fonksiyonu (° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon n, 6 € (°

ve n < 0 olsun. ' € L[n, 0| , 1,0 "I, [n, 0] iistel

tipli konveks bir fonksiyon ise

‘@b(n);zb(@) 1 /:d}(z)dz

_9—7]

<0 (4vE-c= 3 ) el lve)

esitsizligi elde edilir. Burada ((v,p) , p ile v nun aritmetik ortalamasidir (Kadakal and
Iscan, 2020).
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Lemma 3.2 ¢ : ( C R — R fonksiyonu (° iizerinde diferansiyellenebilen bir doniisiim olsun.

n, 0 € ( ven < 0 olmak iizere ' € L[n, 0] ise

0 = g [ wlede =0 =m) [ o) Gn-+ (1))

esitligi gecerlidir. Her 0 € [0, 1] icin,

p(0) = " ' [O’ Zif,}
§—1, b€ (332,1]

dir. Burada 7 € [n, 0] dir (Alomari and Darus, 2010).

Teorem 3.8

<((e= e =220 Wt + (e =2-1) ‘W”q)é}

esitsizgigi gecerlidir.Burada z € [n,0], p > 1 ve % + §=1 dir (Yildiz and Yergoz, 2023).

Teorem 3.9 ¢ : ¢ C [0,00) — R tamuml (° iizerinde diferansiyellenebilen bir doniisiim ol-

mak iizere n, 0 € (, nve ' € Ln,0| olsun. Eger |’

1, [n, 0] iizerinde iistel tipli konveks

14



bir fonksiyon ise

V@y—géglzﬂwmd

(6 —n)? 1 0 —2\"" v
= {<@+1xp+m<e—n) )

0=z 0 — 2)? — 20
(o5 - 2 12

e (0-2 (02— 1\ ., .
(e - T=2 2=l D
R N U e A YA

esitsizligi gecerlidir. Burada z € [n, 0] ve p > 1 i¢in zlo - %:I dir (Yildiz and Yergoz, 2023).

Lemma 3.3 f:[a,b] CRT U{0} = R, (a,b) araliginda differansiyellenebilir bir fonksiyon

ve a < bolsun. |f'| € [a,b] ve |f’| s-konveks fonksiyon ise 0 < a <1,s€ (0,1]vea <x <

15



b olmak iizere

(r —a)[(a + ) f(x) —xf(a)] + (b — 2)[(x + b) f(x) — 2f(b)]
(b—a)?

Dla+1) a o fla b N
o (e 10+ g2 10)

o (e o) 10 (Taara ) 70
+§Z:z§z [(br(l“a(;_i)srfé; . * S—T—l) F) + <a+z+ 1 * sil) f’(x)}

esitligi gecerlidir. (Gao et al., 2017).

IN

Teorem 3.10 f: [a,b] C R* U {0} — R, (a,b) aralhiginda differansiyellenebilir bir fonksi-
yonve a < bolsun. |f'|? € [a,b] ve |f'|? s-konveks fonksiyon ise 0 < a <1,a<x<b,q

>1, % + %=1 ve s € (0, 1] olmak iizere

(z —a)[(a+2)f(z) —xf(a)] + (b — 2)[(z + b) f(x) — 2f(b)]

b=ap

_IgéciZ;z) <<x C;)a_l jmaf(al) - (b——l;)a—ljﬁf(b)? ‘
e N G i
B (2 ) (o

esitsizligi gecerlidir. (Gao et al., 2017)

Teorem 3.11 f: [a,0] C R"T U {0} — R, (a,b) araliginda differansiyellenebilir bir fonksi-
yonve a < bolsun . |f'|? € [a,b] ve |f'|? s-konveks fonksiyon ise 0 < a <1,a<x<b,q

> [ ves € (0,1] olmak iizere
(z —a)l(a+2)f(x) —xf(a)] + (b — z)[(x + b) f(x) — 2 (b)]

T(a+1) ( o
a+

a oty b o
b (G 0+ =0

g R

e (o
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esitsizligi gecerlidir. Burada

sesa) = (g + o) e
(P ) |f’(a)|q);

sl = ((FEEICED L £ g
+(oz+s—|—1 sil'f/@)'q))é

seklindedir. (Gao et al., 2017).

Teorem 3.12 f: [a,b] CR* U {0} — R, (a,b) araliginda iki kez differansiyellenebilir bir
fonksiyon ve a < b olsun . |f"|? € [a,b] ve |f"|? s-konveks fonksiyon ise 0 < a < 1,a <x <
bve s € (0,1] olmak iizere

1 {(x(a +1) +0)f(x) = bf(b)  (bla+1)+2)f(x) - xf(a)}

‘(b—a)2 b—zx r—a

(a+DI(a+1) x N b N
(b~ ap ((b—x)&ﬂjﬁf(b”(x— a1 ))‘

e
+($F(&+2)F(3+1)+ b ))|f”(b)|]

[la+s+3) (s+1)(s+2
(x—a) [(2l(a+2)(s+1) b )
b=y K Fatst3) (5+1)(3+2)) 117 (0)]

b x "
+<a+5+2+5+2) f (x)’]

esitsizligi gecerlidir (Gao et al., 2017).

Teorem 3.13 v — SX (h, 1), &, & € 1,6 < & vewv € Ly [€,&)] olsun. h-konveks fonksi-

yolar i¢in,

PAT@ D) o
< T(n+ DI (a —n)(b—n)e 113 (v(&2)) + "L (v(&1))]

h(3)

=T+ Dh(a—n)

« /0 21— 1) R + A1 — u)]du

v(& + &)

[v(&1) + v(&2)]

uyumlu kesirli integral egitsizligi saglamr. (Ugar and Korkmaz, 2019).

Teorem 3.14 F € SX(H;, 1), G € SX(Hp, 1), m,n €, m<nve FG € Ly [m,n|ve H, Hy
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€ L;[0,1] ise

! / " Po)G(0)a0

< M(m,n) /1 Hy () Hy(t)dt + N(m, n) /1 Hy () Hy(1 — t)dt
dir. Burada
M(m,n) = F(m)G(m) + F(n)G(n)veN(m,n) = F(m)G(n) + F(n)G(m)

dir.
FeSX(H;,I), GeSX(Hy,I), mnel,m<nve FG € Li[mn]ve H Hy € L;([0,1])

2H1(%1)h2(%)F (m;n) G (m;") - ! — /mnF(G)G(H)dG

< M(m,n) /01 Hy(t) Hy(#)dt + N(m, n) /01 Hy () Hy(1 — t)dt

ise

dir (Ugar and Korkmaz, 2019).

Lemma 3.4 1, 1n, € I% ve n; < 1o oldugunda 1 : 1° CR — R, I iizerinde diferansiyelle-

nebilir bir fonksiyon olsun. Eger ' € L [n1, | ise asagidaki esitsizlik gecerlidir.

V() +¥(n2 + F5 1, (o —1m2))
5 +
1 /772+]:5117A1 (m—n2)
5 Y(x)dx
fp;,)\l (771 - T]2) n2
Foia (m —m)

1
= e 0 A+ M~ )
0

esitsizligi gecerlidir. (Tariq et al., 2023).

Teorem 3.15
CYm2) + (e + Fol s, (= m2))
2
1 T]2+]:;,711’A1(711*712) ( )
+— / Y(z)dx
‘Fpll,Al (771 - 772) n2

‘7:01/\ 1712 / 112
< T ) 0 o)+ mea (2

A €[0,1], (a,m) € (0,1] x (0,1] ve z € [0, 1] oldugunda asagidaki esitlikler gecerlidir:

0 (2) :/0 11— 20 ](1 = (2A1)")d

2074644 —227F 2 —daz®
B 4la+1)(a+2) ’

0 (2) :/0 1= 20 |(1 = (2(1 = A))*)dA.
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(Tariq et al., 2023).

Lemma 3.5 \{,p; >0, wy; € R ve gy ,negatif olmayan gercek sayilarin bir dizisidir.
& < & ve Ay > 0 olmak iizere v : [§1, 6] — R, (&1, &) araliginda bir fonksiyondur. Eger v’
€ L [&1, &) ise asagidaki esitsizlik gecerlidir.

v(&1) +v(&)

2
1

2(&— EOMFT (& = §0)7
X(( Pall,)\l,ﬁlJr;wl )(52) ( Pall,)\l,ﬁzf;wlv)(gl))‘
. (@&
- F aalwi(§2 — &1)7]
1

o [ [ -0 F e -ara-or
X|U'(C&1 + (1 = ¢)&)|d¢

1
- / (OMFD o lwr (6 — )PP I/ (G + (1 — Q&)

(Herndndez and Vivas-Cortez, 2019).

Ispat Lemmanin sag tarafindaki integrallere kismu integrasyon uygulanirsa
1
[ =0 m bt - 071 - 0P e+ (1= e

/ T alr(€ — )71 ¢V (CE + (1= Q)Ea)de

Y(CE + (1 - Q&)
& —&

1

H—& /o (1=0™ 1]:511/\1+1[w1<€2 — &) (1 —11)™]

xp(CE + (1 — ¢)&)dC

+C>\1‘F;J711/\1+1[W1(§2 — &) (7]

= (1= O"F s alwn(& — &) (1 -0

0

W(¢E+ (1 - &)
&—6& .

- / CET Ll — )P CH(CE + (1 — Q).

elde edilir ve ispat tamamlanmug olur.

Teorem 3.16 \,p; >0, wi € Rve 0y, negatif olmayan gercek sayilarin bir dizisidir.

& < & ve Ay > 0 olmak iizere v : [§1,&] — R, (&1, &) araliginda bir fonksiyondur. Eger v’
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L [&1, &) ise asagidaki esitsizlik gegerlidir.
v(&) +v6) 1
2 2(& — E)MF w1 (& — &7
x (( pgll)\l €14 “r v)(&2) + (T pl,)\1,§2—;w1 )(51))|
F o A1+2[w1(§2 §)P (&) + (&)

Fotlwi(§e — &)~ 2 ’

< (&—6&)

ve

1
O'/l (lil) = 01(%1) <1 — W) .

Lemma 3.6 &, < & olmak iizere v : [£1,&] — R, (&1, &) araliginda bir fonksiyondur. Eger
v’ € L [&, &) ise asagidaki esitsizlik gecerlidir.
v(&) +v(&) !
’ (&) — (€)oo (9(&) = w(€0)7]

X [(ToE o D) + (TS 4 D)(E))]

B k! PR (&) — U(6))

4(6(&2) — w(E) A
< [ s, 0vce + (1 = ceic

Burada
X ne(0)
= [¥(C& + (1 =)&) — @b({l)] F i w1 (0(C6 + (1 = 0)&2) — (&)™)
—[(C& + (1 =)&) — (51)] Fo e w1 (¥(C6a + (1 = €)&1) — ¥(61))"]
—[¢(&) — (&G + (1 - C)&)] Foinrlwi (9(&2) — (& + (1 =)&)
(&) — (¢ + (1 - )51)] F ot lw1(¥(&) — (1= €)&))™].

ile verilen X5+ [0, 1] — R geklinde tammi bir fonksiyondur: (Tung et al., 2020)

Ispat

1 / _
T T(@) =& & / Sl
O [U(&) vl - &) + (&)
XFoia (@ (&) = 9((1 = Q& + (&) T (& + (1 = O&u)dC.

Kismui integrasyon uygulanminca
Tornd i T (62)
= Ki[ (&) — (&) F o w1 (10(&2) — 1(61)) 1T (1)
1 AL
e | (&) —v((1- 06 + el
xFoia lwi(@(&2) — (1 — Q)& + ¢&) T (& + (1 — ()&1)dC.
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Benzer sekilde
1 o ! _
Tt T(&2) = / fam bl Zolh C%
O [((1 =)+ &) — (&) ™
XFoian lwr(((1 = Q)& + ¢&2) — ¥(&)) ] T(CE + (1 — €)&1)dC.

Kismu integrasyon uygulanirsa

Toiitr—n L (E2)

= ma[$ (&) — Y(E] Fo fon ($(€) — ()T (&)
~& =€ [ (L= O +C) — ()
X FTL T (((1 = O + (&) — (&))" T(C + (1 = Q&)

pP1,A1L+TEL

A1
K1

iistteki egitsizlikler ve iligkiyi kullanrak .....F (z) = f(z) + f({; + &2 — 2)

A((6) — B(E)) A FILL, . lin(B(6) — ()] (&) + (&)

& —& 2
—1

AR (&) — D(€)) S F fon ($(6) — $(&n)]
X (T e &) + (T i D))

P1,A1,62—;w1

- / (1 = O)fa) + ColM FOP i ($((1 = O + Cs) — V(&)

T (CEr + (1 — )6 )dC
- /0 W(E) — (1 — O + CENAFTT L [in((E) — (1 — O + )]

xY'(C&2 + (1 = ¢)&1)dC.

X

elde edilir. Diger taraftan F'(z) = f'(2) + f' ({1 + & — 2)

T'(C& + (1 = ¢)&1)d¢ = f'(C&a + (1 = ¢)&1) — f/(C&1 + (1 = ()&2)
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buradan

/ = O+ CE) — (N FZ L [ (B((1 — O+ C6) — ()]
(G + (1 — Qe
= 10001~ 0 +€8) O FR b (9001 = O +G62) — (6"
<! (G + (1 — )G
-/ = O + CE) — BN FS L [ (B((1 — O+ C6) — ()]
0!G+ (1 — e
= [ 10101 - 0 +€8) O FR el (9101 = O +G62) — (6"
<! (G + (1 — )¢
-/ T = O+ CE) — BN FS L [ (B((1 — O+ C6) — ()]
<! (C + (1 — )¢
/ (&) — 91— O + CENHF (&) — (1 — O + )]
XY (G + (1~ Of)dc

= [ (e ~ 0101 = 0 + I FR e (916 — 9((1 — O + <)
<! (Ca (1 — )G

/0 (&) — 0((1 = O + CoA F L lon (0(&) — (1 — Q)& + C&))"
xv'(C&1 + (1 = ¢)&2)dC

= [ ~ 0101~ O+ GO FR e (906 — ¥((1 — O + €60
<! (Gt (1 — Q)G

/0 (€)= B((1 = O + CEa)] = Fg [on ($(62) — (1 = O + &))"
<! (G + (1 — &)

sonuca ulasiir ve ispat tamamlanmugs olur.

22



Teorem 3.17

v(&) +u(&) 1
2 Ak((&) — ¥(€0) M FIRL fwr (&) — w(&r))?1]
X (T —on D &) + (T 1 (&)
101751
< [0/ (€0)] + [V (£2))-

A6 — E)(W(&) — V(EN) T FDE o (0(6) — v(E))7]
Ly = Lo o(82, &) + Lot (61, &) — LONT (&2, &) — L1 (€1, 61)

ve L7\ (0, 0) su sekilde tamimlanr:

§1+&2 N
w1

Lo g(m:0) = /{ - ullv(& — ) FDRL (&) — w(&) ldu

& v
= [ = (e — )R F G lb) - (€1

2

(HernndezandVivas — Cortez, 2019).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde; literatiirde tanimlar1 mevcut Raina kesirli integral operatorii kullanilarak h- ve
eksponansiyel konveks fonksiyon siniflart i¢in yeni integral esitsizlikleri iizerine caligmalar

yapilacaktir.

4.1. h- ve Eksponansiyel Konveks Fonksiyonlar ve Yeni Integral

Esitsizlikler

Teorem 4.1 \i,p; >0, wy € R ve 0y ,negatif olmayan gercek sayilarin bir dizisidir.
& < & ve A\ > 0 olmak iizere v: [&1,&] — R, (&1,&) araliginda bir fonksiyondur. Eger
v’ € L[&, &) ve |U'|1 h-konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatorii i¢in asagidaki

esitsizlik gecerlidir
v(&) +v(&) 1

2 20§ — &M T alwi (e — &1)7]
X(( P011,>\17§1+;wlv) <52) + ( P(T11,>\17§2—;w1v) (51))‘

P(&2) ‘H/J(fl)]
S —&

_52 i 3 [/ ( - C)MFEM [W1<£2 - fl)pl(l - Opl]
Olp(En)] + h(1 = Oi(E)])de
/ FD (€ — )P CPYRON(ED] + A1 — Ol(E)])dC

<P (- &) [
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Ispat Lemma 3.5 ve mutlak deger yardimiyla

v(&1) +v(&2)
2
1

26 - EOMF A w1 (& — &7
X(( Pall,/\1,51+;wlv>(£2> + ( pall,/\l,&—;wlU)(gl))

(& —&)
T ol (& = &)

9 [ [a-0mm b -ara- <>m]] V(CEs + (1 — ) ldC

- /0 M FT s (s — £ (O (G + (1= O)6a)ldC

yazilir. h-konveks fonksiyon tanumi dikkate alinarak ve gerekli diizenlemeler yapilarak

v(&) + (&) 1
2 2(& - &) Fol a1 wi(§e — &)
X((Tyia i V(&) + (T o V) (1))

V(&) + 1/1(51)]
§— &

: - { / (1= OMFD, fan(6e — &) (1— 071
Ol(&)] + h(1 = Q) |v(&)])dC
/ CUFT L wn (& — €)Y (RO ()] + h(L — O)lp(En)ldC

< F (& — )P [

_52

sonuca ulasilir ve ispat tamamlanmus olur.

Teorem 4.2 )\, p; > 0, wy € Rve 01, negatif olmayan gercek sayilarin bir dizisidir.
&1 < & ve N\ > 0 olmak iizere v : [£1,&] — R, (&1, &) araliginda bir fonksiyondur.Eger v’

€ L [£1,&)] ve |U'|T h-konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatirii igin asagidaki
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esitsizlik gecerlidir
v(&) +v(&) 1

2 2(& — &M F ) alwi (S — &)7]

X (T s 1 ©)(E2) + (Tt ey V) (61))
< P(&2) ; Y(&1)

5 i & [(/1 (1= OMHFT [ (§e — &) (1 - C)medC)

AOW(E]" + [h(1 = Q)¢ <£2>\qd<)q

1

(]
+( [ (6 — 51)p1Cp1]|pdC>p
X (/ (RO Y ()] + [R(L = O)v (52)\qu)q] :

Ispat Lemma 3.5 ve mutlak deger yardimiyla

v(&1) +v(&2)
2

1
26— Q)M T alwi (& — &7

X(( 0(711,/\1,§1+;W1U>(£2> +( 0(711,>\1,§2—;W1U>(£1>>

(&2 — &)
T Flwi (&2 — &)P]

Y [ [a-orm e -ara- om]] V(¢ + (1= Q) ldC

- /0 ONFS alion (€ — 607 QP0G+ (1 — Ol
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yvazilir. Holder esitsizligi uygulanirsa

v(&) +u(&) 1
2 2(& — &M F 5 plwi(§e — )7

X (T s 1 ©)(E2) + (Tt ey V) (61))
< P(&2) ; Y(&1)

1 1
_§2 — 51 [(A |(1 o >‘1+1f511)\1 [w1(£2 _ 5001(1 _ g‘)ﬂl“pdg‘)

>< ( / (ca + (1 osz)\qczc)é

(/ KM lfgllxlﬂ [wi (&2 — 51)p1Cp1”pdC> '

>< ( /0 V(a1 c)&)\qdc) é] |

elde edilir. |V'|* fonksiyonunun h-konveks fonksiyon olusu dikkate alimirsa

v(&1) +v(&2) 1

2 2(6 — E)M T\ alwi (&2 — &1)7

X(( Pgll,>\1,§1+w1 )(52) ( P1, >\1 $2—3w1 )(61»
JV@-vie) 1
S —&

2
[(/ (1= MR wn (62 — €)1 (1 = C)pl]lpdC)

1

1

< ([ et + - ow(&)wdg“);
( / CTIFD (6 — &)plcmnpdc);
< ([ e+ - (fz)lquf].
sonucu elde edilir ve ispat tamamlanmus olur.

Teorem 4.3 )\, p; > 0, wy € Rve 01, negatif olmayan gercek sayilarin bir dizisidir.
& < & ve A > 0 olmak iizere v : [£1,&] — R, (&1, &) araliginda bir fonksiyondur. Eger v’

€ L [&1,&)] ve |U'|1 h-konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatirii icin asagidaki
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esitsizlik gecerlidir
v(&1) +v(&) 1

2 2(& — STy i lwi (& — &1)P]

X<< 00117>\17§1+w1 )<£2> ( P1, >\1€2 w1 )(51»

?ﬁ(&) &) 1
2 L4

CONTLED fn(6 — €07 (1 — O IA(C)(E) + h(1 — <>w<£2>]\d<>

1

1

. ( P(&) +h(1 - W(fz)]ldé)l;
(

' / O F b~ G IHOU(6) + (1 = vt

( / H(Q(Er) + (1 — >w<§2>1|d<)1;].

Ispat Lemma 3.5 ve mutlak deger yardimiyla

v(&1) +v(6e)
2

1
C2& — EMTFD alwi (& — &)

X(( P0117A1,51+w1 )(52) ( P1, >\152 w1 )(61))

(& —&)
i (& — &)

U (L= OMFD, o @—a)plu—om]} W(CE + (1 — Q)a)ldC

- / OMFT (€ — )P (OP IV (6 + (1 — Ofa)ldC
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yazulir. Power mean esitsizligi uygulanirsa

v(&) +u(&) 1
2 2(& — &M Tl lwi(§e — )7

X (T 1t V) (&2) + (T, 6 V) (1))

1/}(52) V&) 1
2 L4

- PR (6 — €)1 PV (G + (1 - Ol

(/ (CE+ (1 >52>|d<)1;
(

n /\c*l L w6 - 51)”1Cp1]\q\v'((£1+(1—C)€2)|dC)

>< ( /O V(e + (1 - <)£2>|d<)11 .

elde edilir. |V'|? fonksiyonunun h-konveks fonksiyon olusu dikkate alinirsa

v(&1) +v(&2) 1

2 2(& — 51)A1F§1 a1 lwi(€e — &)

X(Tponr 11 V) (&) + (T0n 20 V) (ED))

< V(&) —v(&) 1
N §2— &1

X [(/ (1= QM FUFS wi(&e — &) (1= QP [M(C)w (&) + h(1 - C)¢(§2)]|dC>

( / H(C(E:) + h(1 — >w<azmcz<)l_é

( / CVED (& — )P CNFIAC(E) + (1 — ow(&)ndg)

( / H(C(E:) + h(1 — w(@mdc)l_é].

sonucu elde edilir ve ispat tamamlanmus olur.

1

1

1

Teorem 4.4 )\, p; > 0, wy € Rve 01, negatif olmayan gercek sayilarin bir dizisidir.
& < & ve A; > 0 olmak iizere v : [£1,&] — R, (&1, &) araliginda bir fonksiyondur. Eger v’

€ L [&1,&)] ve |U'|1 h-konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatirii icin asagidaki
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esitsizlik gecerlidir

v(&) + (&) 1
2 2(& — STl i lwi (& — &1)P]
x(( ,ﬁ’fxl i 0)(&) + Tk 6w V(&)
(&) —v(&) 1
2 6§
[( ’ OMTEFT s wi(€e — &)1 (1 = ¢)?]|Pd¢
0 p
+/0 [[A(C)ab(&1)]7 + ‘h(l - )¢(§2)|q]df>
. ( LRl ;52 — &) (PfPd¢
D7+ (1 = >w<£2>|ﬂd<>
0 q '

Ispat Lemma 3.5 ve mutlak deger yardimyla

v(&1) +v(&2)
2

1
26— Q)M T alwi(é — &)T)

X (Tt V) (62) + (T, 6 V) (1))

< (& — &)
T Flwi (&2 — &)P]

Y { [a-orm e -ara- om]] V(¢ + (1= Q) ldC

- /0 ONFS alon (€ — 607 QP10 (G + (1 — Ol
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yazulir. Young esitsizligi uygulanirsa

v(&) +u(&e) 1
2 2(& — &M F ) alwi (6 — &)7]

X(( PU117>\17§1+;UJ1U)(§2) + ( pa17>\17§2—;W1U)(§1))
¢(§2) &) 1
2 6§
[(/ (1= OMFUFS S [w(e — &)1 (1 — ()P PdC
p

(v (¢6 + ( ¢)&2)|*d¢
l )

+

( / I fsz w1<£2 &)1 ¢PIPd¢

G

bulunur. |V'|? fonksiyonunun h-konveks fonksiyon olusu dikkate alinirsa

_ e i)

q

v(&) +u(&) 1
2 2(& — )M Tl lwi (& — &1)P1]
x(( p"ﬁxl 4wV (&2) (T, 6w V(&)
(&) —v(&) 1
2 6§
K 1 (1= QMHFS L [wn (& = £)7 (1 = QrIPd¢
0 p

v STy RSy >w<§2>|q]d<>

N / [T s lw (52 — &)1 ¢PPdC
0 p
D+ (1 - )¢(§2)|q]d4> '

0 q

elde edilir ve ispat tamamlanmus olur.
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Sonuc 4.1 Teorem 4.1 de h(()=( alimirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

v(&) +u(&) 1
2 2(& — 51))\1‘;;1 aalwi (e — &)1
X <( 00117>\17€1+ w1 )<£2) ( P1, >\1 o —swi )(51»
(& — &)

<
N }—pllAlﬂ[Wl(fQ — &)P1]
y []:pal Al (&2 — &) 10 (&) 1

& —& CH-¢&
1
< / (1= OMTIFED, fan(6 — 67 (1 — )]
X (¥ (&) + (1 = Q)v(&2)]) dC
_]:51 aa1wi(§e — §1)p1]¢(fl) 1
52 fl 52 - 51

/ CHLET (o (6 — £)7 ¢ (1C0(E) + (1= Q&) de |

Sonuc 4.2 Teorem 4.1 de h(()=(® alimirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

v(&) +u(&e) 1
2 2(& — 51)’\1]:51 a1 wi(§e — &)
X ((jpcﬁ)\l:fﬁr w1 )(52) ( p1, )\1 o —iw1 )(51))
(&2 —&1)

T alwi (& — &)
. [f; wnln& -6 W(&) 1

&—& CH-&
1
x/o (1—)M~ 1]:;’11,\1[w1(52—§1)m(1—C)pl]

X (|C*(&1) + (1 = €)*(&2)]) dC
]:pal g (wi(§e — &)7 (&) 1
§2— &1 &—&

x / CLUET (1 (6 — £)7 ¢ (&) + (1 — Q&) de |

Teorem 4.5 )\, p; > 0, wy € Rve 01, negatif olmayan gercek sayilarin bir dizisidir.
& < & ve Ay > 0 olmak iizere v : [§1,&] — R, (&1, &) araliginda bir fonksiyondur. Eger v’

€ L [&,&)] ve [U'|? eksponansiyel konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatirii i¢in
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asagidaki egitsizlik gecerlidir

v(&) +u(&) 1

2 2(& — fl)h}fl aglwi (& — &)1
X (( 00117/\1751-1- w1 >(£2> ( P1, >\1 G2 —iw1 >(£1)>
s [HE56)

: &1 [/1( C)Alfgfh [wi(& — &) (1 — Q)P

G-
e 1<1 ewl 2
/ C)q}‘,gll/\l §l)p1<p1] (|<§w(§1)| + |(1 _651);:(62”) d<:| ‘
Ispat Lemma 3.5 ve mutlak deger yardiumiyla
v(&) + (&)
2

1
2(6— EOMF! s alwi (&2 — &)1

X(( P011,>\1,51+;wlv)(£2) + ( p011,>\1,52*;wlv)(61))

(& — &)
i (& —&)7

Y { Ja-or ;’fw[wl(@—a>m<1—<>m]} W(CE + (1 — Q)ea)ldC

- / (OMFT (€ — €)1 (O V(G + (1 — ) dC.

yvazilir. Eksponansiyel konveks fonksiyon tamimindan ve gerekli diizenlemeler yapilarak

v(&) +u(&) 1
2 2(& — fl)Al}—; aa1lwi (e — &)1
X ((jp?,h,gﬁ Wi v)(&) + (T, o1, "N Lo v)(&1))

Y(&2) +¢(51)}
& —&

: {/1< — QOMF [wi (& — &)1 (1= )7

T L-&
( Gu(&) n ‘(1 —efl);:(fz) )dC

ew161
+/0 CA1F511A1 [Wl(SZ _ gl)Plgpl] (

< FO o€ — €)1 [

(v(&)

ew161

ew162

N ‘(1 - C)U(£2)> ' dg} |

sonuca ulasilir ve ispat tamamlanmus olur.
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Teorem 4.6 )\, , p; >0, w; € Rve oy, negatif olmayan gercek sayilarin bir dizisidir.
& < & ve A\ > 0 olmak iizere v : [&1,&] — R, (&1, &) araliginda bir fonksiyondur.Eger v’
€ L [&,&)] ve [U'|? eksponansiyel konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatirii i¢in

asagidaki egitsizlik gecerlidir.
v(&) +v(&e) 1

2 2(& — EO)M T\ lwi(&e — &0)T'

X (Tpia e V) (2) + (T3 A V) (€1)
< V&) - w(él)

1

52 &1 [(/ | 1 N Alf/ilh W1(€2 - 51)”1(1 — C)p1]|pdC)

(] FUICHE Illelr) d<>3

+( [ 160 Fntes - e epac)’

((f vt (1~ Ohieir) C“);]'

Ispat Lemma 3.5 ve mutlak deger yardimiyla

v(&1) +v(&2)
2

1
26— EMTFD, alwi (& — &)

X V(&) + (T 6 V) (1)

(&2 — &)
(G = &)

Y [ [a-0rm e - e - cm]
X|U/(C51 + (1 =)&) |d¢
- / (OMFT o ln(es — €7 (OP NI (CEn + (1 — Q) ldC

34



elde edilir. Holder esitsizligi uygulanirsa

v(&) +u(&) 1
2 2(& = EOMFZ\ alwr (&2 = &)71]

00D+ (06|

@U(&) —Y(&) 1
2 L4

CONTET fanr — )P (1 — 071 |pd<)

x (/ (¢t (1 >§2>|Qd<)l
(

([ 10 E e - )

X (/0 [v'(C& + (1 — C)éa)lquf] '

elde edilir.|V'|? foksiyonu eksponansiyel konveks olugu dikkate alinirsa

v(&1) +v(&2) 1

2 2§ = E)MF w1 (& — &)1

(T e 0)(E) + (T e ><51>>]
o V&)~ (&)

1

B =

“a=% [(/01 (1= OVl - 87 (1= O e )
x ( &) +<1—<>|v<§2>|(1)dc>3

ew1él ew1é2

1

( K
+( [ 10 m e - eynenipac)
(( et (1 Oey ) 31] |
0 ew1él ew1é2
elde edilir ve ispat tamamlanmus olur.

Teorem 4.7 )\, p; > 0, wy € Rve 01, negatif olmayan gercek sayilarin bir dizisidir.
& < & ve A; > 0 olmak iizere v : [£1,&] — R, (&1, &) araliginda bir fonksiyondur. Eger v’

€ L[&,&] ve |V'|1 eksponansiyel konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatérii i¢in
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asagidaki egitsizlik gecerlidir

v(&) +u(&e) 1
2 2(& — &M F ) alwi (S — )7

X<( PU117>\17§1+;0J1U)(§2) + ( pa1,>\17§2—;W1U)(£1))

¢(§2) (&) 1
2 L4

. [( Aﬁlf;ul[wl(sz — &) (- Qnpe
dvten eml;:(fz)l) )’

o[ e, o ezg&nng)l‘é
([ 107t~ 5)/)10’111‘1(

o[ e Q- dC) ]
:

ew161 ew162

X

+

el , A=ObiEN), C)l

ew1é1 ew1é2

Ispat Lemma 3.5 ve mutlak deger yardimiyla

v(&1) +v(&2)
2

1
26— EOMFT\ lwi (&2 — &)T'

X(( Pall)\l,ﬁl-i—wl )(§2) ( 1>\1§2 w1 )(61))

< (&2 — &)
T I lwi (& — &)P]

X l/o (1 C)Al}—,il,\ﬁl[wl(fz — &) (11— C)pl]]
< |0/ (CEr + (1 — O)E)ldC
- / OMFT o ln(es — €7 (PN (6 + (1 — OEa)ldC

0
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yazulir . Power-Mean esitsizligi uygulanirsa

v(&1) +v(&2) 1

2 2(& — SN F L alwi (S — &)7]

X (T 1t V) (&2) + (T, 6 V) (1))

1/}(52) V&) 1
2 L4

COMHLET fn(6e — €7 (1 — QP (G + (1 — <>52>|d<)

(/ (CE+ (1 >52>|d<)1;
(

n / TET (& — 6) ¢ (Gt (1 <>52>|d<)

>< ( /O V(e + (1 - <)£2>|d<)11 .

elde edilir. |V'|? fonksiyonu eksponansiyel olugu dikkate alinirsa

v(&) t (&) 1
2 2(& — 51)/\1]:;1 aatlw1 (&2 — &1)P

X (Tt 1w V(&) + (T i V) (1))
L &) w<51> !

1

1

& —&
9 [( f (6o — &) (1 — O
v Ol .\
X 6w1§1 ew1§2 - ) g)
Lot (1= Q@) )
x ( 6‘”1511 ew1&e : dC)

( ! o)l +< Ol (&)l C) ]

ew1él ew1&2

yaziulir ve ispat tamamlannus olur.

Teorem 4.8 )\, , p; > 0, wy € Rve 01, negatif olmayan gercek sayilarin bir dizisidir.
& < & ve A > 0 olmak iizere v : [£1,&] — R, (&1, &) araliginda bir fonksiyondur. Eger v’

€ L [&,&)] ve [U'|? eksponansiyel konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatirii i¢in
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asagidaki egitsizlik gecerlidir
v(&1) +v(&) 1

2 2(& — gl)Al‘Fpl aglwi (e — &)1

X (Toian e V) (E2) + (T3 A o0 V) (61))
< &) —v(&) w@)

K / (1= OMFT wi (& — &) (1 = ¢)PdC¢
+( I, Qe

ew1é1 ew182

( / CUFT [n6e — ) CPPdC

P L[ (e, aoonia )],

Ispat Lemma 3.5 ve mutlak deger yardimiyla

V(&) +u(6)
2

1
_2(52 — &) ]:Ul A1+1[W1(§2 — &)

X (Tpian i ) (62) T (T =i V) (61))

(& — &)
N f011A1+1[W1(§2 —&)r]

N [ [ o“f?mﬂwm&—&)pl(l—om]]
X|UISC§1 (1 —=¢)&)|d¢
- / (OMFD (& — &) (PN + (1 - &)l
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elde edilir. Young esitsizligi uygulanirsa

v(&) +u(&e) 1
2 2(& — &M F 5 palwi (e — )7

X(( 00117>\17§1+;w1U)(€2) + ( pa17>\17§2—;w1v)(€1))

@D(&) (&) 1
2 L4

K / (1= OMFLFS | [wi(&e — &) (1 = O)P][pdC

p
- / (I'(¢& + < >52>r<1d<>
( / I lf,i’;w [wi (&2 — &)Pr¢|PdC

[ e :

- C)fz)!q)dé)
yazilir. |V'|? fonksiyonu eksponansiyel konveks olusu dikkate alinirsa
v(&1) +v(6) 1

2 2(& — 51)A1}—p1 aglwi (e —&)7

X (Toian e V) (E2) + (T3 0 V) (61))
< V&) —v(&) ¢(§1)

q

K / (1= OMFp s [wi(& — &) (1 = Q)IPd¢
+( I, Qe

ew1é1 ew1é2

+(5 / O F (e — ) ¢ PG

L[ (e 0oOrery ).

elde edilir ve ispat tamamlanmus olur.

Teorem 4.9 & < & isev: [§1,8] € R, (&1, &) araliginda diferansiyellenbilir bir fonksiyon-

dur. Eger v’ € L[&1, &) ve [U'|7 h-konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatérii igin
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asagidaki egitsizlik gecerlidir

v(&) tu(&) 1

2 Ak (P(E2) — W(E)) M FIL i (1 (E2) — (€1)7]
< (T &) + (T 1 ()]
< (JW'(&)l)

<[ [ W+ -0 - vt

X Foit o (0(C + (1= Q&) — (&) h(¢)dC
- ()b + (1 - 08— vlE) ™

X Foit o (0(C + (1= Q&) — v(&))h()dC
- () — (e + (1L e R

X Foiity o [0 ((&) = 9 (¢6 + (1 = 0)&))P1h(¢)dC

+ (&) — (6 + (1 - O A

X Folt o w1 (9(82) = 9(¢& + (1 = €)&))”h(¢)dC]
H(E))

<| [ e + 0 -0 - vien®

X oty o ((C6 + (1= 0)&) — (€)' ]h(1 = ¢)d¢
- (e + (- O&) — w(an ™

X Foiity o [ ((C6 + (1= &) — (€))7 ]h(1 = ()d¢
+ [ e - v + 0 - ga)

X Foi [ (1(&) — 9(C& + (1= &) h(1 — ¢)d¢
- (&) — v(cE + (1 - Q)

X F T (6) — $(C6 + (1 — Q&) Ih(1 — Q)dc]

Ispat Lemma 3.6 kullamlarak ve mutlak deger yardimiyla

v(&1) +v(&2) 1

2 AB( (&) — (€)) T F [ ($(6) — $(E0)]
x [(T7tg D) + (T8, ) ()]

< 52 — él AL Fgll,’)’\iller [wl (¢(€2) - w(gl))pl]

4W(&) — (@)
1
< [ monca + 0 - el
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yazilir. |U'|? fonksiyonunun h-konveks olusu dikkate alinarak

v(&) (&) 1

2 Ak (P(E2) — W(E)) M FIL i (1 (E2) — (€1)7]
<[ ) + (T V@)
. -6

T A((&) — Y€ R FDT, [ () — ()]
x / ST (RO (E)] + (1 — O (€))dC.

p17)‘lag

elde edilir.

Yiang(Q) =
[(CE + (1= O)&) — w(EN] = F, . on(B(CEr + (1 — ) — B(€)"] +
~[(CE + (1 = ) — B(E)]H FD [ (B(CE + (1 — O&) — ()] +
“[(&) — (& + (1= Q&) S FI, . [on((&) — w(CE + (1 — &)™)

(&) — $(CE + (1= Q&R FIL, lon(W(&) — (1= Q&)™)
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olusu dikkate alinirsa

v(&) tu(&) 1

2 Ak (P(E2) — W(E)) M FIL i (1 (E2) — (€1)7]
< (T &) + (T 1 ()]
< (JW'(&)l)

<[ [ W+ -0 - vt

X Foit o (0(C + (1= Q&) — (&) h(¢)dC
- Ol + (- O&) — v(E)

X Foit o (0(C + (1= Q&) — v(&))h()dC
- () — (e + (1L e R

X Foiity o [0 ((&) = 9 (¢6 + (1 = 0)&))P1h(¢)dC

+ (&) — w(CE + (1 - Qe

XFpiit o lwn(9(82) = 9(C& + (1 = €)&))Ph(¢)dC]
+H(E))

<| [ e + 0 -0&) - ven®

X oty o ((C6 + (1= 0)&) — (€)' ]h(1 = ¢)d¢
+ [ e+ - 0a) - vant

X Foiity o [ ((C6 + (1= &) — (€))7 ]h(1 = ()d¢
+ [ e - v + 0 - ga)

X Foi [ (1(&) — 9(C& + (1= &) h(1 — ¢)d¢
- (&) — v(cE + (1 - Q)

X FT [ ((€) — $(CE + (1 — Q&) JR(1 — ¢)dC]

sonucuna ulagsilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.10 & < & ise v: [&1,&] € R, (&1, &) araliginda diferansiyellenbilir bir fonksi-

yondur. Eger v’ € L[, &) ve |U'|? h-konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatérii
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icin asagidaki egitsizlik gecerlidir

v(&) +u(&) 1
2 Ak (P(E2) — W(E)) M FIL i (1 (E2) — (€1)7]

< (T DIED) + (T30 0 D)

< S —&

T A((&) — H(E) T F Wi ($(&) — (6)”]
<(/ 06 + (1 - Of) — b(E)E

X FR (B + (1= Q&) — w(E)™]dC) P

([ +n - ovac)

e ( /0 @G+ (1- 0&) - pa) ™
TR0 + (1= 06) — V() I de)?
< ([ o @+ ha - outeamac)
+(f 1066 — w(ca + (1 - Q@)

X Foin (&) = o(¢6 + (1= Q&) PdC)

< ([ o e+ b - oienmac)

q

n ( [ lwte) —vice+ 1 - 0ap?
x o wi(¥(&2) — (¢ + (1 = &)™
x ( [ @@+ - ov’@mdg)

S =

BN [ —

[7dc)
Ispat Lemma 3.6 kullamlarak ve mutlar deger yardimiyla
v(&) +u(&) 1
2 A (&) — V()M Fyl [ ((E) — 9(€))1]

< (T T E) + (T i V(&)

<0278 e (h(6) - $(6))]
4(p(&2) — (&)™

<[ IO + (1 - el
0
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yvazilir. Holder esitsizligi uygulanirsa

v(&) +u(&) 1
2 4k (V(&) — D(E))TFS - [wi (&) — v(€)?1]

X (T8 D) + (T8 1 D (E2)]
& — &
A0(&) = V(E) T F i [ (9(&) — w(€0)))

x [( [ 1068+ 0~ e - v’
X FOU (o (@(C + (1= Q&) — (&) ]PdC) 7

x (jg ((661+ (1~ Gl ac )

= ( / ((CE + (1 — &) — (&)™
X FO(un ((CEs + (1= O)61) — (&))" ]PdC) ¥

<( [ e+ U—(&W@)
+ ([ lvied - vice + (- og

X Tyt lw W@ﬂ—w@&+ﬂ—IKM“WMﬁ
x ( / (' (C&s + (1 — cazmczg) '

</| (&) — (¢ + ( 1—051))%
X FO (un (&) — 9(C& + (1 — Q&) Pde) »

X (/0 (IU'(C€1+(1—C§2)|)dC> ]

<

Q|
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elde edilir. |V'|? fonksiyonunun h-konveks fonksiyon olusu dikkate alinarak

v(&) +u(&) 1
2 Ak (P(E2) — W(E)) M FIL i (1 (E2) — (€1)7]
< (T &) + (T 1 ()]
. &H—&

T A (&) — BE)) T FDE [ ($(E) — (€)1
<(/ (G + (1 - 08) — w(E)d

X TR (G + (1= &)~ v(@)) )’
< ([ @+ v - oepmac)

, (/01 (W(CE + (1 - Q&) — w(E) ™

Rl (566 + (L= O8) = UAEDP )
< ([ o @+ ha - outeamac)
+(f () — w(cE 4 (1 — QR

X Foiit ol (&) — 9 (¢6 + (1= Q&))" Pd¢)

< ([ o e+ b - oienmac)

q

n ( [ i) - vice+ -0

3=

X -F,fll,ffﬂl [wi(¥(&2) — (¢ + (1 — C)fl))m”pdC)
1 .
x (/ (1RO ()" + h(1 - C)U'(&)Iq)dé) ]
0
sonucu elde edilir ve ispat tamamlanmus olur.

Teorem 4.11 & < & ise v: [§4,8] € R, (&1, &) araliginda diferansiyellenbilir bir fonksi-

yondur. Eger v’ € L[, &) ve |U'|? h-konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatérii
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icin asagidaki egitsizlik gecerlidir

v(&) T (&) 1

2

XIS + ST ]
< i S —&
A(0(&) — P(E0)) ™ Foit, o Jon ($(&) — ¥ (€))7]
<(/ (e + (- ) — (e R
x It wi (9(C& + (1 = &) — 9(61))™ ]|

< (|L(O)V (€)] + h(1 = O (&)])dC) s
([ @@ +na - ouiennac)

1—1
q

n < [ lwiee+ a =)~ vien®
X]:Zf,’,l\?ﬂl [wi(W(¢& + (1 =)&) — ¥(&)) ]|

< (IO ()] + (1 — O/ (E))dC)
< ( IRUGHSEIE <>v’<sg>|>dc)

Q=

1—1
q

T < [ e —vice + - 0¥
XIS 01 (9(62) — 9(C& + (1 = ()62)) ]|

([ (&) + [h(1 = OV (&) ])dC)
X (/0 (|R(Q)V'(&1)| + h(1 - <)u’<52)\)dg)

1—1
q

+ </0 (&) — (C&r+ (1 — Q&)™
XF gt 01 (0(&) = 0(¢& + (1= Q)|
< (|R(O)V (€1)] + [h(1 — O/ (&)])dC) s

>< ( / ROV + h(1 <>v’<sz>\>dc)l_é] |

46

4k (V(&) — D(E))TFS - [wi (&) — v(€)?1]



Ispat Lemma 3.6 ve mutlak deger yardimiyla

v(é) (&) 1

2 AB( (&) — (€)) T F [ ($(6) — $(E0)]
X (T V&) + (T 0, D) (&)

<8R (&) - vE)”)

AW(&) — v(E))
1
< [ S ORca + 01— Gl
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vazulir. Power-Mean esitsizligi uygulanirsa

v(&) +u(&) 1
2 Ak (P(E2) — W(E)) M FIL i (1 (E2) — (€1)7]
XS o T Spin o]
. -6

T AE) — HE)) T FLS o 1 (B(&) — p(E)]
<(/ (e + (- O8) — v(E)H
Xt o (0(C6 + (1= Q&) — v(&))™])
x([V(¢&1 + (1 = C&)])d) v

X (/Ol(lv’(éfl +(1 - C&z)l)dC)l

T ( [ ltwiee+ a0 vt
ngll,’)il—i-nl [wi(W(¢& + (1 =)&) — ¥(&)) ]|
x(|0(¢& + (1= ¢&)])dC)

x ( / (v(ca+ (1 - <§2>!>dc)

1—1
q

T ( [ e —vica + -0
XIS 01 (9(62) — 9(C& + (1 = ()62)) ]|
X (|0(C& + (1= ¢&)])dC)

([ aica o -cena)

1—1
q

+ ( /0 ((E) — 0(CEs + (1 — )™
XFO (&) — (¢ + (1 - O&))7]|f
x(|0(C& + (1= ¢&o)])dC)

>< ( / (¢ + (1 - C52)DdC>l_;] |
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elde edilir. |V'|? fonksiyonunun h-konveks fonksiyon olusu kullanilirsa
v(&) +u(&) 1
2 A1 ((62) = (€)™ Fyity g [wr ($(&) — 0(€)]
IS N b T SpiN ]
y &-&
A(1(E) = V(E)) R T  wn ($(62) — 0(€0)7]

1 A
([ 1ws+ -0 - v
ngll,fll+nl w1 (V(C& 4 (1 = 0)&2) — (&) ]]?

< (|L(O)V (€)] + h(1 = O (&)])dC) s
([ @@ +na - ouiennac)

1—1
q

n < [ lwiee+ a =)~ vien®
X]:,gf,ffm [wi(W(¢& + (1 =)&) — ¥(&)) ]|

< (IO ()] + (1 — O/ (E))dC)
< ( IRUGHSEIE <>v’<sg>|>dc)

Q=

T < [ e —vice + - 0¥
XIS 01 (9(62) — 9(C& + (1 = ()62)) ]|

([ (&) + [h(1 = OV (&) ])dC)
X (/0 (|R(Q)V'(&1)| + h(1 - C)U’(fg)\)d()

1—1
q

+ </0 (&) — (C&r+ (1 — Q&)™
XF gl (9(6) = (C& + (1= Q&)™)
< (|R(O)V (€1)] + [h(1 — O/ (&)])dC) s

>< ( / ROV + h(1 <>v’<sz>\>d<)l_é] |

elde edilir ve ispat tamamlanmus olur.

Teorem 4.12 & < & ise v: [&,&] € R, (&1, &) araliginda diferansiyellenbilir bir fonksi-

yondur. Eger v’ € L [&1,&] ve [U'|7 h-konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatérii
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icin asagidaki egitsizlik gecerlidir

v(&) (&) 1
2 41 (V(&) — D(E)) T FS - [wi (&) — v(€)7]
[s;,’: s so
< S —&

4(&) — HENT FT (9(6) = vlE)
K / W(CE + (1= O)6) — B(E)) A FIL,  [w(w(CE + (1 — &) — (&)

p
/ AV (&) I‘“r!h (1-Qv (52)!")

( /| <°52+<1—<>51> BENTFT o ($(CE + (1= Of) — 9(€))])PdC
p

(O (€))7 + |h (1-=Qw (52)"1)

+( / p(€L) — C§1+(1—C)€2)) L () — (CE + (1 — Q6] PdC

p
/ AV (&) |"+|h (1—-Quv (62)|q>

( / (&) — <§1+<1—<>52>> Fo lwi(0(&) — (& + (1= ¢)&))»]Pd¢

[ HOUE + H0-OvigIry). p

Ispat Lemma 3.6 kullamilarak ve mutlak deger kullailarak

v(&) +u(&) 1
2 4ky ((€2) — ¥(€0)) M FIRL won ($(&) — w(&r))#1]
X (T8 D) &) + (T, T ()]
GH—&

< n Fointm w1 (¥(&2) — (€)'
A(&2) — (&)™

« [ manca + 0 - i
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yazulir. Young esitsizligi uygulanirsa

v(&) +u(&) 1
2 41 (V(&) — D(E)) T FS - [wi (&) — v(€)7]
|:S/(’711;111§] w1+8511;115+0-)1]
. & — &
A(E) — YEN)TFT w ORI
K / ((CE + (1= Q) — (€ Fo,, (W (CE + (1 — Q&) — (€)1
p
[U'(C& + (1 — ¢&2)|%dC
o [ )
. /1|<w<<52+<1—<>51>—w<51>> Fo (wn(W(Ce + (1 — Q&) — p(&)))PdC
p
/ v (¢& +<1—<52>\qd<>
( / (&) — D(CE + (1= Q) S FI, - wn ($(60) — $(CEr + (1 — O&))PPdc
p
/ v/ (¢Ey +<1—<52)|qd<>
( / ((60) = B(CE + (1= Q&) T F,  [wi (&) — ¥(¢E + (1 — &) PdC
p

(1 — &2)|?d¢
q

+/Olv C + )}
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bulunur. |V'|? h-konveks fonksiyon olusu kullanilirsa

v(&) +u(&)
2 A (&) — B(E)) T Fo [n ((E) — (€)1
STt + ST
< §—&
4((&2) — ¢(€1)) F o @ (¢(§2) Y(&1))7]
Fon, W@ (Ca + (1 - O) — (€))7 PdC

K / (CE + (1= ()&) — (&) R

/ AV (&) I‘“r!h (1-Qv (62)!")

p

1((C6 + (1 = )&1) — (1)) [PdC

( /| C£2+<1—<>51> BENHFTSw

(O (€))7 + |h (1-=Qw (52)"1)

p

— (¢61 + (1 = ()€2))"]|7d¢

+( / (&) — c51+<1—o52>> FO (@)

o

v'(&1) |q+|h (1-Qw (52)|q>

p

— ¥(C& + (1 = Q&)™ ]Pd¢

( / (&) — <51+<1—<>52>> Fo o lwn((&2)

e

elde edilir ve ispat tamamlanmus olur.
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Sonuc 4.3 Teorem 4.12 de h(C)=C alimirsa asagidaki esitsizlik gecerlidir :

v(&) +u(&) 1
2 Ak (P(E2) — W(E)) M FIL i (1 (E2) — (€1)7]
X [8511,7;;,f*;w1 + 8511,7;11:5%&)1]
- _e& y
4(p(&2) — ¢(§1))71]:511,f11+,ﬂ [wi(¥(&2) — ¥(&1))7]
(D' (&)]

» [ [ mvica+ (-0 - vien
X o [w01(0(C& + (1 = €)&2) — ¥(61))”]dC
+ (&) —wE) S P F S e [ (9(&) — 9(E)"]

_"“/o ($(¢& + (- Q&) — (&)=
X f;’f,ffﬂm [wi((¢2 + (1 = )&1) — @D(ﬁl))pl]dC)
+ (&) = B(E) S T F L, [ (6(62) — (€)'

—#1 /0 (W) — (e + (1= &) R

X o e lwr ($(&) — ¥(C& + (1 = )&2))"]dC)

+ /0 () — 9(CE + (- Qg HT

X T o 01 (0(&) = (¢ + (1= ¢)&r)"]d]
+[v'(&2)]

x [ (&) = 0(E)) T F o (0(6) — (€0
+hi /0 W+ (1 - 08) — vE) R

X o [w1(9(§2) — (¥(&1))7]dC

O [ Wi+ (1~ Q6 - vien

X T o lwr (0(C6 + (1= 0)&) — (&))" ]dC

1 /0 (&) — 9(CE + (1 - Qe AT

X I o (01 (1(€2) — ¥ (CEr + (1 = ¢)€2))1]dC

i ($(62) — BENT T IR e [ (0(E) — 9(6))°]
1 /0 () = (e + (1= )P

X Tt 1 (0(€2) = ¥ (CE + (1 = Q)€1))"d(] -

53



Sonuc 4.4 Teorem 4.12 de h(()=C* alimursa asagidaki esitsizlik gecerlidir :

v(&) +u(&) 1
2 Ama ((&) — D(E)) S FI, [ ((E) — (E)))
XS b T S o)
< S —&
T AW(E) — Y(E)) S F e (&) — (&)
x|/ (&)

<[t [ wise+ -0 - vient)
X Fotse g 1 (G0 + (1= Q) = (€0))(dC
+ (&) = HED T FL e [ (0(E) — ¥(6))°]

+’““/o (W(C + (1= Of) — (&)=
X ‘/—_.511,7)’\{11+2n1 [wl (¢<<€1 + (1 - C)SQ) r ¢(€1))p1]cbld<)
+ (&) = Y (E) A T o (0(E) — 0(E))")

b [ (06 = vica + (1 - O

X Folt e [w1(9(62) = 9(C& + (1 = €))7 )¢ dC)

# (= [ (06— vice+ - 0a)H

X Fo o 01 (1(€2) — 9(CE2 + (1 = O)1)]¢HdC)
+[v'(&2)]

x [= ((6) — BE) S T F [ (6(6) — (6))”
b [ 066 + (11— ) — @)

X Tt 1 (0(C6 + (1= &) = ¥(60)" (1 — ) dC)
+ (—wl /0 W+ (1 - 0@ — vE) R

X g o w1 ($(C6 + (1= Q&) = $(&))](1 = () dC)
+ (—m / (&) — v(CE + (1 — @)

X T o w1 (©(62) = $(CE1 + (1= ()&))'](1 = ¢)1dC)
+ [ (908) = (@)™ T Eg g o (9(&) — w(E)”
b [ (06) = vice + (1 - OG)H

X F o ((& — (C& + (1= Q&))" (1 = ¢)dc]
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Teorem 4.13 & < & ise v: [&1,&] € R, (&,&) araliginda diferansiyellenbilir bir fonk-

siyondur. Eger v’ € L [§,&] ve |U'|7 eksponansiyel konveks fonksiyon ise Raina kesirli
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integral operatorii icin asagidaki egitsizlik gecerlidir

v(&) +u(&) 1
2 4k ((&2) — V(&) FLE L [wr (¥(&) — $(60)7]
X [8511,7;;,f*;w1 + 8511,7;11,f+;w1]
< . S —& o
4(p(&2) — ¢(€1))71]:;’;11+m (w1 (¥(&2) — ¥(&1))P]
(_) ‘Ul(gl)’
ew1é1

Y [ [ vica + (-0 —vien®

X T oy (01 (U (CEL + (1 = €)2) — (&))" ]dC
+ (&) = 0(E) S T T g, [ ($(62) — (€0

D / (B(Ce + (1= O)f) — (€)=

X Fot e (0(CE + (1 = OF1) = 9(£))'1dC)
+ (&) — 0 ()™ T T, [ ($(62) = (€0

iy / ((&) — 9(CL + (1 — Q&)=

X F o, (w1 (¥(82) — (¢ + (1 = €)€2))™]dC)

" / r((E) — D(CEs + (1= ()R

X Fo e [ (9(&2) — ¥(C& + (1 = )&1))”]d(]

&)
ew1é2

x [ (&) = 0(E)) S T F o (0(6) — w(€)”]

e / (W(CE + (1= O)&) — (€)™
KFTE L fan (9(6) — ((60))™)dC
an / (B¢ + (1= &) — p(&)) 5

X FI o w1 ((C& + (1= Q&) — ¥(&1))']d¢

- / (&) — 9(CE1 + (1— Q&)=

ngll,fll'f'%ﬁ w1 (¥(&2) — ¥(C& + (1 =)&) ]dC
R ((E) — D(E))TFT L [ (&) — ()]

- /O (6(6) — V(o + (1 — Q&)+

X FZ;,TEHM w1 (¥(&2) — P(C& + (1 — C)gl))pl]dd .

56



esitsizligi gecerlidir.

Ispat Lemma 3.6 kullamlarak ve mutlak deger yardimiyla

V(@) + (&) |

2 A1y ($(E) — V(&) 7 L, o (8(62) — 0(&))#]

0'1 sR1,9

X (T8 0D+ (ToE L, ()]

< 8T8 e () - $E))]
4P (&2) — 1/1(&))

1
< [ =00 + (1 - Gealag

vazilir. Eksponansiyel konveks fonksiyon tanimu dikkate alinarak

v(&) +u(&) 1
4 41y ((62) — (€)™ FIL [wr ($(62) — 0(€)7]

[T D) + (T2 V@)
§a— &

46 NS F o))
1 (1—¢
< [ (et B2 ‘)d<

elde edilir ve

<

Xoiane(Q) =
[(¢61 + (1 =)&)

—[¥(¢& + (1 =)&) —
C[(&) — (CE + (1 — Q&) o w1 (¥(&2) — ¥(C& + (1 = ()62))"]

— T (e + (1= O)e) — (E)]

p1 A1+k1

BENNT F o o ($(CE + (1 - Q&) — w(6)]

Pl A1tk

01 K1

(&) - 9(Ca + (1 - Q&) F ot w1 (1(&2) — (1 = €)&1))™].

57



olusu dikkate alinirsa

v(&) +u(&) 1
2 4k ((&2) — V(&) FLE L [wr (¥(&) — $(60)7]
X [8511,7;;,f*;w1 + 8511,7;11,f+;w1]
< . S —& o
4(p(&2) — ¢(€1))71]:;’;11+m (w1 (¥(&2) — ¥(&1))P]
(_) ‘Ul(gl)’
ew1é1

x { / K6 + (1 - O&) — (&)=
X T oy (01 (U (CEL + (1 = €)2) — (&))" ]dC
+ (&) = 0(E) S T T g, [ ($(62) — (€0

1 [ g+ (1= 0f) ()
X Fot e (0(CE + (1 = OF1) = 9(£))'1dC)
+ (&) — 0 ()™ T T, [ ($(62) = (€0

iy / ((&) — 9(CL + (1 — Q&)=
X FTH L (6(E) — $(CE + (1 — O)E))JdC)
" / r((E) — D(CEs + (1= ()R

X Fo e [ (9(&2) — ¥(C& + (1 = )&1))”]d(]

&)
ew1é2

x [ (0(E) — D) S T [ (0(6) — 0(6))”)
1 /O WG+ (1 - 08) — ple) R

XF o lwr (V(&2) — (0(&1))7]d¢

[ @t + (1 - 08) - @)

XFo it o w1 (0(CEa + (1= Q&) — (&))" ]dC

+h / () = B(CE + (1= &) P!

XFT o 01 ((&) — ¥ (CEr + (1 = €)&2))"']dC

i (9(62) = BENH T IR [ (0(E) — 9(6))°]
1 /O (&) — 9 + (1 - Qe AT

X FI o ($(6) — 0(CE + (1 - Q&) ]dC]
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sonucuna ulagsilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.14 & < & ise v: [€1,&] € R, (&,&) araliginda diferansiyellenbilir bir fonk-
siyondur. Eger v’ € L [&,&] ve |U'|7 eksponansiyel konveks fonksiyon ise Raina kesirli

integral operatorii icin asagidaki egitsizlik gecerlidir

v(&) (&) 1

2 4k1 (D(E2) — V(€)M FIRL o (W(E2) — $(€1)7]
X [Sgll,ff,7£—;w1 + 8,4(7711 ,f1l,g+§w1]
- &4

A(E&) = V(€D T T [ ($(6) — ()]
x [( / (e + (- 08) — vE)H

x FP T (06 + (1 - Q&) — (€))7 ]PdC)
8 ( / (c\zﬁ)rq L= %’@W) dC)
; ( / (e + (- O&) — b(E)

x Foset fon(@(Cea+ (1 - Q) — w<§1>>fnpd<)i
) ( / (c\:;flmq L 25(@)!‘1) dg)q

, ( / J0b(E) — w(cE + (1 — OEH

< 5B (06 — 0166+ (1= )P
([ (e o-ger) )

- ( /0 106() — 0(CEa + (1 — O

X Fo [ (0(6) — (CE + (1 — Q)] PdC)

|
(] (e e-gmar ]

Q=
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Ispat Lemma 3.6 kullanilarak ve mutlak deger yardimiyla

v(&) +u(&) 1
2 AR(P(E) — (&)™ FL, Lo ($(6) — v(&)]
X (T D(E) + (T 4 T (E)]
<80T8 pem G 0(6) - $(6))”]
4((&2) — (&)=

1
< [ SO e + (1 = celac

yazilir. Holder esitsizligi uygulanirsa

v(&) +u(&) 1
2 A ((€2) — B(€)) R FS 5 [in (0(E) — (€))7
|:S<71 ,K1,9 +801 yR1,9 ]

P1,A1,b—;w1 P1,A1,a+5w1

& -6
— (e F ot w1($(&2) — (&)™)

K/| (G + (1 - &) — v(&) ™

X PRl (0 + (- &) — v P
<([ (cot €l + 11 - wieic)
; (/1 (W(CE + (1 - &) — (e
x FO [ ((C& + (1= Q&) — (¢
<( [ terter +1a-ovem)
; ( / 066 — wlca + (1 — Qe R
X Fyit o 01 ($(6) — (¢ + (1= Q&) |PdC)
x ( / (el + 11 - <>v’<52>|q>d<) l
; ( / 06(6) — (e + (- Q&)

x FI fon (0(6) — w(CE + (1 - Q&) IPdc)?

x (/01(|<v’(£1)|q +(1 = C)v’(&)lq)d(> ;] :

S

DRILSE

Q= ’—‘

q
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elde edilir. |V'|? eksponansiyel konveks fonksiyon olusu dikkate alinarak

v(&) (&) 1
2 41 (V&) — V(E)) S FS - [wi (&) — (€))7
[8;7; T
<- &8

l/)(fl)) Zifim [wi(¥(&2) — ¥(&1))7]

K/| (6 + (1 - &) — (&)™
X PP i ((CE + (1= O8) — (&))"
) ( /0 (C\ng&l)qur (1- 3};’(@)!‘) d<>
+ (/ (¢ + (1 - Q&) — v(E)) A
x Foi . (0 + (1= Q&) — (&)™ PdC) ?
, (/ <<|:WE&>|q+ a —2&'@!3 dC)q

(/r (&) — w(ct + (1 — Q&)™
X FI L ((€) — (G + (1 — C)éz))’l’lﬂpdC)’l’
) ( / <¢|;E§11>|q+ (1- 21'2@2)|q> d()q

</| (&) — 0(CE + (1 - Q&)™
) Fou o ((6) — (CE + (L — Q&)1 PdC)?

" (A (Ctﬁgow—k(l_gﬁzT@Mq)dé>1.

elde edilir ve ispat tamamlanmus olur.

B =

[Pd()

']

H

[

Teorem 4.15 & < & ise v: [&,&] € R, (&1, &) araliginda diferansiyellenbilir bir fonksi-

yondur. Eger v’ € L[, &) ve |U'|? eksponansiyel konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral
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operatorii icin asagidaki egitsizlik gecerlidir

v(&) +u(&) 1

2 A (&) — B(E)) T Fo [n ((E) — (€)1
S S A S
< & — &

T AW(E) — V(E) AT b ($(&) — (€]
<(/ (e + (- ) — w(a) R

X Foit o (W(Cs + (1= Q&) — ﬂ&))ﬂﬂq

) <<|v'<§1>| L - <>|u’<§2>|) dg)q

ewél ew12

L) = Op@l L\
A (/0 ( ew1é1 + ew1é2 >d<)
+ ( / (¢t + (1 — Of) — (E)™
XFTRL (an (9(CEs + (1= Q)&r) — b(Er))"

(S | U= 9lal o)

Q=

ew1él ew182

L) - Qp@N L\
~ (/0 ( ew1é1 i ew1&2 >d<)
n ( [ lwte) —vice + 1 - 0g
X FTE o ($(6) — 9(CE + (1 = O)&)) )"

’ (W(&)’ - <>!v’<£2>\) dg);

ew161 ew1é2

([ (S5, 4=y, )
+ (/01 |((&2) — (C& + (1 - C)&))%
TN (&) = 0+ (1= Qe

" (Clv’(&)! N (1—C)lv’(£z)\) d§>

ew1él ew182

([ (e omgeny )]

| ES—— |
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Ispat Lemma 3.6 kullanilarak ve mutlak deger yardimiyla

v(é) (&) 1

X (Tt D& + (T8 0 V(&)
= 4(%0(5 5)2 _jl(g ))Al‘l__-gll,’)’\?—i-m [wl (w(&) - w(&))m]
2) — 1))"1

1
<[ e + (- ol
0

elde edilir. Power-Mean egitsizligi uygulanirsa

2 AB( (&) — (€)) T F [ ($(6) — $(E0)]

v(&) +u(&) 1
2 Ak ($(E2) — V(€)M FIRL | wn(9(E2) — $(€1)7]
X S ati—eor T St vt
&H—&

< y
4(1h(&a) — (61)) = Fo sy w1 (¥(§2) — ¥(61))71]

)
% K/O ((CEr + (1= O)Ea) — B(€1))5

X F o (w1 (U(C61 + (1 = ()&2) — (&)1 (v (¢6 + (1 — C&)))dC)

1—1
q

x (/01(\0’(661 +(1— 552)\)d<>
+ (/01 ((CE + (1= O)&r) — (Er)) A

X F o (w1 ((C&2 + (1 = O)&1) — (&) 1 (Jv'(¢6 + (1 — C&)))dC)

1-1
q

< ([ oica 0 - cenpac)

n ( [ 1wt - vica + 1 -0

X F o (w1 (0(&2) = ©(¢61 + (1 = &) 1(Jv'(¢6 + (1 — Cf2)’)d4)%

1—-1
q

([ oica 0 - cenpac)

" ( [ 1wt - vicea+ 1 - e

X T w1 ((&2) — ¥ (C& + (1= €)&))17(J0" (C&r + (1 = ¢&2)|)dc)

x ( / ((ca+ (1 - <52>|>dg)1;] |
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yazilir. |V'|? fonksiyonunun eksponansiyel konveks olusu dikkate alinarak

v(&) +u(&) 1

2 Ak (P(E2) — W(E)) M FIL i (1 (E2) — (€1)7]
X [8511,7;;,f*;w1 + 8511,7;11:5%&)1]
. &—6&

T A((&) — P(E) A FDT, b ($(6) — ()]

x [( [ lwta + @ - 0) - v
CFPE T ((Ca + (1 O&) — B(EN)T

X <C|v'(§1)| N (1—C)|U'(§2)|)dc><lz

eW§1 6W152

L) = Op@l L\
A (/0 ( ew1é1 + ew1é2 >dC)
T ( [ lwiee+a -0 - vie)?
X F Lo ((¢Ea + (1 — O)éa) — $(&0)7]?

(&), - Ql@l,
(fee s ) %)

ewiél ew1§2

L) - Qp@N L\
~ </0 ( ew1é1 i ew1&2 >d<)
n ( [ lwte) —vice + 1 - 0g
X FTE o ($(6) — 9(CE + (1 = O)&)) )"

L (SWE, A=QR&IY, :
(S, )

ew161 ew162

([ (e, e )
+ (/01 |((&2) — (C& + (1 - C)&))%
Fitamr(0(6) (06 + (1= 0G)

" (Clv’(&)! L a —C)!v’(ﬁz)\) dC)

ew1é1 ew1é2

([ (e omgeny )]

elde edilir ve ispat tamamlanmus olur.

Q=

I — |

Teorem 4.16 & < & ise v: [&,&] € R, (&1, &) araliginda diferansiyellenbilir bir fonksi-

yondur.Eger v’ € L[, &) ve |U'|1 eksponansiyel konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral
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operatorii icin asagidaki egitsizlik gecerlidir

v(&) +u(&) 1
2 41 (V(&) — D(E)) T FS - [wi (&) — v(€)7]
X [STirg ST ]
- -6

A(E) —w(E)™ T M @ (@b({z) ¥(&1))P]

K / W(CE + (1= ) — B(E)) R FIE,  [un($(C& + (1 — Q&) — (€))7
P

/ AV (&) I‘“r!h (1-Qv (éz)lqdé)

( / i <&+<1—<>51> B(EN) R FTEL [y w(cm(lc)snw(&))mnpdc)
D

+/1 0T 1) <@>er<)

p

_|_

( L) — C51+(1—C)€2)) FOm (&) — (& + (1= Q&) PdC

H ROV (&) |"+|h (1—-Quv (Sz)lqu)

0

( L) — C§1+(1—C)€2)) FO (i ($(6) — 9(CE + (1= Q&) PdC
p

V' (&2) |"+|h (1—-Quv (&)qué)}

Ispat Lemma 3.6 kullamlarak ve mutlak deger yardimiyla

v(&) + () 1

2 Ah((&) — V(€))L FIL ln ($(6) — (€))7
< [T T)E) + (T T ><52>]\

& —& !
< R (0(6) — V(E) / ST (O (¢ + (L CEa)ldC

A(&2) — ¥(&))n
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elde edilir. Young esitsizligi kullanilarak

v(&) +u(&) 1
2 41 (V(&) — D(E)) T FS - [wi (&) — v(€)7]
X [STirg ST ]
- -6

en 52 e >>ﬂf;’11§11m[ w(@) b(&1))7]
[ L ((CEr+ (1= Q)&a) — 9(E)) FFI, o (9(CE + (1 — O)&2) — (&) ])PdC
)

0 p

L[t

( / c&+ (1—0)&) — $(€)) FFI, o <w<<§2+(1—o§1>—w@l))mJ)pdg)
0 p

§z)|qd<)

_|_

+

52)|qu>

/1| V(CE +
[
L
( / (&
N / [V (¢E + (1= <>§2>|‘1d<>}

B(CE + (1= Q)™ F o (1 ($(61) — ¥ (C6 + (1 = ()€2))7])PdC
p

_|_

U6+ (1 —-¢ )52)|qu>

+
p

q
—Y(C& + (1 — 5)52)) J‘Eilffﬂl[ 1(9(&2) — (¢ + (1 = )&1))7])PdC
(
q
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elde edilir. || fonksiyonu eksponansiyel konveks olusu dikkate alinarak

v(&) +u(&) 1
2 41 (V(&) — D(E)) T FS - [wi (&) — v(€)7]
X [STirg ST ]
- H-&

T AW(E) —Y(E)FFIE L w (&) — v(&))]
|

} [ p(CE + (1= Q)a) — (&) F Foy L [w(@(C& + (1 — Oa) — w(&1))?)IPdC
0 p

HRQOV(EDI + [h(1 = V' (€2)]9d¢

o ; )

N (/ (& + (1 — Q&) — ¥(&) F Foy, [w((CE + (1 - &) — w(&))"]!”dé>
0 p
ROV ()] + [h(1 = Q' (&)]%dC

o ; )

N (/1 [10(€2) — (¢ + (1 — Q&) F Foyi [w((&) — (¢ + (1 — )&))IPdC
0 p
ROV (D] + [h(1 = )v'(€2)]9dC

o : )

N ( (€)= 9(CE + (1 — Q&) 7 T w(¥(&) = (& + (1 — Q&))IIPd¢

p

/ [h(S)v' (&) |"+|h (1—-Quv (él)lqu)}

elde edilir ve ispat tamamlanmug olur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde, Raina kesirli integral operatorlerini kullanarak farkli konveks fonksiyon si-
niflarini iceren birkac yeni integral esitsizlik elde edilmigstir. Elde edilen sonuglar, klasik ana-
lizdeki bilinen bircok esitsizligi genisletip genellestirmekle kalmayip, aym1 zamanda genel-
lestirilmis konvekslik merceginden kesirli esitsizliklere birlesik bir yaklasim da sunmaktadir.
Tez caligmasinin yaklagimlari, h-konveks ve eksponansiyel konveks fonksiyonlar gibi iyi bi-
linen konvekslik siniflarina ait fonksiyonlara odaklanmistir. Genellestirilmis Raina kesirli
integral operatoriinii uygulayarak, Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipi esitsizlik-
lerin yeni bi¢imlerini tiireterek, kesirli hesaplamanin sinirlar iyilestirmek ve klasik sonugla-
rin daha genellestirilmis versiyonlarini olugturmak i¢in nasil kullanilabilecegi gosterilmistir.
Genellestirilmis cekirdegi ve esnekligi nedeniyle Raina operatorii, kesirli integral esitsizlik-
lerinin incelenmesinde giiclii bir ara¢ oldugunu kamitlamilstir. Operatore ek parametrelerin
dahil edilmesi, 6zellikle konveksligin dogas1 ve genellemeleriyle ilgili olarak daha genis bir
fonksiyonel davranis yelpazesini yaklamay1 saglamistir. Bu bulgular, kesirli hesaplama ve
konveks analizin kesisimindeki giderek artan arastirma literatiiriine katkida bulunmakta ve
matematiksel esitsizlikler, yaklagim teorisi ve uygulamali matematiksel modellemede potan-
siyel uygulamalar sunmaktadir. Dahasi, burada gelistirilen esitsizlikler, sayisal analiz, opti-
mizasyon ve konvekslik ile kesirli operatorlerin 6nemli bir rol oynadigi ¢esitli problemlerde
faydali araclar olarak kullanilabilir. Gelecekteki ¢alismalar i¢in, diger genellestirilmis kesirli
operatorleri kullanarak benzer esitsizlikleri kesfetmek ve bu sonuclarin kesirli mertebeden
diferansiyel denklemleri ve integral denklemleri ¢c6zmedeki potansiyel uygulamalarin aras-
tirmak 1ilgi ¢ekici olacaktir. Daha ileri arastirmalar ayrica ¢ok boyutlu analoglara odaklana-

bilir veya bu sonuclari ayrik kesirli ortamlara genisletebilir.
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