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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vii
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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ

EKSPONANSİYEL VE h-KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN RAİNA KESİRLİ

İNTEGRAL OPERATÖRÜ YARDIMIYLA İNTEGRAL EŞİTSİZLİKLER

Jüri: Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMİR

.çoD Dr. Abdullah ÇAĞMAN

Doç. Dr. Mustafa GÜRBÜZ

Bu tezde, literatürde tanımları mevcut Raina kesirli integral operatörleri incelenmiş ve h-

konveks ve eksponansiyel konveks fonksiyon sınıfları için yeni integral eşitsizlikleri elde

edilmiştir. Birinci bölüm giriş kısmında, konveks fonksiyonlar , eşitsizlik ve kesirli analiz te-

orisinin tarihinden , öneminden ve kullanım alanlarından kısaca bahsedilmiş olup, literatürde

bulunan çalışmalar ile ilgili bilgiler verilmiştir. İkinci bölüm Kuramsal Temeller kısmında,

konveks fonksiyonlar için temel tanım ve kavramlar yer almış, devamında konveks fonk-

siyon sınıfları arasındaki ilişkiye değinilmiştir. Raina kesirli integral operatörleri ile ilgili

temel tanım ve kavramlar, bu kesirli integral operatörleri için önceden elde edilmiş çeşitli

integral eşitsizlikleri ve bu eşitsizliklerin ispat yöntemleri üçüncü bölümde verilmiştir. Daha

sonra bu bölümde h-konveks ve eksponansiyel konveks fonksiyon sınıfları için detaylı bir

literatür bilgisi sunulmmuştur. Dördüncü bölümde ise h-konveks ve eksponansiyel konveks

fonksiyon sınıfları için yeni integral eşitsizliklere ilişkin sonuçlar elde edilmiştir.

2025, 71 sayfa

Anahtar Kelimeler: Eşitsizlikler, Raina kesirli integral eşitsizlikleri, konveks fonksiyon, h-

konveks fonksiyon, eksponansiyel-konveks fonksiyon
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ABSTRACT

MASTER’S THESIS

INTEGRAL INEQUALITIES VİA RAİNA FRACTİONAL INTEGRAL OPERATOR

FOR EXPONENTIAL AND h-CONVEX FUNCTIONS

Jury: Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMİR

P .cossA rof. Dr. Abdullah ÇAĞMAN

.forP .cossA Dr. Mustafa GÜRBÜZ

In this thesis, the Raina fractional integral operators, which are defined in the literature, have

been studied, and new integral inequalities have been obtained for the classes of h-convex

and exponential convex functions. In the first chapter, convex functions, the history, impor-

tance and usage areas of the theory of inequality and fractional calculus are briefly menti-

oned and information about the studies in the literature is given. In the second chapter, the

theoretical foundations, the basic definitions and concepts for convex functions are presen-

ted, followed by a discussion on the relationships between different convex function classes.

The third chapter provides the basic definitions and concepts related to Raina fractional in-

tegral operators, various integral inequalities previously obtained for these fractional integral

operators, and the proof methods of these inequalities. Additionally, a detailed literature re-

view on h-convex and exponential convex function classes is presented in this chapter. In the

fourth chapter, new integral inequalities for the h-convex and exponential convex function

classes are obtained.

2025, 71 pages

Key Words: Inequalities, Raina fractional integral inequalities, convex function, h-convex

function, exponential-convex function.
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1. GİRİŞ

Kesirli Analiz, Eşitsizlikler ve Konveks Fonksiyonların Tarihsel Süreci, Uygula-

maları ve Önemi

Kesirli analiz, eşitsizlikler ve konveks fonksiyonlar, her biri modelleme, tahmin ve optimi-

zasyon için benzersiz araçlar sunan modern matematik biliminde üç önemli sütunu temsil

eder.

Kesirli analiz, tam sayı olmayan mertebeden integrallere ve türevlere izin vererek kla-

sik hesabı genişletir. Bu genelleme yalnızca teorik bir merak değil; viskoelastik malzemeler

ve anormal difüzyon süreçleri gibi hafıza ve kalıtım etkilerine sahip gerçek dünya sistem-

lerini modellemede çok önemlidir. Kesirli türevlerin yerel olmayan doğası, tarihsel etkileri

yakalar ve bunları mühendislik, kontrol sistemleri ve biyolojik modellemede güçlü kılar.

Eşitsizlikler, matematiksel analizde sınırları, yaklaşımları ve yakınsamayı belirlemek

için temeldir. Cauchy-Schwarz, Hölder ve Minkowski eşitsizlikleri gibi klasik eşitsizlikler,

fonksiyonel analizin, olasılığın ve sayısal yöntemlerin omurgasını oluşturur. Hataları kontrol

etmek, algoritmaları optimize etmek ve teorik sonuçları kanıtlamak için titiz araçlar sağlarlar

ve bu da onları hem saf hem de uygulamalı matematikte vazgeçilmez kılar.

Grafikteki iki nokta arasındaki herhangi bir doğru parçasının grafiğin kendisinin üze-

rinde yer aldığı özelliğiyle tanımlanan konveks fonksiyonlar, optimizasyon ve ekonomi te-

orisinde merkezi bir rol oynar. Zarif yapıları, yerel minimumların küresel olmasını sağla-

yarak karmaşık optimizasyon problemlerini büyük ölçüde basitleştirir. Konvekslik, makine

öğreniminden finans gibi birçok uygulamada doğal olarak ortaya çıkar ve burada analiz ve

algoritma tasarımını kolaylaştırır.

Bu üç kavram birlikte, matematiksel genellemelerin ve soyut özelliklerin derin bir

pratik öneme sahip olabileceğini gösterir. Hem teorik olarak sağlam hem de gerçek dünya-

daki zorluklara uygulanabilir modeller oluşturmamızı sağlar ve matematiksel yeniliğin za-

mansız değerini vurgular.

Tarihsel Arka Plan

Kesirli hesaplamanın (veya kesirli analizin) yolculuğu üç yüzyıl önce başladı. Önemli an,

1695’te Marquis de L’Hôpital’in Gottfried Wilhelm Leibniz’e 1
2
. mertebesindeki bir türe-

vin anlamının ne olacağını sormasıyla geldi. Leibniz’in cevabı, böyle bir fikrin matematik-
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sel meşruiyetini kabul etti, ancak bunun resmileştirilmesi zaman aldı. 19. yüzyılda Joseph

Liouville, Augustin-Louis Cauchy ve Bernhard Riemann önemli adımlar attı. Liouville, gü-

nümüzde Liouville kesirli türevi olarak bilinen şeyi tanıttı, Riemann ise Riemann-Liouville

kesirli integralini tanımladı. Daha sonra, Grünwald-Letnikov yaklaşımı alternatif, ayrıksı bir

şekilde ilham veren bir formülasyon sundu. Erken tarihinin büyük bir kısmında, kesirli he-

saplama, net uygulamaları olmayan matematiksel bir merak konusuydu. Ancak, 20. yüzyılın

ortalarından sonlarına doğru, mühendisler ve fizikçiler, kesirli türevlerin, hafıza ve kalıtımsal

özelliklere sahip gerçek dünya sistemlerini (viskoelastik malzemeler ve anormal difüzyon

süreçleri gibi) zarif bir şekilde modelleyebileceğini fark ettiler. Bu canlanma, yeni kesirli

operatörlerin (örneğin, Caputo, Atangana-Baleanu ve Prabhakar operatörleri) alanı zengin-

leştirmesiyle devam etti.

Eşitsizliklerin tarihi antik matematiğe dayanır. İlk örnekler Öklid’in "Öğeler"inde bulunabi-

lir. Zamanla eşitsizlikler, 18. ve 19. yüzyıllarda Joseph-Louis Lagrange, Cauchy ve Chebys-

hev gibi matematikçilerin çalışmalarıyla yönlendirilen zengin bir alana dönüştü. Cauchy-

Schwarz eşitsizliği, Hölder eşitsizliği, Minkowski eşitsizliği ve Chebyshev eşitsizliği temel

araçlar haline geldi. 20. yüzyılda eşitsizliklerin incelenmesi fonksiyonel analiz ve olasılık

teorisine doğru genişledi. Jensen eşitsizliği gibi yeni biçimler, konveks fonksiyonlar ve eşit-

sizlikler arasındaki bağlantıyı vurgularken, daha uzmanlaşmış eşitsizlikler bilgi teorisi, har-

monik analiz ve operatör teorisinde ortaya çıktı.

Konveks Fonksiyonlar konveksligin geometrik kavramı antiktir ve kökleri Yunan matema-

tiğine dayanır, ancak resmi analitik çalışması daha sonra geldi. Konveks fonksiyonun (epi-

fografisi konveks bir küme olan bir fonksiyon) modern tanımı 19. yüzyılın sonlarında res-

mileştirildi. Önemli gelişmeler arasında beklentiler ve ortalamalarda konveksliğin rolünü

vurgulayan Jensen eşitsizliği (1906) yer alır. 20. yüzyılda konvekslik, Harold Kuhn ve Al-

bert Tucker gibi matematikçilerin yönlendirdiği optimizasyon, dualite teorisi ve ekonominin

merkezi haline geldi. Karush-Kuhn-Tucker (KKT) koşulları üzerine çalışmaları modern kı-

sıtlı optimizasyonun temelini oluşturmaktadır.

Kullanım ve Uygulamalar

Mühendislik ve Fizik , Kesirli analiz, hafıza, kalıtımsal etkiler ve yerel olmayan davranışlar

sergileyen sistemlerin modellenmesinde parlar.

Örnekler şunlardır:

2



Viskoelastisite: Kesirli diferansiyel denklemler, gerilim-şekil değiştirme ilişkilerini klasik

modellerden daha doğru bir şekilde tanımlar.

Anormal difüzyon: Klasik Brown hareketinden sapan süreçler, kesirli zaman türevleriyle do-

ğal olarak modellenir.

Kontrol sistemleri: Kesirli mertebeden denetleyiciler, bazı karmaşık sistemlerde daha iyi sağ-

lamlık ve performans sağlar.

Eşitsizlikler mühendislikte temeldir: Sayısal yöntemlerde hata sınırları ve yakınsama garanti-

leri sağlar. Kararlılık analizinde görünür (örneğin, Lyapunov’un doğrudan yöntemi genellikle

eşitsizlik tahminlerini kullanır). Filtre tasarımı ve sinyal işleme için kritiktir. Konveks fonk-

siyonlar, mühendislik tasarımı, ağ akışı ve güç sistemlerindeki optimizasyon problemlerinin

temelini oluşturur.Konveks optimizasyon, sistem güvenilirliği ve maliyet etkinliği için kritik

olan küresel olarak en iyi çözümleri garanti eder. Veri Bilimi ve Makine Öğrenimi Konveks

ve eşitsizlikler modern makine öğreniminin omurgasını oluşturur: Birçok kayıp fonksiyonu

(örneğin, lojistik kayıp, menteşe kaybı) dışbükeydir ve verimli optimizasyona izin verir. L1

ve L2 normları gibi düzenleyiciler dışbükeydir ve seyrekliği veya düzgünlüğü teşvik eder.

Hölder ve Jensen gibi eşitsizlikler genelleme ve yakınsama konusunda teorik garantiler sağ-

lar. Kesirli analizin yeni uygulamaları vardır:

Özellik mühendisliği: kesirli türevler ince sinyal özelliklerini vurgulayabilir.

Derin öğrenme: araştırmacılar sinir ağı esnekliğini artırmak için kesirli aktivasyon fonksi-

yonlarını ve operatörlerini araştırır.

Ekonomi ve Finans: Konveks fonksiyonlar azalan getirileri, riskten kaçınmayı ve faydayı

modeller: Fayda fonksiyonları genellikle konkavdır (konveksin negatifi), azalan marjinal fay-

dayı yansıtır. Üretim ve maliyet fonksiyonları genellikle dışbükeylik veya içbükeylik sergiler

ve fiyatlandırmayı ve kaynak tahsisini yönlendirir. Aritmetik-geometrik ortalama eşitsizliği

gibi eşitsizlikler, ekonomik modellerde teorik sınırların oluşturulmasına yardımcı olur. Eko-

nomide daha az geleneksel olmasına rağmen kesirli analiz, uzun hafızalı finansal süreçlerin

ve oynaklığın modellenmesinde ortaya çıkmaya başlamıştır.

Saf Matematik ve Teorik İlerlemeler: Kesirli analiz, klasik sonuçları genişleterek şunlarla

bağlantı kurar: İntegral dönüşümler (Laplace, Mellin, Mittag-Leffler fonksiyonları). Özel

fonksiyonlar ve diferansiyel denklemler. Eşitsizlikler şunları mümkün kılar: Fonksiyon uzayı

yerleştirmelerinin oluşturulması. Serilerin ve integrallerin yakınsamasının kanıtlanması. Kon-

veks analiz, şunların temelini oluşturur: Fonksiyonel analiz (örneğin, Banach uzaylarındaki

3



konveks kümeler). Kısmi diferansiyel denklemlerin çözümünde kritik olan varyasyonel yön-

temler. Önem ve Teorik İçgörüler Bu konular sadece teorem koleksiyonları değildir; de-

rin yapısal gerçekleri ortaya çıkarırlar: Kesirli analiz, tam sayı düzenindeki hesaplamayı

genelleştirir ve yerel olmayan ve belleğe bağlı dinamikleri doğal olarak yakalayan esnek

araçlar sunar. Eşitsizlikler, nesneler arasındaki ilişkileri nicelleştirir ve genellikle ayrık ve

sürekli matematiği birbirine bağlar. Konveks fonksiyonlar, yerel minimumların küresel ol-

masını sağlayarak karmaşık optimizasyon problemlerini basitleştirir. Teorik derinlikleri yeni

çalışma dallarına ilham vermiştir: Genelleştirilmiş konvekslik (invex, preinvex fonksiyon-

lar) daha geniş fonksiyon sınıflarını araştırır. Yeni kesirli operatörler (örn. Caputo-Fabrizio,

Prabhakar) farklı bellek çekirdeklerini yakalar. Keskin eşitsizlikler, harmonik analizi ve bilgi

teorisini ilerletir. Modern Etki ve Disiplinlerarası Erişim Kontrol ve Robotik Kesirli denet-

leyiciler, mekanik sistemlerdeki ve robotik dinamiklerdeki belirsizlikleri tam sayı mertebeli

denetleyicilerden daha iyi ele alır. Biyomedikal Mühendisliği Kesirli modeller, ilaç dağıtım

dinamikleri ve doku viskoelastisitesi gibi karmaşık biyolojik sistemleri tanımlar. Görüntü

ve Sinyal İşleme Konveks optimizasyon yöntemleri, görüntü yeniden yapılandırma, gürültü

giderme ve özellik çıkarma işlemlerini destekler. Eşitsizlikler, hata analizini ve kararlılığı

yönlendirir. Çevre Bilimi Yeraltı suyundaki ve atmosferik dağılımdaki anormal taşıma sü-

reçleri, doğal olarak kesirli diferansiyel denklemlerle modellenir. Yapay Zeka Konveks ana-

liz, verimli algoritma tasarımına olanak tanır. Yeni araştırma, kesirli operatörleri grafik sinir

ağları ve takviyeli öğrenmeyle birleştirir. Sonuç Kesirli analiz, eşitsizlikler ve dışbükey fonk-

siyonlar, matematiğin soyutlama yoluyla nasıl evrildiğini ve gerçek dünyadaki zorluklarda

nasıl yankı bulduğunu örneklendirir. Meraktan vazgeçilmez araçlara uzanan tarihi yolculuk-

ları, matematiksel düşüncenin yüzyılları ve disiplinleri birbirine bağlama gücünü gösterir.

Günümüzde mühendislik, veri bilimi, ekonomi ve fizikteki ilerlemelere rehberlik ederken,

teorik keşfe ilham vermeye devam ediyorlar. Veri ve karmaşıklık tarafından giderek daha

fazla yönlendirilen bir dünyada, bu kavramlar her zamankinden daha hayati önem taşıyor;

kesin modeller, zarif çözümler ve evrenimizi şekillendiren kalıpların daha derin bir anlayışını

sağlıyor.
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2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu bölümde, çalışmamın temel taşı olan bazı kavramlar verilecektir.

Tanım 2.1 (Konveks Küme): L bir lineer uzay A ⊆ L ve η,θ ∈ A keyfi olmak üzere

B = {z ∈: z = tη + (1− t)θ, 0 ≤ t ≤ 1} ⊆ A

İse A kümesine konveks küme denir.Eğer z ∈ B ise z=tη+(1-t)θ eşitliğindeki η ve θ’ nın kat-

sayıları için t+(1-t)=1 bağıntısı her zaman doğrudur.Bu sebeple konveks küme tanımındaki

t,1-t yerine t+k=1 şartını sağlayan ve negatif olmayan t,k reel sayıları alınabilir. Geometrik

olarak B kümesi uç noktaları x ve y olan bir doğru parçasıdır.Bu durumda sezgisel olarak

konveks küme , boş olmayan ve herhangi iki noktasını birleştiren doğru parçasını ihtiva eden

kümedir (Bayraktar, 2000).

Şekil 2.1. Konveks küme ve Konveks olmayan küme

Tanım 2.2 (Konveks Fonksiyon): "I R’de bir aralık f : I → R bir fonksiyon olmak üzere

her η, θ ∈ I ve t ∈ [0,1] için,

f(tη + (1− t)θ) ≤ tf(η) + (1− t)f(θ)
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şartını sağlayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir"(Pečarić and Tong, 1992).

Eğer ι1 ∈ (0,1) aralığında alınırsa bu durumda

f(ι1ξ1 + (1− ι1)ξ2) < ι1f(ξ1) + (1− ι1)f(ξ2)

olur.Bu f fonksiyonuna da stritly konveks fonksiyon denir. -f konveks (strictly konveks) ise bu

taktirde f’ye konkav (strictly konkav) denir.

Şekil 2.2. Aralık üzerinde konvkes fonksiyon

Tanım 2.3 (h-Konveks Fonksiyon):"h:J ⊆ R → R pozitif bir fonksiyon olsun.Her ξ1,ξ2 ∈

I , ν ∈ (0,1) için

f(νξ1 + (1− ν)ξ2) ≤ h(ν)f(ξ1) + h(1− ν)f(ξ2)

şartını sağlayan negatif olmayan f :I ⊆ R → R fonksiyonuna h-konveks fonksiyon veya

SX(h,I ) sınıfına aittir denir" (Varošanec, 2007).

h(θ) = θ alınırsa, tüm negatif olmayan konveks fonksiyonlar SX(h, I) sınıfına aittir;

h(θ) = 1
θ

alınırsa, SX(h, I) = Q(I);h(θ) = 1 alınırsa, SX(h, I) ⊇ P (I) ve h(θ) = θs, s ∈

(0, 1) alınırsa SX(h, I) ⊇ K2
s olacağı açıktır.
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Tanım 2.4 (Birinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon):"R+=[0,∞),f R+ → R ve 0<s≤1

olsun.νs+µs=1 olmak üzere her u,υ ∈ R+ ve her ν,µ ≥ 0 için

f(νu+ βυ) ≤ νsf(u) + µsf(υ)

eşitsizliği sağlanıyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir"(Hudzik

and Maligranda, 1994).

Bu fonksiyonların sınıfı K1
s ile gösterilir (Hudzik and Maligranda, 1994)

Tanım 2.5 (İkinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): "R+= [0,∞),f R+ → R ve 0<s≤1

olsun.ν+µ=1 olmak üzere her u,υ ∈ R+ ve her ν,µ ≥ 0 için

f(νu+ µυ) ≤ νsf(u) + µsf(υ)

eşitsizliği sağlanıyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. İkinci an-

lamda s-konveks fonksiyonların sınıfı K 2
s ile gösterilir"(Breckner, 1978).Yukarıda verilen

her iki s-konvekslik tanımı s=1 için bilinen konveksliğe dönüşür.

Bu fonksiyonların sınıfı K2
s ile gösterilir (Breckner, 1978)

Tanım 2.6 (Eksponansiyel Konveks Fonksiyon): f : K ⊆ R → R fonksiyonu her η,θ ∈ I

,ι1 ∈ [0,1] ve ν ∈ R için

f((1− ι1)η + ι1θ) ≤ (1− ι1)
f(η)

eνη
+ ι1

f(θ)

eνθ

eşitsizliğini sağlıyorsa eksponansiyel konveks fonksiyondur (Awan and et al, 2018).

Tanım 2.7 (Beta Fonksiyonu):

β(ι1, κ1) =

∫ 1

0

ξι1−1
1 (1− ι1)

κ1−1dξ1, ι1, κ1 > 0

şeklindedir. Bu eşitlik Euler tipli Beta fonksiyonu ya da birinci eşit Euler integrali olarak

adlandırılır. Beta fonksiyonu,

(1) β(ι1, κ1)=β(κ1, ι1)

(2) β(ι1 + 1, κ1)= ι1
ι1+1

β(ι1, κ1)

özelliklerini sağlar (Srivastava and Choi, 2012).

Tanım 2.8 (Tam Olmayan Beta Fonksiyonu): 0 ≤ x < 1 olmak üzere tam olmayan beta

fonksiyonu,

Bx(v, µ) =

∫ x

0

tv−1(1− t)µ−1dt
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şeklinde ifade edilir. Ayrıca, Bx(µ, v) ve B1−x(v, µ) fonksiyonları birlikte ele alındığında

Bx(µ, v) +B1−x(v, µ) =∫ x

0

tµ−1(1− t)v−1dt+

∫ 1−x

0

tv−1(1− t)µ−1dt =

∫ x

0

tµ−1(1− t)v−1dt+

∫ 1

x

uµ−1(1− u)v−1du

Bx(µ, v) +B1−x(v, µ) =

∫ 1

0

tµ−1(1− t)v−1dt = B(v, µ)

sonucuna ulaşılır. Bu eşitlik, tam olmayan beta fonksiyonu ile beta fonksiyonu arasındaki

ilişkiyi verir (Gradshteyn and Ryzhik, 1994).

Tanım 2.9 (Gama Fonksiyonu):

Γ(µ) =

∫ ∞

0

e−ι1tµ−1dι1.

şeklinde tanımlıdır (Samko et al., 1993).

Tanım 2.10 (k-Gamma Fonksiyon): k > 0 için k-Gama fonksiyonu şu şekilde verilebilir:

Γk(x) = lim
n→∞

n!kn(nk)
x
k
−1

(x)n,k
,

x bir karmaşık sayıdır ve R(x) > 0 dır (Kokologiannaki and Krasniqi, 2013).

Teorem 2.1 (Üçgen Eşitsizliği): Herhangi δ , η reel sayıları için

|δ + η ≤ |δ|+ |η|,

||δ| − |η|| ≤ |δ − η|,

||δ| − |η|| ≤ |δ + η|,

ve tümevarım metoduyla

|δ + ...+ δz| ≤ |δ|+ ...+ |δz|

eşitsizliği gerçeklenir (Mitrinović et al., 1993).

Teorem 2.2 (Üçgen Eşitsizliğinin İntegral Versiyonu): ξ , [δ, η] aralığında sürekli gerçek

değerli fonksiyon olsun.∣∣∣∣∫ η

δ

ξ(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ η

δ

|ξ(z)|dz (δ < η)

eşitsizliği gerçeklenir (Mitrinović et al., 1993).
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Teorem 2.3 (İntegraller için Hölder Eşitsizliği): p > 1 ve 1
p
+ 1

q
=1 olsun. ξ1 ve ξ2 , [ρ, σ]

aralığında tanımlı reel fonksiyonlar |ξ1|p ve |ξ2|q , [ρ, σ] aralığında integrallenebilir fonksi-

yonlar ise ; ∫ σ

ρ

|ξ1(δ)ξ2(δ)|dδ ≤
(∫ σ

ρ

|ξ1(δ)|pdδ
) 1

p
(∫ σ

ρ

|ξ2(δ)|qdδ
) 1

q

eşitsizliği gerçeklenir (Mitrinović et al., 1993).

Ayrıca ; Power mean eşitsizliği , Hölder eşitsizliğinin bir sonucudur ve şu şekilde ifade edilir :

Sonuç 2.1 (Power Mean Eşitsizliği): q ≥ 1 olsun. ξ1 ve ξ2 , [ρ, σ] aralığında tanımlı reel

fonksiyonlar |ξ1| ve |ξ2|q , [ρ , σ] aralığında integrallenebilir fonksiyonlar ise∫ σ

ρ

|ξ1(δ)ξ2(δ)|dδ ≤
(∫ σ

ρ

|ξ1(δ)|dδ
)1− 1

q
(∫ σ

ρ

|δ1(δ)||ξ2(δ)|qdδ
) 1

q

eşitsizliği gerçeklenir (Mitrinović et al., 1993).

Teorem 2.4 (Young Eşitsizliği): θ,k > 0 için [0,k] üzerinde tanımlı reel değerli , sürekli ve

artan fonksiyon olsun. θ(0)=0 , ρ ∈ [0,k] , ve σ ∈ [0,θ(k)] için Young eşitsizliği aşağıdaki

gibidir : ∫ ρ

o

θ(x) +

∫ σ

0

θ−1(x)dx ≥ ρσ.

Burada θ−1 , θ fonksiyounun tersidir. Eğer θ(σ)=θ(ρ) ise eşitsizlik eşitliğe dönüşür.θ kuvvet

fonksiyonu olan θ(ω)=ωp−1:

ρp

p
+

(
p− 1

p

)
σp/p−1 ≥ ρσ,

benzer şekilde ;

ρp

p
+
σq

q
≥ ρσ,

dir. Burada ρ,σ ≥ 0 , p > 1 ve 1
p
+ 1

q
=1 dir (Mitrinović et al., 2013).

Teorem 2.5 (Mittag-Leffler Fonksiyonu):

Eα(ι) =
∞∑
k=0

ικ

Γ(aκ+ 1)
(Re(α) > 0, ι ∈ C)
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şeklinde tanımlanan bu fonksiyon ismini ünlü Gösta Mittag-Leffler den almnıştır. Üstel fonk-

siyonun McLaurin seri açılımı göz önüne alındığında , Re(α) > 0 olmak üzere üstel fonksi-

yonun bir genellemesidir ve a=1 olduğunda üstel fonksiyondur. Yukarıda verilen fonksiyon

aynı zamanda tek parametreli Mittag-Leffler olarak adlandırılır (Gorenflo et al., 2020).

Tanım 2.11 (Riemann-Liouville Kesirli İntegral Operatörü): I ∈ L1 [κ1, τ ] olmak şartıyla

J ν
κ1+

f ve J ν
τ−f Riemann-Liouville kesirli integrallerinin ξ1 > 0 ve ν ≥ 0 için tanımları

sırasıyla

J ν
κ+f =

1

Γ(ν)

∫ ω1

κ1

(ω1 − ι1)
ν−1f(ι1)dι1, ω1 > κ1

ve

J ν
τ−f =

1

Γ(ν)

∫ τ

ω1

(t− ω1)
ν−1f(ι1)dι1, ω1 < τ

dir. Burada Γ(ν)=
∫∞
0
e−ι1uν−1du

J 0
κ1+

f(ω1) = f(ω1)

ve

J 0
τ−f(ω1) = f(ω1)

eşitlikleri geçerlidir (Kilbas et al., 2006).

Tanım 2.12 (Uyumlu Kesirli İntegral Operatörü): α ∈ (z, z + 1] , n= 0,1,2 ,... , β= α-z

; ξ1,ξ2 ∈ R ve ξ1 < ξ2 ve f ∈ L[ξ1, ξ2] olsun. α > 0 için α mertebeden sol uyumlu kesirli

integral :

(Iξ1α υ)(ι) =
1

z!

∫ ι

a

(ι− τ)z(τ − ξ1)
β−1f(τ)dτ. ι > ξ1

şeklinde ve α. mertebeden sağ uyumlu kesirli integral

ξ2(Iαυ)(ι) =
1

z!

∫ ι

a

(τ − ι)z(ξ2 − τ)β−1f(τ)dτ. ι < ξ2

eşitlikleri geçerlidir (Khalil et al., 2014).

Tanım 2.13 (Raina Kesirli İntegral Operatörü):

J σ
ρ,λ(x) = Fσ(0),σ(1),..

ρ,λ (x) =
∞∑
k=0

σ(k)

Γ(ρk + λ)
xk
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ρ,λ> 0 ve |x|<R ve ϕ(τ) integrallenebilir bir fonksiyon olacak şekilde σ1=(σ1(1),...,σ1(k),...)

pozitif reeel sayıların sınırlı bir dizisidir. Sol taraflı genelleştirilmiş kesirli integral opera-

törü :

(J σ
ρ,λ,a+;ωϕ)(x) =

∫ x

a

(x− τ)λ−1Fσ
ρ,λ[ω(x− τ)ρ]ϕ(τ)dτ, (x > a > 0)

Sağ taraflı genelleştirilmiş kesirli integral operatörü :

(J σ
ρ,λ,b−;ωϕ)(x) =

∫ b

x

(τ − x)λ−1Fσ
ρ,λ[ω(τ − x)ρ]ϕ(τ)dτ, (0 < x < b),

şeklinde tanımlanmıştır. (Raina, 1987).
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3. MATERYAL VE YÖNTEM

3.1. Farklı Türden Bazı Konveks Fonksiyonlar İçin İntegral

Eşitsizlikler

Teorem 3.1 (Hermite-Hadamard Eşitsizliği): f : I ⊂ R → R reel sayıların I aralığında

tanımlanmış konveks fonksiyon ve ξ1, ξ2 ∈ I ξ1 < ξ2 olsun. Aşağıdaki eşitsizlik konveks

fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak ifade edilir (Pečarić and Tong, 1992).

f

(
ξ1 + ξ2

2

)
≤ 1

ξ2 − ξ1

∫ ξ2

ξ1

f(z)dz ≤ f(ξ1) + f(ξ2)

2

Teorem 3.2 (Ostrowski Eşitsizliği): ξ1 , ξ2 , ζ , ξ ∈ T , ξ1 < ξ2 ve κ1 : [ξ1, ξ2] → R tanımlı

türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde∣∣∣∣κ1(ξ)− 1

ξ2 − ξ1

∫ ξ2

ξ1

κθ1(ζ)∆ζ

∣∣∣∣ ≤ M

ξ2 − ξ1
(h2(ζ, ξ1) + h2(ζ, ξ2))

eşitsizliği vardır.M=supξ1<ξ<ξ2

∣∣κ∆1 (ξ)∣∣ dir (Bohner and Matthews, 2008).

Teorem 3.3 (Simpson Eşitsizliği): f : I = [κ,τ] ⊂R→R bir fonksiyon olsun. ||f (4)||∞ <∞

olmak üzere f fonksiyonu I 0 üzerinde 4. mertebeden sürekli türevlenebilir fonksiyon olsun.

Bu taktirde , aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:∣∣∣∣13
[
f(κ) + f(τ)

2
+ 2f

(
κ+ τ

2

)]
− 1

τ − κ

∫ τ

κ

f(ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤ 1

2880
||f 4||∞(τ − κ)4.

(Pečarić and Tong, 1992)

Teorem 3.4 I R’de bir aralık η , θ ∈ I ve η < θ olmak üzere ψ : I ⊆ R → R konveks bir

fonksiyon olsun.Bu taktirde

ψ

(
η + θ

2

)
≤ q

θ − η

∫ θ

η

ψ(z)dz ≤ ψ(η) + ψ(θ)

2

eşitsizlik gerçeklenir. Bu eşitsizlik konveks fonksiyonlar için literatürde Hermite-Hadamard

eşitsizliği olarak bilinmektedir. (Pečarić and Tong, 1992).
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Teorem 3.5 p > 1 ve 1
p
+ 1

q
=1 olsun. Eğer ψ ve υ , [η, θ] aralığında tanımlı reel fonksiyon

|ψ|p ve |υ|q , [η, θ] integrallenebilen fonksiyon ise∫ θ

η

|ψ(z)υ(z)|dz

≤ 1

θ − η

∣∣∣∣∣
(∫ θ

η

(θ − z)|ψ(z)|pdz
) 1

p
(∫ θ

η

(θ − z)|υ(z)|qdz
) 1

q

+

(∫ θ

η

(z − η)|ψ(z)|pdz
) 1

p
(∫ θ

η

(z − θ)|υ(z)|qdz
) 1

q

≤
(∫ θ

η

|ψ(z)|pdz
)(∫ θ

η

|υ(z)|qdz
) 1

q

∣∣∣∣∣
eşitsizliği geçerlidir (Akdemir et al., 2022).

Not 3.1 Her negatif olmayan konveks fonksiyon aynı zamanda üstel tipli konveks fonksiyon-

dur (Kadakal et al., 2021).

Not 3.2 Her üstel tipli konveks fonksiyon h(δ)=eδ−1 için bir h konveks fonksiyondur (Kada-

kal and İşcan, 2020)

Teorem 3.6 Eğer ψ:ζ → η konveks bir fonksiyon υ:η→ R üstel tipli azalmayan konveks bir

fonksiyon ise υoψ:ζ → R üstel tipli konveks bir fonksiyondur (Kadakal and İşcan, 2020).

Lemma 3.1 ψ : ζo ⊂ R → R fonksiyonu ζo üzerinde diferansiyellenebilen bir dönüşüm

olsun. η , θ ∈ ζo ve η < θ olmak üzere ψ′ ∈ L[η, θ] ise

ψ(η) + ψ(θ)

2
− 1

θ − η

∫ θ

η

ψ(z)dz =
η − θ

2

∫ 1

0

(1− 2δ)ψ′(δη + (1− δ)θ)dδ

eşitliği geçerlidir (Dragomir and Agarwal, 1998).

Teorem 3.7 ψ : ζ → R fonksiyonu ζo üzerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon η , θ ∈ ζo

ve η < θ olsun. ψ′ ∈ L[η, θ] olmak üzere eğer |ψ′| , [η, θ] olmak üzere eğer |ψ′| , [η, θ] üstel

tipli konveks bir fonksiyon ise∣∣∣∣ψ(η) + ψ(θ)

2
− 1

θ − η

∫ θ

η

ψ(z)dz

∣∣∣∣
≤ (θ − η)

(
4
√
e− e− 7

2

)
ζ(|ψ′(η)|, |ψ′(θ)|)

eşitsizliği elde edilir. Burada ζ(ν, µ) , µ ile ν nun aritmetik ortalamasıdır (Kadakal and

İşcan, 2020).
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Lemma 3.2 ψ : ζ ⊂R→R fonksiyonu ζo üzerinde diferansiyellenebilen bir dönüşüm olsun.

η , θ ∈ ζ ve η < θ olmak üzere ψ′ ∈ L[η, θ] ise

ψ(z)− 1

θ − η

∫ θ

η

ψ(ξ)dξ = (θ − η)

∫ 1

0

p(δ)ψ′(δη + (1− δ)θ)dδ

eşitliği geçerlidir. Her δ ∈ [0, 1] için ,

p(δ) =

δ, δ ∈
[
0, θ−z

θ−η

]
δ − 1, δ ∈

(
θ−z
θ−η

, 1
]

dir. Burada z ∈ [η, θ] dir (Alomari and Darus, 2010).

Teorem 3.8 ∣∣∣∣ψ(z)− 1

θ − η

∫ θ

η

ψ(ω)dω

∣∣∣∣
≤ 1

(θ − η)
1
p

{
(θ − z)1+

1
p

((
e

θ−z
θ−η − θ − z

θ − η
− 1

)
|ψ′(θ)|q

+

(
e− e

z−η
θ−η − θ − z

θ − η

)
|ψ′(η)|q

) 1
q

+ (z − η)
p+1
p

×
((

e− e
θ−z
θ−η − z − η

θ − η

)
|ψ′(η)|q +

(
e
z − η

θ − η
− 1

)
|ψ′(θ)|q

) 1
q

}

eşitsizşiği geçerlidir.Burada z ∈ [η, θ] , p > 1 ve 1
p
+ 1

q
=1 dir (Yıldız and Yergöz, 2023).

Teorem 3.9 ψ : ζ ⊂ [0,∞) → R tanımlı ζo üzerinde diferansiyellenebilen bir dönüşüm ol-

mak üzere η , θ ∈ ζ , η ve ψ′ ∈ L [η, θ] olsun. Eğer |ψ′|q , [η, θ] üzerinde üstel tipli konveks
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bir fonksiyon ise∣∣∣∣ψ(z)− 1

θ − η

∫ θ

η

ψ(ω)dω

∣∣∣∣
≤ (θ − η)2

θ − z


(

1

(p+ 1)(p+ 2)

(
θ − z

θ − η

)p+2
) 1

p

×
((

e
θ−z
θ−η − (θ − z)2

2(θ − η)2
+
η − 2θ + z

θ − η

)
|ψ′(η)|q

+

(
e

(z−η)
(θ−η) − (θ − z)2

2(θ − η)2
− e(z − η)

θ − η

)
|ψ′(θ)|q

) 1
q

+

(
1

(p+ 2)

(
θ − z

θ − η

)p+2
) 1

2

×

((
1− (θ − z)2

2(θ − η)2
− (z − η)e

θ−z
θ−η

θ − η

)
|ψ′(η)|q

+

(
e− e

(θ−z)2

2(θ−η)2 +
(η − 2θ + z)e

z−η
θ−η

θ − η

)
|ψ′(θ)|q

) 1
q


+
(θ − η)2

z − η


(

1

p+ 2

(
z − η

θ − η

)p+2
) 1

q

×

e− e
θ−z
θ−η −

(z − η)
(
e

θ−z
θ−η + 1

)
θ − η

− (z − η)(η − 2θ + z)

2(θ − η)2

 |ψ′(η)|q

+

(
1

2
− (θ − z)e

z−η
θ−η

(θ − η)
− (θ − z)(θ − 2η + z)

2(θ − η)2

)
|ψ′(θ)|q

) 1
q

+

(
1

(p+ 1)(p+ 2)

(
z − η

θ − η

)p+2
) 1

p

×
((

e
θ−z
θ−η − (θ − z)2

2(θ − η)2
− (θ − z)(e− 1)

θ − η
− 1

2

)
|ψ′(η)|q

+

(
e

z−η
θ−η − 1

2
− (θ + z)2 + 4η(η − θ − z)

2(θ − η)2

)
|ψ′(θ)|q

) 1
q

}

eşitsizliği geçerlidir. Burada z ∈ [η, θ] ve p > 1 için 1
p
+ 1

q
=1 dir (Yıldız and Yergöz, 2023).

Lemma 3.3 f : [a, b]⊆ R+ ∪ {0}→ R , (a,b) aralığında differansiyellenebilir bir fonksiyon

ve a < b olsun . |f ′| ∈ [a, b] ve |f ′| s-konveks fonksiyon ise 0 < α ≤ 1 , s ∈ (0, 1] ve a < x <

15



b olmak üzere

(x− a)[(a+ x)f(x)− xf(a)] + (b− x)[(x+ b)f(x)− xf(b)]

(b− a)2

−Γ(α + 1)

(b− a)2

(
a

(x− a)α−1
J α

x−f(a) +
b

(b− x)α−1
J α

x+f(b)

)
≤ (x− a)2

(b− a)2

[(
a

α + s+ 1
+

x

s+ 1

)
f ′(x) +

(
aΓ(α + 1)Γ(s+ 1)

Γ(α + s+ 2)
+

x

s+ 1

)
f ′(a)

]
+
(b− x)2

(b− a)2

[(
bΓ(α + 1)Γ(s+ 1)

Γ(α + s+ 2)
+

x

s+ 1

)
f ′(b) +

(
b

α + s+ 1
+

x

s+ 1

)
f ′(x)

]
eşitliği geçerlidir. (Gao et al., 2017).

Teorem 3.10 f : [a, b] ⊆ R+ ∪ {0} → R , (a,b) aralığında differansiyellenebilir bir fonksi-

yon ve a < b olsun . |f ′|q ∈ [a,b] ve |f ′|q s-konveks fonksiyon ise 0 < α ≤ 1 , a < x < b , q

> 1 , 1
p
+ 1

q
=1 ve s ∈ (0, 1] olmak üzere∣∣∣∣(x− a)[(a+ x)f(x)− xf(a)] + (b− x)[(x+ b)f(x)− xf(b)]

(b− a)2

−Γ(α + 1)

(b− a)2

(
a

(x− a)α−1
J α

x−f(a) +
b

(b− x)α−1
J α

x+f(b)

)∣∣∣∣
≤ (x− a)2

(b− a)2

(
2p−1ap

pα + 1
+ 2p−1xp

) 1
q
(
|f ′(a)|q + |f ′(x)|q

s+ 1

) 1
q

+
(b− x)2

(b− a)2
1

(
2p−1bp

pα + 1
+ 2p−1xp

) 1
q
(
|f ′(b)|q + |f ′(x)|q

s+ 1

) 1
q

eşitsizliği geçerlidir. (Gao et al., 2017)

Teorem 3.11 f : [a, b] ⊆ R+ ∪ {0} → R , (a,b) aralığında differansiyellenebilir bir fonksi-

yon ve a < b olsun . |f ′|q ∈ [a,b] ve |f ′|q s-konveks fonksiyon ise 0 < α ≤ 1 , a < x < b , q

> 1 ve s ∈ (0, 1] olmak üzere∣∣∣∣(x− a)[(a+ x)f(x)− xf(a)] + (b− x)[(x+ b)f(x)− xf(b)]

(b− a)2

−Γ(α + 1)

(b− a)2

(
a

(x− a)α−1
J α

x−f(a) +
b

(b− x)α−1
J α

x+f(b)

)∣∣∣∣
≤ (x− a)2

(b− a)2

(
a

α + 1
+ x

)1− 1
q

ψ(α, s, x)

+
(b− x)2

(b− a)2

(
b

α + 1
+ x

)1− 1
q

ω(α, s, x),
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eşitsizliği geçerlidir. Burada

ψ(α, s, x) =

((
a

α + s+ 1
+

x

s+ 1

)
|f ′(x)|q

+

(
aΓ(α + 1)Γ(s+ 1)

Γ(α + s+ 2)
+

x

s+ 1

)
|f ′(a)|q

) 1
q

ω(α, s, x) =

((
aΓ(α + 1)Γ(s+ 1)

Γ(α + s+ 2)
+

x

s+ 1

)
|f ′(b)|q

+

(
b

α + s+ 1
+

x

s+ 1
|f ′(x)|q

)) 1
q

şeklindedir. (Gao et al., 2017).

Teorem 3.12 f : [a, b] ⊆ R+ ∪ {0} → R , (a, b) aralığında iki kez differansiyellenebilir bir

fonksiyon ve a < b olsun . |f ′′|q ∈ [a, b] ve |f ′′|q s-konveks fonksiyon ise 0 < α ≤ 1 , a < x <

b ve s ∈ (0, 1] olmak üzere∣∣∣∣ 1

(b− a)2

[
(x(α + 1) + b)f(x)− bf(b)

b− x
+

(b(α + 1) + x)f(x)− xf(a)

x− a

]
−(α + 1)Γ(α + 1)

(b− a)2

(
x

(b− x)α+1
J α

x+f(b) +
b

(x− a)α+1
J α

x−f(a)

)∣∣∣∣
≤ (b− x)

(b− a)2

[(
x

α + s+ 2
+

b

s+ 2

)
|f ′′(x)|

+

(
xΓ(α + 2)Γ(s+ 1)

Γ(α + s+ 3)
+

b

(s+ 1)(s+ 2)

)
|f ′′(b)|

]
+
(x− a)

(b− a)2

[(
xΓ(α + 2)Γ(s+ 1)

Γ(α + s+ 3)
+

b

(s+ 1)(s+ 2)

)
|f ′′(b)|

+

(
b

α + s+ 2
+

x

s+ 2

)
|f ′′(x)|

]
eşitsizliği geçerlidir (Gao et al., 2017).

Teorem 3.13 υ → SX(h, I ), ξ1, ξ2 ∈ I , ξ1 < ξ2 ve υ ∈ L1 [ξ1, ξ2] olsun. h-konveks fonksi-

yolar için ,

υ(ξ1 + ξ2) ≤
h(1

2
Γ(α + 1))

Γ(n+ 1)Γ(α− n)(b− n)α
[I aα (υ(ξ2)) +

bIα (υ(ξ1))]

≤
h
(
1
2

)
Γ(n+ 1)Γ(α− n)

[υ(ξ1) + υ(ξ2)]

×
∫ 1

0

ιn1 (1− ι1)
α−n−1[h(ι1) + h(1− ι1)]dι1

uyumlu kesirli integral eşitsizliği sağlanır. (Uçar and Korkmaz, 2019).

Teorem 3.14 F ∈ SX(H1 , I ) , G ∈ SX(H2 , I ) , m, n ∈ I , m< n ve FG ∈ L1 [m,n] ve H1H2
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∈ L1 [0, 1] ise

1

n−m

∫ n

m

F (θ)G(θ)dθ

≤M(m,n)

∫ 1

0

H1(t)H2(t)dt+N(m,n)

∫ 1

0

H1(t)H2(1− t)dt

dir. Burada

M(m,n) = F (m)G(m) + F (n)G(n)veN(m,n) = F (m)G(n) + F (n)G(m)

dir.

F ∈ SX(H1 , I ) , G ∈ SX(H2 , I ) , m, n ∈ I , m < n ve FG ∈ L1[m,n] ve H1H2 ∈ L1 ([0,1])

ise

1

2H1(
1
2
)h2(

1
2
)
F

(
m+ n

2

)
G

(
m+ n

2

)
− 1

n−m

∫ n

m

F (θ)G(θ)dθ

≤M(m,n)

∫ 1

0

H1(t)H2(t)dt+N(m,n)

∫ 1

0

H1(t)H2(1− t)dt

dir (Uçar and Korkmaz, 2019).

Lemma 3.4 η1 , η2 ∈ I 0 ve η1 < η2 olduğunda ψ : I 0 ⊆ R→ R , I üzerinde diferansiyelle-

nebilir bir fonksiyon olsun. Eğer ψ′ ∈ L [η1, η2] ise aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir.

−
ψ(η2) + ψ(η2 + Fσ1

ρ1,λ1
(η1 − η2))

2
+

1

Fσ1
ρ1,λ1

(η1 − η2)

∫ η2+Fσ1
ρ1,λ1

(η1−η2)

η2

ψ(x)dx

=
Fσ1

ρ1,λ1
(η1 − η2)

2

∫ 1

0

(1− λ1)ψ
′(η2 + λ1Fσ1

ρ1,λ1
(η1 − η2))dλ1

eşitsizliği geçerlidir. (Tariq et al., 2023).

Teorem 3.15 ∣∣∣∣−ψ(η2) + ψ(η2 + Fσ1
ρ1,λ1

(η1 − η2))

2

+
1

Fσ1
ρ1,λ1

(η1 − η2)

∫ η2+Fσ1
ρ1,λ1

(η1−η2)

η2

ψ(x)dx

∣∣∣∣∣
≤

Fσ1
ρ1,λ1

(η1 − η2)

2

(
Ω1(z)|ψ′(η2)|+mΩ2(z)∥ψ′(

η2
m
)|
)
,

λ1 ∈ [0, 1] , (α,m) ∈ (0, 1] × (0, 1] ve z ∈ [0, 1] olduğunda aşağıdaki eşitlikler geçerlidir:

Ω1(z) =

∫ 1

0

|1− 2λ1|(1− (zλ1)
α)dλ1

=
2α2 + 6α + 4− 2.2−α+1zα − 4αzα

4(α + 1)(α + 2)
,

Ω2(z) =

∫ 1

0

|1− 2λ1|(1− (z(1− λ1))
α)dλ1.
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(Tariq et al., 2023).

Lemma 3.5 λ1,ρ1 >0, ω1 ∈ R ve σ1 ,negatif olmayan gerçek sayıların bir dizisidir.

ξ1 < ξ2 ve λ1 > 0 olmak üzere υ : [ξ1, ξ2]→ R , (ξ1, ξ2) aralığında bir fonksiyondur. Eğer υ’

∈ L [ξ1, ξ2] ise aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir.∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2

− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1
1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))
∣∣

≤ (ξ2 − ξ1)

Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×
[∫ 1

0

(1− ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(1− ζ)ρ1 ]

]
×|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ

−
∫ 1

0

(ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(ζ)ρ1 ]|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ

(Hernández and Vivas-Cortez, 2019).

İspat Lemmanın sağ tarafındaki integrallere kısmı integrasyon uygulanırsa∫ 1

0

(1− ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(1− ζ)ρ1 ]ψ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)dζ

−
∫ 1

0

ζλ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1ζρ1 ]ψ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)dζ

= (1− ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(1− ζ)ρ1 ]
ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)

ξ1 − ξ2

∣∣∣∣1
0

− 1

ξ2 − ξ1

∫ 1

0

(1− ζ)λ1−1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(1− ι1)
ρ1 ]

×ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)dζ

+ζλ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1ζρ1 ]
ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)

ξ2 − ξ1

∣∣∣∣1
0

− 1

ξ2 − ξ1

∫ 1

0

ζλ1−1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1ζρ1 ]ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)dζ.

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

Teorem 3.16 λ1,ρ1 >0, ω1 ∈ R ve σ1 , negatif olmayan gerçek sayıların bir dizisidir.

ξ1 < ξ2 ve λ1 > 0 olmak üzere υ : [ξ1, ξ2]→ R , (ξ1, ξ2) aralığında bir fonksiyondur. Eğer υ’
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∈ L [ξ1, ξ2] ise aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir.∣∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1
1 ]

× ((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))
∣∣

≤ (ξ2 − ξ1)
Fσ′

1
ρ1,λ1+2[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1 ]

Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

υ′(ξ1) + υ′(ξ2)

2
,

ve

σ′
1 = (κ1) = σ1(κ1)

(
1− 1

2ρ1κ1+λ1

)
.

Lemma 3.6 ξ1 < ξ2 olmak üzere υ : [ξ1, ξ2]→ R , (ξ1, ξ2) aralığında bir fonksiyondur. Eğer

υ’ ∈ L [ξ1, ξ2] ise aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir.

υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4k(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+k[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
(J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ2−;ω1
Υ)(ξ1) + (J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ1+;ω1
Υ)(ξ2)

]
=

ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

×
∫ 1

0

Σσ1,κ1

ρ1,λ1,g
(ζ)υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)dζ

Burada

Σσ1,κ1

ρ1,λ1,g
(ζ)

= [ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

−[ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

−[ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+k[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
ρ1 ]

+[ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− (1− ζ)ξ1))

ρ1 ].

ile verilen Σσ1,κ1

ρ1,λ1,g
: [0, 1] → R şeklinde tanımlı bir fonksiyondur. (Tunç et al., 2020)

İspat

J σ1,κ1,g
ρ1,λ1,ξ1+,ω1

Υ(ξ2) = ξ2 − ξ1

∫ 1

0

ψ′((1− ζ)ξ1) + ζξ2

[ψ(ξ2)− ψ((1− ζ)ξ1) + ζξ2)]
1−λ1

κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2))

ρ1 ]Υ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)dζ.

Kısmı integrasyon uygulanınca

J σ1,κ1,g
ρ1,λ1,ξ1+,ω1

Υ(ξ2)

= κ1[ψ(ξ2)− ψ(ξ1)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]Υ(ξ1)

+(ξ2 − ξ1)κ1

∫ 1

0

[ψ(ξ2)− ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)]
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2))

ρ1 ]Υ′(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)dζ.
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Benzer şekilde

J σ1,κ1,g
ρ1,λ1,ξ2−,ω1

Υ(ξ2) =

∫ 1

0

(ξ2 − ξ1)ψ
′((1− ζ)ξ1 + ζξ2)

[ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)− ψ(ξ1)]
1−λ1

κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1
[ω1(ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]Υ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)dζ.

Kısmı integrasyon uygulanırsa

J σ1,κ1,g
ρ1,λ1,ξ2−,ω1

Υ(ξ2)

= κ1[ψ(ξ2)− ψ(ξ1)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]Υ(ξ2)

−(ξ2 − ξ1)κ1

∫ 1

0

[ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)− ψ(ξ1)]
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]Υ′(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)dζ.

üstteki eşitsizlikler ve ilişkiyi kullanrak .....F (z ) = f (z ) + f (ξ1 + ξ2 − z )

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

ξ2 − ξ1

υ(ξ1) + υ(ξ2)

2

× −1

4k(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+k[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
(J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ2−;ω1
Υ)(ξ1) + (J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ1+;ω1
Υ)(ξ2)

]
=

∫ 1

0

[ψ((1− ζ)ξ1) + ζξ2]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

×Υ′(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)dζ

−
∫ 1

0

[ψ(ξ2)− ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2))

ρ1 ]

×Υ′(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)dζ.

elde edilir. Diğer taraftan F ′(z ) = f ′(z ) + f ′(ξ1 + ξ2 − z )

Υ ′(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)dζ = f ′(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− f ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)

21



buradan∫ 1

0

[ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)− ψ(ξ1)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

×Υ′(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)dζ

=

∫ 1

0

[ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)− ψ(ξ1)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

×υ′(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)dζ

−
∫ 1

0

[ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)− ψ(ξ1)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

×υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)dζ

=

∫ 1

0

[ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)− ψ(ξ1)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

×υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)dζ

−
∫ 1

0

[ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)− ψ(ξ1)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

×υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)dζ

ve ∫ 1

0

[ψ(ξ2)− ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2))

ρ1 ]

×Υ′(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)dζ

=

∫ 1

0

[ψ(ξ2)− ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2))

ρ1 ]

×υ′(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)dζ

−
∫ 1

0

[ψ(ξ2)− ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2))

ρ1 ]

×υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)dζ

=

∫ 1

0

[ψ(ξ2)− ψ((1− ζ)ξ2 + ζξ1)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ((1− ζ)ξ2 + ζξ1))

ρ1 ]

×υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)dζ

−
∫ 1

0

[ψ(ξ2)− ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ((1− ζ)ξ1 + ζξ2))

ρ1 ]

×υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)dζ.

sonuca ulaşılır ve ispat tamamlanmış olur.
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Teorem 3.17

υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4k(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+k[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
(J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ2−;ω1
Υ)(ξ1) + (J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ1+;ω1
Υ)(ξ2)

]
≤

Iσ1,κ1

ρ1,λ1,g

4(ξ2 − ξ1)(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+k[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]
[|υ′(ξ1)|+ |υ′(ξ2)].

Iσ1,κ1

ρ1,λ1,g
= Lσ1,κ1

ρ1,λ1,g
(ξ2, ξ2) + Lσ1,κ1

ρ1,λ1,g
(ξ1, ξ2)− Lσ1,κ1

ρ1,λ1,g
(ξ2, ξ1)− Lσ1,κ1

ρ1,λ1,g
(ξ1, ξ1)

ve Lσ1,κ1

ρ1,λ1,g
(η, θ) şu şekilde tanımlanır:

Lσ1,κ1

ρ1,λ1,g
(η, θ) =

∫ ξ1+ξ2
2

ξ1

|η − u||ψ(ξ2 − ψ(u)|
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+k[ω1|ψ(ξ2)− ψ(ξ1)|ρ1 ]du

−
∫ ξ2

ξ1+ξ2
2

|η − u||ψ(ξ2 − ψ(u)|
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+k[ω1|ψ(ξ2)− ψ(ξ1)|ρ1 ]du.

(HernndezandV ivas− Cortez, 2019).
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

Bu bölümde; literatürde tanımları mevcut Raina kesirli integral operatörü kullanılarak h- ve

eksponansiyel konveks fonksiyon sınıfları için yeni integral eşitsizlikleri üzerine çalışmalar

yapılacaktır.

4.1. h- ve Eksponansiyel Konveks Fonksiyonlar ve Yeni İntegral

Eşitsizlikler

Teorem 4.1 λ1,ρ1 >0, ω1 ∈ R ve σ1 ,negatif olmayan gerçek sayıların bir dizisidir.

ξ1 < ξ2 ve λ1 > 0 olmak üzere υ : [ξ1, ξ2] → R , (ξ1, ξ2) aralığında bir fonksiyondur. Eğer

υ’ ∈ L[ξ1, ξ2] ve |υ′|q h-konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatörü için aşağıdaki

eşitsizlik geçerlidir∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ Fσ1

ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1 ]

[
ψ(ξ2) + ψ(ξ1)

ξ2 − ξ1

]
− 1

ξ2 − ξ1

[∫ 1

0

(1− ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]

×(h(ζ)|ψ(ξ1)|+ h(1− ζ)|ψ(ξ2)|)dζ

+

∫ 1

0

ζλ1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1ζρ1 ](h(ζ)|ψ(ξ1)|+ h(1− ζ)|ψ(ξ2)|)dζ

]
.
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İspat Lemma 3.5 ve mutlak değer yardımıyla∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2

− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1
1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ (ξ2 − ξ1)

Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×
[∫ 1

0

(1− ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(1− ζ)ρ1 ]

]
|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ

−
∫ 1

0

(ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(ζ)ρ1 ]|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ

yazılır. h-konveks fonksiyon tanımı dikkate alınarak ve gerekli düzenlemeler yapılarak∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ Fσ1

ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1 ]

[
ψ(ξ2) + ψ(ξ1)

ξ2 − ξ1

]
− 1

ξ2 − ξ1

[∫ 1

0

(1− ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]

×(h(ζ)|ψ(ξ1)|+ h(1− ζ)|ψ(ξ2)|)dζ

+

∫ 1

0

ζλ1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1ζρ1 ](h(ζ)|ψ(ξ1)|+ h(1− ζ)|ψ(ξ2)|dζ

]
sonuca ulaşılır ve ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.2 λ1 , ρ1 > 0, ω1 ∈ R ve σ1 , negatif olmayan gerçek sayıların bir dizisidir.

ξ1 < ξ2 ve λ1 > 0 olmak üzere υ : [ξ1, ξ2] → R , (ξ1, ξ2) aralığında bir fonksiyondur.Eğer υ’

∈ L [ξ1, ξ2] ve |υ′|q h-konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatörü için aşağıdaki
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eşitsizlik geçerlidir∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ ψ(ξ2)− ψ(ξ1)

2

− 1

ξ2 − ξ1

[(∫ 1

0

|(1− ζ)λ1+1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]|pdζ

) 1
p

×
(∫ 1

0

|h(ζ)ψ(ξ1)|q + |h(1− ζ)ψ(ξ2)|qdζ
) 1

q

+

(∫ 1

0

|ζλ1−1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1ζρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

|h(ζ)ψ(ξ1)|q + |h(1− ζ)ψ(ξ2)|qdζ
) 1

q

]
.

İspat Lemma 3.5 ve mutlak değer yardımıyla∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2

− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1
1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ (ξ2 − ξ1)

Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×
[∫ 1

0

(1− ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(1− ζ)ρ1 ]

]
|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ

−
∫ 1

0

(ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(ζ)ρ1 ]|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ
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yazılır. Hölder eşitsizliği uygulanırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ ψ(ξ2)− ψ(ξ1)

2

− 1

ξ2 − ξ1

[(∫ 1

0

|(1− ζ)λ1+1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]|pdζ

) 1
p

×
(∫ 1

0

|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|qdζ
) 1

q

+

(∫ 1

0

|ζλ1−1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1ζρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|qdζ
) 1

q

]
.

elde edilir. |υ′|q fonksiyonunun h-konveks fonksiyon oluşu dikkate alınırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ ψ(ξ2)− ψ(ξ1)

2
− 1

ξ2 − ξ1[(∫ 1

0

|(1− ζ)λ1+1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]|pdζ

) 1
p

×
(∫ 1

0

|h(ζ)ψ(ξ1)|q + |h(1− ζ)ψ(ξ2)|qdζ
) 1

q

+

(∫ 1

0

|ζλ1−1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1ζρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

|h(ζ)ψ(ξ1)|q + |h(1− ζ)ψ(ξ2)|qdζ
) 1

q

]
.

sonucu elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.3 λ1 , ρ1 > 0, ω1 ∈ R ve σ1 , negatif olmayan gerçek sayıların bir dizisidir.

ξ1 < ξ2 ve λ1 > 0 olmak üzere υ : [ξ1, ξ2]→ R , (ξ1, ξ2) aralığında bir fonksiyondur. Eğer υ’

∈ L [ξ1, ξ2] ve |υ′|q h-konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatörü için aşağıdaki
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eşitsizlik geçerlidir∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ ψ(ξ2)− ψ(ξ1)

2
− 1

ξ2 − ξ1

×

[(∫ 1

0

|(1− ζ)λ1+1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]|q|[h(ζ)ψ(ξ1) + h(1− ζ)ψ(ξ2)]|dζ

) 1
q

×
(∫ 1

0

|[h(ζ)ψ(ξ1) + h(1− ζ)ψ(ξ2)]|dζ
)1− 1

q

+

(∫ 1

0

|ζλ1−1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1ζρ1 ]|q|[h(ζ)ψ(ξ1) + h(1− ζ)ψ(ξ2)]|dζ
) 1

q

×
(∫ 1

0

|[h(ζ)ψ(ξ1) + h(1− ζ)ψ(ξ2)]|dζ
)1− 1

q

]
.

İspat Lemma 3.5 ve mutlak değer yardımıyla∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2

− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1
1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ (ξ2 − ξ1)

Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×
[∫ 1

0

(1− ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(1− ζ)ρ1 ]

]
|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ

−
∫ 1

0

(ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(ζ)ρ1 ]|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ
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yazılır. Power mean eşitsizliği uygulanırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ ψ(ξ2)− ψ(ξ1)

2
− 1

ξ2 − ξ1

×

[(∫ 1

0

|(1− ζ)λ1+1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]|q|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ

) 1
q

×
(∫ 1

0

|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ
)1− 1

q

+

(∫ 1

0

|ζλ1−1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1ζρ1 ]|q|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ
) 1

q

×
(∫ 1

0

|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ
)1− 1

q

]
.

elde edilir. |υ′|q fonksiyonunun h-konveks fonksiyon oluşu dikkate alınırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ ψ(ξ2)− ψ(ξ1)

2
− 1

ξ2 − ξ1

×

[(∫ 1

0

|(1− ζ)λ1+1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]|q|[h(ζ)ψ(ξ1) + h(1− ζ)ψ(ξ2)]|dζ

) 1
q

×
(∫ 1

0

|[h(ζ)ψ(ξ1) + h(1− ζ)ψ(ξ2)]|dζ
)1− 1

q

+

(∫ 1

0

|ζλ1−1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1ζρ1 ]|q|[h(ζ)ψ(ξ1) + h(1− ζ)ψ(ξ2)]|dζ
) 1

q

×
(∫ 1

0

|[h(ζ)ψ(ξ1) + h(1− ζ)ψ(ξ2)]|dζ
)1− 1

q

]
.

sonucu elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.4 λ1 , ρ1 > 0, ω1 ∈ R ve σ1 , negatif olmayan gerçek sayıların bir dizisidir.

ξ1 < ξ2 ve λ1 > 0 olmak üzere υ : [ξ1, ξ2]→ R , (ξ1, ξ2) aralığında bir fonksiyondur. Eğer υ’

∈ L [ξ1, ξ2] ve |υ′|q h-konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatörü için aşağıdaki
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eşitsizlik geçerlidir ∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ ψ(ξ2)− ψ(ξ1)

2
− 1

ξ2 − ξ1

×

[(∫ 1

0

|(1− ζ)λ1+1Fσ
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ]|pdζ

p

+

∫ 1

0

[|h(ζ)ψ(ξ1)|q + |h(1− ζ)ψ(ξ2)|q]dζ
q

)
+

(∫ 1

0

|ζλ1−1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1ζρ1 ]|pdζ
p

+

∫ 1

0

[|h(ζ)ψ(ξ1)|)q + |h(1− ζ)ψ(ξ2)|q]dζ
q

)
.

İspat Lemma 3.5 ve mutlak değer yardımıyla∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2

− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1
1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ (ξ2 − ξ1)

Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×
[∫ 1

0

(1− ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(1− ζ)ρ1 ]

]
|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ

−
∫ 1

0

(ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(ζ)ρ1 ]|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ
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yazılır. Young eşitsizliği uygulanırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ ψ(ξ2)− ψ(ξ1)

2
− 1

ξ2 − ξ1

×

[(∫ 1

0

|(1− ζ)λ1+1Fσ
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]|pdζ

p

+

∫ 1

0

(|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|qdζ
q

)
+

(∫ 1

0

|ζλ1−1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1ζρ1 ]|pdζ
p

+

∫ 1

0

(|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|q)dζ
q

)
.

bulunur. |υ′|q fonksiyonunun h-konveks fonksiyon oluşu dikkate alınırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ ψ(ξ2)− ψ(ξ1)

2
− 1

ξ2 − ξ1

×

[(∫ 1

0

|(1− ζ)λ1+1Fσ
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ]|pdζ

p

+

∫ 1

0

[|h(ζ)ψ(ξ1)|q + |h(1− ζ)ψ(ξ2)|q]dζ
q

)
+

(∫ 1

0

|ζλ1−1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1ζρ1 ]|pdζ
p

+

∫ 1

0

[|h(ζ)ψ(ξ1)|)q + |h(1− ζ)ψ(ξ2)|q]dζ
q

)
.

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.
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Sonuç 4.1 Teorem 4.1 de h(ζ)=ζ alınırsa aşağıdaki eşitsizlik elde edilir:∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1
1 ]

× ((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ (ξ2 − ξ1)

Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×

[
Fσ1

ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1 ]ψ(ξ2)

ξ2 − ξ1
− 1

ξ2 − ξ1

×
∫ 1

0

(1− ζ)λ1−1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ι1)

ρ1 ]

× (|ζψ(ξ1) + (1− ζ)ψ(ξ2)|) dζ

−
Fσ1

ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1 ]ψ(ξ1)

ξ2 − ξ1
− 1

ξ2 − ξ1

×
∫ 1

0

ζλ1−1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1ζρ1 ] (|ζψ(ξ1) + (1− ζ)ψ(ξ2)|) dζ

]
.

Sonuç 4.2 Teorem 4.1 de h(ζ)=ζs alınırsa aşağıdaki eşitsizlik elde edilir:∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

× ((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ (ξ2 − ξ1)

Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×

[
Fσ1

ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1 ]ψ(ξ2)

ξ2 − ξ1
− 1

ξ2 − ξ1

×
∫ 1

0

(1− ζ)λ1−1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]

× (|ζsψ(ξ1) + (1− ζ)sψ(ξ2)|) dζ

−
Fσ1

ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1 ]ψ(ξ1)

ξ2 − ξ1
− 1

ξ2 − ξ1

×
∫ 1

0

ζλ1−1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1ζρ1 ] (|ζψ(ξ1) + (1− ζ)ψ(ξ2)|) dζ

]
.

Teorem 4.5 λ1 , ρ1 > 0, ω1 ∈ R ve σ1 , negatif olmayan gerçek sayıların bir dizisidir.

ξ1 < ξ2 ve λ1 > 0 olmak üzere υ : [ξ1, ξ2]→ R , (ξ1, ξ2) aralığında bir fonksiyondur. Eğer υ’

∈ L [ξ1, ξ2] ve |υ′|q eksponansiyel konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatörü için
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aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1
1 ]

× ((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ Fσ1

ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1 ]

[
ψ(ξ2) + ψ(ξ1)

ξ2 − ξ1

]
− 1

ξ2 − ξ1

[∫ 1

0

(1− ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]

×
(
|ζυ(ξ1)|
eω1ξ1

+
|(1− ζ)υ(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

+

∫ 1

0

ζλ1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1ζρ1 ]

(
|ζυ(ξ1)|
eω1ξ1

+
|(1− ζ)υ(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

]
.

İspat Lemma 3.5 ve mutlak değer yardıumıyla∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2

− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1
1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ (ξ2 − ξ1)

Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×
[∫ 1

0

(1− ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(1− ζ)ρ1 ]

]
|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ

−
∫ 1

0

(ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(ζ)ρ1 ]|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ.

yazılır. Eksponansiyel konveks fonksiyon tanımından ve gerekli düzenlemeler yapılarak∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1
1 ]

× ((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ Fσ1

ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1 ]

[
ψ(ξ2) + ψ(ξ1)

ξ2 − ξ1

]
− 1

ξ2 − ξ1

[∫ 1

0

(1− ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]

×
(∣∣∣∣ζυ(ξ1)eω1ξ1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣(1− ζ)υ(ξ2)

eω1ξ2

∣∣∣∣) dζ
+

∫ 1

0

ζλ1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1ζρ1 ]

(∣∣∣∣ζυ(ξ1)eω1ξ1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣(1− ζ)υ(ξ2)

eω1ξ2

)∣∣∣∣ dζ] .
sonuca ulaşılır ve ispat tamamlanmış olur.
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Teorem 4.6 λ1 , ρ1 >0, ω1 ∈ R ve σ1 , negatif olmayan gerçek sayıların bir dizisidir.

ξ1 < ξ2 ve λ1 > 0 olmak üzere υ : [ξ1, ξ2] → R , (ξ1, ξ2) aralığında bir fonksiyondur.Eğer υ’

∈ L [ξ1, ξ2] ve |υ′|q eksponansiyel konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatörü için

aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir.∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1
1 ]

× ((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ ψ(ξ2)− ψ(ξ1)

2

− 1

ξ2 − ξ1

[(∫ 1

0

|(1− ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]|pdζ

) 1
p

×
((∫ 1

0

ζ|υ(ξ1)|q

eω1ξ1
+

(1− ζ)|υ(ξ2)|q

eω1ξ2

)
dζ

) 1
q

+

(∫ 1

0

|ζλ1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1ζρ1 ]|pdζ

) 1
p

×
((∫ 1

0

ζ|υ(ξ1)|q

eω1ξ1
+

(1− ζ)|υ(ξ2)|q

eω1ξ2

)
dζ

) 1
q

]
.

İspat Lemma 3.5 ve mutlak değer yardımıyla∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2

− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1
1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ (ξ2 − ξ1)

Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×
[∫ 1

0

(1− ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(1− ζ)ρ1 ]

]
×|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ

−
∫ 1

0

(ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(ζ)ρ1 ]|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ
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elde edilir. Hölder eşitsizliği uygulanırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ ψ(ξ2)− ψ(ξ1)

2
− 1

ξ2 − ξ1

×

[(∫ 1

0

|(1− ζ)λ1+1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]|pdζ

) 1
p

×
(∫ 1

0

|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|qdζ
) 1

q

+

(∫ 1

0

|ζλ1−1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1ζρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|qdζ
) 1

q

]
.

elde edilir.|υ′|q foksiyonu eksponansiyel konveks oluşu dikkate alınırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1
1 ]

× ((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ ψ(ξ2)− ψ(ξ1)

2

− 1

ξ2 − ξ1

[(∫ 1

0

|(1− ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]|pdζ

) 1
p

×
((∫ 1

0

ζ|υ(ξ1)|q

eω1ξ1
+

(1− ζ)|υ(ξ2)|q

eω1ξ2

)
dζ

) 1
q

+

(∫ 1

0

|ζλ1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1ζρ1 ]|pdζ

) 1
p

×
((∫ 1

0

ζ|υ(ξ1)|q

eω1ξ1
+

(1− ζ)|υ(ξ2)|q

eω1ξ2

)
dζ

) 1
q

]
.

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.7 λ1 , ρ1 > 0, ω1 ∈ R ve σ1 , negatif olmayan gerçek sayıların bir dizisidir.

ξ1 < ξ2 ve λ1 > 0 olmak üzere υ : [ξ1, ξ2]→ R , (ξ1, ξ2) aralığında bir fonksiyondur. Eğer υ’

∈ L[ξ1,ξ2] ve |υ′|q eksponansiyel konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatörü için
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aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ ψ(ξ2)− ψ(ξ1)

2
− 1

ξ2 − ξ1

×
[(∫ 1

0

|(1− ζ)λ1+1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]|q

×
(
ζ|υ(ξ1)|
eω1ξ1

+
(1− ζ)|υ(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

) 1
q

×
(∫ 1

0

ζ|υ(ξ1)|q

eω1ξ1
+

(1− ζ)|υ(ξ2)|q

eω1ξ2
dζ

)1− 1
q

+

(∫ 1

0

|ζλ1−1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1ζρ1 ]|q
(
ζ|υ(ξ1)|
eω1ξ1

+
(1− ζ)|υ(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

) 1
q

×
(∫ 1

0

ζ|υ(ξ1)|q

eω1ξ1
+

(1− ζ)|υ(ξ2)|q

eω1ξ2
dζ

)1− 1
q

]
.

İspat Lemma 3.5 ve mutlak değer yardımıyla∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2

− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1
1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ (ξ2 − ξ1)

Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×
[∫ 1

0

(1− ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(1− ζ)ρ1 ]

]
×|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ

−
∫ 1

0

(ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(ζ)ρ1 ]|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ
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yazılır . Power-Mean eşitsizliği uygulanırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ ψ(ξ2)− ψ(ξ1)

2
− 1

ξ2 − ξ1

×

[(∫ 1

0

|(1− ζ)λ1+1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]|q|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ

) 1
q

×
(∫ 1

0

|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ
)1− 1

q

+

(∫ 1

0

|ζλ1−1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1ζρ1 ]|q|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ
) 1

q

×
(∫ 1

0

|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ
)1− 1

q

]
.

elde edilir. |υ′|q fonksiyonu eksponansiyel oluşu dikkate alınırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ ψ(ξ2)− ψ(ξ1)

2
− 1

ξ2 − ξ1

×
[(∫ 1

0

|(1− ζ)λ1+1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]|q

×
(
ζ|υ(ξ1)|
eω1ξ1

+
(1− ζ)|υ(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

) 1
q

×
(∫ 1

0

ζ|υ(ξ1)|q

eω1ξ1
+

(1− ζ)|υ(ξ2)|q

eω1ξ2
dζ

)1− 1
q

+

(∫ 1

0

|ζλ1−1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1ζρ1 ]|q
(
ζ|υ(ξ1)|
eω1ξ1

+
(1− ζ)|υ(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

) 1
q

×
(∫ 1

0

ζ|υ(ξ1)|q

eω1ξ1
+

(1− ζ)|υ(ξ2)|q

eω1ξ2
dζ

)1− 1
q

]
.

yazılır ve ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.8 λ1 , ρ1 > 0, ω1 ∈ R ve σ1 , negatif olmayan gerçek sayıların bir dizisidir.

ξ1 < ξ2 ve λ1 > 0 olmak üzere υ : [ξ1, ξ2]→ R , (ξ1, ξ2) aralığında bir fonksiyondur. Eğer υ’

∈ L [ξ1, ξ2] ve |υ′|q eksponansiyel konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatörü için
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aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1
1 ]

× ((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ ψ(ξ2)− ψ(ξ1)

2

− 1

ξ2 − ξ1

[(
1

p

∫ 1

0

|(1− ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]|pdζ

+

(
1

q

∫ 1

0

ζ|υ(ξ1)|q

eω1ξ1
+

(1− ζ)|υ(ξ2)|q

eω1ξ2

)
dζ

+

(
1

p

∫ 1

0

|ζλ1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1ζρ1 ]|pdζ

+
1

q

∫ 1

0

(
ζ|υ(ξ1)|q

eω1ξ1
+

(1− ζ)|υ(ξ2)|q

eω1ξ2

)
dζ

)]
.

İspat Lemma 3.5 ve mutlak değer yardımıyla∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2

− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1
1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ (ξ2 − ξ1)

Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×
[∫ 1

0

(1− ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(1− ζ)ρ1 ]

]
×|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ

−
∫ 1

0

(ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1(ζ)ρ1 ]|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|dζ
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elde edilir. Young eşitsizliği uygulanırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)ρ1 ]

×((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ ψ(ξ2)− ψ(ξ1)

2
− 1

ξ2 − ξ1

×

[(∫ 1

0

|(1− ζ)λ1+1Fσ
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]|pdζ

p

+

∫ 1

0

(|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|qdζ
q

)
+

(∫ 1

0

|ζλ1−1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1ζρ1 ]|pdζ
p

+

∫ 1

0

(|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|q)dζ
q

)
.

yazılır. |υ′|q fonksiyonu eksponansiyel konveks oluşu dikkate alınırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

2(ξ2 − ξ1)λ1Fσ1
ρ1,λ1+1[ω1(ξ2 − ξ1)

ρ1
1 ]

× ((J σ1
ρ1,λ1,ξ1+;ω1

υ)(ξ2) + (J σ1
ρ1,λ1,ξ2−;ω1

υ)(ξ1))

∣∣∣∣
≤ ψ(ξ2)− ψ(ξ1)

2

− 1

ξ2 − ξ1

[(
1

p

∫ 1

0

|(1− ζ)λ1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1(1− ζ)ρ1 ]|pdζ

+

(
1

q

∫ 1

0

ζ|υ(ξ1)|q

eω1ξ1
+

(1− ζ)|υ(ξ2)|q

eω1ξ2

)
dζ

+

(
1

p

∫ 1

0

|ζλ1Fσ1
ρ1,λ1

[ω1(ξ2 − ξ1)
ρ1ζρ1 ]|pdζ

+
1

q

∫ 1

0

(
ζ|υ(ξ1)|q

eω1ξ1
+

(1− ζ)|υ(ξ2)|q

eω1ξ2

)
dζ

)]
.

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.9 ξ1 < ξ2 ise υ : [ξ1, ξ2] ∈ R, (ξ1, ξ2) aralığında diferansiyellenbilir bir fonksiyon-

dur. Eğer υ’ ∈ L[ξ1, ξ2] ve |υ′|q h-konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatörü için
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aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
(J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ2−;ω1
Υ)(ξ1) + (J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ1+;ω1
Υ)(ξ2)

] ∣∣∣∣
≤ (|υ′(ξ1)|)

×
[∫ 1

0

(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]h(ζ)dζ

+

∫ 1

0

(−)(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]h(ζ)dζ

+

∫ 1

0

(−)(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]h(ζ)dζ

+

∫ 1

0

(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]h(ζ)dζ
]

+(|υ′(ξ2)|)

×
[∫ 1

0

(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]h(1− ζ)dζ

+

∫ 1

0

(−)(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]h(1− ζ)dζ

+

∫ 1

0

(−)(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]h(1− ζ)dζ

+

∫ 1

0

(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]h(1− ζ)dζ
]
.

İspat Lemma 3.6 kullanılarak ve mutlak değer yardımıyla∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4k(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+k[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
(J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ2−;ω1
Υ)(ξ1) + (J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ1+;ω1
Υ)(ξ2)

] ∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

×
∫ 1

0

Σσ1,κ1

ρ1,λ1,g
(ζ)|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|dζ
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yazılır. |υ′|q fonksiyonunun h-konveks oluşu dikkate alınarak∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
(J σ1,k,g

ρ1,λ1,ξ2−;ω1
Υ)(ξ1) + (J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ1+;ω1
Υ)(ξ2)

] ∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
∫ 1

0

Σσ1,κ1

ρ1,λ1,g
(ζ)(h(ζ)|υ′(ξ1)|+ h(1− ζ)|υ′(ξ)|)dζ.

elde edilir.

Σσ1,κ1

ρ1,λ1,g
(ζ) =

[ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ] +

−[ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ] +

−[ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]

+[ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− (1− ζ)ξ1))

ρ1 ].
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oluşu dikkate alınırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
(J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ2−;ω1
Υ)(ξ1) + (J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ1+;ω1
Υ)(ξ2)

] ∣∣∣∣
≤ (|υ′(ξ1)|)

×
[∫ 1

0

(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]h(ζ)dζ

+

∫ 1

0

(−)(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]h(ζ)dζ

+

∫ 1

0

(−)(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]h(ζ)dζ

+

∫ 1

0

(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]h(ζ)dζ
]

+(|υ′(ξ2)|)

×
[∫ 1

0

(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]h(1− ζ)dζ

+

∫ 1

0

(−)(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]h(1− ζ)dζ

+

∫ 1

0

(−)(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]h(1− ζ)dζ

+

∫ 1

0

(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]h(1− ζ)dζ
]
.

sonucuna ulaşılır ve ispat tamamlanır.

Teorem 4.10 ξ1 < ξ2 ise υ : [ξ1, ξ2] ∈ R, (ξ1, ξ2) aralığında diferansiyellenbilir bir fonksi-

yondur. Eğer υ’ ∈ L[ξ1, ξ2] ve |υ′|q h-konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatörü
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için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
(J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ2−;ω1
Υ)(ξ1) + (J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ1+;ω1
Υ)(ξ2)

] ∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[(∫ 1

0

|(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
k

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(|h(ζ)υ′(ξ1)|q + h(1− ζ)υ′(ξ2)|q)dζ
) 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(|h(ζ)υ′(ξ1)|q + h(1− ζ)υ′(ξ2)|q)dζ
) 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(|h(ζ)υ′(ξ2)|q + h(1− ζ)υ′(ξ1)|q)dζ
) 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(|h(ζ)υ′(ξ2)|q + h(1− ζ)υ′(ξ1)|q)dζ
) 1

q

]

İspat Lemma 3.6 kullanılarak ve mutlar değer yardımıyla∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
(J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ2−;ω1
Υ)(ξ1) + (J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ1+;ω1
Υ)(ξ2)

] ∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

×
∫ 1

0

Σσ1,κ1

ρ1,λ1,g
(ζ)|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|dζ
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yazılır. Hölder eşitsizliği uygulanırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
(J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ2−;ω1
Υ)(ξ1) + (J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ1+;ω1
Υ)(ξ2)

] ∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[(∫ 1

0

|(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
k

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|)dζ
) 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|)dζ
) 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|)dζ
) 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|)dζ
) 1

q

]
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elde edilir. |υ′|q fonksiyonunun h-konveks fonksiyon oluşu dikkate alınarak∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
(J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ2−;ω1
Υ)(ξ1) + (J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ1+;ω1
Υ)(ξ2)

] ∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[(∫ 1

0

|(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
k

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(|h(ζ)υ′(ξ1)|q + h(1− ζ)υ′(ξ2)|q)dζ
) 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(|h(ζ)υ′(ξ1)|q + h(1− ζ)υ′(ξ2)|q)dζ
) 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(|h(ζ)υ′(ξ2)|q + h(1− ζ)υ′(ξ1)|q)dζ
) 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(|h(ζ)υ′(ξ2)|q + h(1− ζ)υ′(ξ1)|q)dζ
) 1

q

]

sonucu elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.11 ξ1 < ξ2 ise υ : [ξ1, ξ2] ∈ R , (ξ1, ξ2) aralığında diferansiyellenbilir bir fonksi-

yondur. Eğer υ’ ∈ L[ξ1, ξ2] ve |υ′|q h-konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatörü
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için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×[Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,b−;ω1

+ Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,a+;ω1

]

∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[(∫ 1

0

|(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|q

×(|h(ζ)υ′(ξ1)|+ |h(1− ζ)υ′(ξ2)|)dζ)
1
q

×
(∫ 1

0

(|h(ζ)υ′(ξ1)|+ h(1− ζ)υ′(ξ2)|)dζ
)1− 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
k

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|q

×(|h(ζ)υ′(ξ1)|+ |h(1− ζ)υ′(ξ2)|)dζ)
1
q

×
(∫ 1

0

(|h(ζ)υ′(ξ1)|+ h(1− ζ)υ′(ξ2)|)dζ
)1− 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
k

×Fσ,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]|q

×(|h(ζ)υ′(ξ1)|+ |h(1− ζ)υ′(ξ2)|)dζ)
1
q

×
(∫ 1

0

(|h(ζ)υ′(ξ1)|+ h(1− ζ)υ′(ξ2)|)dζ
)1− 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]|q

×(|h(ζ)υ′(ξ1)|+ |h(1− ζ)υ′(ξ2)|)dζ)
1
q

×
(∫ 1

0

(|h(ζ)υ′(ξ1)|+ h(1− ζ)υ′(ξ2)|)dζ
)1− 1

q

]
.
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İspat Lemma 3.6 ve mutlak değer yardımıyla∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4k(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+k[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
(J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ2−;ω1
Υ)(ξ1) + (J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ1+;ω1
Υ)(ξ2)

] ∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

×
∫ 1

0

Σσ1,κ1

ρ1,λ1,g
(ζ)|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|dζ
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yazılır. Power-Mean eşitsizliği uygulanırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×[Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,b−;ω1

+ Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,a+;ω1

]

∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[(∫ 1

0

|(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|q

×(|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|)dζ)
1
q

×
(∫ 1

0

(|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|)dζ
)1− 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
k

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|q

×(|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|)dζ)
1
q

×
(∫ 1

0

(|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|)dζ
)1− 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
k

×Fσ,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]|q

×(|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|)dζ)
1
q

×
(∫ 1

0

(|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|)dζ
)1− 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]|q

×(|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|)dζ)
1
q

×
(∫ 1

0

(|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|)dζ
)1− 1

q

]
.
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elde edilir. |υ′|q fonksiyonunun h-konveks fonksiyon oluşu kullanılırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×[Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,b−;ω1

+ Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,a+;ω1

]

∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[(∫ 1

0

|(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|q

×(|h(ζ)υ′(ξ1)|+ |h(1− ζ)υ′(ξ2)|)dζ)
1
q

×
(∫ 1

0

(|h(ζ)υ′(ξ1)|+ h(1− ζ)υ′(ξ2)|)dζ
)1− 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
k

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|q

×(|h(ζ)υ′(ξ1)|+ |h(1− ζ)υ′(ξ2)|)dζ)
1
q

×
(∫ 1

0

(|h(ζ)υ′(ξ1)|+ h(1− ζ)υ′(ξ2)|)dζ
)1− 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
k

×Fσ,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]|q

×(|h(ζ)υ′(ξ1)|+ |h(1− ζ)υ′(ξ2)|)dζ)
1
q

×
(∫ 1

0

(|h(ζ)υ′(ξ1)|+ h(1− ζ)υ′(ξ2)|)dζ
)1− 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]|q

×(|h(ζ)υ′(ξ1)|+ |h(1− ζ)υ′(ξ2)|)dζ)
1
q

×
(∫ 1

0

(|h(ζ)υ′(ξ1)|+ h(1− ζ)υ′(ξ2)|)dζ
)1− 1

q

]
.

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.12 ξ1 < ξ2 ise υ : [ξ1, ξ2] ∈ R, (ξ1, ξ2) aralığında diferansiyellenbilir bir fonksi-

yondur. Eğer υ’ ∈ L [ξ1, ξ2] ve |υ′|q h-konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral operatörü
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için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,b−;ω1

+ Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,a+;ω1

]

∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×

∫ 1

0

|ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ]|pdζ
p

+

∫ 1

0

|h(ζ)υ′(ξ1)|q + |h(1− ζ)υ′(ξ2)|q

q

)

+

∫ 1

0

|(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ])|pdζ
p

+

∫ 1

0

|h(ζ)υ′(ξ1)|q + |h(1− ζ)υ′(ξ2)|q

q

)

+

∫ 1

0

|ψ(ξ1)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ1)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ]|pdζ
p

+

∫ 1

0

|h(ζ)υ′(ξ1)|q + |h(1− ζ)υ′(ξ2)|q

q

)
+

(∫ 1

0

|ψ(ξ1)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
k Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]|pdζ
p

+

∫ 1

0

|h(ζ)υ′(ξ2)|q + |h(1− ζ)υ′(ξ1)|q

q

)]
.

İspat Lemma 3.6 kullanılarak ve mutlak değer kullaılarak∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+k[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
(J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ2−;ω1
Υ)(ξ1) + (J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ1+;ω1
Υ)(ξ2)

] ∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

×
∫ 1

0

Σσ1,κ1

ρ1,λ1,g
(ζ)|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|dζ
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yazılır. Young eşitsizliği uygulanırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,b−;ω1

+ Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,a+;ω1

]

∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×

∫ 1

0

|(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|pdζ
p

+

∫ 1

0

|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|qdζ
q

)

+

∫ 1

0

|(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ]|pdζ
p

+

∫ 1

0

|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|qdζ
q

)

+

∫ 1

0

|(ψ(ξ1)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ1)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ]|pdζ
p

+

∫ 1

0

|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|qdζ
q

)

+

∫ 1

0

|(ψ(ξ1)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]|pdζ
p

+

∫ 1

0

|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|qdζ
q

)]
.
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bulunur. |υ′|q h-konveks fonksiyon oluşu kullanılırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,b−;ω1

+ Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,a+;ω1

]

∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×

∫ 1

0

|ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ]|pdζ
p

+

∫ 1

0

|h(ζ)υ′(ξ1)|q + |h(1− ζ)υ′(ξ2)|q

q

)

+

∫ 1

0

|(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ])|pdζ
p

+

∫ 1

0

|h(ζ)υ′(ξ1)|q + |h(1− ζ)υ′(ξ2)|q

q

)

+

∫ 1

0

|ψ(ξ1)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ1)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ]|pdζ
p

+

∫ 1

0

|h(ζ)υ′(ξ1)|q + |h(1− ζ)υ′(ξ2)|q

q

)
+

(∫ 1

0

|ψ(ξ1)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
k Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]|pdζ
p

+

∫ 1

0

|h(ζ)υ′(ξ2)|q + |h(1− ζ)υ′(ξ1)|q

q

)]
.

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.
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Sonuç 4.3 Teorem 4.12 de h(ζ)=ζ alınırsa aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir :∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

× [Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,b−;ω1

+ Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,a+;ω1

]

∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×

(−)|υ′(ξ1)|

×
[∫ 1

0

κ1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

+1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]dζ

+
(
κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

λ1
κ1

+1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

−κ1
∫ 1

0

(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

+1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]dζ
)

+
(
κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

λ1
κ1

+1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

−κ1
∫ 1

0

(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

+1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]dζ
)

+

∫ 1

0

κ1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))
λ1
κ1

+1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]dζ
]

+|υ′(ξ2)|

×
[
−κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

λ1
κ1

+1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

+κ1

∫ 1

0

(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ2))
λ1
κ1

+1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− (ψ(ξ1))

ρ1 ]dζ

(−)κ1

∫ 1

0

(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

+1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]dζ

+κ1

∫ 1

0

(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

+1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]dζ

+κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

+1Fσ,2κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

+κ1

∫ 1

0

(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))
λ1
κ1

+1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]dζ
]
.
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Sonuç 4.4 Teorem 4.12 de h(ζ)=ζs alınırsa aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir :∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

× [Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,b−;ω1

+ Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,a+;ω1

]

∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×|υ′(ξ1)|

×
[(

−κ1t
∫ 1

0

(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

+1

)
×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]ζ ι1dζ

+
(
−κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

λ1
κ1

+1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

+κ1ι1

∫ 1

0

(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

+1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]ζ ι1dζ
)

+
(
−κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

λ1
κ1

+1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

+κ1ι1

∫ 1

0

(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

+1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]ζ ι1dζ
)

+

(
−κ1ι1

∫ 1

0

(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))
λ1
κ1

+1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]ζ ι1dζ
)

+|υ′(ξ2)|

×
[
−
(
ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

λ1
κ1

+1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1

+κ1ι1

∫ 1

0

(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

+1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ](1− ζ)ι1dζ
)

+

(
−κ1ι1

∫ 1

0

(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

+1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ](1− ζ)ι1dζ
)

+

(
−κ1ι1

∫ 1

0

(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

+1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ](1− ζ)ι1dζ
)

+
[
−
(
ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

λ1
κ1

+1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1

+κ1ι1

∫ 1

0

(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))
λ1
κ1

+1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2 − ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ](1− ζ)ι1dζ
]
.
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Teorem 4.13 ξ1 < ξ2 ise υ : [ξ1, ξ2] ∈ R, (ξ1, ξ2) aralığında diferansiyellenbilir bir fonk-

siyondur. Eğer υ’ ∈ L [ξ1, ξ2] ve |υ′|q eksponansiyel konveks fonksiyon ise Raina kesirli
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integral operatörü için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

× [Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,b−;ω1

+ Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,a+;ω1

]

∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ,κ1

ρ,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×

(−)
|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

×
[∫ 1

0

k(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

+1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]dζ

+
(
κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

λ1
κ1

+1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

−κ1
∫ 1

0

(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

+1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]dζ
)

+
(
κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

λ1
κ1

+1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

−κ1
∫ 1

0

(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

+1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]dζ
)

+

∫ 1

0

κ1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))
λ1
κ1

+1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]dζ
]

+
|υ′(ξ2)|
eω1ξ2

×
[
−κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

λ1
κ1

+1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

+κ1

∫ 1

0

(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ2))
λ1
κ1

+1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− (ψ(ξ1))

ρ1 ]dζ

(−)κ1

∫ 1

0

(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

+1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]dζ

+κ1

∫ 1

0

(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

+1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]dζ

+κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

+1Fσ,2κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

+κ1

∫ 1

0

(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))
λ1
κ1

+1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]dζ
]
.
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eşitsizliği geçerlidir.

İspat Lemma 3.6 kullanılarak ve mutlak değer yardımıyla∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
(J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ2−;ω1
Υ)(ξ1) + (J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ1+;ω1
Υ)(ξ2)

] ∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

×
∫ 1

0

Σσ1,κ1

ρ1,λ1,g
(ζ)|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|dζ

yazılır. Eksponansiyel konveks fonksiyon tanımı dikkate alınarak∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
(J σ1,k,g

ρ1,λ1,ξ2−;ω1
Υ)(ξ1) + (J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ1+;ω1
Υ)(ξ2)

] ∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
∫ 1

0

Σσ1,κ1

ρ1,λ1,g
(ζ)

(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

+
(1− ζ)|υ′(ξ)|

eω1ξ2

)
dζ

elde edilir ve

Σσ1,κ1

ρ1,λ1,g
(ζ) =

[ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

−[ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

−[ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]

+[ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)]
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− (1− ζ)ξ1))

ρ1 ].
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oluşu dikkate alınırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

× [Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,b−;ω1

+ Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,a+;ω1

]

∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ,κ1

ρ,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×

(−)
|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

×
[∫ 1

0

k(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

+1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]dζ

+
(
κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

λ1
κ1

+1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

−κ1
∫ 1

0

(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

+1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]dζ
)

+
(
κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

λ1
κ1

+1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

−κ1
∫ 1

0

(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

+1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]dζ
)

+

∫ 1

0

κ1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))
λ1
κ1

+1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]dζ
]

+
|υ′(ξ2)|
eω1ξ2

×
[
−κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

λ1
κ1

+1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

+κ1

∫ 1

0

(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ2))
λ1
κ1

+1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− (ψ(ξ1))

ρ1 ]dζ

(−)κ1

∫ 1

0

(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

+1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]dζ

+κ1

∫ 1

0

(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

+1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]dζ

+κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

+1Fσ,2κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

+κ1

∫ 1

0

(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))
λ1
κ1

+1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+2κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]dζ
]
.
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sonucuna ulaşılır ve ispat tamamlanır.

Teorem 4.14 ξ1 < ξ2 ise υ : [ξ1, ξ2] ∈ R , (ξ1, ξ2) aralığında diferansiyellenbilir bir fonk-

siyondur. Eğer υ’ ∈ L [ξ1, ξ2] ve |υ′|q eksponansiyel konveks fonksiyon ise Raina kesirli

integral operatörü için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

∣∣∣∣
×
[
Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,b−;ω1

+ Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,a+;ω1

]

∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[(∫ 1

0

|(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

q

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

q)
dζ

) 1
q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

q

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

q)
dζ

) 1
q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+kκ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

q

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

q)
dζ

) 1
q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))
λ1
k

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

q

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

q)
dζ

) 1
q

]
.
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İspat Lemma 3.6 kullanılarak ve mutlak değer yardımıyla∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4k(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+k[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
(J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ2−;ω1
Υ)(ξ1) + (J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ1+;ω1
Υ)(ξ2)

] ∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

×
∫ 1

0

Σσ1,κ1

ρ1,λ1,g
(ζ)|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|dζ

yazılır. Hölder eşitsizliği uygulanırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

∣∣∣∣
×
[
Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,b−;ω1

+ Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,a+;ω1

]

∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[(∫ 1

0

|(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+k[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
ρ1 ]|pdζ

) 1
p

×
(∫ 1

0

(|ζυ′(ξ1)|q + |(1− ζ)υ′(ξ2)|q)dζ
) 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(|ζυ′(ξ1)|q + |(1− ζ)υ′(ξ2)|q)dζ
) 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+kκ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(|ζυ′(ξ1)|q + |(1− ζ)υ′(ξ2)|q)dζ
) 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(|ζυ′(ξ1)|q + |(1− ζ)υ′(ξ2)|q)dζ
) 1

q

]
.
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elde edilir. |υ′|q eksponansiyel konveks fonksiyon oluşu dikkate alınarak∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

∣∣∣∣
×
[
Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,b−;ω1

+ Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,a+;ω1

]

∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[(∫ 1

0

|(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+k[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
ρ1 ]|pdζ

) 1
p

×
(∫ 1

0

(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

q

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

q)
dζ

) 1
q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

q

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

q)
dζ

) 1
q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+kκ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

q

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

q)
dζ

) 1
q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]|pdζ
) 1

p

×
(∫ 1

0

(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

q

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

q)
dζ

) 1
q

]
.

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.15 ξ1 < ξ2 ise υ : [ξ1, ξ2] ∈ R, (ξ1, ξ2) aralığında diferansiyellenbilir bir fonksi-

yondur. Eğer υ’ ∈ L[ξ1, ξ2] ve |υ′|q eksponansiyel konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral
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operatörü için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

× [Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,b−;ω1

+ Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,a+;ω1

]

∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ]

×
[(∫ 1

0

|(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]q

×
(
ζ|υ′(ξ1)|
eωξ1

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

) 1
q

×
(∫ 1

0

(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

)1− 1
q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]q

×
(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

) 1
q

×
(∫ 1

0

(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

)1− 1
q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]q

×
(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

) 1
q

×
(∫ 1

0

(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

)1− 1
q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))
λ1
κ1

×Fσ,κ1

ρ,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]q

×
(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

) 1
q

×
(∫ 1

0

(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

)1− 1
q

]
.
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İspat Lemma 3.6 kullanılarak ve mutlak değer yardımıyla∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4k(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+k[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
(J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ2−;ω1
Υ)(ξ1) + (J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ1+;ω1
Υ)(ξ2)

] ∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

×
∫ 1

0

Σσ1,κ1

ρ1,λ1,g
(ζ)|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|dζ

elde edilir. Power-Mean eşitsizliği uygulanırsa∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

× [Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,b−;ω1

+ Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,a+;ω1

]

∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[(∫ 1

0

|(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|q(|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|)dζ
) 1

q

×
(∫ 1

0

(|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|)dζ
)1− 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|q(|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|)dζ
) 1

q

×
(∫ 1

0

(|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|)dζ
)1− 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]|q(|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|)dζ
) 1

q

×
(∫ 1

0

(|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|)dζ
)1− 1

q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))
λ1
κ1

× Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]|q(|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|)dζ
) 1

q

×
(∫ 1

0

(|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|)dζ
)1− 1

q

]
.
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yazılır. |υ′|q fonksiyonunun eksponansiyel konveks oluşu dikkate alınarak∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

× [Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,b−;ω1

+ Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,a+;ω1

]

∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ]

×
[(∫ 1

0

|(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]q

×
(
ζ|υ′(ξ1)|
eωξ1

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

) 1
q

×
(∫ 1

0

(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

)1− 1
q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]q

×
(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

) 1
q

×
(∫ 1

0

(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

)1− 1
q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1

×Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]q

×
(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

) 1
q

×
(∫ 1

0

(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

)1− 1
q

+

(∫ 1

0

|(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))
λ1
κ1

×Fσ,κ1

ρ,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]q

×
(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

) 1
q

×
(∫ 1

0

(
ζ|υ′(ξ1)|
eω1ξ1

+
(1− ζ)|υ′(ξ2)|

eω1ξ2

)
dζ

)1− 1
q

]
.

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.16 ξ1 < ξ2 ise υ : [ξ1, ξ2] ∈ R, (ξ1, ξ2) aralığında diferansiyellenbilir bir fonksi-

yondur.Eğer υ’ ∈ L[ξ1, ξ2] ve |υ′|q eksponansiyel konveks fonksiyon ise Raina kesirli integral
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operatörü için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

× [Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,b−;ω1

+ Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,a+;ω1

]

∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×

∫ 1

0

|ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|pdζ
p

+

∫ 1

0

|h(ζ)υ′(ξ1)|q + |h(1− ζ)υ′(ξ2)|qdζ
q

)

+

∫ 1

0

|ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ]|pdζ
p


+

∫ 1

0

|h(ζ)υ′(ξ1)|q + |h(1− ζ)υ′(ξ2)|qdζ
q

)

+

∫ 1

0

|ψ(ξ1)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ1)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ1 ]|pdζ
p

+

∫ 1

0

|h(ζ)υ′(ξ1)|q + |h(1− ζ)υ′(ξ2)|qdζ
q

)

+

∫ 1

0

|ψ(ξ1)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ1 ]|pdζ
p

+

∫ 1

0

|h(ζ)υ′(ξ2)|q + |h(1− ζ)υ′(ξ1)|qdζ
q

)]
İspat Lemma 3.6 kullanılarak ve mutlak değer yardımıyla∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4k(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+k[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×
[
(J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ2−;ω1
Υ)(ξ1) + (J σ1,κ1,g

ρ1,λ1,ξ1+;ω1
Υ)(ξ2)

] ∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1

Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ]

∫ 1

0

Σσ1,κ1

ρ1,λ1,g
(ζ)|υ′(ζξ1 + (1− ζξ2)|dζ
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elde edilir. Young eşitsizliği kullanılarak∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

× [Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,b−;ω1

+ Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,a+;ω1

]

∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

×

[(∫ 1

0

(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
k Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ1 ])pdζ

p

+

∫ 1

0

|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|qdζ
q

)
+

(∫ 1

0

(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
k Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ1 ])pdζ

p

)

+

∫ 1

0

|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|qdζ
q

)

+

∫ 1

0

(ψ(ξ1)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ1)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ])pdζ

p

+

∫ 1

0

|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|qdζ
q

)

+

∫ 1

0

(ψ(ξ1)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ])pdζ

p

+

∫ 1

0

|υ′(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)|qdζ
q

)]
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elde edilir. |ψ′|q fonksiyonu eksponansiyel konveks oluşu dikkate alınarak∣∣∣∣υ(ξ1) + υ(ξ2)

2
− 1

4κ1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
κ1Fσ1,κ1

ρ1,λ1+κ1
[ω1(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ1 ]

× [Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,b−;ω1

+ Sσ1,κ1,g
ρ1,λ1,a+;ω1

]

∣∣∣∣
≤ ξ2 − ξ1

4(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
k Fσ,k

ρ,λ1+k[ω(ψ(ξ2)− ψ(ξ1))ρ]

×

[(∫ 1

0

|ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))
λ1
k Fσ1,κ1

ρ,λ1+κ1
[ω(ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2)− ψ(ξ1))

ρ]|pdζ
p

+

∫ 1

0

|h(ζ)υ′(ξ1)|q + |h(1− ζ)υ′(ξ2)|qdζ
q

)
+

(∫ 1

0

|ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))
λ1
k Fσ1,κ1

ρ,λ1+κ1
[ω(ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1)− ψ(ξ1))

ρ]|pdζ
p

)

+

∫ 1

0

|h(ζ)υ′(ξ1)|q + |h(1− ζ)υ′(ξ2)|qdζ
q

)
+

(∫ 1

0

|ψ(ξ1)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
k Fσ1,κ1

ρ,λ1+κ1
[ω(ψ(ξ1)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))

ρ]|pdζ
p

+

∫ 1

0

|h(ζ)υ′(ξ1)|q + |h(1− ζ)υ′(ξ2)|qdζ
q

)
+

(∫ 1

0

|ψ(ξ1)− ψ(ζξ1 + (1− ζ)ξ2))
λ1
k Fσ1,κ1

ρ,λ1+κ1
[ω(ψ(ξ2)− ψ(ζξ2 + (1− ζ)ξ1))

ρ]|pdζ
p

+

∫ 1

0

|h(ζ)υ′(ξ2)|q + |h(1− ζ)υ′(ξ1)|qdζ
q

)]
elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezde, Raina kesirli integral operatörlerini kullanarak farklı konveks fonksiyon sı-

nıflarını içeren birkaç yeni integral eşitsizlik elde edilmiştir. Elde edilen sonuçlar, klasik ana-

lizdeki bilinen birçok eşitsizliği genişletip genelleştirmekle kalmayıp, aynı zamanda genel-

leştirilmiş konvekslik merceğinden kesirli eşitsizliklere birleşik bir yaklaşım da sunmaktadır.

Tez çalışmasının yaklaşımları, h-konveks ve eksponansiyel konveks fonksiyonlar gibi iyi bi-

linen konvekslik sınıflarına ait fonksiyonlara odaklanmıştır. Genelleştirilmiş Raina kesirli

integral operatörünü uygulayarak, Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipi eşitsizlik-

lerin yeni biçimlerini türeterek, kesirli hesaplamanın sınırları iyileştirmek ve klasik sonuçla-

rın daha genelleştirilmiş versiyonlarını oluşturmak için nasıl kullanılabilecegi gösterilmiştir.

Genelleştirilmiş çekirdeği ve esnekligi nedeniyle Raina operatörü, kesirli integral eşitsizlik-

lerinin incelenmesinde güçlü bir araç olduğunu kanıtlamılştır. Operatöre ek parametrelerin

dahil edilmesi, özellikle konveksligin doğası ve genellemeleriyle ilgili olarak daha geniş bir

fonksiyonel davranış yelpazesini yaklamayı sağlamıştır. Bu bulgular, kesirli hesaplama ve

konveks analizin kesişimindeki giderek artan araştırma literatürüne katkıda bulunmakta ve

matematiksel eşitsizlikler, yaklaşım teorisi ve uygulamalı matematiksel modellemede potan-

siyel uygulamalar sunmaktadır. Dahası, burada geliştirilen eşitsizlikler, sayısal analiz, opti-

mizasyon ve konvekslik ile kesirli operatörlerin önemli bir rol oynadığı çeşitli problemlerde

faydalı araçlar olarak kullanılabilir. Gelecekteki çalışmalar için, diger genelleştirilmiş kesirli

operatörleri kullanarak benzer eşitsizlikleri keşfetmek ve bu sonuçların kesirli mertebeden

diferansiyel denklemleri ve integral denklemleri çözmedeki potansiyel uygulamalarını araş-

tırmak ilgi çekici olacaktır. Daha ileri araştırmalar ayrıca çok boyutlu analoglara odaklana-

bilir veya bu sonuçları ayrık kesirli ortamlara genişletebilir.
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