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Jiiri: Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Doc¢. Dr. Mustafa Ali DOKUYUCU

Doc. Dr. Abdullah ERGUN

Bu tezde, iistel tipli konveks fonksiyonlar incelenmis ve yeni bir fonksiyon sinifi olarak eks-
ponansiyel m- konveks fonksiyonlar ortaya konmustur. Bu tanimdan yola ¢ikarak cesitli in-
tegral esitsizlikler elde edilmistir. Birinci kisim Giris boliimiinde konveks fonksiyonlarin tari-
hinden ve eksponansiyel konveks ile farkli tiirden eksponansiyel konveks fonksiyon siniflari
ile ilgili yapilan ¢alismalar hakkinda bilgi verilmistir. Ikinci kisim Kuramsal Temeller bolii-
miinde konveks fonksiyonlar, eksponansiyel konveks, eksponansiyel m-konveks fonksiyon
tammlar1 ve gesitli integral esitsizliklerin tamimlarina yer verilmistir. Uciincii kistm Mater-
yal ve Yontem boliimiinde eksponansiyel konveks ve eksponansiyel m- konveks fonksiyon
siiflari ile ilgili lemmalar ve bunlardan yola c¢ikilarak daha 6nce ispatlanmig teoremlere yer
verilmigtir. Dordiincii kisim Arastirma Bulgular1 boliimiinde yeni bir eksponansiyel m- kon-
veks fonksiyon tanimi verilmis olup, bununla ilgili cesitli integral esitsizlikler iceren teorem

ve ispatlarina yer verilmigtir.

2023, 60 sayfa
Anahtar Kelimeler: Esitsizlikler, konveks fonksiyon, m-konveks fonksiyon, eksponansiyel

konveks fonksiyon, eksponansiyel m-konveks fonksiyon.
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ABSTRACT
MASTER’S THESIS

VARIOUS INTEGRAL INEQUALITIES FOR THE EXPONENTIALLY
m-CONVEX FUNCTION CLASS

Jury: Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Doc¢. Dr. Mustafa Ali DOKUYUCU

Doc. Dr. Abdullah ERGUN

In this thesis, exponential convex functions are examined and exponential m-convex func-
tions are introduced as a new class of functions. Based on this definition, various integral
inequalities are obtained. In the first part, Introduction, some information is given about the
history of convex functions and the studies on exponential convex and different types of
exponential convex function classes. In the second part, Theoretical Fundamentals, defini-
tions of convex functions, exponential convex, exponential m-convex functions and various
integral inequalities are given. In the third part, Materials and Methods, lemmas related to
exponential convex and exponential m-convex function classes and theorems that have been
proven previously. In the fourth section, Research Findings, a new exponential m-convex
function definition is given, and its theorems and proofs containing various integral inequ-

alities are given.

2023, 60 pages
Key Words: Inequalities, convex function, m-convex function, exponantially convex func-

tion, exponantially m-convex function.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

R : Reel Sayilar Kiimesi

R, : Pozitif Reel Sayilar Kiimesi

I : R’de Bir Aralik

I° : I’nin I¢i

e'la, ] : [a, b] Araliginda Integrallenebilen Fonksiyonlarin Kiimesi
¢’ : ¢ Fonksiyonunun Ikinci Mertebeden Tiirevi

J?.f(a)  :a mertebeden sag tarafli Riemann-Liouville Kesirli Integral
J?._f(a)  :« mertebeden sol tarafli Riemann-Liouville Kesirli Integral
CFDef(o1) : o mertebeden Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirev

CFI®f(o1) :« mertebeden Caputo-Fabrizio Kesirli Integral

ABC

22 D3, f(01): a mertebeden Caputo Anlaminda Atangana-Baleanu Kesirli Tii-

rev

ABR

20Dy f(o1): o mertebeden Riemann Anlaminda Atangana-Baleanu Kesirli

Tiirev
SPCDIF(A) : Orantili Caputo-Hibrit Kesirli Operator

ABre L f(#)} : o mertebeden Atangana-Baleanu Kesirli Integral

Vi



1. GIRIS

Matematik insanlik tarihi kadar eski ve insanlik i¢in diger bilimlere hizmet eden,
problemler ortaya koyan ve bu problemlere coziimler sunan bir aractir. Esitsizlikler de ma-
tematigin her alaninda, fizik ve miihendislik alanlarinda incelenmis ve kullanilmigtir. Bir¢ok
arastirmaci esitsizlikler iizerine ¢alismalar yapmistir ve her gecen giin ortaya yeni integral
esitsizlikler konmaktadirlar.

20. ylizyilin baglarindan giintimiize kadar, bu alandaki arastirmacilar, ¢esitli konveks
fonksiyon tanimlar1 ve bunlarla iligkili integral esitsizlikleri kesfetmislerdir. Bu ¢alismada
eksponansiyel konveks ve eksponansiyel m-konveks fonksiyonlar ile ilgili tanim, teorem ve
esitsizliklere yer verilecektir. Bunlarla ilgili yapilan bazi arastima ve ¢aligmalar sunlardir:

Ustel tipli konvekslikte kullanilan iistel fonksiyon tanimim ilk kez ortaya Isvicreli
matematikci ve fizik¢i Leonhard Euler koymustur.

"Hermite-Hadamard Inequalities for Exponentially Convex Functions" adl1 makalede
yeni bir eksponansiyel konveks fonksiyon tanimi ortaya konmustur ve Hermite-Hadamard
esitsizligini kullanarak integral esitsizlikler elde edilmistir (Awan et al., 2018).

"Fractional Exponentially m-Convex Functions and Inequalities" baglikli ¢aligmada
yeni bir eksponansiyel m-konveks fonksiyonu tanitilmigtir. Bu konveks fonksiyon sinifi i¢in
baz1 yeni Hermite-Hadamard esitsizlikleri, Riemann-Liouville kesirli integralleri aracilig1 ile
elde edilmistir (Noor et al., 2019).

"Fractional integrals inequalities for exponentially m-convex functions" adli ¢alis-
mada eksponansiyel m-konveks fonksiyonlarla genellestirilmis kesirli integral operatorlerin
sinirlarini aragtirllmistir. Ayrica aymi ¢alismada, Hadamard tipi esitsizlikler analiz edilmis ve
yeni sonu¢lar ortaya konmustur (Mehmood and Farid, 2020).

"Fractional Integral Inequalities via Atangana-Baleanu Operators for Convex and
Concave Functions" adli ¢alismada Atangana-Baleanu kesirli integral operatorleri kullani-
larak yeni esitsizlikler Power-mean, Holder ve Young gibi klasik esitsizlikler yardimiyla
ortaya konmustur (Akdemir et al., 2021).

"Novel Approaches for Differentiable Convex Functions via the Proportional Caputo-
Hybrid Operators" adl1 calismada yazarlar esitsizlik teorisi ve kesirli analiz arasindaki iligkiyi

insa etmiglerdir. Yeni kesirli operatorler sayesinde ve orantili Caputo-Hybrid operatore da-
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yali olarak, diferansiyellenebilen konveks fonksiyonlar icin yeni yaklagimlar iceren integral
esitsizlikler ortaya koymuglardir (Giirbiiz et al., 2022).

Bu tez ¢calismasi kapsaminda (Awan et al., 2018) de yer alan eksponansiyel konveks
fonksiyon tantmindan yola ¢ikarak yeni bir eksponansiyel m- konveks fonksiyon tanimi inga
edilecektir. (Akdemir et al., 2021) ve (Giirbiiz et al., 2022) makalelerinden yola ¢ikarak yeni
eksponansiyel m- tanimi, Atangana-Baleanu ve Caputo-Hybrid kesirli integral operatorler
kullanarak Power-Mean, Holder ve Young esitsizliklerinden faydalanmak suretiyle yeni in-

tegral esitsizlikler verilecektir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Calismanin bu kisminda konveks fonksiyonlar ile ilgili bazi tanim ve teoremlere yer verile-

cektir.
Tanim 2.1 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A C L ve p,o € A keyfi olmak iizere
B={zeL:z=tp+(1—t)o, 0<t<1}CA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = tp+ (1 — t)o esitligindeki p ve
o’nin katsaylary icin t + (1 — t) = 1 bagintisi her zaman dogrudur. Bu sebeple konveks
kiime tanumindaki t,1 — t yerine t + k = 1 sartin1 saglayan ve negatif olmayan t,k reel
sayilart alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalart p ve o olan bir dogru parcasidir.
Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren

dogru parcasini ihtiva eden kiimedir (Pecari¢ and Tong, 1992).

Sekil 2.1. Konveks Kiime ve Konveks Olmayan Kiime

Esitsizlik teorisi i¢in biiyiik onem tasiyan ve 6zellikle bu alanda siklikla kullanilan konveks-
lik kavramindan bircok bilim adamu biiyiik ol¢iide yararlanmaktadir. Konveks fonksiyonlarin

tanim1 asagidaki gibi verilmektedir:



Tanim 2.2 (J-konveks fonksiyon): P,R’de bir aralik olsun. Biitiin p,c € P icin

1 (p;ra> < Al) -2F A(o)

kosulunu gerceklestiren A fonksiyonuna P iizerinde Jensen anlaminda konveks veya J -

konveks fonksiyon denir (Mitrinovic and Vasic, 1970).

Tanim 2.3 (Konveks fonksiyon): I R’de bir aralik f : I — R bir fonksiyon olmak iizere her
p,o€lvetel0,1]igin,
fltp+ (1 —t)o) <tf(p)+(1—1)f(o)

sartimt saglayan [ fonksiyona konveks fonksiyon denir (Pecari¢ and Tong, 1992).

Egert € (0, 1) araliginda alinirsa bu durumda

ftp+ (1 =t)o) <tf(p)+ (1 =1)f(0)

olur. Bu f fonksiyonuna da strictly konveks fonksiyon denir. —f konveks (strictly konveks) ise

bu takdirde f’ye konkav (strictly konkav) denir.

Ef(e) + (1 — ) fi(w)

flte 4+ (1 thu)

fix)

te+ (1 — t)y

Sekil 2.2. Aralik iizerinde konveks fonksiyon

Konveks fonksiyonlar ve esitsizlikler {izerine literatiirde bir¢ok calisma bulunmak-
tadir. Bu calismalardan bazilar1 (Mitrinovic et al., 2013), (Dragomir et al., 1999), (Alomari
and Darus, 2008), (Alomari and Darus, 2009), (Akdemir and Ozdemir, 2010), (i§can, 2019),
(Ozdemir et al., 2011) ve (Toader, 1988) seklinde siralanabilir.

Tanim 2.4 (m -konveks fonksiyon): f : [0, k] — Rvek > 0 olsun. Her p,o € [0, k], m,t € [0, 1]
icin
fltp+m(1 —t)o) <tf(p)+m(l—1t)f(o)
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esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna m-konveks fonksiyon denir. f(0) < 0 sartinu sagla-
yan [0, k| araliginda tanimli tiim m-konveks fonksiyonlarin simifi K, (k) ile gosterilir (To-

ader, 1988).

Tamm 2.5 (Ustel tipli konveks fonksiyon): A : I — R negatif olmayan bir fonksiyon, her
p,o € Ivete |0, 1]igin

Altp+ (1 - 1)0) < (¢ — DA(p) + (¢ — ) A(0)

esitsizligi saglaniyorsa A’ya iistel tipli konveks fonksiyon denir (Kadakal and Iscan, 2020).

Tanmm 2.6 (Eksponansiyel konveks fonksiyon): f : P C R — R bir fonksiyon p,oc € P, t € [0, 1]
icin,

e/ (1=0pH9)) < [(1 — )6l ©) 4 4/ (@)]

fonksiyonu eksponansiyel konvekstir (Noor et al., 2019).

Tanum 2.7 (Eksponansiyel m -konveks fonksiyon): f : P C R — R bir fonksiyon p,o € P,t € [0, 1]
ve m € (0, 1] igin,
o/ (1=t)pt+mio) <[(1- t)ef(p) + mtef(a)]

fonksiyonuna eksponansiyel m-konveks fonksiyon denir (Noor et al., 2019).

Burada n = —é alinirsa,
! flo
f(etmay € ) 4+ mell@)

elde edilir. Bu da Jensen anlaminda eksponansiyel m-konveks fonksiyon olarak adlandirilir.

Tanim 2.8 (Eksponansiyel konveks fonksiyon): f : K C R — R fonksiyonu her p,o € I,t € [0, 1]
ve o € Rigin

flp) |, f(o)

FA=tptto) <A -t 7 +12

esitsizligini sagliyorsa eksponansiyel konveks fonksiyondur (Awan et al., 2018).



Tanmim 2.9 (Beta fonksiyonu):

1
Bt k) = / a1 — a)"da, t,k>0
0

seklindedir. Bu esitlik Euler tipli Beta fonksiyonu ya da birinci egsit Euler integrali olarak

adlandirilir. Beta fonksiyonu,

(1) B(t, k) = B(k, 1)
(2) Bt +1,k) = 77B(L, k)

ozelliklerini saglar (Marshall et al., 2007).

Tamm 2.10 (Gama fonksiyonu):

[(¢) = /Ooo et dt.

seklinde tanmimlidir (Marshall et al., 2007).

Teorem 2.1 (Young Esitsizligi): 0, k > 0 icin [0, k| iizerinde tanimli reel degerli, siirekli ve

artan fonksiyon olsun. 6(0) = 0,p € [0, k|, ve o € [0, 0(k)] icin Young esitsizligi asagidaki

/0 " 0(x)dw + /0 "0 (@)dz > po.

Burada 07, 0 fonksiyonunun tersidir. Eger 0(c) = 0(p) ise esitsizlik esitlige doniisiir.

gibidir:

0 kuvvet fonksiyonu olan 6(w) = wP~! segilirse:
ﬁ + (13;1) gP/P—1 > po,
D b
benzer sekilde;
o4
ﬁ — Z PO,
p q

dir. Burada p,o0 > 0,p > 1 ve % + % = 1 dir (Mitrinovic et al., 2013).

Teorem 2.2 (Integraller icin Holder Esitsizligi): p > 1 ve % + % = 1 olsun. 01 ve 05, [p, 0|

araliginda tanmumly reel fonksiyonlar, |01|P ve |05|9, [p, o] araliginda integrallenebilir fonksi-

yonlar ise

[ piomionas< ([ woras)” (" mrae)
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esitsizligi gerceklenir (Mitrinovic et al., 2013).

Ayrica; Power mean esitsizligi, Holder esitsizliginin bir sonucudur ve su sekilde ifade edilir:

Sonug 2.1 (Power Mean Egsitsizligi): ¢ < 1 olsun. 0, ve 0o, [p, o] araliginda taniml reel

fonksiyonlar, |0y| ve |0|9, [p, o] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

/p 7 104(6)02(0) o < ( / ' |01<¢>|d¢)1_; ( / ' |01<¢>||02<¢>|qd¢);

esitsizligi gerceklenir.

Reel sayilarda bir diger temel esitsizlik de liggen esitsizligidir.

Teorem 2.3 (Ucgen Esitsizligi): Herhangi p, o reel sayiart icin
o+ ol < lpl +lal,
ol = lol] < [p =0,
ol = loll < [p +0l,

ve tiimevarim metoduyla

P+t pal <ol + oo+ pnl

esitsizlikleri gerceklenir (Mitrinovic et al., 2013).

Teorem 2.4 (Ucgen Egsitsizliginin Integral Versiyonu): 0, [p, o] araliginda siirekli gercek

degerli fonksiyon olsun.

/ "0(6)dg| < / “o@de  (p<o)

esitsizligi gerceklenir (Mitrinovic et al., 2013).

2.2. Pozitif Reel Sayilar icin baz1 6zel ortalamalar

p, o € R olmak iizere

(1) Aritmetik ortalama:




(2) Geometrik ortalama:

A = A(p)o’) = /pa"
(3) Harmonik ortalama:
2po
A = A(p7 ) = 9
pt+o
(4) Logaritmik ortalama:
Py p=0
¢ =d(p,0) = 2.1)
lng:fnp’ P ﬁ o

(5) Identrik ortalama:

p, p=0
U ="(p,o)=

(6) p-Logaritmik ortalama:

P, p=0
djp:(pp(paa) = {

[gm—l,pm—l ]%’

(1) (o—p) p=0a

gecerlidir.
Bu 6zel ortalamalar arasinda asagidaki gibi bir iligki vardir:
A<A<P<T <

Tanim 2.11 (Riemann-Liouville Kesirli Mertebeden Integral): ¢ > 0 olmak iizere 0 — 1 <
P <0,0 N vel <a< p. ffonksiyonunun ¢ mertebesinden sag ve sol tarafli Riemann-

Liouville kesirli integralleri su sekilde verilir.

i f(a) = ﬁ / “a— 0P (1),
2.2)
B8
%5 fla) = ﬁ / (t — )P (1),

Tanmm 2.12 f € €40, p2), p2 > p1,a € [0,1] olmak iizere yeni Caputo kesirli tiirevi su

sekilde tamimlanir:

Do foy) = M(a) /Ul f'(n) exp {_1 ié

l -« P1

8



ve burada M (o) normalizasyon fonksiyonudur (Caputo and Fabrizio, 2015).

Bu yeni kesirli tiirev operatoriine baglh olarak, Caputo-Fabrizio kesirli integral operatorii asa-

g1daki gibi tanimlanmugtir.

Tanmm 2.13 f € £1(0, p2), p2 > p1, @ € [0, 1] olmak iizere Caputo-Fabrizio sag ve sol ta-

rafli kesirli integralleri asagidaki gibi tanimlanir:

Fra 1« ! o1
CF v 1« o p2
(“115,) (01) = Wf(ﬂ) + Bla) /Ul f(y)dy, (2.5)

burada B(«) normalizasyon fonksiyonudur (Caputo and Fabrizio, 2015).

Tanmm 2.14 f € A'(py, p2), p2 > p1, € [0, 1] olmak iizere yeni kesirli tiirev tamimi su

sekilde verilir (Atangana and Baleanu, 2016):

ABCDa [f

p1

{ (o1 — 2)° } dz. (2.6)

11—«

Tanmm 2.15 f € A'(py, p2),p2 > p1, € [0, 1] olmak iizere yeni kesirli tiirev tanimi su
sekilde verilir (Atangana and Baleanu, 2016):

(0n —2)°
1—ad01/ S [ e }daz @7

Tanim 2.16 b > a,«a € [0,1] olmak iizere f € L'(a,b) fonksiyonunun Atangana-Baleanu

?PRD& [f(Ul)

kesirli integral operatorii:

IO} = St 0+ s [ -0y

seklinde tanimlanir (Atangana and Baleanu, 2016).



Tanim 2.17 > 0ve § ¢ 1,2,3,...,7 =[] + 1, f € AC7|p, 0|, n. tiirevi kesinlikle siirekli
olan fonksiyonlarin uzayt olsun. 3 mertebeden sol tarafli ve sag tarafli kesirli tiirevler asa-

gidaki gibi tanmimlanir (Caputo, 1967):

c 1 )
( D’ f) ©)=10—5 /p g >0 2.8)

ve

(ch, f) (2) = — . /: . _f;éi)ﬁge (z < o). (2.9)

Taniminda hem tiirev hem de integral operator kistmlarin iceren yerel olmayan ve tekil bir
operatdr olarak one siiriilen ve Riemann-Liouville integrali ile Caputo tiirev operatorlerinin

basit bir lineer birlesimi olan orantili Caputo hibrit operatorii asagidaki gibi tanimlanmusgtir.

Tanmm 2.18 A : I C Rt — R I° iizerinde diferansiyellenebilen fonksiyon olsun. Ayrica A
ve A’ I'da yerel L' fonksiyonlari olsun. Orantili Caputo-hibrit operatérii su sekilde tanim-

lananbilir:
1 0
FODI0) = 1= [ BI0)+ KB 0DO =)y 210

burada 5 € [0,1] ve Ky ile K asagidaki sartlart saglayan uygun fonksiyonlardir (Baleanu
et al., 2020).

¢

limaHO"’ Ko(Oé) = O7 limoﬁl— K()(Oé) = 1, K(](Oé) 7é 0, ac (0, 1],
(2.11)

lim, o+ K1(a) = 0;lim, - = 1; Ky (o) = 1; Ky («) # 0, € [0, 1).
\
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Eksponansiyel Konveks Fonksiyonlarla ilgili Integral Esitsizlikler

Iceren Bazi Teoremler

Calismanin bu boliimiinde konveks ve eksponansiyel konveks fonksiyonlar ile ilgili bazi
lemmalar, teoremler ve bunlara bagli olarak daha 6nce ispatlanmis bazi teoremlere yer veri-

lecektir.

Teorem 3.1 [ R’de bir aralik, p,o € I ve p < o olmak iizere g : I C R — R konveks bir

fonksiyon olsun. Bu takdirde

g(p—ga) < Uip/gg(m)dx < 9 +9lo) G.1)

esitsizlik gerceklenir. Konveks fonksiyonlar icin (3.1) literatiirde Hermite-Hadamard esitsiz-

ligi olarak bilinmektedir (Pecari¢ and Tong, 1992).

Teorem 3.2 g : [0,00) — R fonksiyonu m € (0, 1] olmak iizere m -konveks fonksiyon olsun.

Eger0 < p < oveg € Li[pm, o] ise bu taktirde;

— Umag(x)dx T / g(:c)d:c} < (mo — p)20)+9(0)

m+1 T=mp S,

esitsizligi gecerlidir (Dragomir, 2001).

Teorem 3.3 p > 1 ve % + % = 1 olsun. Eger A ve g, |p, o] araliginda tammli reel fonksiyon

|A|P ve |g|?, [p, o] integrallenebilen fonksiyon ise

11



( [ - x)\A(a:)rpdm)’l’ ( [ mwmf

. (/:(x - p)]/l(x)|pd$>; (/p(x - p)|g(x)|qu) '
( / ’ |A(x)]pda:) ( / ) |g<x>|qu); ‘

esitsizligi gecerlidir (Akdemir et al., 2022).

MA@y <

p g=p

IN

Sonug 3.1 Her negatif olmayan konveks fonksiyon ayni zamanda iistel tipli konveks fonksi-

yondur (Kadakal et al., 2019).

Ornek 3.1 A : (0,00) — R icin A(x) = — Inz fonksiyonu (0, 00) aralifinda konveks bir

fonksiyon olmasina ragmen sadece (0, 1] araliginda iistel tipli konveks bir fonksiyondur.

Sonug 3.2 Her iistel tipli konveks fonksiyon h(~y) = € — 1 icin bir h-konveks fonksiyondur
(Kadakal and igcan, 2020).

Teorem 3.4 Eger A : ¢ — £ konveks bir fonksiyon g : £ — R iistel tipli azalmayan konveks
bir fonksiyon ise goA : ¢ — R iistel tipli konveks bir fonksiyondur (Kadakal and Iscan,
2020).

Lemma 3.1 A : ¢° C R — R fonksiyonu ¢° iizerinde diferansiyellenebilen bir doniisiim

olsun. p,o € ¢° ve p < o olmak iizere A" € L[p, o] ise

Ayt A - / " Awyde = L7 [ a-2matp 0=y

2

esitligi gecerlidir (Dragomir and Agarwal, 1998).

Teorem 3.5 A : ¢ — R fonksiyonu ¢° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon, p,o €
¢° ve p < o olsun. A" € Llp, o] olmak iizere eger ||, |p, o] iistel tipli konveks bir fonksiyon

ise

< (0= (V- e 3) 2L A O))

12



esitsizligi elde edilir. Burada ~y € [0, 1] ve £2(3,0), B ile 0’nin aritmetik ortalamasidir (Ka-
dakal and f§can, 2020).

Lemma 3.2 p,0 € ¢ ve p < o olmak iizere A : ¢° C [0,00) — R fonksiyonu, ¢° iizerinde

ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger A" € L|p, 0| ise

in/pUA(x)dx—A(p;”>

= % UOIWQA” (VHTU+(1—7)p) dv+/01(7—1)2/1” (70+(1—7)p30) dv}

esitligi gecerlidir (Ciurdariu, 2012).

Teorem 3.6 p,0 € ¢ ve p < o olmak iizere A : ¢ — R fonksiyonu, ¢° C R iizerinde ikinci
mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. A" € L|p, o] icin eer |A”|, [p, o] iize-

rinde iistel tipli fonksiyon ise

Uip/pg/l(x)dx—/l( :

- () e (220 (=5 e (-5 ]

esitsizligi gecerlidir (Tirtirau, 2020a).

e

+

Q
~——

Teorem 3.7 p,o € ¢°, p < 0,9 > 1 ve % + % = 1 olmak iizere A : ¢ — R fonksiyonu,
¢° C R iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. A" € L[p, o]

icin eger |A"|9, |p, 0] iizerinde iistel tipli fonksiyon ise asagidaki egitsizlik gecerlidir.

Uip/:A(x)dx—AU;”)‘

(0= (e=2)s [Q; (A,, (HTU)

- 16 (2pt1)r
Burada 2(3,0), B ile 0’min aritmetik ortalamasidur (Tirtirau, 2020D).

Ll + 2 (14

A// p+0
2

)]

13



Lemma 3.3 A: ¢° C RT — RT diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. p,o € ¢°,p < o

ve A" € Llp, o] olmak iizere

A AEE) 2
2 =g | A

= WIS [ o (e + -2 ) an

esitligi elde edilir (Awan et al., 2020).

Teorem3.8 A : ¢ — R tamml ¢° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
p,o € ¢°,p < ove A € Lip,o| olmak iizere eger |A'|, |p, o] iizerinde iistel tipli kon-

veks bir fonksiyon ise

MDA 2,

2 - (Vo —p)? )y

p M«T—Q_W<4\/g_e_;)g(m¢p—a>|,

esitsizligi elde edilir. Burada v € [0, 1] ve 2(3,0) ise (5 ile 8’min aritmetik ortalamasidir
(Yildiz and Yergoz, 2023).

Teorem 3.9 A : ¢ — R tamuml ¢° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
p,o € ¢°,p < ove AN € Llp,o| olmak iizere eger |N'|9, |p, 0] iizerinde iistel tipli kon-

veks bir fonksiyon ise

Am) T A 2
2 (\/__\/15)2/\/?0 A( )d

< WOV (L );(6_2);(2; (10 vpoIn | (257

22—5 p+1

)
esitsizligi gecerlidir. Burada v € [0,1],p > 1,% + % = 1 ve 2 ise aritmetik ortalamadir
(Yildiz and Yergoz, 2023).

14



Teorem 3.10 A : ¢ — R tamml, ¢° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
p,o € ¢°,p < agve A € Lip,o| olsun. Eger |A'|, [p, o] iizerinde iistel tipli konveks bir

Jfonksiyon ise

M) A o
2 (Vo —/p)? /\/ﬁ Alz)d
(Vo — /p)?

1
4% 4

" [((mf “se= )il + (2e-ove+ 7)

()
()]

esitsizligi gecerlidir. Burada q > 1 ve y € [0, 1]’dir (Yildiz and Yergoz, 2023).

b ((2e-over )i+ (10ve-3e- )

Lemma34 A : ¢ C R — R tamml ¢° iizerinde diferansiyellenebilen bir doniigiim

p,0 € ¢, p < oolsun. Eger A" € Lp, o] ise

1

A(a:)—a_p

[ 4018 = (=) [ se)ap+ (1= )ty

esitligi gecerlidir. Her y € [0, 1] icin

v, velo =]
-1, ye (=]
dir. Burada x € [p, o ’dir (Alomari and Darus, 2010).

Teorem 3.11 A : ¢ C [0,00) — R tamuml, ¢° iizerinde diferansiyellenebilen bir déniigiim
olmak iizere p,o € ¢,p < o ve A" € Lp,o] olsun. Eger |/A'|%, [p, o] iizerinde iistel tipli

konveks bir fonksiyon ise

15



VAN

£)

|

>

S IE —_

=

+

=

S =

—N—
R)
|
&
X
+
)

Y

N
o
ala
g
|
Q|9
[ ]|

IR
|
—_

N——
=
S
S

# (- - 220 m’«mq) ta- o)

o—p

< (- - wors (55 222-) A’<a>q>;}

esitsizligi gecerlidir. Burada x € [p,c],p > 1 ve % + % = 1 dir (Yildiz and Yergoz, 2023).

Teorem 3.12 A : ¢ C [0,00) — R tamuml, ¢° iizerinde diferansiyellenebilen bir doniigiim
olmak iizere p,o € ¢,p < o ve A € L|p,o] olsun. Eger |N'|9, p, o] iizerinde iistel tipli
konveks bir fonksiyon ise

‘A(z) - F - /: A(@)da‘

= { <<p+ e (5o Z)+) % ( (5 - ;(C;iwp); HEEE e
e (o ()

: < (1 B 2(((;_—2))22 - _,,p_)p) A ()17 + (e— 2(((;_—?)22 L (e 2zta;)e?5> |A’(o)‘1>;}

* (2_’;)2{<pi2 (i:i)my’( (eei-i - (zp)a(ii +1) (x—gzip:p2)02—+z>> o

L (o=a)er=r  (o=a)lo=2+a)\ .0, ‘ 1 2= p\ "2\ ?
" (2 o—p + 2(0 — p)2 )A()> +<(p+1)(p+2) (U—p) >

IN

ez (0—x)® (e—a)(e—1) 1Y

) <(e 2(c — p)2 o—p Q)IA I
ez 1 (c+a)+4plp—0c—x)\ i

(-3 20— p)? Ju (U)q> }

esitsizligi gecerlidir. Burada x € [p, o) vep > 1 icin % + % = 1dir (Yildiz and Yergoz, 2023).

Lemma3.5 A : ¢° C R — R tammli, ¢° iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebi-

len bir fonksiyon olsun. p,o € ¢°,p < o,n € Nvei € 1,2,..n — 1 olmak iizere eger

16



1,(An, [p, 0])
B TS%JA(@;%?ig>+A(m—i—nz+u+na>]_Uipliu@m
- n:: (02:15)2 X [/17(1 —)A” (’Y(H_ZPHU (1=7) e 1)n+ — 1)0) d”]

dir (Yildiz and Yergoz, 2023).

Teorem 3.13 A : ¢ — R tamimli, ¢° iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir
doniigiim olmak iizere p,o € ¢°, p < o ve A" € L[p, o] olsun. Eger |A"|, [p, o] iizerinde iistel

tipli konveks bir fonksiyon ise

VAN
3
L
Q
S|
w
=
no
VR
—_
o5
|
o
~_

ZV(W_?f+w>L

esitsizligi elde edilir. Burada v € [0, 1] ve £2(53,0) ise [ ile 0’mn aritmetik ortalamasidir
(Yildiz and Yergoz, 2023).

A ((n—z'— Dp+ (i + 1)0—)')

n

Teorem 3.14 A : ¢ — R tamumli, ¢° iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir
fonksiyon olmak iizere p,o € ¢°,p < o ve A" € L|p,o| olsun. Eger |A"|,[p, o] iizerinde

iistel tipli konveks bir fonksiyon ise

§%(p+ Lp+1)(e— 2)5

IN

q

X Qflz(

1M<m—np+w)

17
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esitsizligi elde edilir. Burada v € [0,1],p > 1, % + % = 1 ve {2 ise aritmetik ortalamadir
(Yildiz and Yergoz, 2023).

Teorem 3.15 A : ¢ — R tamumli, ¢° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon olmak
iizere p,o € ¢°,p < o ve A" € Lp, 0| olsun. Eger |A"|%, |p, o] iizerinde iistel tipli konveks

bir fonksiyon ise

[ 1n(An, [p, o))

S (o—p)? (17 N
——|=—€
—0 12'7ap3 \ 6

_ b ((n —i)p+ w)

1
X Qq(
n

esitsizligi elde edilir. Burada ~y € |0, 1] ve ¢ > 1’dir (Yildiz and Yergiz, 2023).

IN

q
+

A,,((n—i—l)p+(i+1)a)

n

)

Lemma3.6 A : ¢ C R — R tamml, ¢° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon,

p,0 € ¢, p < oolsun. Eger A" € L|p, o] ve,§ € Rise

YA(p) +EA(0)  2—v =& (pto I
5 + 5 /1( 5 >_0—p/p A(z)dz

= 02'0/01 [(1—1#—7)/1’(w+(1—7)ﬁ70)+(£—'y)/1’( HTOJF(l—”Y)U)]d’Y

esitligi gecerlidir (Xi and Qi, 2012).

Teorem 3.16 A : ¢ C R — R tamuml, ¢° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon,
p,0 € ¢° p<colsun. 0 <, & < 1ve A € Llp, o] olmak iizere eger |A'|, [p, o] iizerinde

iistel tipli konveks bir fonksiyon ise
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YA +EAD) 2—9—€ [pra\ 1 [
‘ 5 + 5 /1< 5 >_U—p/p A(z)dx

IN

4

+ (—%Wﬂw—1)2+§2+(§—1)2]+2(e¢+65)—e(w+£)—w—f—2)

A (p ; U) ‘ 4 (—52 +(e+2)f+2' ¢ —e— g) \A’(U)I}

esitsizligi gecerlidir (Yildiz and Yergoz, 2023).

Teorem 3.17 A : ¢ C R — R tamuml, ¢° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon,
p,0 € ¢°,p<colsun. 0 <, & < 1ve A € Llp, o] olmak iizere eger | ', [p, o] iizerinde

iistel tipli konveks bir fonksiyon ise

YA +EA0)  2-b—¢ [pra\ 1 [
‘ i A<2>—U_p/p/1($)d$

o <p+a>
2

1
Q)q

. lo=ple-2} {Wﬂ +a=op: (14 +
4(p+1)»

+ET -ty ( Az (p;“) S |A’<a>\q)é}

esitsizligi gecerlidir. Burada p > 1 ve 213 + é = 1dir (Yildiz and Yergoz, 2023).

Teorem 3.18 A : ¢ C R — R integrallenebilen eksponansiyel konveks fonksiyon olsun, bu
takdirde

o —

pra\_ 1 [TAB) . _ e PAlp) + e Ao)
A(2>< p/ i < . .

esitsizligi gecerlidir. Burada o € R ve [p, o] € A dir (Awan et al., 2018).

Teorem 3.19 A: ¢ = [p,0] C R — R tamumli, ¢° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksi-

yon olmak iizere, burada ¢°, ¢’nin icidir. Eger | A'| eksponansiyel konveks fonksiyon ise
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A(P);A(U) _Uip/:/l(ﬁ)d@‘ < U;P[

A'(p)

ealp

A'o)

exo

B

esitsizligi gecerlidir. Burada oy € R seklindedir (Awan et al., 2018).

Teorem 3.20 A : ¢ = [p,0] C R — R tamumli, ¢° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksi-

yon olmak iizere, burada ¢°, ¢’ nin icidir. Eger |A'|? eksponansiyel konveks fonksiyon ise

EOEZLE / a0

o—p [1{ 3
2(p +1)7 -2

esitsizligi gecerlidir. Burada oy € R dir (Awan et al., 2018).

Alp) |7

eolp

A'(o)

eco

Ple =1
] P

Teorem 3.21 A : ¢ = [p,0] C R — R tamumli, ¢° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksi-

yon olmak iizere, burada ¢° ,¢ nin icidir. Eger |A'|? eksponansiyel konveks fonksiyon ise

EoEZLE / a5

< 2=r(1 1‘1’[1 !
- 2 2 4

esitsizligi gecerlidir. Burada oy € R dir (Awan et al., 2018).

A'(p)

evp

A(o)

ea1o

1

Teorem3.22 A : ¢ C R — R eksponansiyel konveks fonksiyon ve m € (0,1]. Eger
A€ L[p,mo] ise

A etme F(O{+_1) e A(mo at+l 7o A(LE
e ( 2 ) S —Q{J(p)+€ ( )+m J(o.)7€ (m)}

< ale?) 4 m2eAGD] + [me@) 4 meAt)]
- ala+1)

esitsizligi gecerlidir. Burada o > 0 geklindedir (Awan et al., 2018).
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Teorem 3.23 A, g : ¢ C R — R eksponansiyel m-konveks fonksiyon ve m € (0,1]. Eger
Ag € Llp,mo] ise

A(p) + meg(g) _I_ a(me/l(g) _I_ 6g(p)
ala+1) '

MNa+1)
- {m

Ap) €
(ma— € p+‘];)l+}§

esitsizligi gecerlidir. Burada o > 0 seklindedir (Noor et al., 2019).

Teorem 3.24 o« > 0, A : ¢ C R — R eksponansiyel konveks fonksiyon ve m € (0, 1]. Eger
A € L[p,mo] ise

mo 201N (v + 1 _
€A<%) S (a a> (p+ma) eA(mO') + OH_lj p+ma)_eA(%)
(mo — ) 0t o
< 4( Ojk 1) AP — m2e1GE) | 4 % M@ 4 metGe)
(0%

esitsizligi gecerlidir (Noor et al., 2019).

Lemma 3.7 a > 0,4 : ¢ C R — R tamumli, ¢° iizerinde diferansiyellenebilen eksponansi-
yel m-konveks fonksiyon olmak iizere, burada ¢° ,¢’nin icidir ve m € (0, 1] seklindedir. Eger

|A'| € L[p, mo]| m- konveks fonksiyon ise

20-10(a + 1)
(mo — p)°

1 mo mo
|:<](ap+ma )+6A(ma-) + O(+1J( P+m0') €A(%)i| — — |:€A(p+2 ) + meA(pzm )]
2 2m /T

1
_ mo—p o A pm 252 /1’8 2—-10
1 [/09 s (2 5 o)db

! - 2—46 0
— | eGP N+ Zo)dh | .
/O e 2o+ 50)

esitligi gecerlidir (Noor et al., 2019).

Teorem 3.25 o > 0,4 : ¢ C R — R tamumli, ¢° iizerinde diferansiyellenebilen eksponan-
siyel m-konveks fonksiyon olmak iizere, burada ¢° ,¢’nin icidir ve m € (0, 1] seklindedir.

Eger |A'| € Lip, mo] m- konveks fonksiyon ise
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Fi7+;na)+€/l(ma) + ma+1t](ap+ma eA(%):| - = |:6A(p+;nd) + meA(p;:U)] ‘

201D (o + 1) [
(mo —p)*

2m )_

mU—,O 1 A()/ A(o’)/
< p
< Mo {4<a+3>{'6 A(p)] + 1" 2(0)]}

m?(a? + Ta + 14)
dla+1)(a+2)(a+3)

o 23y 11f P
{ 1M 4 (0) + M2 0 (L) |

m(a+4)
((a+2)(a+3))

{Al(p, o)+ AQ(%,O’)}},

esitsizligi gecerlidir ve burada
Dilp, o) =[O N (0)] + [ A (p)],

ve
P LY o) arr P
oL, ) = 16" K o) + 14 (L),

9
m2

seklindedir (Noor et al., 2019).

Teorem 3.26 o > 0,4 : ¢ C R — R tammli, ¢° iizerinde diferansiyellenebilen eksponan-
siyel m-konveks fonksiyon olmak iizere, burada ¢° ,¢’nin icidir ve m € (0, 1] seklindedir.

Eger |A'| € L|p, mo] ¢ iizerinde m- konveks fonksiyon ve p~' + ¢! =1,q > 1 ise

a +€A(mo’) + ma+1J(ap+mg) eA(ﬁ)} _ %[eA(P+2m0) + meA(p;Zw)] ‘

201D (a + 1) [
(mo — p)*

ptmo
(T) 2m

m?(a? + Ta + 14)
da+1)(a+2)(a+3)

mo — p
Aa+ 1)

Alo) A/ q
4(a+3) tle ()]

1
{ |14 (p)| +

1

m(a+ 4) . m?(a? + Ta + 14) RN
T G ers (”"’)} +{4(a+1)(a+2)(a+3)|eA(” CS)

1 Ao) (1 10 m(o + 4) Y ‘
m|e()/1(a)| +(04—1-2)(a—i-3) A4(m2’ )} ]’

esitsizligi gecerlidir ve burada
Ny(po) = MDA (p)|* + [N (o)),
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ve
P 2y a0 P o
Ny(5,0) = lemD) A (DI + e A (o)1)

9
m2

seklindedir (Noor et al., 2019).

Teorem 3.27 o > 0, A : ¢ C R — R tamimli, ¢° iizerinde diferansiyellenebilen eksponansi-
yel m-konveks fonksiyon olmak iizere,burada ¢° ,¢’nin icidir ve m € (0, 1| seklindedir. Eger

|A'| € L|p, mo] ¢ iizerinde m- konveks fonksiyon ve p~" +q ' =1,q > 1ise

20~ 1 1 mo mo
LJFQ) [ ) A0 +ma+1J((xp+7na)_e/1(%):| _ _[e/l(ﬁ+2 ) e )”
(mo —p) R TN
1
mo — p 1A A (p)|2 4+ Tm2 MDA (0) |7+ 2m A3 (p, o) |
A(pa+ 1) 12

1
{7m2|e/1(mp2)/1’(#)|q + AN ()| + 2m Dy (5, 0) } ]
12

esitsizligi gecerlidir (Noor et al., 2019).

Teorem 3.28 2, A : [p,0] — R 2 diferansiyellenebilen ve A € [p,o],p < o olacak
sekilde iki fonksiyon olsun. A eksponansiyel m-konveks ve (2, [p, o] iizerinde kesin artan,
2 € Ly|p, o] olsun. Bu takdirde u € [p,c] ve ¢,7 > k i¢cin asagidaki esitsizlik gegerlidir
(Noor et al., 2019).

k (Fk(e)A?fp+eA(“) + Fk(T)Agf;,eAW))

(Q<U))u—_9p(:0))’“_l [(u —p) (meA(%)Q(u) _ eA(P)Q(p))

Q(O’) — Q(u))%*l [(a B u) (eA(U)Q(U) . me/l(ﬁ)g(u))

) /u Q(A)M] LS

o —1Uu

_ (eA(a_meA(;z))/g 0(A)a4].
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Lemma 3.8 A : [p,0] — R eksponansiyel m-konveks fonksiyon olsun. Eger eAA) =

A(”*"*A

) ise A € [p,o] ve m € (0,1] icin asagidaki esitsizlik gecerlidir (Mehmood and

e

Farid, 2020)

Teorem 3.29 2, A : [p,0] C [0,00) — R 2 diferansiyellenebilen ve A € Li[p,0],p <
o olacak sekilde iki fonksiyon olsun. A eksponansiyel m-konveks, ¢4 = AR e
(2, [p, o] iizerinde kesin artan ve §2' € Li[p, o] olsun. Bu takdirde A € [p,o] ve e,v,k > 0

icin asagidaki esitsizlik gecerlidir (Mehmood and Farid, 2020):

m+1 e+ k T+ k
< k (rk(e + R)AGEEAP) 4 Py (r + k)A;fjfeM)
. (2(0) = 2(p)F + (2(0) — £2(p))

Lemma 3.9 A : [p,0] — R tamumli (p, o) iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve
p < o olsun. Bu takdirde Atangana-Baleanu kesirli integral operatorleri icin asagidaki egit-

lik gecerlidir:
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Aot Al ) 1 a(o) 424 (257 ]

L BB gy )1 o A(220)
)]

= /01((1—9 ( a)de
N /Ol(ea (1 9 ep)de

Burada o, 0 € [0,1],T'(«) Gama fonksiyonu ve B(«) normalizasyon fonksiyonudur (Akde-
mir et al., 2021).

(p+a IaA AB[OLA(

Teorem 3.30 A : [p, o] — R tamumli (p, o) iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon olup
p < ovel € Lip,o|. Eger |A'| konveks fonksiyon ise Atangana-Baleanu kesirli integral

operatorleri icin asagidaki esitsizlik gecerlidir:

2o p)a(: i}ﬁ?mp(a) [A(p) + A(o) +24 (P ! ") ]

WZ?;£X>PWLWA@>‘WF“(p;U>

+ M I A(0) + I (”;")”

2(|4(p)] + 1 4'(0)

a—+1

Burada o € [0, 1] ve B(«) normalizasyon fonksiyonudur (Akdemir et al., 2021).

Teorem 3.31 A : [p, o] — R tammli (p, o) iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon olup

p < ovel € Lip,o|. Eger |A'|? konveks fonksiyon ise Atangana-Baleanu kesirli integral
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operatorleri icin asagidaki esitsizlik gecerlidir:

2o p)a(:ilp;ﬁzzaﬂr(a) [/1(/)) + A(o) + 24 (p JQF 0) }

_ 2&:;?(;)5(104) [AB]U+pA(p) 1 AB ey (0—12—0)

2

(3|A'r<p>\q4+ |A'<a>rq>3 . <3m'/<a>\q4+ \A'<p>|Q) 3]

Burada % + é =1,a €[0,1],q > 1, ve B(«) normalizasyon fonksiyonudur (Akdemir et al.,
2021).

+ A 1M A(0) + 4713 (p+">H

9
(ap+ 1)»

IN

Teorem 3.32 A : [p, 0] — R tamumli (p, o) iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon olup
p < ovel € Lip,o|. Eger |A'|7 konveks fonksiyon ise Atangana-Baleanu kesirli integral

operatorleri icin asagidaki esitsizlik gecerlidir:

2o p)a(jilp;ﬂ%“r(a) [A(p) + A(o) + 24 (p ; U) ]

20T B(a)D(a) T4 ABra 4 (P TO o | ABJa p+o
— g [T )+ I/l( : )+(WJA<) L,A( . )]

1

a+3 '\l 1 , a)°
) <2(a+1)(a+2)|A(p)| + 2(&—1—2)'/1 (o) )

1

1

20 + 3 q 1 / q
2(a+1) a—|—2)| (o) +2(a+1)(a+2)|/1(p)|)

Q=

a+3 , q 1 e \ig
2(a+1) a+2)|A(U)| +2(a+2)|/1(p)|> ]

(&
<
(

Burada o € [0,1],q > 1 ve B(«) normalizasyon fonksiyonudur (Akdemir et al., 2021).
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Teorem 3.33 A : [p, 0] — R tammli (p, o) iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon olup
p<aovel € Lyp, o] Eger |A'|? konveks fonksiyon ise Atangana-Baleanu kesirli integral

operatorleri icin asagidaki esitsizlik gecerlidir:

2(0 — p)a(:ilp;aizgaﬂf(a) [/l(p) + A(o) + 24 (,o —g 0> ]

20" B()T(a) [ 45 ra ABra, (P T O AB 1o ABra, (P T O
o e [ 12, Alp) + 271 A<T) + (e 17A(0) + Ig/l( - )H
i 2+ A
+
p(ap+1) q

Burada p™' + ¢! = 1,a € [0,1],q > 1 ve B(«) normalizasyon fonksiyonudur (Akdemir
etal, 2021).

Lemma 3.10 A : ¢ C Rt — R tammh ¢° iizerinde iki kez diferansiyellenebilen bir fonk-
siyon olsun. Ayrica A ve A', ¢ iizerinde L' lokal fonksiyonlar olsun. Bu takdirde asagidaki

esitlik gecerlidir:

Ki(a) /0 1 0 A (Bp + (1 — 0)2)df + Ko(cv) /0 1 0= A" (0p + (1 — 6)z)do

4+ Ki(a) /0 1 01N (0 + (1 — 0)o)do + Ko(a) /O 1 0= A" (0 + (1 — 0)0)dd

| Ki(@)A(p) + Ko(@)A(p)  Ki(a)A(w) + Kola)A(x)

T —p o—x

(9PDsA) | 9P peA(e)
”2®<@—Wa w—wQ>

Burada o € [0,1],p < x < o ve Ky ile Ky (2.11) deki kosullar: saglayan fonksiyonlardir
(Giirbiiz et al., 2022).

Teorem 3.34 A : ¢ C RT — R tamumli ¢° iizerinde iki kez diferansiyellenebilen bir fonksi-
yon olsun. Ayrica Ave A', ¢ iizerinde L' lokal fonksiyonlar olsun. Eger A’ ve A", ¢ iizerinde

konveks fonksiyonlar ise, bu takdirde asagidaki esitsizlik gecerlidir:
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‘_KWM@+%@N@_KMM@+%MM@
x—p o—x

+ F(2—a)<

o= " o ap

SPCDsA@»_k§PCDgA@n>'

< K@) A(p)| + Ko(a)|A"(p)] N Ki(a)[A'1(0)| + Ko(a)[A"(0)]
- (3—a) 3—0a)(2—a)

Ky ()| A'(z)] + Ko()[A" ()]
(2—-a)

Burada o € [0,1],p < x < 0 ve K ile Ky (2.11) deki kosullar: saglayan fonksiyonlardir
(Giirbiiz et al., 2022).

Teorem 3.35 A : ¢ C R™ — R tammli ¢° iizerinde iki kez diferansiyellenebilen bir fonk-

“o

siyon olsun. Ayrica A ve /', ¢ iizerinde L' lokal fonksiyonlar olsun. Eger |A'|9 ve | A”

iizerinde konveks fonksiyonlar ise, bu takdirde asagidaki esitsizlik gecerlidir:

T —p o—x

‘_MWM@+%MM@_KMMW+%MM®

o (Erepea) | erepea)
e )<<x—M%a (a—@%&)'

1
(I—a)p+1)

Q=

IN

B =

. [Kl(a) (1A (p)|* + A (2)[%)

+ Ko(a) (|47(p)]? + A" (2)|")7

Q=

+ Ki(a) (JA ()] + A ()]

Q=

+ Ko(a) (JA4"()|* +[A"(0)])

Burada o € [0,1],p < x < 0,p,q > 1 olup % + % = 1ve Ky ile K (2.11) deki kosullart
saglayan fonksiyonlardir (Giirbiiz et al., 2022).
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Teorem 3.36 A : ¢ C Rt — R tamml ¢° iizerinde iki kez diferansiyellenebilen bir fonk-

4“9

siyon olsun. Ayrica A ve /', ¢ iizerinde L' lokal fonksiyonlar olsun. Eger |A'|9 ve | A”

iizerinde konveks fonksiyonlar ise, bu takdirde asagidaki esitsizlik gecerlidir:

‘ _ Ki(@)Alp) + Ko(a)A'(p) — Ki(a)A(z) + Ko(o) A'(x)
T —p oc—x

G g )| BT

+ F(2—a)<

Al @) e AT A @)\
{Kl(oJ ((3—@) + (2—&)(3_a>> + Ky(o) ((B—a) + (2_a)<3_&))

A@l @l A @) A\
+ K1(oz)<(3—a)+<2—a)(3—oz)) +K0(a)((3—a)+(2—a)(3—a)) }

CPC Do A(x) fPCD?A&ﬂ)

IN

Burada o € [0,1],p < x < 0,p,q > 1 olup ve K; ile Ky (2.11) deki kosullar: saglayan
fonksiyonlardir (Giirbiiz et al., 2022).

Teorem 3.37 A : ¢ C R™ — R tammli ¢° iizerinde iki kez diferansiyellenebilen bir fonk-
siyon olsun. Ayrica A ve /', ¢ iizerinde L' lokal fonksiyonlar olsun. Eger |/A'|9 ve |A"]%, ¢

iizerinde konveks fonksiyonlar ise, bu takdirde asagidaki esitsizlik gecerlidir:

‘_mmM@+mmw@_mmmw+mwwm
x—p o—x

+ F(Z—a)(

SPCDRA) | SPODgA()
o= " o ap

2K (0) + Kol@)) | i) (g o
S i a ey g (MO 2AX @+ A ))
+ B (o + 14 @)l)

Burada o € [0,1],p < z < 0,9 > 1 olup Il) + é = 1lve Ky ile K, (2.11) deki kosullart
saglayan fonksiyonlardir (Giirbiiz et al., 2022).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Yeni eksponansiyel m-konveks fonksiyonu ve cesitli integral

esitsizlikler

Bu boliimde, yeni bir eksponansiyel m konvekslik sinifi tanimlanacak ve bu sinif i¢in

yeni integral esitsizlikleri elde edilecektir.

Tamim 4.1 (Eksponansiyel m -Konveks Fonksiyon): A : ¢ C R — R eksponansiyel m-

A
Ao+ (1 —0)p) < 9&00) +m(1 — Q)Q

P
6041 6061 m

konveks fonksiyon ise,

3t

esitsizligi gecerlidir. Burada p,o € ¢,0 € [0,1] ve a; € R, m € (0, 1] seklindedir.

Teorem 4.1 A : [p,0] — R tammli (p, o) iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon olup
p < ovel € Li[p,o] verilsin. Eger |A'| eksponansiyel m-konveks fonksiyon ise Atangana-

Baleanu kesirli integral operatorleri icin asagidaki esitsizlik gecerlidir:

2(0 — p)a(:ilp;ai?gaﬂl“(a) [/l(p) + A(o) + 24 (,0 —12— a> ]

2a+1B(04)F(04) AB a0 AB 1o p+o AB 1@ AB 1o p+o
_ o p)] [ L,Tﬂ,/l(p)—i—p [/1( 5 )Jr(p?)f Ao) + Ia/l( 5 )]

o a P
el m eto el m

/ mlA (= "o mlA (£
2[351‘13+ ALy 1@ A(m)']
<

a+1

Burada o € [0,1],0q € R,m € (0, 1] ve I'(«) Euler Gama fonksiyonu, B(«) normalizasyon

fonksiyonudur.
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Ispat Lemma 3.9 kullamlarak ve mutlak deger yardimiyla

2(c — p)* + (1 — a)2°"'T(a) pt+o
P [A<p) + Alo) +24 (55 ]
2o B(a)T(« N N +o N o
- _(p))afl ) 1212, Ap) + 17174 (p ) + (2 1°A(0) +ABIUA(
! 1+60 1-0 ! 1+60 1-0
< 1—6)| A N
< /0( 6) ( 5 P+ 5 a) d@—i—/o(@) ( ) 5 a)
! 1+6 1-0 ! 1+6 1-90
+ /(9)“/1’( LA p) d0+/(1—0)0‘/1’( L p)
0 2 2 o 2 2

yazilir. Eksponansiyel m-konveks fonksiyon tanimi dikkate alinarak

Ao AT [y 1 a(o) 424 (257 ]
- BB oy at) + 27100 (D) 4 ey 1) + 71
< [a-or| (L), (L0 4],
o L[5 e (150 49
o [or] ()W, (212G,
- L] ()

elde edilir. Gerekli integral hesaplamalar: yapilirsa,
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2

do

do

pto
2

))
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XU—M2:£:;2W“FWW4@%hM®+QA(pga>]

271 B(a)T'(a) [ap ABja 4 (PO o L ABpay (PO
- [ 12, A(p) + I/1< . ) (e I°A(0) + IC,A( . )]

01* eto e*lm

m|A’ e m|A' (£
2[Aa(1;;)+ Gl L A lA(’T)l]
<

- a+1

sonucuna ulagilir ve ispat tamamlanir.

Teorem4.2 A : [p,0] — R tammh (p,o) iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon
olup p < o ve A € Lyp, o] verilsin. Eger |A'|? eksponansiyel m- konveks fonksiyon ise

Atangana-Baleanu kesirli integral operatorleri icin asagidaki egitsizlik gecerlidir:

ﬂa_mijféjgyﬂﬂawA@%hM®+aA(pza>]

a+1
_ 2 B(CY)F(O{) |:ABI«+pA(p) +ZXB]04A (p+ 0) + (p+a ]a/l< ) AB_[?A (p+ U) ]‘

(0 = p)ott 2 2

9
(ap+1)»

(3|A'<p>|q . m!A’(%>|)3 ) <3|A'<a>|q . m\A’(ﬁMq)é]

4earp 4@0‘1% 4ea1o 4e® 7

Burada o € [0,1], 04 € R,m € (0, 1] ve I'(«) Euler Gama fonksiyonu, B(«) normalizasyon

fonksiyonudur.

Ispat Lemma 3.9 kullamlarak ve mutlak deger yardimiyla
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IN

200 —p)*+(1-

)2 ()

(o

_ p)a+1

21 B(a)I'()
(0 —p)ett

2

1+6

[AB]H,J Alp) +

[A@) + A(o) + 24 (

pt+o

AB 7o
o

/01(1—9)0‘ /1’(

2

+0

10
pt—5—0

1-60

20+

forle

2

/)

yazilir. Holder esitsizligi uygulanirsa

IN

20 —p)*+ (1 —

@)2°H1T(a)

(0 —p)et!

2271 B(e)L(a)
(0 —p)ott

[o-oma) ()
fora) (1
froms)' (1
[o-oma) ()

1

[e=]

0

[e=]

0

(
(
(
(

/1'1

*(

[A<p) + A(o) + 24 (

[AB[a+pA(p) + ;lB[aA (

pto

d&+A%@“

(w+1A%1—0W

pt+o
2

0 1-0

0

AL
5P

2

1-0

/1’1

+
2

0

p+ 0)

2

1-0

(
(

+
2

*(

g

/)

0 1-0

2

+0’+
2 2

33

)
g
g
/)

)]

(10 10
2 2
1+86 1-40
A/
( 5 o+ 5
p+o

1
q

Q=

q q
do

)]

1

) (MUPA()’wﬁA(

’)

) (MUPA()‘W@A(

@\«
do

pto
2

do

do

pt+o
2

)]

))



elde edilir. | A’|? fonksiyonunun eksponansiyel m-konveks olusu dikkate alinarak

%O_mijfé12%HFMWQ@%hM®+QA(pgg)}

(0'—/))&+1 2 2

fo- w>< (2 >'fé:w>
Forw) ([ [(13%) 120 - (152) 510
o) (L[5 om0 28))
s ([ () 251)

IA

N

[e=]

[e=]

N

S\nSIb

(
(e
“ (Lo
()

bulunur. Gerekli integral hesaplamalar yapilirsa,

%0_m1j95£?pﬂﬂawA@%huw+aA(p;0>]

(o —p)ot! 2 2
31A'(p) [ A(Z)|\ @ Ao A(LY[a @

| @N_%m|(TN N 3 wﬂ_+m|(7ﬂ

46a1p 46061% 46ala 4601 m

sonucu elde edilir ve ispat tamamlanur.

a+1
— 2 B(Q)F(a) [ABIG.H,A(p)—f—?B]a/l <p+0) _’_(p_w ]a/l< ) ABI?A (p—l—U)]‘

2
(ap+1)»

Teorem 4.3 A : [p,0] — R tammh (p,o) iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon
olup p < o ve A € Lyp, o] verilsin. Eger |A'|? eksponansiyel m- konveks fonksiyon ise

Atangana-Baleanu kesirli integral operatorleri icin asagidaki egitsizlik gecerlidir:
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2(0 — p)* + (1 — @)2°T'T ()
(0 —p)ott

22 B(e)l(a)

(0 —pptt L %

[A@) + A(o) + 24 (

1

pt+o
2

_ AB]U+pA(p)+?B]aA<P%2-U) (pﬂ 1°A(0) + ABI:A(

]

mI/l’(i)|

) ( ats |
200+ 1)(a+2) exr 2(«

+2)

e

2@+ 1) (a+2) ewr +2(a—|—1)(a—|—2) e

o

200+ 3 |A (o)) 1 m]/l’(%)rl);

20+ 1)(a+2) eue 2+ 1) (a+2) e

20+ 1) (a+2) ene 2(a+2) em

a1

(&
( 2a+3 A (p)° 1 m|A'<%>|q>i
(
(

a+3 |l 1 m]/l’(pﬁ)\)«lz]

)

pto
2

))

Burada o € [0,1], 0y € R,m € (0, 1] ve I'(«) Euler Gama fonksiyonu, B(«) normalizasyon

fonksiyonudur.

Ispat Lemma 3.9 kullamlarak ve mutlak deger yardimiyla

2(0 — p)* + (1 — )2 ()
(0 —p)ott

2" B(o)l'(a)

2

(0 —p)ot!

! ol o (1460 1-0
/0(1—9) /1( 5 p+ 5 0)

IN

d0+/01(9)0‘

[A(p) + A(o) + 24 (

d0+/01(1 —6)

! 1+6 1-6
+ /(G)C“A’( L p)
; 2 2

yazilir. Power-mean esitsizligi uygulanirsa
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pt+o
2

_ [AB]g+pA(p) _|_£B]a/1 <P;U) (p+a ]a/l( ) ABICorzA (

)

1+6 1—-6
2 2
1+6 +1—0
o
2 2

)

pto
2

do

do

))



(0 —p)ott

2(c — p)* + (1 — )29 (a) [/l(p) CAo) +24 (p—12—0>]

a+1
— 2 B(a)r(a)[AB]%A(p)—F?B]a/l(p;g)—i—(ApBﬂ,)]a/l(O')—i-AB]:A(p_{—a)]‘

(o —p)ott 2 2

1—-1

q 1

/(1—0>a

0

! 1+6 1—60 \/9

o0« | A db
[ (5 5)

! 1+6 1—0 \|?

0« | A db
[ (5 5%)

1+6 1-6
/1’( ;r o+ 5 p)

IN

1+86 1-46
/1’( JQF Pt a)

Q=

Q=

Q|

q
de

elde edilir. |A’|? fonksiyonunun eksponansiyel m-konveks olusu kullanilirsa
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2(0 — p)a(:ilp;aizgaﬂr(a) [/l(p) + Alo) + 24 (,0 —; a) ]

- I B e ap) + o (50) 4 e Ao + 4015 (’”“)]‘

< ([fumora) " (Lo [(5) 58 on (15 8 )
o (L) ([ [(50)  on(15) )]
o (L) ([ 7[5 e on (15 8 w)
¢ (fumora)™ (famor[(5) 2 en (15) 8 )

yazilir. Gerekli integral hesaplamalar yapilirsa,

2(0 — p)a(;—ilp;aizzaﬂr(a) [A(p) +A0) 124 (p %2— 0> ]

24 B(@)T(0) [45 o

(0 —pett L 5"

+a To
Alp) +2B17A (p : ) + (o 1 A(0) + AP 1A (p . )]‘

a3 A 1 mA (2]
) <2(a+1)(a+2) ec1p +2(a+2) e )

IN

2a+3 A ()1 1 m\A’(UW)ﬁ

T e s e T 2atDlat2) e

a3

m

20+ 1)(a+2) ene 20+ 1)(a+2) emm

+

+

)

20+ 1)(a+2) ene° 200 +2) emm

< (=
(7t
( 2043 [A(o)]" 1 m|A'<ﬂ>|q)3
(

a+3 |A(o)]2 N 1 m|/l’(%)|q)clz]
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sonucu elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.4 A : [p,0] — R tamumli (p, o) iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon olup
p < ovel € Li|p, o] verilsin.Eger |A'|7 eksponansiyel m-konveks fonksiyon ise Atangana-

Baleanu kesirli integral operatorleri icin asagidaki esitsizlik gecerlidir:

2o p)a(:ilp;aizpﬂr(a) [/1(/)) + Alo) + 24 (p J2“ U) ]

29T B(a)T() [ 4B ra ABra (PO B e B (pto
T o= p)e [ 120 A(p) +5 IA( 5 )+(p+20)1 Ao) + [0/1( . )]

el m el m

4

/ m/l /g m/ﬂ
2[(3f£@”-+ 'A(@’”)-+ (“§£2”-+ 'A(%”q)
_l’_
plap+1) Aq

Burada o € [0, 1], a1 € R,m € (0, 1] ve I'(«) Euler Gama fonksiyonu, B(«) normalizasyon

fonksiyonudur.

Ispat Lemma 3.9 kullamilarak ve mutlak deger yardimiyla

2(c — p)® + (1 — a)2°'T(a)
(0 —p)et!

[4() + A(0) + 24 (MT(j) ]

2°TLB(a)T() [ 4B ra ABra (PO B e B (pro
T T o= p)e [ 1240 A(p) +5 IA( 5 )+(p+20)1 Ao) + [0/1( . )]

! 1+60 1-0 ! -
/(1—9)%1’( L a) d9+/(9)a/1’(1+0p+1 90—) d
; 2 2 ; 2 2

140 1-96 ! 1 1-
A’( i o+ ,0) d9+/(1—9)°‘/1’( —;90+ ep) do
0

IN

2 2

yazilir. Young esitsizligi (zy < (1/p)z? + (1/q)y?) kullanilirsa,
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2o p)a(:ﬁlp;aizyﬂr(a) [A(p) + Alo) +24 (p ; "> ]

a+1
— 2 B(Q)F(a) [AB]?,‘er/l(p)—ka]a/l(p;U)+E4;,]i,)]°‘A(U)+ABI§‘A(p;U)]‘

Q=

< ([a-ora) " (fa-orfr (S 15%)[ )
() (et o)

o (florw)” ([ ofe(tor ) )

) (/‘)1(1_9)%9)1; </01<1—9>“ A (1;%+ 1;9p) ng)i

bulunur. |A’|? fonksiyonunun eksponansiyel m-konveks olusu kullanilirsa

2(0 — p)a(i—ilp;aiyizaﬂl“(a) [A(p) - A(o) + 24 (,0 42— o> ]

(o= p)t! Ea 2 (%5~ 2

! 1 ()2 _ A (2|9
L o[ (L) O, (10 R,
P Jo q.Jo 2 exp 2 em
1 Ir 1()|a _ A(2)|e
1 st [ (L) M (150 G,
P Jo qJo | 2 ecLp 2 et
i / q _ (L]
(L) e, (150) B,
2 exa 2 eMm

1 [t 1 [t
+ —/ (0)‘”7’d9+—/
P Jo q.Jo |

1 1 "(o)|e _ A (L4
+ 1/ (1—9)apd9+1/ KHH) 41o) +m(1 9)' Gl }d&
P Jo q Jo 2 exo 2 eXm

a+1
_ 2 B(OZ)F(OC) [ABIngPA(p)_'_;lBIaA <P+0) —i—Aﬁa)l—a/l(U)-i-AB[g/l (p—l—a)]‘

IN
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yazilir. Gerekli integral hesaplamalar yapilirsa,

2(0 — p)a(;tﬁlp;aizzaﬂl“(a) [A(p) - A0) + 24 (,0 j; a> ]

2011 B(a)T(«x)
(0 —p)ott

2

[AB[?erA(p)_'_ZlBIaA (p_gg) +?£J)IQA(U>+AB13A (p—ga)]‘
2

e*lm e*lm

/ m|A (<) (o m /(L |a
) 2[<3|ﬁa(1’?|q+ IA(ZL)I >+<3|/61a(10)\q+ IA(C,?L)I )]

+
plap+1) 4q

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem4.5 A : ¢ C RT — R tamumh ¢° iizerinde iki kez diferansiyellenebilen bir fonksi-
yon olsun. Ayrica Ave A', ¢ iizerinde L' lokal fonksiyonlar olsun. Eger A’ ve A", ¢ iizerinde

eksponansiyel m—konveks fonksiyonlar ise, bu takdirde asagidaki esitsizlik gecerlidir.

‘_Kmmw+mmww_Kmmm+mmww

T —p o—

L (Eepeaw) | erepeA)
o ><<x—m%a <a—m%a>'

Kl(a)w + Ko(o) 14" (p)] Kl(a)l/el;(ﬁ)l +K0<a)\A”(x)|

< e1p e1p 1T
- (3 —«) (3—a)

m|A' ()] m|A" (D) m|A'(Z)] m|A"(2)]
N Ky (o)== + Kola) =2 N Ky (o) =72 + Kola) =7

2-a)3-a) 2-a)B-a)

Burada o € [0,1],p < 2 < o,m € (0,1],a1 € R,q > 1 ve Ky ile Ky (2.11) kosullar

karsilayan fonksiyonlardir.

Ispat Lemma 3.10 kullanilarak ve mutlak deger yardimiyla
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'_mmM@+mmw@_Kmmm+mwwm
T —p o—x

M@ o) (gpcDgA(‘C) e PCD?A(")) ‘

w—p o ap

< Ki() /01 01| N (0p + (1 — 0)2)|d + Ko(a) /0191_°‘|/1”(9,0+(1—9)x)|d¢9

+ Ki(a) /01 01 A (0 + (1 — 0)0)|dO + Ko(a) /01 02| A" (0 + (1 — 0)0)|d0

yazilir. A’ ve A” fonksiyonlarinin eksponansiyel m-konveks olusu kullanilarak

‘ _ Ki(@)Alp) + Ko(a)A'(p) _ Ka()A(x) + Ko(e) A'(x)

r—p o—x
(D) erepzag)

o ”((w—@%a <o—@%a>'

<

Ki() /01 e (GM;M +m(1-0) Wﬁ)') do

eop eali

+ Ko(a) /01 g (gL ) W(%)') df

eaLp 6061%

yazilir. Gerekli integral hesaplamalar yapilirsa
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‘_mWM@+mmw@_mmmw+mwwm

x—p oc—x

CPCZ)QA,x CPC Nna o
*_IKZ_Q)<Qx—;P£3*‘1vf2;&B>'

K1( )\A’ ‘+K( )I/é”(p)l K1(Oé)|2;(f;)| _i_KO(a)\/i:;Eﬂi)l

ayp aip

<
- (38-a) (38-a)

m|A (& m|A” (Z m|A(Z m|A" (<
+lﬂ®'¢+m<>ﬁw[gwmiéﬂ+K<>;§”

(2-a)3-a) (2-a)3-a)

elde edilir ve ispat tamamlanmisg olur.

Teorem 4.6 A : ¢ C RT — R tamumli ¢° iizerinde iki kez diferansiyellenebilen bir fonksiyon
olsun. Ayrica A ve /', ¢ iizerinde L' lokal fonksiyonlar olsun. Eger |A'|? ve |A"|%, ¢ iizerinde

eksponansiyel m- konveks fonksiyonlar ise, bu takdirde asagidaki esitsizlik gecerlidir.:

‘_mmmw+m@ww_mmmm+mmwm

T —p o—x

(e | erepzag)
o )<<x—M%a+<a—m%a>‘

1 o (1A ml AN
(1—a)p+1)r2e [Kl(>( e T eorm )

ﬁ_m@(mmw+mw§n)+%m%mmw+mM%wf]

P A
1 o) (0, IR
exip ealm

Q=

IN

2|

ealx eal ealx ealﬁ

Burada o € [0,1],p < x < o,m € (0,1],aq € R,q > 1 ve Ky ile K, (2.11) deki kosullar

karsilayan fonksiyonlardr.

Ispat Lemma 3.10 kullanilarak ve mutlak deger yardimiyla
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' _ Ki(@)A(p) + Kole)Xp) _ Ki(@)A) + Kola) X ()
T —p o—x

CPCDOéA T CPC Nao o
rree (p@s R §>A2(—“)) ‘

1

< Kl(a)/()191_a|/l’(9p+(1—9)x)|d0+K0(a)/0 01| A" (0p + (1 — 0)a)|dO

+ Ki(a) /01 01 A (0 + (1 — 0)0)|dO + Ko(a) /01 02| A" (0 + (1 — 0)0)|d0

yazilir. Holder esitsizligi uygulanirsa

T—p o—x

‘ | Ki(@)A(p) + Ko(@)X(p)  Ki(a)Alx) + Ko(a)A'()

CPC DaA(r CPC Do (g
& 4 (p@: e )) '

([9ns) ([0 |
o ([ o) ([ o)
([7sa) (e -nors) |
(o) ([ l

IN

Ki(a)

/ gL=rdp
0

|A"(0z + (1 — 0)o |qd6)

elde edilir. |A’|? and |A”|? fonksiyonlarinin eksponansiyel m-konveks olusu kullanilarak,
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x—p oc—x

‘ _ Ki(@)A(p) + Kofe) X (p) _ Ki(@)A@) + Kola) X ()

CPCDOCA T CPC Nna o
pree (pu e e 5s>A2(-“>> '

LAl A2y N
((1—0317—#1) {KI(O‘) </0 (9%+m(1—9)w)d9>

1 W +m(l - G)Mﬁe);

0 ealp 6061%

G
/0 +m(1— 9)%)@;

IA’
€
1 " A q %
/ /1 m(l — 9)M>d9> }
0 ealx ealm

IN

Sl

(
+ K(a) (
(

elde edilir. Gerekli integral hesaplamalar yapilirsa,

| ~ Ki(a)Ap) + Ko(a)A'(p) — Ki(a)A(z) + Ko() A'(x)
T —p o—x

o= " o ap

+ T2-a) (’(’JPCD?A(:C) + 5PCD3A(“)> ‘

1 A q A(&)]e % A q AT (&) |4 %
. [t (402 L Al ARy (I
(1 —=a)p+1)r2e e em exp em
A q A(2) e é A q A (2|4 é
s (L I ) (L, ) ]

elde edilir ve ispat tamamlanmisg olur.

Teorem 4.7 A : ¢ C RT — R tamumli ¢° iizerinde iki kez diferansiyellenebilen bir fonksiyon
olsun. Ayrica A ve /', ¢ iizerinde L' lokal fonksiyonlar olsun. Eger |A'|? ve |A"|%, ¢ iizerinde

eksponansiyel m-konveks fonksiyonlar ise, bu takdirde asagidaki esitsizlik gecerlidir.

44



‘_mmmw+m@ww_mmmw+mmww

r—p o—
CPC Na CPC Na
+ F(Q _ Oé) p DIA(x) + z DUA(U)
N G
|A(p)|9 m‘/l’(é)‘q é |A” ()] mlAN(I%”q
< K et tlm K, e*1pP el
- (@) 3—« * 2—a)(3—a) T Kole) (3—a) * (2—a)(3—a)
1 1
A" ()| mA G a A ()] mlA" (I a
K el e*lm K 1T el m
+ Kila) (3—a)+(2—a)(3—a) + Ko(a) (3—oz)+(2—oz)(3—a)

Burada o € [0,1],p <z <o,m € (0,1],a1 € R,q > 1 ve Ky ile K; (2.11) deki kosullart

karsilayan fonksiyonlardir.

Ispat Lemma 3.10 kullanilarak ve mutlak deger yardimiyla,

'_mmM@+mme_Kmmm+mmM@
r—p o—

CPCDaA T CPC Nna o
+ I'(2-a) (p(x — ;)ij + f);)/i(_a)> ‘

< Ki() /01 01| X' (0p + (1 — 0))|dO + Ko(a) /0191_°‘|/1”(9p+(1—9)93)|d9

+ Ki(a) /01 01 A (0 + (1 — 0)0)|dO + Ko(a) /01 02| A" (0 + (1 — 0)0)|d0

yazilir. Power-mean esitsizligi uygulanirsa
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|_mmmw+mmww_Kmmm+mmwm

(i %ffz;sz>> R

< (o)™ ([ n)
(o) foamera-oon |
; m)( ) ([ oo+ -0 w)]
s (o)™ (fonacna-oona) |

yazilir. |A’|? ve | A”|? fonksiyonlarinin eksponansiyel m-konveks olusu kullanilarak,

‘_mmmw+mwww_mmmw+mmww

T—p o—x
CPCDaA T CPC Na o
+ I'2-a) (p(x — ;)2&3 + ?;)AZ(_@)> ‘

IN

EETSitl (/J@la(e%mu_@)%)de);
' (4va ]@%qywaé
o ([ 7 6)‘&%%)1

i |

)—l
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elde edilir. Gerekli integral hesaplamar yapilirsa

‘ _ Ka(@)A(p) + Ko@) A(p) _ FKa(a)A(x) + Ko(a)4'(2)

T —p o—=x

CPC Do A(x CPC Da A(g
+ Te-a) (p(x 2 e f;ﬁﬁ)) ‘

A (p) |2+ w a |A” ()] m| Aul(m%)\q .
< K e ctlm K, e*1P e
= VSTt e o) TR Ty T et a6
| A ()| 7+ w a |A” (z)|9+ m|A//(1%)|Q+ ‘
K ex1T elm K PEIE 1
SR s Sl ey ey ) IR ICO W e Sl ey

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.8 A : ¢ C RT — R ramimli ¢° iizerinde iki kez diferansiyellenebilen bir fonksiyon

olsun. Ayrica A ve /', ¢ iizerinde L' lokal fonksiyonlar olsun. Eger |A'|9 ve | A"

4 ¢ iizerinde

eksponansiyel m-konveks fonksiyonlar ise, bu takdirde asagidaki esitsizlik gecerlidir:

| _ Ki(@)Alp) + Ko(@)A'(p) — EKi(@)A(x) + Ko() A'(x)

T —p o—x

CPC Do A(x CPC Da A(s
O ]

IA

2K —10) + Kole))  Ky(a) (|AGp) | M) | mlA(Z) | mlA(2)
P*(1—a)+p - 2q ( * * * " >

eaLp e 6041% e

Ko(a) (14"(p) | |A"(x)  mlA"() - m|AT(E)
> ( Py T ey )

exLp e em e

Burada o € [0,1],p <z < o,m € (0,1, a1 € R,q > 1,5 + 1 = 1ve Ky ile Ky (2.11) deki

kosullari karsilayan fonksiyonlardur.
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Ispat Lemma 3.10 kullanilarak ve mutlak deger yardimuyla,

'_mmM@+m@m@_mmmw+mmmw

T —p o—x

o [ PEAw) | EPCDEAfo)
e )(<x—m2a <a—m2a)|

< Ki(a) /01 61| A/ (0p + (1 — 0))|d6 + Ko(a) /0191°‘|A”(0p+(1—6):c)|d6

+ Ki(o) /01 0= A (0x + (1 — 0)0)|dd + Ky(a) /01 01| A" (B + (1 — 0)0)|d0

yazilir. Young esitsizligi (xy < (1/p)z? + (1/q)y?) uygulanirsa

‘ _ Ki(@)Alp) + Ko(a)A'(p) _ Ka()A(z) + Ko(e) A'(x)

r—p o—
CPCDaA CPC na
+ I‘(2 r Oé) P z (Q?) T DO'A(O-)
(—p)p2  (0—x)
(1 1 1
< Ky(a) —/ or-dp + —/ |A'(0p 4 (1 — 0)x)|%d6
P Jo q.Jo

[ 1 1
+ Ko(a) ! / ri-o)gg 4 1 / \A"(ep+(1—9)x)yqd9]
PJo q.Jo

1 [t 1 /!
+ Ki(a) —/ 9P<1—a>d9+—/ |A’(91:+(1—9)0)|qd9]
P Jo qJo

i 1 1
+ Ko(a) ! / gri-o)gg 4 1 / \A"(ex+(1—9)a)|qcze]
PJo q.Jo

yazilir. |A’|? ve | A”|? fonksiyonlarinin eksponansiyel m-konveks olusu kullanilarak,
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'_mmM@+m@m@_mmmm+mmwm

T —p o—x

+ T2-a) (”CPCD%A(SC) + gpcDgA(")) ‘

w—p " e ap

< Ki(a) :er%/O (¢ |A;§12|q+m(1—9)%)d9]
+ Ki(a) :m+$/0 C |A;£12|q+m(1—9)%>d9]
o oty 4O ]

elde edilir. Gerekli integral hesaplamalar yapilirsa,

|_mmM@+mmmw_Kmmm+mmwm

T —p o—x

CPC aA(x CPC Na o
+_I%2_a)<7xfﬁv(3‘*?af2§{3>‘

IN

2@*“®+%W0+mmwywuﬁwm+MM@+mw&»

pP(l—a)+p 2q ecp e ® e e
Ko(a A A’ m|A” (£ m|A” (&
il )(! (p) | [A"(2) (im) | ET”))
2q extp evtr eMlm eMm

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Calismanin dordiincii boliimii olan Arastirma Bulgular1 kisminda, eksponansiyel m
-konveks fonksiyon sinifi ve iyi bilinen esitsizlikler olan Holder, Young ve Power-Mean esit-
sizlikleri kullanilarak elde edilmis eksponansiyel m -konveks fonksiyon sinifi i¢in yeni in-
tegral esitsizlikler verilmistir. Bulunan sonuclarin bazi 6zel durumlari, literatiirde bulunan

onceki ¢aligmalarin sonuclarini icermektedir.

Bu tez calismasinda verilen lemmalar veya onlara benzer yeni lemmalar kurularak

eksponansiyel konveks fonksiyonlar i¢in yeni integral esitsizlikleri elde edilebilir.
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