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ELASTİK ŞERİT VE TABAKA İÇİN TEMAS PROBLEMİ 

Hüseyin OĞUZ 

Matematik, Doktora Tezi, 2016 

Tez DanıĢmanı: Prof. Dr. Elçin YUSUFOĞLU  

 

ÖZET 

 

 Tez çalıĢmasında rijit panç sistemi ile etkileĢime maruz kalan ortotropik elastik bir Ģerit 

için sürtünmeli temas problemi ele alınmıĢtır.  

Tez çalıĢması dört bölüm ve kaynaklar dizini kısımlarından oluĢmaktadır. 

Birinci bölümde, temas problemlerinin tarihsel geliĢimi ve bugüne kadar yapılmıĢ 

çalıĢmalara ek olarak elastisite teorisinin temel denklem ve bağıntıları ile singüler integral 

denklemlerin çözümüne ait genel bilgiler bulunmaktadır. 

Ġkinci bölümde teze konu olan temas problemi tanımlanmıĢ ve ele alınan problemden, 

verilen sınır koĢulları altında, elastisite teorisinin temel bağıntıları kullanılarak integral denklem 

sistemi türetilmiĢtir.  

Üçüncü bölümde söz konusu integral denklem sistemi, Gauss Jacobi Kuadratür 

Sıralama metodu ve Seri metodu yardımıyla çözümü incelenmiĢtir. 

Dördüncü bölümde homojen, ortotrop elastik Ģerit için sürtünmeli temas problemi 

sayısal olarak incelenmiĢtir. Panç sistemi altındaki baĢınç dağılımı, elastik Ģeridin geometrik ve 

mekanik özelliklerine bağlı olarak irdelenmiĢ, sonuçlar tablo ve grafiklerle sunulmuĢtur. 

Anahtar Kelimeler: Fourier DönüĢümü, Gauss Jacobi Kuadratür Sıralama Metodu, Ortotrop 

Malzeme, Seri Metodu, Singüler Ġntegral Denklemler, Temas problemi.        
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CONTACT PROBLEM FOR ELASTIC STRIP AND LAYER 

Hüseyin OĞUZ 

Mathematic, PhD. Thesis, 2016 

Thesis Supervisor: Prof. Dr. Elçin YUSUFOĞLU  

 

SUMMARY 

 

In this thesis, the frictional contact problem for an elastic strip under a rigid punch 

system is considered.  

This study consists of forth chapters with results and references sections.  

In the first chapter, the basic equaitons of the elasticity theory and the general 

informations belonging to the solution of singular integral equations, in addition to the historical 

development and significant works of contact problem is considered. 

In the second chapter, the contact problem is described. The integral equation system  

are derived from the contact problem by using the basic equations of elasticity theory and the 

given boundary conditions.  

In the third chapter, the singular integral equation is solved with the help of Gauss 

Jacobi Quadrature Collocation Method and Series Method. 

In the forth chapter, the frictional contact problem for an homogenous and orthotrop 

elastic layer are investigated numerically. The pressure distribution under the punch system due 

to the geometrical and mechanical properties of elastic layer are examined and the results are 

shown in the table and tabular form 

Keywords: Fourier Transform, Gauss Jacobi Quadrature Collocation Method, Orthotrop 

Material, Series Method, Singular Integral Equations, Contact problems,               
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1.GİRİŞ  

1.1. Elastisite Teorisinin Tarihsel Gelişimi 

Mekanik bilimi, çeĢitli kuvvetlerin etkisi altındaki cisimlerin hareket ve denge Ģartlarını 

inceleyen ve gözlemler sonucu elde edilen çıkarımları baĢlangıç olarak ele alıp, olayı 

tanımlayan etkenler arasındaki değiĢmez bağıntıları bulmaya çalıĢır. Mekanik bilimini ele aldığı 

konulara göre aĢağıdaki gibi sınıflandırmak mümkündür. 

  

Bu sınıflandırmayı 

 Teorik Mekanik 

 Uygulamalı Mekanik 

Biçiminde yapmak mümkündür. Teorik mekanik uygulamada karĢılaĢılan problemleri eĢit 

titizlikle inceler. Uygulamalı mekanik ise problemlere yaklaĢık da olsa çözümler bulmaya 

çalıĢır. Önemli olan problemin uygulanabilmesi için gerekli Ģartlara yeterli yakınsaklığın 

sağlanmasıdır. Teorik mekaniğe, elastisite teorisi örnek verebiliriz. Uygulamalı mekaniğe ise en 

güzel örnek mukavemettir. 

Elastisite teorisi cisimlerin, kuvvet karĢısındaki tepkilerini inceler. Eğer cisim Ģekil 

değiĢtirmeye sebep olan kuvvetin etkisi ortadan kalktığında ilk Ģekline dönme özelliğine sahipse 

ona elastik cisim denir. Bütün cisimler, cismin bünye karakteristikleri ile belirlenmiĢ belli 

sınırları geçmemek Ģartıyla elastiklik özelliğe sahiptir. Bu elastik özellik kuvvet ve Ģekil 

değiĢtirmeleri birbirine bağlayan bağıntılarla ifade edilir. Bu bağıntılar arasında Hooke 

kanununun genelleĢtirilmesinden ortaya çıkan kanunun önemi büyüktür. Hooke kanunu 

cisimlerin çekme kuvvetleriyle meydana gelen uzamaların orantılı olduğunu ifade eder. 
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1680 de Mariotte tarafından Hooke kanunu ile aynı bir kanun keĢfedilmiĢ ve kiriĢlerin 

mukavemetinin araĢtırılmasında kullanılmıĢtır. Mariotte bir konsol kiriĢin boylamasına liflerinin 

bazılarının uzaması ve diğerlerinin de kısalmasından dolayı eğilmeye mukavemet ettiği 

sonucuna varmıĢtır. Mariotte’ un liflerdeki kuvvet dağılıĢı hakkındaki tahminleri doğru olmakla 

beraber kiriĢin ekseninin aldığı Ģekli incelemeyi içine almıyordu.  

Böyle bir inceleme Jacob Bernoulli tarafından 1705 yılında yapılmıĢtır. Denklemi elastik 

eğrinin her noktadaki eğriliğinin bu noktadan geçen kesite etki eden eğilme momentiyle orantılı 

olduğunu ifade eder. KiriĢin eğilmesinde yapılan iĢin eğriliğin karesinin elastik eğri boyunca 

alınan integraliyle orantılı olduğu bu sonuçtan kolayca çıkar. Bu sıralarda sistematik bir Ģekle 

sokulmakta olan minimum prensiplerinin Ģiddetle taraftarı olan Bernoulli bir mektubunda 

Euler’e elastik eğri denkleminin, kiriĢin eğilmesinde yapılan iĢi gösteren integrali minimum 

kılmakla çıkması gerektiğini bildirdi.  

Ġlerleyen zamanlarda Euler, Bernoulli’nin bahsettiği denklemi çıkarmıĢtır. Euler’in 

elastisitedeki çalıĢmaları elastik eğriyi incelemekle kaldı ve kiriĢ kesitlerindeki gerilme dağılımı 

ile ilgilenmedi. Çekme ve gerilmeye maruz kalan kiriĢlerde kuvvet dağılıĢınının incelenmesi 

Coulomb (1736-1806) ile baĢlamıĢtır. Ġnce tellerin burulmaya mukavemetini ilk inceleyen de 

Coulomb olmuĢtur. Hooke kanununun ortaya çıkmasını takip eden 150 yıllık zaman içerisinde 

elastisitenin geliĢmesi özel problemlerin çözümlerinin sentezinden çıkıyordu.  

Elastik cisimlerin denge ve titreĢim denklemlerini çıkarmak için ilk çalıĢmaları yapan kiĢi ise 

Navier’dir. (1785–1836). Bu tarih elastisitenin matematik teorisinin baĢlangıcıdır.. Navier 

izotrop bir elastik cismin içindeki yer değiĢtirme bileĢenleri için üç diferansiyel denklemli bir 

takım çıkardı. Bu denklemlerin Ģekli doğrudur. Fakat basit tesir betimlemesinden dolayı Navier 

denklemleri yalnız bir elastik sabit içerirler. Navier cismin yüzeyindeki denge denklemlerini de 

elde etti.  

Navier’in çalıĢmaları, Cauchy’nin dikkatini çekmiĢtir. Cauchy Ģekil değiĢtirebilen cismin bir 

iç noktasındaki gerilme halinin dokuz fonksiyonlu bir takımla tamamen tayin edildiğinin 

göstermiĢtir. Gerilme halini karakterize eden fonksiyonlar Cauchy denklemlerinden yok 

edilerek Navier denklemleriyle aynı yapıda fakat bir elastik sabit yerine iki tane içeren üç 

diferansiyel denklemli bir takıma varılır. Bu önemli sonuçlar 1822 de Cauchy tarafından Paris 

Akademisine takdim edilmiĢtir. Cauchy yaptığı çalıĢmalar ile lineer elastisite teorisine bugünkü 

Ģeklini vermiĢtir.  
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George Green (1739–1841) de elastik enerjinin korunumu prensibini ortaya koymuĢtur. 

Saint–Venant (1797–1886) tarafından silindirlerin eğilme ve burulma problemleri incelenmiĢtir. 

Ġnce kabuk ve plakaların incelenmesi ise G. Kirchhoff ile baĢlamıĢtır. (1824 – 1887).  

Son yıllardaki çalıĢmalar ise çözümlerin varlığı problemleri ve sınır değer problemi 

sınıflarının integrasyonu ile ilgilidir. Düzlem elastisitedeki esas problemlerin kesin bir çözümü 

N.I.Muskhelishvili ve Rus matematikçiler tarafından verilmiĢ, lineer olmayan elastisite 

teorisinin kurulmasında önemli adımlar atılmıĢtır. 

1.2. Temas Problemlerinin Tarihsel Gelişimi 

Temas mekaniği ve sürtünme fiziği, mühendislik bilimlerinin en temel disiplinleri 

arasındadırlar. Günlük yaĢantımızda sayılamayacak derecede çok uygulama ile karĢımıza çıkan 

bu kavramlar yaĢantımızın emniyeti, kolaylığı ve enerjinin tasarrufunun sağlanması açısından 

çok büyük önem arz etmektedirler. Eğer temas ve sürtünme olmasaydı herhangi bir enstrumanı 

çalmak, uçakla seyahat edebilmek, yolda yürüyebilmek ve hatta bu satırları yazmak mümkün 

olmayacaktı.  

Yapıların zeminle durumlarından tutun da insan eklemlerinin davranıĢına, aracınızın yol ile 

temas halindeki lastiklerine kadar çok geniĢ bir uygulama sahasında temas problemlerine 

rastlamak mümkündür. Temas ve sürtünmenin yardımı ile örneğin vida aracılığıyla kuvvetin bir 

noktadan diğerine iletilebilmesi sağlanabilirken, aynı Ģekilde elektrik ve ısının da transferi 

mümkün olabilmekte aksine materyale yapılacak bir kaplama ile akımın iletilmesinin önüne de 

geçilebilmektedir. Bunların hepsi yaĢantımızı daha yaĢanır kılabilmek için kullandığımız basit 

temas problemi uygulamalarıdır. YaĢamımızın her anında temas ve sürtünmeye ihtiyacımız 

olmasına karĢın çoğunlukla mühendislik yapıları ile mekanik sistemlerde bu durumu problem 

olarak görüyor ve çözümler arıyoruz. 

Pek çok yapısal ve mekanik sistemin elemanları birbirleri ile temas halindedirler. Bu 

temasın karakteri, cisimlerde meydana gelen deformasyon, cisimlerin gerilmeleri birbirlerine 

iletiĢ biçimleri, temas bölgelerinin uzunluğunun ve bu bölgelerdeki gerilme dağılımının 

davranıĢında önemli rol oynamaktadır. Temas problemini kabaca cisimlerin hareket ve 

deformasyonlarını, sınır Ģartları temas ve deformasyonla belirlenen bir kısmi türevli diferansiyel 

denklemler sistemi olarak da tanımlayabiliriz. 

KarĢılaĢılan temas problemlerinin çözümünde elementer teorinin tüm ihtiyaçları 

karĢılayamayıĢı, elastisite teorisine olan ihtiyacı daha da artırmaktadır. Çünkü elastisite teorisi, 

elementer teoriye göre daha kesin sonuçlar vermektedir. Son zamanlarda bilgisayar 
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teknolojisinin hızlı ilerleyiĢi, sayısal çözüm yöntemlerinin geliĢmesini tetiklemiĢ buna ek olarak 

elastisite teorisi yardımıyla temas problemlerinin çözümü yoğunluk kazanmıĢ ve önemli 

çalıĢmalar ortaya konmuĢtur. 

ġimdi temas problemlerinin tarihsel süreci ve bu konu hakkında yapılan bazı çalıĢmalardan 

kısaca bahsedelim. 

Temas problemleri ile ilgili çalıĢmaların sanayi devrimi sonrasında gözle görülür miktarda 

arttığı gözlemlenmektedir. Temas problemleri, insan gücünün yerini makinaların aldığı, 

mekanik sistemlerin giderek arttığı sanayileĢme devrinde maddenin deformasyon sürecini 

açıklamada esas model olduğundan, üzerinde çalıĢılan bir problem oldu. 

Temas problemi çalıĢmalarının Heinrich Hertz tarafından 1882 yılında yazılan “ On the 

contact of elastic solids ” isimli makalesi ile baĢladığını söylemek yanlıĢ olmaz. Hertz yazmıĢ 

olduğu makalede iki elastik cismin dengesi, temas gerilimi ve deformasyonu ilgili denklemler 

türetmiĢtir. Hertz makalesinde elastik iki cismin birbirine temas etmesi durumunda temas 

bölgesinin eliptik olduğunu kabul etmiĢ, Ģekil değiĢtirme ve gerilme durumlarını incelemiĢ ve 

sonuçları rijit düzleme temas eden farklı geometrilere sahip problemlere tatbik etmiĢtir. Bu 

nedenle temas problemleri “ Hertz temas problemleri ” olarak da anılmaktadır (Ġnan, 1969). 

Hertz’in çalıĢmaları günümüz elastisite problemlerinin çözümü için de önemli bir yer 

tutmaktadır. 

Temas problemlerine dair önemli çalıĢmalar 1900 lerin ikinci yarısından itibaren özellikle 

Rus matematikçileri tarafından yapılmıĢtır. 1924 yılında Beliaev’in eliptik temas bölge 

civarındaki basınç dağılımı ile ilgili çalıĢması, 1946 yılında Hetenyi’nin elastik zemine oturan 

tabakayla ilgili çalıĢması ve 1949 yılında Shtaerman’ın yayınladığı çalıĢma bu konuda atılmıĢ 

önemli adımlar olarak sayılabilirler. 1951 yılında Sneddon’un integral dönüĢüm tekniğini 

elastisite teorisinde kullanmaya baĢlaması ve Muskhelishvili, tarafından geliĢtirilen kompleks 

değiĢkenler yönteminin de etkisiyle temas problemleri üzerine yapılan çalıĢmalar giderek 

artmaya baĢlamıĢtır.  

Yine bu dönemde 1950’li yıllara kadar olan temas problemi literatür ve çözüm yöntemleri 

Galin’in 1953 yılında yayınlamıĢ olduğu “ Contact problems in the theory of elasticity ” isimle 

eserde toplanmıĢtır. Rus matematikçilerin yapmıĢ olduğu çalıĢmalar ile ilgili ayrıntılı bilgiler ise 

Galin 1976’daki çalıĢmasında bulunmaktadır. 
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Sürtünmesiz rijit bir cisimle temas halindeki elastik lineer bir cismin denge problemine dair 

denklemler Signorini (1959) tarafından türetildi. Fichera (1964) ise Signori problemleri sınıfının 

ilk çözümlerini yaptı. Bu çözümler simetrik bilineer formla ifade edilmiĢ problemlere de 

uygulanabilmekteydi.  

Ġntegral denklemlerin temas problemlerinin çözümünde uygulanmasına dair metotlar ise 

Ufliand (1965) tarafından verilmiĢtir. 1968 yılında Bentall ve Johnson elastik bir Ģerit için 

dönen temas problemi üzerine çalıĢma sunmuĢlardır.  

Wietsman (1969) elastik yarı düzlem üzerine tekil yük ile bastırılan plak için temas 

problemini incelemiĢtir. Bu incelemeler sonucu elastik yarı düzlem ve yarı sonsuz elastik yarı 

uzay arasındaki temas yarıçapı için yaklaĢık çözümler vermiĢtir.  

Pu ve Hussain (1970) elde edilen çözümde, elastik düzlemin rijitliğinin sonsuzlu durumunu 

irdelemiĢ ve bu durumda değme uzunluğunun sıfır olacağını ve bunun da fiziksel olarak 

mümkün olmadığını belirtmiĢlerdir. Problemin çözümü için varyasyonel yöntem kullanarak 

önceki çalıĢmadan farklı sonuçlara ulaĢmıĢlardır. 

Dhaliwal (1970) rijit bir blok ile bastırılan yarı sonsuz düzlem problemini incelemiĢtir. 

KarıĢık sınır değer problemi bir integral denkleme indirgenmiĢ ve sayısal yöntemlerle integral 

denklem çözülmüĢtür. Rijit pançın farklı geometrik formalara sahip olma durumuna göre 

çözümler elde edilmiĢtir. 

Tuba ve Chan (1971) elastik cisimler için temas problemlerinin çözümünü sonlu elemanlar 

metodunu kullanarak incelemiĢlerdir.  

Conway (1971) iki silindir ile bastırılan ve silindirler arasından yatay olarak çekilen 

tabakanın sürtünmeli temas problemi ile ilgilenmiĢ ve sürtünmenin normal temas gerilmesine 

etkisinin çok az miktarda olduğu sonucuna varmıĢtır. 

Chen ve Engel (1972) elastik yarı düzlemle sınırlandırılmıĢ çok tabakalı düzlemin gerilme 

analizini, farklı taban kalınlıkları ve taban geometrileri için incelemiĢlerdir.  

Keer (1972) yayılı yük ile yüklenmiĢ elastik düzleme oturan sonsuz uzunluktaki elastik 

Ģeridin temas problemini incelemiĢ, integral dönüĢüm teknikleri kullanılarak düzlem gerilme 

problemi ve dönel simetrik problem olarak çözümler bulmuĢlardır. Elastik kama için Ģerit ve 

çatlak problemleri ise Erdoğan ve Gupta (1973) tarafından çözülmüĢtür. 
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Yarı sonsuz düzleme oturan, elastik tabakaya rijit bir panç aracılığyla yük aktarılan 

asimetrik çift sürtünmesiz temas problemi de Civelek ve Erdoğan (1974) tarafından verilmiĢtir. 

Erdoğan ve Ratwani (1974) iki elastik çeyrek düzleme yük ile bastırılan elastik tabakanın 

sürtünmesiz temas problemini ele almıĢlardır. Problemin çözümünde Fourier ve Melin 

dönüĢümleri kullanılmıĢ, temas kenarlarında meydana gelen singüleriteler bulunarak integral 

denklem çözülmüĢ ve yayılı yükün çeĢitli halleri için temas gerilmesi elde edilmiĢtir. 

Spence (1975) dönel simetrik pançla bastırılan elastik yarı düzlemin sürtünmeli temasının, 

Coulobm sürtünme kanununa göre karıĢık sınır değer problemi Ģeklinde ifadesini çıkarmıĢtır. 

Rijit iki temel tarafından tutulmuĢ, sürtünmesiz olarak kayabilen, iki elastik tabaka tarafından 

sıkıĢtırılan rijit silindirin Ģekil değiĢtirme problemi Gladwell (1977) tarafından ele alınmıĢ ve 

problemin çözümünde Chebyshev polinomlarından faydalanılmıĢtır. 

Geçit ve Erdoğan (1978) asimetrik yükleme altındaki elastik Ģeridin sürtünmesiz temas 

problemini ele almıĢlardır.  

Agarwal (1978) yarı sonsuz silindirlerin dönel simetrik temas problemini incelemiĢtir. 

Ġntegral dönüĢüm teknikleri ile problem lineer denklem takımına indirgenerek çözülmüĢtür. 

Farklı malzeme karakteristikleri için silindirlerin ara yüzeylerindeki normal ve kayma 

gerilmeleri elde edilmiĢtir. 

BakırtaĢ (1980) rijit bir panç ile yarı sonsuz düzlem arasındaki sınır değer problemini 

Fourier dönüĢüm tekniğini kullanarak singüler integral denkleme indirgemiĢ ve gerilme 

dağılımını incelemiĢtir. Comninou, Dunders ve Schmueser (1980) yarı sonsuz düzlemle ayni 

malzeme özelliklerine sahip elastik tabakanın sürtünmeli temas problemini ele almıĢlardır. Bu 

çalıĢmada düzgün yayılı yük ile düzleme etki edilirken, tekil yük ile de kaldırılan tabakanın, 

düzlemle yapıĢık kaldığı ve kaydığı bölgeler bulunarak sürtünmenin gerilmelere etki 

incelenmiĢtir. 

Hung ve Saxce (1980) tarafından elastik cisimleri sürtünmesi temas problemi matematiksel 

programlama tekniği ile çözülmüĢtür. Piston çubuk problemi sonlu elemanlar algoritmasıyla 

modellenmiĢ ve temas bölgesindeki gerilme dağılımları incelenmiĢtir. 

Adams ve Zied (1984) elastik yarı düzlem üzerinde sabit hızla hareket eden elastik yarı 

sonsuz Ģerit problemini ele almıĢlardır. AraĢtırmacılar düzlem elastisite teorisini kullanarak ara 

yüzeydeki temas gerilmesi dağılımını farklı malzeme seçimleri için elde etmiĢlerdir.  
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Fabrikant ve Sankar (1984) homojenliği derinliği ile değiĢen elastik yarı düzlem 

probleminin çözümünü araĢtırdılar. 

Nour – Ornid ve Wriggers (1986) temas probleminin çözümü için mevcut Ģartlara bazı 

kısıtlamalar konmasının yararlılığını göstermiĢlerdir. Temas problemini sonlu elemanlar 

metoduyla modelleyerek, iki basamaklı algoritma aracılığıyla lineer olmayan problemden, lineer 

bir temas problemi elde etmiĢlerdir. 

Chaudhary ve Bathe (1986) Lagrange çarpanları tekniğini kullanarak birden fazla üç 

boyutlu cismin aralarındaki temasın analizini ifade eden bir çözüm metodu geliĢtirmiĢlerdir. 

Geçit (1986) yarı sonsuz silindir ile elastik yarı düzleme bastırılan tabakanın temas 

problemini incelemiĢtir. Ġntegral dönüĢüm tekniği kullanılarak yer değiĢtirme ve gerilmeler 

Bessel fonksiyonları ifade edilmiĢtir. Geçit ve Gökpınar (1985) rijit dairesel bir mesnete oturan 

elastik bir tabakanın temas problemini ele almıĢlardır. Tabaka ile mesnet arasında sürtünme 

olmadığı ve temas yüzeyleri boyunca sadece basınç gerilmelerinin aktarıldığı farzedilmiĢtir. 

Laboda ve Tauchert (1985) tarafından zemine sabitlenmiĢ sonsuz uzunluktaki ortotropik 

tabakaya sonlu ucuyla oturan yarı sonsuz ortotropik tabakanın temas problemi incelenmiĢtir. 

Fabrikant (1986) simetri ekseninin herhangi bir noktasına tekil yük etki eden izotrop yarı sonsuz 

ortam ile üzerine etkiyen rijit blok arasındaki temas durumunu ele almıĢtır.  

King (1987) elastik izotrop yarı sonsuz bir düzleme üçgen, dörtgen ve silindirik pançlar 

aracılığıyla yük aktarılması problemini incelemiĢtir. 

Nowell ve Hill (1988) simetrik silindirler ile ince elastik bir Ģeridin temas problemini 

inceleyip farklı yüklenme durumları için yüzey gerilmelerini hesaplamıĢlardır. Çok tabakalı 

elastik bir cismin rijit bir yüzeye uygulanması durumunda ortaya çıkacak olan temas problemi 

sonlu elemanlar metodu kullanılarak Komopoulos (1988) tarafından çözülmüĢ, farklı kalınlıklar 

için alt yüzeyde meydana gelen basınç dağılımları incelenmiĢtir. 

Klarbing ve Björkman (1988) sürtünmeli temas problemlerinin nümerik çözümlerini 

inceleyip üç boyutlu pançın temasına dair bir de uygulama sunmuĢlardır. Shield ve Bogy (1988) 

elastik yarı sonsuz tabakaya bastırılmıĢ düz diĢlinin çok bölgeli temas problemini 

incelemiĢlerdir. 

Blaibel ve Geçit (1989) serbest kenarları sınırlı yarı sonsuz Ģeridin eğilme problemini ele 

almıĢlardır. Problem integral dönüĢüm tekniği yardımıyla çözülmüĢtür.  
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Çakıroğlu ve Erdöl (1989) elastik zemine oturan malzeme sabitleri ve yükseklikleri farklı 

iki tabakanın üst üste konmasıyla oluĢan bileĢik tabaka problemini çözmüĢlerdir. 

Sabin ve Kaloni (1989) elastik bir zemin üzerinde düĢey ekseni çevresinde dönen rijit bir 

cismin temas problemini sürtünmeyi de hesaba katarak incelemiĢlerdir. Blok altındaki temas 

gerilmesi, batma derinliği ve cismi döndürmek için gerekli momentle ilgili sonuçlara 

ulaĢmıĢlardır.  

Dempsey, Zhao ve Minnetyan (1991) Winkler temeli tarafından mesnetlenmiĢ tabaka ile 

rijit silindirik bir cismin temas problemini ele almıĢlar, kiriĢ ve çarpılma teorilerini kullanarak 

temas gerilme dağılımını elde etmiĢlerdir. 

Choi ve Thangjitham (1991) anizotrop elastik yarı düzlemde, yüzeysel yüklerin etkisi 

sonucunda oluĢacak gerilme dağılımlarını incelemiĢlerdir. Çözüm için integral dönüĢüm tekniği 

ve rijitlik matrisi kullanılmıĢ ve farklı karakteristikteki malzemeler için normal ve kayma 

gerilmeleri elde edilmiĢtir. Zhong ve Mackerle (1992) statik temas problemleri için sonlu 

elemanlar yöntemini incelemiĢlerdir. Urquart ve Pinders (1994) ise dikdörtgen pançla etkileĢim 

halinde bulunan çok tabakalı elastik yarı düzlemde temas problemini incelemiĢlerdir. 

Yüzeyine panç aracılığıyla yük aktarılan, gerilme etkisinde bırakılmıĢ ortotropik yarı 

düzlem problemi Bjarnehed (1991) tarafından ele alınmıĢtır.  

Noor ve Tirmizi (1991) ise bazı temas problemlerinin çözümünü varyasyonel eĢitsizlikler 

yardımıyla ortaya koymuĢlardır. Jaffar (1993) sürtünmesiz rijit panç aracılığıyla yüklenmiĢ ve 

rijit düzleme oturan elastik tabakanın deformasyonlarını Chebyshev polinomları yardımıyla 

belirlemiĢtir. 

Ioakimidia ve Anatasselos (1991) ise Muskhelishvili’nin kompleks değiĢkenler metodunu 

gözden geçirerek Mathematica programlama dili yardımıyla, fonksiyonel denklemler için 

yaklaĢıl bir çözüm yolu ortaya koymuĢlardır.  

Pindera ve Lane (1993) izotrop, ortotrop ve monoklinik tabakaların herhangi bir sırada 

düzenlendiği çok tabakalı temas problemi için bir çözüm yöntemi geliĢtirmiĢler bununla ilgili 

örnekler sunmuĢlardır. Fan ve Keer (1994) anizotropik ortamda iki boyutlu temas problemini 

araĢtırmıĢlardır.  
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Birinci ve Erdöl (1999) basit mesnet üzerine değen ağırlıksız iki tabakadan oluĢan bileĢik 

tabakada temas problemini incelemiĢlerdir. BileĢiĢ tabaka dairesel ve dörtgensel panç 

aracılığıyla mesnetlere bastırılmıĢ ve her iki panç için temas uzunlukları ve temas gerilmeleri 

elde edilmiĢtir. 

Kahya, Birinci ve Erdöl (2001) dairesel, parabolik ve dikdörtgen olarak alınan farklı panç 

geometrileri için rijit bir temele oturan elastik tabakanın temas problemini kütle kuvvetleri ve 

sürtünmeyi ihmal ederek çözmüĢlerdir. Çömez (2003) tarafından rijit bir panç ile bastırılmıĢ ve 

tabanda tam olarak bağlı ağırlıksız çift Ģerit problemi çözülmüĢtür. 

Ke ve Wang (2006) fonksiyonel derecelendirilmiĢ elastik bir tabaka ile kaplanmıĢ yarı 

düzlemin sürekli temas problemini integral dönüĢüm teknikleri ve transfer matris yöntemi ile 

incelemiĢlerdir. Ma ve Korsunsky (2004) ise ince bir tabakayla kaplanmıĢ düzleme elastik panç 

etki etmesi durumunda oluĢan temas problemi için airy gerilme fonksiyonları yardımıyla çözüm 

geliĢtirmiĢlerdir. 

Altınpulluk (2012) rijit bir parabolik panç ile bastırılan h kalınlıklı izotrop homojen elastik 

Ģerit için için sürtünmeli bir temas problemi ele alınmıĢ, ortaya çıkan basıncın  bağıl kalınlığa 

bağlı ifadesi bulunmuĢ, temas bölgesinin uzunluğunun belirlenmesi için bir ardıĢık yaklaĢımlar 

tekniği kullanılmıĢtır. 

Parlar (2013) rijit iki panç ile bastırılan h kalınlıklı ortotrop homojen elastik Ģerit için 

sürtünmesiz bir temas problemi ele alınmıĢ, ortaya çıkan integral denklem Gauss Jacobi 

kuadratür yöntemiyle çözülmüĢtür. 

 

1.3. Singüler İntegral Denklemler Hakkında Literatür Bilgileri 

Mühendislik uygulamalarına ait özellikle mekanik alanının alt dallarından olan elastik 

cisimler mekaniği ve akıĢkanlar mekaniğine konu olan pek çok problem singüler integral 

denkleme dönüĢtürülebilmektedir. Bu nedenle singüler integral denklemlerin çözümüne dair 

çalıĢmalar matematikte önemli yer tutmaktadır. 

Singüler integral denklemler teorisi baĢlangıçta matematikçiler tarafından gereken ilgiyi 

görmemiĢtir. Hilbert ve Poincare tarafından temelleri atılan teoriye olan ilgi 20. yy’nin ikinci 

yarısından sonra giderek artmıĢtır. Riemann - Hilbert sınır değer problemlerinin incelenmesinde 

bu teorinin göz önüne alınmasıyla teorinin önemi daha da iyi anlaĢılmıĢtır. Bu sebepten dolayı 

Rus matematikçi Muskhelishvili (1958) singüler integral denklemler teorisini bu sınır değer 
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problemi ile iliĢkilendirmiĢtir. Bu çalıĢmasında sadece bir boyutlu integral denklemleri 

inceleyen Muskhelishvili, problemin çözümünde temel çözüm aracı olarak Cauchy esas değer 

anlamında integral kullanılmıĢtır. 

Ġntegral denklemlerin analitik çözümünü elde etmek için pek çok metot geliĢtirilmiĢtir. Bu 

konuda çalıĢma yapan önemli bilim adamları, Tricomi (1985), Popov (1982) ve Green (1969) 

dir. Ġntegral denklemleri analitik olarak çözmenin zor olması nümerik çözüm yöntemlerinin 

geliĢtirilmesine vesile olmuĢtur.  

Miller ve Keer (1985) cauchy çekirdekli singüler integral denklemler için çözümler 

türetmiĢlerdir. Gerasoulis (1982) singüler integral denklemlerin çözümü için parçalı kuadrik 

polinomları kullanmıĢtır. 

Venturino (1992) galerkin metodu yardımıyla ikinci tip cauchy çekirdekli singüler integral 

denklemlerin çözümünü elde etmiĢtir.  

Erdoğan (1969) ortogonal polinomların özelliklerini kullaranak singüler integral denklemler 

sisteminin yaklaĢık çözümünü elde etmiĢtir. Burada bilinmeyen fonksiyonun singüleritesinin 

temel özellikleri korunmuĢtur. Birinci çeĢit integral denklemler sisteminde temel çözüm birinci 

ve ikinci çeĢit Chebyshev polinomlarının ağırlık fonksiyonlarıdır. YaklaĢık çözüm temel 

bilinmeyen fonksiyonun singüler davranıĢlarını ifade eden fonksiyon olarak ifade edilip 

bilinmeyen katsayılı uygun bir ortogonal polinomlar serisi ile çarpılmıĢtır. 

Hsiao ve Wendland (1977) birinci çeĢit singüler integral denklem sınıfı için sonlu elemanlar 

yaklaĢımını incelemiĢlerdir. Bu integral denklemler iki bağımsız değiĢkenli hiper eliptik 

diferansiyel denklemler için Dirichlet problemlerinden çıkarılmaktadır. 

Bukhari (2005) dinamik elastik problemlerde ortaya çıkan logaritmik çekirdekli ikinci çeĢit 

Fredholm tür integral denklemler Chebyshev polinomları yardımıyla nümerik olarak 

çözülmüĢtür.  

Ioakimidis (1982) integral aralığı boyunca singüler logaritmik bir çekirdeğe sahip singüler 

integral denklemin nümerik çözümü ile ilgili bir metot vermiĢtir. Bu yöntem integral 

denklemleri Cauchy çekirdekli singüler integral denklemlere denkleĢtirmeye dayanmaktadır. 

Nümerik çözüm yöntemi ise uygun nümerik integrasyon kuralları kullanarak denklemi lineer 

denklemler sistemine indirgemeye dayanır.  Ġki Ģekilde verilen bu yöntem birbirinden biraz 

farklı nümerik sonuçlar vermektedir. 
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      Aliev ve Mohammad (2000) birinci ve ikinci çeĢit singüler çekirdekli Fredholm tipi integral 

denklemlerin regülerleĢtirme için bir metot vermiĢtir.  Poincaré-Bertrand formülleri 

uygulanarak bu gibi integral denklemler en zayıf singüler çekirdekli ikinci çeĢit Fredholm 

integral denklem haline dönüĢtürülmüĢtür.  Singüler integral denklemin regülerizasyonunun 

denklemin operatörünün sabit çekirdek için sınırsız olduğu durumda mümkün olduğunu 

varsaymıĢlardır. 

       Banerjea ve Sarkar (2006) çekirdeği iki ayrık sonlu aralıkta olan logaritmik çekirdekli bir 

singüler integral denklemin çözümü için teorik bir metot vermiĢtir. Fakat integral denklemi 

sağlayan bilenmeyen fonksiyonlar ile bilinen fonksiyonun sonlu aralığın sıfırdan farklı uç 

noktalarında sınırlılık durumu dikkate alınmamıĢtır. 
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2. DÜZLEM TEMAS PROBLEMİ 

2.1. Düzlem Temas Problemi Hakkında Genel Bilgi 

Elastik cisimler teorisi kuvvete maruz kalan cisimlerin, bu kuvvetle olan münasebetlerini 

inceleyen bir alandır. Bir cisim Ģekil değiĢtirmesine sebep olan etki ortadan kaldırıldığında ilk 

haline dönebilme özelliğine sahipse bu cisim elastik cisim olarak nitelendirilmektedir. Elastiklik 

özelliğine, cismin sahip olduğu bünye karakteristikleriyle belirlenmiĢ bazı sınırları geçmemek 

Ģartıyla tüm cisimler sahiptir. Cisimlerin kendilerine etkiyen kuvvete vermiĢ olduğu tepki 

noktadan noktaya ve yönden yöne değiĢebilmektedir. Eğer cisimlerin mekanik özellikleri 

noktadan ve yönden bağımsız olarak aynı ise bu tür cisimlere izotrop, eksenlerde birbirinden 

bağımsız ve farklı özellikler gösteriyorsa bu tür cisimlere ortotrop özelliğe sahiptir denir. 

Temas problemleri, temas bölgelerinde gerçekleĢen sürtünmenin dikkate alındığı ve ihmal 

edildiği durumlar için farklı Ģekillerde incelenmektedir. Bu çalıĢmada n tane rijit panç ile 

bastırılan, alt yüzeyi sabitlenmiĢ elastik bir katman için sürtünmenin hesaba katıldığı bir temas 

problemi incelenecektir. Problemde h kalınlığındaki homojen ve ortotrop elastik katmana, n 

tane pançtan oluĢan rjit bir panç sistemi etki etmektedir. Ġnceleyeceğimiz cisme z ekseni 

doğrultusuna dik kesitlerin gerilme, Ģekil değiĢtirme durumunun aynı olduğu varsayılmaktadır. 

Bu sebeple bir düzlem elastisite problemi söz konusu olacaktır. Temas esnasında elastik katman 

ile panç sisteminden oluĢan sistemin dengede olduğu ve kuvvetin etkisine maruz kaldığında 

pançların dönmediği varsayılmaktadır. 

Temas probleminin çözümünde elastisite teorisinin temel denklemleri, sınır koĢulları ve 

integral dönüĢüm tekniği kullanılarak, ortotrop elastik katmanın panç sistemi etkisi altındaki 

temas bölgelerinde oluĢan basınç dağılımı fonksiyonlarını belirlemek için bir denklem sistemi 

ve Gauss Jacobi Kuadratür formülü kullanılarak bu denklem sisteminin sayısal çözümü 

sunulmaktadır. 
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2.2. Düzlem Temas Probleminin İfadesi 

Yukarıda da bahsedildiği gibi bu çalıĢmamızda temas bölgelerinde meydana gelen 

sürtünmenin hesaba katıldığı bir temas problemi inceleyeceğiz. 

Kalınlığı h olan sonsuz elastik bir katman  ( , ) ,  0S x y x y h        bölgesini 

iĢgal etmiĢ olsun. Ortotrop katmanın x ve y  yönündeki elastik modülleri sırasıyla 
1E ve 2E  dir. 

Bu modüller Young modülleri olarak bilinmektedir. Poisson oranları ise  , 1,2,3
ij

i j   dür. 

1,2,..,i N  olmak üzere temas bölgelerini göstermiĢ olsun. i. sırada yer alan pançın temas 

bölgesi  ,
i i i

a b  olsun. Burada i j
  

olmak üzere i j     varsayılmaktadır. Bu 

durumda 
1

n

i

i

 


  yüzey bölgesi, rijit panç sistemi ile elastik katman arasındaki temas alanı 

olacaktır. * ise elastik katmanın y h sınır boyu için  ’ya göre tümleyeni olsun. Pançların 

alt tabanlarının geometrileri ise sırasıyla 1( )h x , 2 ( )h x … ( )Nh x ile tanımlanmıĢ olsunlar. 

Pançlara düĢeyde etkiyen kuvvetler ( )ip x 1,2,...,i N ve yatayda etkiyen kuvvetler ise 

( )iq x 1,2,...,i N dir. 

Teorik olarak temas problemleri elastisite teorisinin karıĢık sınır değer problemi olarak 

incelenmektedir.  
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2.3. Problemin Tanımı ve Sınır Şartları 

Ġnceleyeceğimiz problemde kalınlığı h olan S Ģeridi 0y   tabanı boyu zemine 

sabitlenmiĢtir. Pançların her birine 1,2,...,i N  düĢeyde 
i

P , yatayda ise 
iQ  etki etmektedir. 

Problemin Ģematik gösterimi ġekil 1.1 de verilmiĢtir. 

 

Şekil.1.1. Temas Problemin Geometrisi. 

 

 

Ġlgili sınır Ģartları ise aĢağıdaki gibi ifade edilebilir. 

( ,0) 0v x                  ,   x                            (1) 

( ,0) 0xy x            ,   x                                            (2) 

( , ) ( )y x h p x         ,   x                                              (3) 

( , ) ( )xy x h q x         ,   x                               (4) 

( , ) ( )iv x h x         ,   , , ,     1,2,...,i ix a b i N                                                                   (5) 

( ) ( )i i ix h x          ,   , , ,     1,2,...,i ix a b i N                                                 (6) 

Ġlave olarak  x   iken gerilmeler 0 olacaktır. 
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Burada ,v y ekseni boyunca negatif yönde yer değiĢtirmeyi, xy
 ve y

  sırasıyla teğetsel ve 

normal gerilmeleri, i
 , 

i
P kuvvetinin etkisiyle pançın y ekseninin negatif yönü boyunca yer 

değiĢtirmesini ve ( )ih x , pançın alt bölgesinin geometrik Ģeklini tanımlayan bir fonksiyon ifade 

etmektedir. Ġlaveten ( )p x ve ( )q x  aĢağıdaki gibi tanımlanacaktır. 

 

*

1

( ),            , ,   1,2,...,

( )
   0                 /

i i i i

N

i

i

p x x a b i N

p x
x R



 


   
 

 


            (7) 

 

 

*

1

( ),              , ,   1,2,...,

( )
   0                 /

i i i i

N

İ
i

q x x a b i N

q x
x R



 


   
 

 


                         (8) 

2.4. Elastisite Teorisinin Temel Denklemleri 

Bu bölümde sınır Ģartları ile belirlenmiĢ temas probleminin çözümünde kullanacağımız 

elastisite teorisinin temel denklemlerini vereceğiz. 

G teğetsel modülünü göstermek üzere ve   Poisson oranını göstermek üzere, bünye ve 

Ģekil değiĢtirmeler, gerilmeler cinsinden aĢağıdaki Ģekilde yazılabilir. 

31 13 21 31 23

1 2

1
x x y

E E

       
                                     (9) 

12 13 32 32 23

1 2

1
y x y

E E

       
                                                  (10) 

12

xy

xy
G


                                              (11) 

Bilindiği üzere ortotrop cisimler için aĢağıdaki eĢitlikler doğrudur. 

 12 21

1 2E E

 
  ,                                     (12) 

32 13 31 23

1 2E E

   
                                                                                                        (13) 
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Deformasyon bileĢkeleri ile yer değiĢtirme bileĢkeleri arasındaki bağıntılar aĢağıdaki 

verilmiĢtir. 

x

u

x
 




,       
y

v

y
 




  ,   
1

2
xy

u v

y x


  
    

,                                      (14) 

Dengede olan bir cisim için kütle kuvvetlerinin olmadığı durumda x ve y dik koordinat 

sisteminde gerilmelerin herhangi bir nokta civarındaki değiĢimlerine ait denge denklemleri 

aĢağıdaki Ģekilde ifade edilir. 

0
xyx

x y

 
 

 
,                                                 (15) 

0
xy y

x y

  
 

 
                                                                 (16) 

Deformasyon uygunluk denklemleri ise aĢağıdaki eĢitlik ile ifade edilir. 

2 22

2 2
2

y xyx

y x x y

   
 

   
                                (17) 

 

2.5. İntegral Denklemin Elde Edilmesi 

Önceki bölümde vermiĢ olduğumuz denklemler elastisite teorisinin temel denklemleri 

olarak bilinmektedir ve integral denklemin elde edilmesinde kullanılacaktır. Gerilimin normal 

ve kayma bileĢenleri ( , )U x y  Airy gerilme fonksiyonu aracılığıyla aĢağıdaki gibi ifade 

edilmektedir. 

2

2x

U

y
 




,    

2

2y

U

x
 




,     

2

xy

U

x y
 

 
 

                                                                              (18) 

Bu bağıntılar sınır Ģartlarındaki bilinmeyen sayısının azaltılmasında önemli rol oynamaktadır. 

Buradaki U Airy fonksiyonunu Fourier dönüĢümü yardımıyla aĢağıdaki Ģekilde ifade edebiliriz. 

*1
( , ) ( , )

2

i x
U x y U y e d

 







               (19) 
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Bu dönüĢümün Ters Fouier dönüĢümü ise Ģu Ģekilde verilmektedir. 

*( , ) ( , ) i x
U y U x y e dx






                               (20) 

(18) denklemini (9), (10) ve (11) denklemlerinde yerine yazalım. 

2 2

31 13 21 31 23

2 2

1 2

1
x

U U

E y E x

        
 

 
 

2 2

12 13 32 32 23

2 2

1 2

1
y

U U

E y E x

       
  

 
                                                                               (21) 

2

12

1
xy

U

G x y
 

 
 

 

eĢitliklerini elde ederiz. Notasyonu basitleĢtirmek için, 

31 13 32 23
11 22 66

1 2 12

21 31 23 31 23 32 13 12 32 1321 12
21 12

2 2 2 1 1 1

1 1 1
,    ,   .

.

s s s
E E G

s s
E E E E E E

   

          

 
  

 
        

                               (22) 

eĢitliklerini kabul edelim. Bu durumda (17) denklemi aĢağıdaki Ģekle dönüĢecektir. 

2 2 2 2

11 12 21 22 662 2 2 2 2 2
2

U U U U U
s s s s s

y y x x y x x y

           
                    

                                (23) 

(23) eĢitliğinde gerekli düzenlemeleri yaparsak , 

4 4 4

12 66 22

4 2 2 4

11 11

2 2
0

U s s U s U

y s x y s x

   
  

  
                 (24) 

eĢitliğini elde ederiz. Ġfadeyi sadeleĢtirmek için aĢağıdaki eĢitlikleri kabul edelim. 

12 66

11

s s
A

s


                  (25) 

22

11

s
B

s
                   (26) 
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kabulü sonrası (24) denklemini aĢağıdaki Ģekilde yazalım. 

4 4 4

4 2 2 4
2 0

U U U
A B

y x y x

  
  

  
                   (27) 

 (22) denklemindeki eĢitlikleri A ve B  de dikkate alırsak 

 
 

1 2 12 21 31 23

12 2 31 131

E E G
A

G E

  
 

   


                                                                                             (28) 

1 32 23

2 31 13

1

1

E
B

E

 
 





               (29) 

eĢitliklerini elde ederiz. 

(19) denklemi ile verilen Airy gerilme fonksiyonunu (27) denkleminde yerine yazalım. 

4 4 4
*

4 2 2 4

1
2 ( , ) 0

2

i x
A B U y e d

y x y x

 







    
         

                (30) 

veya 

4 4 4
*

4 2 2 4

1
2 ( , ) 0

2

i x
A B U y e d

y x y x

 







             
               (31) 

eĢitliğini elde ederiz. 

2 *
2 *

2

( , )
( , )

U y
D U y

y

 



,  

4 *
4 *

4

( , )
( , )

U y
D U y

y

 



                                                        (32) 

olmak üzere (31) denklemini aĢağıdaki biçimde ifade edebiliriz. 

 4 2 2 4 *1
2 ( ) ( ) ( , ) 0

2

i x
D A i D B i U y e d

   







       (33)                           

4 2 2 4 *1
2 ( , ) 0

2

i x
D A D B U y e d

   







                                                                      (34) 

(34) denkleminden, Ters Fourier dönüĢümü gereği, 
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 4 2 2 4 *2 ( , ) 0D A D B U y                      (35) 

yazabiliriz. (35) denkleminin karakteristik denklemi 

4 2 2 42 0m A m B                     (36) 

Ģeklindedir. Karakteristik denklemin kökleri 

2

1m A A B   ,   2 1m m  ,   
2

3m A A B   ,   4 3m m                            (37) 

olarak yazılabilir. 

(35) denkleminin genel çözümü aĢağıdaki biçimde ifade edilebilir. 

*

1 1 2 1 3 2 4 2( , ) sinh( ) cosh( ) sinh( ) cosh( )U y c m y c m y c m y c m y                           (38) 

(38) denklemini (19) ile verilen eĢitlikte yerine yazarsak, 

1 1 2 1

3 2 4 2

sinh( ) cosh( )1
( , )

sinh( ) cosh( )2

i x
c m y c m y

U x y e d
c m y c m y

 


 






 
    

                                                 (39) 

denklemini elde ederiz.  

(14) ile verilen Ģekil değiĢtirme ve yer değiĢtirme bağıntıları kullanılarak 
y

v dy   

yazılabilmektedir.  (18),(21) ve (22) de verilen eĢitlikleri dikkate alırsak, 

 21 22x y
v s s dy                                                                                                              (40) 

elde ederiz. 

(18) de verilen eĢitlikler yardımıyla, 

   
   

2 2
2

1 1 1 2 1 1

2 2 2

3 2 2 4 2 2

sinh( ) cosh( )1

2 sinh( ) cosh( )

i x

x

c m m y c m m yU
e d

y c m m y c m m y


   

 
    






    
    

                    (41) 

2
1 1 2 12

2

3 2 4 2

sinh( ) cosh( )1

sinh( ) cosh( )2

i x

y

c m y c m yU
e d

c m y c m yx

 
  

 






 
       

                                     (42) 

ifadelerini yazabiliriz. 

 



 

20 

(41) ve (42) eĢitliklerini (40) denkleminde yerine yazalım. 

   
   

2 2

1 1 1 2 1 1212

2 2

3 2 2 4 2 2

1 1 2 1222

3 2 4 2

sinh( ) cosh( )

2 sinh( ) cosh( )

sinh( ) cosh( )
    

sinh( ) cosh( )2

i x

i x

c m m y c m m ys
v dy e d

c m m y c m m y

c m y c m ys
dy e d

c m y c m y





 
 

  

 
 

 











      
     

          

 

 

                    (43) 

(43) denklemi; integrasyon iĢlemi ve gerekli sadeleĢtirmeler sonrası aĢağıdaki biçime 

dönüĢecektir. 

   

   

2 2

1 1 2 1

1 1

1 1212

2 2

3 2 4 2

2 2

2 2

1 2
1 1

1 1222

3 4
2 2

2 2

cosh( ) sinh( )

2
cosh( ) sinh( )

cosh( ) sinh( )

    
2

cosh( ) sinh( )

i x

i x

c m c m
m y m y

m ms
v e d

c m c m
m y m y

m m

c c
m y m y

m ms
e

c c
m y m y

m m





 
 

 


 
 

 
 


  

 








 
 

   
  
  
  
 
   



d







                              (44)  

veya 

1 1 1 2 1 112

3 2 2 4 2 2

1 2
1 1

1 122

3 4
2 2

2 2

cosh( ) sinh( )

cosh( ) sinh( )2

cosh( ) sinh( )

    
2

cosh( ) sinh( )

i x

i x

c m m y c m m ys
v e d

c m m y c m m y

c c
m y m y

m ms
e d

c c
m y m y

m m





 
 

 

 
 

  











 
    

  
 
 
  
 




                                              (45)  

ġimdi de problemin çözümünde dikkate alınacak olan sınır koĢullarını uygulayalım. 

(1) eĢitliği ile verilen sınır Ģartı gereği ( ,0) 0v x  dır. (45) denkleminde 0y  kabul edersek  

  31
21 1 1 3 2 22

1 2

1 1
,0 ( ) ( ) 0

2 2

i x i xcc
v x s c m c m e d s e d

m m

    
 

 
 

 

                         (46) 

elde ederiz ve gerekli düzenlemeler sonrasında (46) eĢitliği aĢağıdaki Ģekilde ifade edilebilir. 
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  31
21 1 1 3 2 22

1 2

1
,0 ( ) ( ) 0

2

i xcc
v x s c m c m s e d

m m

 







 
     

 
                                           (47)  

Ters Fourier dönüĢümü gereği, 

1 3
21 1 1 3 2 22

1 2

( ) ( ) 0
c c

s c m c m s
m m

                         (48) 

yazılabilirdir.  

(48) eĢitliğini bilinmeyen katsayılar parantezinde Ģu Ģekilde ifade edebiliriz: 

22 22
1 21 1 3 21 2

1 2

( ) ( ) 0
s s

c s m c s m
m m

                        (49) 

ġimdi de (2) eĢitliği ile verilen sınır Ģartını irdeleyelim. (18) ve (39) denklemlerini 

kullanarak aĢağıdaki ifadeleri yazmak mümkündür. 

2 2
1 1 2 1

3 2 4 2

sinh( ) cosh( )1

sinh( ) cosh( )2

i x

xy

c m y c m yU
e d

c m y c m yx y x y

 
 

 






   
             

                        (50) 

1 1 1 2 1 1

3 2 2 4 2 2

cosh( ) sinh( )1
( , )

cosh( ) sinh( )2

i x

xy

c m m y c m m y
x y i e d

c m m y c m m y

    
  

   






 
      

                        (51) 

1 1 1 2 1 12

3 2 2 4 2 2

cosh( ) sinh( )1
( , )

cosh( ) sinh( )2

i x

xy

c m m y c m m y
x y i e d

c m m y c m m y

  
  

 






 
    

                                (52) 

Sınır Ģartı gereği ( ,0) 0xy x  dir. 0y   kabul edersek, 

2

1 1 3 2

1
( ,0) ( )

2

i x

xy x i e c m c m d
  








                                                                                (53) 

Ters Fourier dönüĢümü gereği, 

1 1 3 2 0c m c m                      (54) 

bulunur. 
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ġimdi de ( , )
y

x y  yi hesaplayalım. (18) denkleminden, 

2
1 1 2 1

2

3 2 4 2

sinh( ) cosh( )1
( , )

sinh( ) cosh( )2

i x

y

c m y c m y
x y e d

c m y c m yx

 
 

 






  
       

                                    (55) 

1 1 2 12

3 2 4 2

sinh( ) cosh( )1
( , )

sinh( ) cosh( )2

i x

y

c m y c m y
x y e d

c m y c m y

 
  

 






 
     

                                        (56) 

elde ederiz. 

(3) denklemi ile verilen sınır Ģartı gereği, ( , ) ( )y x h p x   idi. Bu eĢitlik neticesinde aĢağıdaki 

ifade yazılabilir. 

1 1 2 12

3 2 4 2

sinh( ) cosh( )1
( ) ( , )

sinh( ) cosh( )2

i x

y

c m y c m y
p x x h e d

c m y c m y

 
  

 






 
      

                            (57) 

Ters Fourier dönüĢümü gereği, 

1 1 2 12

3 2 4 2

sinh( ) cosh( )
( )

sinh( ) cosh( )

i x
c m y c m y

p x e dx
c m y c m y

 


 





 
    

                                                       (58) 

yazılabilir. 

( ) ( )i
p e d Q

  




                           (59) 

kabulü yardımıyla (58) denklemi aĢağıdaki gibi ifade edilebilir. 

1 1 2 1 3 2 4 2 2

1
sinh( ) cosh( ) sinh( ) cosh( ) ( )c m y c m y c m y c m y Q    


                      (60) 

(4) denkleminde belirtilen sınır Ģartı ( , ) ( )xy x h q x   ile ifade edilmiĢti. (52) denklemini 

kullanarak, 

1 1 1 2 1 12

3 2 2 4 2 2

cosh( ) sinh( )1
( )

cosh( ) sinh( )2

i x
c m m h c m m h

i e d q x
c m m h c m m h

 
 

 






 
   

                             (61) 

yazabiliriz. (61) eĢitliğini Ģu Ģekilde ifade edebiliriz: 
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1 1 1 2 1 12

3 2 2 4 2 2

cosh( ) sinh( )
( )

cosh( ) sinh( )

i x
c m m h c m m h

i q x e dx
c m m h c m m h

 


 





 
   
              (62) 

( ) ( )i
q e d T

  




                  (63) 

kabul yardımıyla, (62) denklemi aĢağıdaki gibi ifade edilebilir. 

1 1 1 2 1 1 3 2 2 4 2 2 2
cosh( ) sinh( ) cosh( ) sinh( ) ( )

i
c m m h c m m h c m m h c m m h T    


      (64) 

Böylece (39) daki bilinmeyen 1c 2c 3c ve 4c katsayılarını bulmak için (1), (2), (3) ve (4) 

ile ifade edilen sınır koĢulları kullanılarak, sırasıyla (49), (54), (60) ve (64) denklemleri elde 

edildi. Görüldüğü üzere bu denklemler 1c 2c 3c ve 4c katsayıları cinsinden bir lineer denklem 

sistemi oluĢturmaktadır. Ayrıca (49) ve (54) denklemleri yalnızca 1c ve 3c e bağlı olup homojen 

sistem oluĢturmaktadır. Denklem sisteminin çözümünden 1 3 0c c  elde edilebilmektedir. Bu 

durumu (60) ve (64) denklemlerinde dikkate alırsak 2c ve 4c  cinsinden aĢağıdaki denklem 

sistemi elde edilecektir. 

2

1 2 2

1 1 2 2 4

2

1
( )

cosh cosh

sinh sinh
( )

Q
m h m h c

m m h m m h c i
T


  
  



                  

                                                             (65) 

(65) ile verilen denklem sistemini çözelim. Burada, 

1 2

2 2 1 1 1 2

1 1 2 2

cosh cosh
sinh cosh sinh cosh

sinh sinh

m h m h
m m h m h m m h m h

m m h m m h

 
   

 
     (66) 

 
22

2 2 2 22

2 22

1
( ) cosh

1
( ) sinh ( )cosh

( ) sinh

Q m h

Q m m h iT m h
i

T m m h

 


   
 




    


              (67) 
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 
1 2

4 1 1 12

1 1 2

1
cosh ( )

1
( ) sinh ( )cosh

sinh ( )

m h Q

Q m m h iT m h
i

m m h T

 


   
 






    


                (68) 

olmak üzere, 
2c ve 

4c katsayılarını hesaplarsak, 

2 2 2 2
2 2

2 2 1 1 1 2

( ) sinh ( )cosh1

sinh cosh sinh cosh

Q m m h iT m h
c

m m h m h m m h m h

   
    

  
 
 

                                      (69) 

4 1 1 1
4 2

2 2 1 1 1 2

( ) sinh ( )cosh1

sinh cosh sinh cosh

Q m m h iT m h
c

m m h m h m m h m h

   
    

  
 
 

                                      (70) 

elde ederiz. 1 3 0c c   değerlerini (39) denkleminde dikkate alırsak aĢağıdaki ifade elde edilir. 

 2 1 4 2

1
( , ) cosh( ) cosh( )

2

i x
U x y c m y c m y e d

  







                                                      (71) 

(71) denkleminde 2c ve 4c katsayılarını yerlerine yazarsak, 

 

 

2 2 2 12

1 1 1 22

1
( ) sinh ( )cosh cosh

1
( , )

12
( ) sinh ( )cosh cosh

i x

Q m m h iT m h m y

U x y e d

Q m m h iT m h m y



    



     








    
     

       (72) 

elde ederiz. (72) denklemini gerekli düzenlemeler sonrası aĢağıdaki gibi ifade etmek 

mümkündür. 

 

 

2 2 1 1 1 22

2 1 1 22

( )
sinh cosh sinh cosh

1
( , )

( )2
cosh cosh cosh cosh

i x

Q
m m h m y m m h m y

U x y e d
iT

m h m y m h m y



    



    







   
    

    (73) 

Yine 1c 2c 3c ve 4c katsayılarını (45) de verilen eĢitlikte yerine yazarsak, 
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2 2 2
1 12

12

1 1 1
2 22

2 2 2
12

122

2

( ) sinh ( )cosh1
sinh

2 ( ) sinh ( )cosh1
sinh

( ) sinh ( )cosh1 1
sinh

    
2 1

i x

i x

Q m m h iT m h
m m y

s
v e d

Q m m h iT m h
m m y

Q m m h iT m h
m y

ms
e

m





    


 
     



    












    
    

       

  
  






1 1 1
22

( ) sinh ( )cosh1
sinh

d
Q m m h iT m h

m y


    







  
  
  
     
       



  (74) 

elde ederiz. (74) eĢitliğini düzenlersek, 

 

 

21 1 2 1 2 2 1

1 2
22 1 2 2 1

2 1

21 1 2 1 2 1 2

22 2

1

sinh sinh sinh sinh
1 ( )

2 sinh sinh sinh sinh

cosh sinh cosh sinh
1 ( )

    + 1
2 cosh sinh

i x

s m m m h m y m h m y
Q

v e dm m
s m h m y m h m y

m m

s m m h m y m m h m y
iT

s m h
m



   
 

     

   


  






 
 

       
  
 

  



1 1 2

2

1
cosh sinh

i x
e d

m y m h m y
m

 
  






 
 

    
  



(75) 

elde ederiz. ġimdi de y h  sınır boyu ( , )v x y yi hesaplayalım.  

 

 

21 1 2 1 2 2 1

1 2
22 1 2 2 1

2 1

21 1 2 1 2 1 2

22 2

1

sinh sinh sinh sinh
1 ( )

( , )
2 sinh sinh sinh sinh

cosh sinh cosh sinh
1 ( )

    + 1
2 cosh

i x

s m m m h m h m h m h
Q

v x h e dm m
s m h m h m h m h

m m

s m m h m h m m h m h
iT

s m
m



   
 

     

   


  






 
 

       
  

 

  



1 1 2

2

1
sinh cosh sinh

i x
e d

h m h m h m h
m

 
  






 
 

    
  



  (76) 

(76) eĢitliğini düzenlersek , 

 

2 1

2 1 1 2

1 222 2 1

22 1 21 2

22 2 2 1 1
21

1 2 2 1 1 2

( )

coth coth

( , )  (77)
2 ( )

coth coth

coth coth

   

i x

m mQ

m m h m m h

m ms m m
v x h e d

s m mm m T
i

s m m h m m h
s

m m m m h m m h




  


 

  
 






  
    

                         



elde ederiz. 
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(77) denklemini daha kompakt yazabilmek adına, 

   
2 1

1

2 1 1 2coth coth

m m
L h

m m h m m h


 





                                                                             (78) 

   
1 2 22 2 2 1 1

2 21

22 1 2 1 2 2 1 1 2

coth coth

coth coth

m m s m m h m m h
L h s

s m m m m m m h m m h

 
 

 
    

                                  (79) 

kabul edersek bu durumda (77) denklemi 

   1 222 2 1

1 2

( , ) ( ) ( )
2

i x
L h L hs m m

v x h Q i T e d
m m

 
  

  






 
  

 
                                            (80) 

biçiminde ifade edilebilecektir. (78) ve (79) eĢitliklerinden görüldüğü üzere  1L h tek, 

 2L h ise çift bir fonksiyondur. (59) ve (63) ifadelerini (80) eĢitliğinde yerine yazarsak, 

   1 222 2 1

1 2

( , ) ( ) ( )
2

i i i x
L h L hs m m

v x h p e d i q e d e d
m m

   
    

  

  


  

    
     

     
           (81) 

elde ederiz. (81) eĢitliğini düzenlersek, 

   1 2 ( )22 2 1

1 2

( , ) ( ) ( )
2

i i x
L h iL hs m m

v x h p e d d q e d d
m m

   
     

  

 
 

 

           
     
           (82) 

bulunacaktır. 

1u
h u d du

h h
                                                                                                      (83) 

olsun. Bu durumda (82) eĢitliği 

 

 

1

22 2 1

1 2
2

( )

( , )
2

( )

x
iu

h

x
iu

h

L u
p e du d

us m m
v x h

m m L u
q ie du d

u





 


 

     
 

 

     
 

 

  
  
        

  
   

    

 

 
                                                   (84) 

Ģekline dönüĢür. 
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AĢağıdaki bilinen eĢitlikler yardımıyla, 

cos sin

x
iu

h x x
e u i u u

h h

     
          

   
                                                                           (85) 

cos sin

x
iu

h x x
ie i u u u

h h

     
          

   
                        (86) 

(84) eĢitliği aĢağıdaki biçimde ifade edilecektir. 

 

 

1

22 2 1

1 2 2

( ) cos sin

( , )
2

( ) cos sin

L u x x
p u i u u du d

u h hs m m
v x h

m m L u x x
q i u u u du d

u h h

  

   

 

 

 

 

                        
                     

 

 
          (87) 

 1L u in tek,  2L u nin ise çift bir fonksiyon olduğunu hatırlarsak, 

 1 sin 0
L u x

u du
u h





   
                                                                                                    (88) 

 2 cos 0
L u x

u du
u h





   
                                                                                                   (89) 

olacağı açıktır. O halde aĢağıdaki eĢitlikler doğrudur. 

   1 1

0

cos 2 cos
L u L ux x

u du u du
u h u h

  



       
                                                             (90) 

   2 2

0

sin 2 sin
L u L ux x

u du u du
u h u h

  



       
                                                              (91) 

Bu durumda ( , )v x h  aĢağıdaki Ģekilde yazılabilir. 

 

 

1

022 2 1

1 2 2

0

( ) cos

( , )

( ) sin

L u x
p u du d

u hs m m
v x h

m m L u x
q u du d

u h

 

  

 



 



   
   

       
          

 

 
                                             (92) 
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 1

1

0

cos
L ux x

K u du
h u h

        
                                                                                      (93) 

 2

2

0

sin
L ux x

K u du
h u h

        
                                                                                      (94) 

(93) ve (92) notasyonlarını kabul edersek (92) eĢitliği, 

22 2 1
1 2

1 2

( , ) ( ) ( )
s m m x x

v x h K p d K q d
m m h h

    


 

 

           
    

                                      (95) 

Ģeklinde yazılabilir. 

1 2

1 2 22

1m m

m m s
 


                (96) 

olmak üzere; (95) eĢitliğini      

1 2

1 1
( , ) ( ) ( )

x x
v x h K p d K q d

h h

    
 

 

 

        
                                                     (97) 

biçiminde gösterebiliriz. 

( )x  pançların temas bölgelerindeki levhaya giriĢlerinin geometrisini ifade eder. 

 

1

,     [ , ]

( )
0,      / [ , ]

i i i

N

i i

i

x x a b

x
x R a b







 




           1,2,..,i n                                                                  (98) 

Ģeklinde tanımlanmaktadır. 

(5) denkleminden verilen sınır Ģart gereği ( , ) ( )v x h x  dir. 

(7) ve (8) ifadeleri ile verilen sınır Ģartlarını (98) denkleminde kullanırsak, Bu durumda 

 , ,    1,2,..,
i i

x a b i N   için, 

1 2

1 1

( ) ( ) ( )
N N

j j i

j j

x x
K p d K q d x

h h

     
 

  

        
   

                                                (99) 
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elde ederiz. 

1( )K t nin çift, 2 ( )K t nin tek bir fonksiyon olduğunu gözönüne alırsak (99) eĢitliğinden 

aĢağıdaki ifade elde edilir.  

1 2

1 1

( ) ( ) ( )
N N

j j i

j j

x x
K p d K q d x

h h

     
 

  

        
   

                                              (100) 

  sürtünme katsayısını göstermek üzere; 

( ) ( )j jq p                                                                                                                          (101) 

yazmak mümkündür. (101) bağıntısını,  (100) eĢitliğinde yerine yazarsak, 

1 2

1 1

( ) ( ) ( )

j j

j j

b b
N N

j j i

j ja a

x x
K p d K p d x

h h

      
 

        
   

                                            (102) 

1 2

1

( ) ( )

j

j

b
N

j i

j a

x x
p K K d x

h h

    


               
                                                           (103) 

elde ederiz. 

   1 2( )K t K t K t                                                                                                           (104) 

kabulü sonrası (104) denklemi aĢağıdaki Ģekle dönüĢecektir. 

1

( ) ( )          1,2,..,

j

j

b
N

j i

j a

x
K p d x i N

h

   


    
 

                                                           (105)  
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2.6. İntegral Denklemin Çekirdeğinin Özellikleri 

(105) integral denkleminin çekirdeği (93), (94) ve (104) ile tanımlanmaktadır.  1K t  

çekirdeği t ’nin bir çift fonksiyonudur ve aĢağıdaki teorem geçerlidir. 

Teorem 2.1 :  

   
1

0

cos
L u

K t utdu
u



   Ģeklinde tanımlı  1K t  fonksiyonu   ,t     için             

   
1

0

1 cos
,

u
L u ut e

F t du
u

                                                                                         (106) 

olmak üzere   

   1 1ln ,K t t F t                                                                                          (107)

 Ģeklinde yazılabilir.  

İspat:      Ġspatı mevcuttur (Vorovich,1974). 

Teorem 2.2 :  

   
2

0

sin
L u

K t utdu
u



   Ģeklinde tanımlı  2K t  fonksiyonu   ,t     için             

   2

2

0

1 sin
,

L u ut
F t du

u

                                                                                                     (108) 

olmak üzere   

     2 2 ,
2

K t sign t F t


                                                               (109) 

Ģeklinde yazılabilir.  

İspat:      Ġspatı mevcuttur (Vorovich,1974). 

(107) ve (109) eĢitliklerini (104) de belirtilen çekirdeğin ifadesinde yerine yazar ve 

1 2( ) ( ) ( )F t F t F t                                                                                                               (110) 

olduğunu kabul edersek aĢağıdaki eĢitlik elde edilir. 

   ( ) ln sgn ( )
2

K t t t F t
                                                                                            (111)                               
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2.7. Cauchy Tip Singular İntegral Denkleme İndirgeme 

Bu bölümde, çekirdek için bir önceki kısımda verilen özellikler kullanılarak bir Cauchy tip 

singular integral denklemler türetilecektir 

(105) elde edilen integral denklemde (111) eĢitliğini kullanırsak,  

 , ,      1,2,..,
i i

x a b i N   için 

1 1

( ) ln sgn ( ) ( )
2

j j

j j

b b
N N

j j i

j ja a

x x x
p d F p d x

h h h

        
 

                        
            (112) 

eĢitliği elde edilecektir. Her iki tarafın türevini alalım.  , ,      1,2,..,
i i

x a b i N   olduğu için 

1

1

( )
( ) sgn

2

( ) ( )

j i

j i

j

j

b bN
j

i

j a a

b
N

j i

j a

p d x
d p d

x dx h

d x
p F d x

dx h

     


  





         

         

 

 
                                                                   (113) 

eĢitliğini elde ederiz. 

( )D x , Dirac fonksiyonu ve ( )H x  Heaviside olmak üzere aĢağıdaki bağıntılar 

bilinmektedir. 

 sgn 2 ( ) 1x H x                  (114) 

 ( ) ( ) sgn 2 ( )
d d

H x D x x D x
dx dx

                                                                               (115) 

(113) eĢitliğinde (114) ve (115) denklemleri ile verilen bağıntılar kullanıldığında, 

 

 

1

1

1 0

2

0

( )
( ) ( )

1 ( ) sin
1

( ) ( )

1 ( ) cos

j i

j i

j

j

b bN
j

i

j a a

b
N

j i

j a

p
d p D x d

x

x
L u u du

h
p d x

h x
L u u du

h


    





  









 


         
     

  

 

  


                                         (116)  

olacaktır.  
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Dirac fonksiyonunun özelliği ve  ,i ix a b  olduğundan dolayı 

 ( ) ( )
i

i

b

i i

a

p D x p x                                                                                                             (117) 

eĢitliği yazılabilir. 

(117) ifadesi ile verilen bağıntıyı (116) eĢitliğinde kullanırsak, 

 

 

1

0

1 1

2

0

1 ( ) sin
( ) 1

( ) ( ) ( )

1 ( ) cos

j j

j j

b b
N N

j

i j i

j ja a

x
L u u du

hp
p x d p d x

x h x
L u u du

h




    
 




 

    
            

   


  


   (118) 

eĢitliğini elde ederiz. Burada  ,
i i

x a b  ve ,j ja b     dir. 
x

t
h

 
 olmak üzere aĢağıdaki 

ötelemeyi kabul edelim. 

         1 2

0 0

1
1 ( ) sin 1 ( ) cosijM t L u ut du L u ut du



  
     

 
                                     (119) 

(118) eĢitliği (119) yardımıyla, 

1 1

( )1 1
( ) ( ) ( )

j j

j j

b b
N N

j

i j ij i

j ja a

p x
p x d p M d x

x h h

     
  

       
                                           (120) 

biçiminde yazılabilir. 

Ġntegral denklemin Ģeklini aĢağıdaki Ģekilde değiĢtirelim. 

1 1

( )( )1 1 1
( ) ( ) ( )

j ji

i j j

b bb N N
ji

i ij j i

j ja a a
j i

pp x
p x d d M p d x

x x h h

      
    



         
                   (121) 

 Burada  , ,   1,2,...,
i i

x a b i N  dir. Ek koĢul olarak, 

( )
i

i

b

i i

a

p d P        1,2,...,i N                                                                                               (122) 

denklemleri kullanılacaktır. 
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2.8. İntegral Denklemin Boyutsuzlaştırılması 

Bu kısımda (121) denklemi boyutsuzlaĢtırılacaktır. 

 ,i ix a b    için  ( )
2 2

i i i i
i i

b a b a
x t t rt s  
                                                           (123) 

,j ja b     için   ( )
2 2

j j j j

i j

b a b a
z z rz s 

 
                                                     (124) 

kabul edelim. Burada 

 
2

i i
i

b a
r


 , 

2

i i
i

b a
s


                                                                                                        (125) 

kabul edildi. Bu durumda  , ,    ,i i i j jx a b a b      olmak üzere 

 
      

   
                 

j i j i

i

r z rt s s i j
x

r z t i j


     
 

                                                                                   (126) 

yazılabilirdir. 

(123) ve (124) denklemlerini (121) ve (122) denklemlerinde yerine yazarsak, 

j

j

h

r
  olmak üzere                                                                                                                (127) 

  

11

11 1

1

1 1

( ( ))( ( ))1 1
( ( ))

1
( ( ))

jN
ji

i
j ij i

j i

j j

j ii

N
j j

ij j i

jj j

p zp z
p t dz dz

s srz t
z t

r r

s sr
z t

r r
M p z dz t

 
 

  
 

 


 

 
  

 
  

   
 
 
 

 

 

                                                   (128) 

yazılabilirdir.  

ġimdi de 

    i i
p t t                    (129) 

         1,2,...,
i i

t f t i N                    (130) 

kabul edelim. O halde (127) denklemi, 



 

34 

 

11

11 1

1

1 1

( )( )1 1
( )

1
( )

jN
ji

i
j ij i

j i

j j

j ii

N
j j

ij j i

jj j

zz
t dz dz

s srz t
z t

r r

s sr
z t

r r
M z dz f t


 


 

 


 

 
  

 
  

  
 
 
 

 

 

                            (131) 

Ģeklini alacaktır. (122) ek koĢulları ise 

1

1

( )
j

j

j

P
z

r




                       1,2,..,j n           (132) 

Ģeklini alacaktır.  
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3. İNTEGRAL DENKLEMİN ÇÖZÜMÜNDE KULLANILACAK YÖNTEMLER 

3.1. Seri Yöntemi 

Büyük    lar için geçerli olan seri yöntemini 1N   ve 2N   durumlarına uygulayalım. 

3.1.1. N=1 durumu 

h

r
   olsun. (131) denklemi bu durumda aĢağıdaki Ģekilde olacaktır. 

       
1 1

1 1

1 1z z t
t dz M z dz f t

z t


 

   

                                                                (133) 

Burada (119) da ifade edilen kabul sonrası 

     1 2

0 0

1
1 sin 1 cosM t L u utdu L u utdu



  
           

 
                     (134) 

olmaktadır. sinut  ve cosut fonksiyonları için Taylor formülü kullanılacak olursa,  M t  

fonksiyonu 

 
0

1 i

i

i

M t t






                    (135)  

Ģeklinde kuvvet serisi biçiminde gösterilebilirdir. 

Burada     2 2 1,      i i i i      dir.       

 
   

 
   

2 1

1

0

1

2

2

0

1
1

2 1 !

1
1

2 !

i

i

i

i

i

i

L u u du
i

L u u du
i








 


   


   




                       (136) 

(133) nin her iki tarafını 1
2

1

1






 ile çarpalım. 

       
1 1

1 1
1 1

1 1

z z t
t dz M z dz f t

z t

    
   

                     (137) 
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1   indisine karĢılık gelen Cauchy tip karakteristik denklemin çözüm formülünü [67] bak. 

kullanırsak 

     

 
     

1

1
1 1

1

1 1

*1 1
1

1 1

z t
t f t M z dz

X z
d P f M z dz

X t t

   
 

     
   



 

     
  

         



 
                                          (138) 

elde ederiz.  

2

1 021

 


 


                (139)  

kabul edelim. Bu durumda  t nin ifadesi 

   

 
     

1

0
0

1

1 1

*1 1
1

1 1

( )
z t

t f t M z dz

X z
d P f M z dz

X t t

  
 

     
   



 

    
 

         



 
                                          (140) 

Ģeklinde yazılabilecektir. Burada 

   
 

1 1

* 0

1 1
ln

f t
P t dt dt

D X t


 

        
               (141) 

   
1 1

1 1

1 dt t
Q M d

X t

 
  

                      (142) 

     
1 1

2 21 1X t t t
                        (143) 

1 1
ln 2 / 2 / 2

2 2
D C                      

            (144) 

1
arctan , 


  C - Euler sabiti ve  t de Eulerin   fonksiyonudur. (140) denkleminin 

çözümü, 

   
0

n

n
n

t
t










                                                                                                                      (145) 

Ģeklinde bulunacaktır.  
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(145) denklemini (140) denkleminde yerine yazalım. 

     

     

 
   

   

1

0 0

0 11

0

1 1

0

0 1

*1 1
1

1

0

... ... ( )

... ... .

... ...

... ... .

...

n

n

n

n

n

n

n

n

t t
t f t

z t z t

dz
z z

z

z z

X
d P f

X t t z
z

 
 

 

  
 

  


 

   
    

   






     

          
      

         

        
     


 



 

1 1

1 1

...
n

n

dz
z


 

  
  
  
  

          

 

 (146) 

  nın aynı dereceden kuvvetlerine ait katsayıları eĢitlersek aĢağıdaki bağıntılar elde edilecektir. 

        1

*1
0 0 1

1

( )
X

t f t P f d
X t t

    
 

  
                                       (147) 

     
   

1 1 12

0 1 0
1 0 0 02

1 1 1

X
t z dz d z dz

X t t

      
    

  
                                                  (148) 

 
1

0 0

1

N z dz


               (149) 

olmak üzere aĢağıdaki eĢitlikler elde edilecektir. 

   
 12

0 1 0 0
1 0 0 2

1

XN
t N d

X t t

    
  

  
                     (150) 

           

 
           

  

 
   

1
1 20

1 0 2 1 0 1

1

1 12
1 21

1 0 2 1 0 12

1 1

11
10

1

0 1

12 1
1

12
0 1

...

...

      

 

n n

n n n n

n n

n n n

n
n m

n m m

m

n

n m m

m

t z t z z t z z dz

X
z z z z z dz

X t t

z z t dz

X
d z

X t t

      


        
 

  


   
 

 
  



 
  

 


 

 
 



 
 

        

       

  






 

 

    1n m
z dz  

     (151)        
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Böylece 1N    durumuna karĢılık gelen  (133) integral denkleminin çözümü (140) integral 

denklemine indirgenerek, bu çözüm büyük   lar durumunda (145) serisi Ģeklinde bulundu.  

 Bu seride      0 1, ,.., ,...
n

t t t    terimleri sırasıyla (147),(148) ve (151) yardımıyla 

belirlenebilirdir. 

3.1.2. N=2 durumu 

Temas bölgesi    , ,b a a b      olsun. 
2h

b a
 


 kabul edelim. Bu durumda (131) 

integral denklem sistemi, 

1 1 1

1 2
1 11 1

2 11 1 1

1

2 1
12 2 1

1

( ) ( )1 1 1
( ) ( )

1
( ) ( ),    

z z z t
t dz dz M z dz

s sz tz t

h

s sz t
M z dz f t

h

  
   




 

  



       

    
 

  



                    (152)

 
1 1 1

2 2 1 2
2 21 1

1 21 1 1

1

22 2 2

1

( ) ( )1 1 1
( ) ( )

1
( ) ( ),    

z z s sz t
t dz dz M z dz

s sz tz t h

h

z t
M z dz f t

  
   




 

  



       

   
 

  


                  

(153) 

Ģeklinde yazılabilecektir. 

Ek KoĢullar ise 

1

1

1

1

2

1

( )           

( )    

P
z dz

r

P
z dz

r
















               (154) 

Ģekline dönüĢecektir. AĢağıdaki ötelemeleri kabul edelim. 

2 1s s

h


   

10
2 1

1 z t
M

s sz t

h






     
,            (155)

 

20
1 2

1 z t
M

s sz t

h






     
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(152) deki denklemlerin her iki tarafını 1
2

1

1






 ile çarpalım. Bu durumda aĢağıdaki eĢitlik 

elde edilecektir. 
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2.çeĢit Cauchy tip singular integral denklemin 1    indisine karĢılık gelen çözümü 
için bilinen formülü [65] uygularsak,
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Ģekline dönüĢecektir. (161) sistemini çözmek için [81] kaynağında tarif edilen ve büyük   ler 

için geçerli olan seri Ģeklinde çözüm yöntemi uygulanacaktır.  

Buradan hareketle, 
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elde edilecektir. 

3.2. Gauss Quadrature Yöntemi 

Bu kısımda (131) denklem sisteminin bir nümerik çözüm yöntemi geliĢtirilecektir. Bu 
nedenle düĢey ve yatay kuvvetler etkisi altında N  tane pançın elastik katmana basıncından 
ortaya çıkan düzlemsel temas problemi konu edilecektir. 

Pançların her iki ucu da elastik Ģeride girdiği için, bu pançların oluĢturdukları basınçlar uç 
kısımlarda sonsuz olmalıdır. Bu durumda çözümü 

1,2,..,j N olmak üzere 

     .
j j

t t g t 
, 

     1 1t t t
    

                                            (191)
 

Ģeklinde bulacağız.  Ġndis teorisinden bilindiği üzere  

       indis değeri incelenen durum için 1 eĢit olmalıdır. 

  1                       (192) 

Ayrıca basıncın uçlarda sonsuz olabilmesi için 1 , 0    olmalıdır. 

Yine indis teorisi gereği  sayısı  

cot 0                       (193)  

denkleminden,  
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Ģeklinde bulunacaktır. 

(191) denklemini (131) denkleminde yerine yazalım. AĢağıdaki eĢitlik elde edilecektir. 
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Bilinmeyen  i
g t , 1,2,..,i N fonksiyonları yerine onların Lagrange interpolasyon 

polinomlarını bulmaya çalıĢacağız. ,   1,2,..,mz m n interpolasyon düğüm noktalarını n. 

dereceden Jacobi polinomlarının  ( , )

n
P t

  sıfırları Ģeklinde seçelim. Uygun Lagrange 

interpolasyon polinomları 

   
   

     

,

,
1

      1,2,..,
n

inm n

i in

m m n m

g P t
g t g t i N

t z P z

 

 


 


                    (197) 

Ģeklinde ele alınacaktır. 

Burada   ,     1,2,...,
inm in m

g g z m n   kabul edildi.  

     

   
   

     

   
     

   
 

   

, ,1

, ,
1 1 1

,1

,
1 1

,1

,
1 1 1

1

1

n n
n ninm inm

m mm mn m n m

N n
jnm n

i jj m i mn m
j i

j j

i ji

N n
jnm j j n

ij

j mj jn m

P t z P zg g
t dz

t z z t z zP z P z

g z P z
dz

s sr z zP z
z t

r r

s sr
z t

g r r P z
M z

zP z

   

   

 

 

 

 









 

  

  


  


   


   

 
  

 
 
 
 

  

 

    i

m

dz f t
z




                             (198)
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(198) denkleminde 

  
1 1 1 1

m m mz t z z t z z t z z

 
       

                                     (199) 

 özdeĢliğini kullanalım.

 

   
 

               

   
     

   

, , ,1 1

,
1 1 1

,1

,
1 1 1

,
1

1 1 1

1

1

n
n n ninm

m m m mn m

N n
jnm n

i jj m i mn m
j i

j j

i ji

n
jnm j j

ij

mj jn m

P t z P z z P zg
t dz dz

t z t z z t z zP z

g z P z
dz

s sr z zP z
z t

r r

s sr
z t

g r r
M

P z

     

 

 

 

 

 


 




 

  

  




  
           


   


 






  

 

  
     

,1

1 1

N
n

i

j m

P z
z dz f t

z z

 


 



 
 



 

          (200)

 

Bilindiği üzere  

             
   

,1
, ,

1

1

1 1

2sin

n

n n

z P z
dz t P t P t

z t

 
   


 

 




  
           (201)

 

doğrudur. [21]

 

Bu ifadeyi (200) denkleminde yerine yazarsak 

   

             
   

       
   

   
     

   

, , ,

1

,
, ,1

1

,1

,
1 1 1

,
1

1

2sin1

1

2sin

1

1

n n n
n

inm

m mn m
m n m n m

N n
jnm n

i jj m i mn m
j i

j j

i ji

n
jnm j

ij

mj n m

t P t t P t P t
g

t zP z
z P z P z

g z P z
dz

s sr z zP z
z t

r r

s sr
z t

g r
M

P z

     

 
   

 

 

 

 










 


 


  




   
 
    
 


   


 






 

  
     

,1

1 1

N
j n

i

j j m

r P z
z dz f t

z z

 


 

 
 
  
  
 
 

 

        (202)
 

elde ederiz.  
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Diğer taraftan 

   ,
0    1,2,..,

n m
P z m n

     olduğu için (202) denklemi aĢağıdaki hale dönüĢecektir. 

     
       

   
     

   
 

     

, ,

1 1,
1

,1

,
1 1 1

,1

,
1 1 1

1 1

2sin

1

1

n
inm

n n m

m mn m

N n
jnm n

i jj m i mn m
j i

j j

i ji

N n
jnm j j n

ij i

j m j j mn m

g
P t P z

t zP z

g z P z
dz

s sr z zP z
z t

r r

s sr
z t

g r r P z
M z dz f t

z zP z

   
 

 

 

 

 







 

   
 



  


  

    


   

 
  

  
  
 
 



 

 

       (203) 

Yukarıdaki denklemleri her 1 2 11,2,..,   için  , ,.., ni N t t t t    noktalarında sağlatalım. Ayrıca 

1 2 1, ,.., nt t t  noktalarını     ,

1 0 
n k

P t
  

  Ģeklinde seçelim. O halde sonuncu denklem, 

     
   

   
     

   
 

     

,

1,
1

,1

,
1 1 1

1

,1

,
1 1 1

1 1

2sin

1

1

n
inm

n m

m k mn m

n N
jnm n

i jm j i mn m
j k

j j

i ji
kN n

jnm j j n

ij i k

j m j j mn m

g
P z

t zP z

g z P z
dz

s sr z zP z
z t

r r

s sr
z t

g r r P z
M z dz f t

z zP z

 
 

 

 

 

 







 

 




  


  

   


   

 
  

  
  
 
 



 

 

      (204) 

haline dönüĢecektir. 

   
     ,1

,

1

1 n

nm

mn m

z P z
a dz

z zP z

 

 






                        (205)  

kabul edelim. AĢikardır ki 

   
   

,

1

,2sin

n m

nm

n m

P z
a

P z

 

 




 
 


               (206) 

 eĢitliğinde sağlanmaktadır. 
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(205) veya (206) ötelemelerini (204) de yerine yazarsak, 

   
1 1 1 1 1

1

1 1
,

n n N n N
jnm nminm nm

jnm nm ij m k i k
j im m j m jik m

j m k

j j

g ag a
g a M z t f t

s srt z
z t

r r

     


   
  

             (207) 

elde edilecektir. 

 

  1
,

j ii
m k

j j

ij m k ij

j j

s sr
z t

r r
M z t M

 

 
  

 
 
 
 

               (208) 

notasyonu kullanıldı. Böylece 

   
1 1 1 1

1

1
,

n N n N
jnminm

nm jnm nm ij m k i k
j im j m jik m

j m k

j j

gg
a g a M z t f t

s srt z
z t

r r

    


 
 
   

    
 

                (209) 

veya 

   
1 1 1 1

,
n N n N

jnm

nm ij m k jnm nm i k
j im j m ji

m k

j j

g
a M z t g a f t

s sr
z t

r r

 
   

 
 
   

 
  

 

                                 (210) 

elde edilecektir. Toplam sırasını değiĢtirirsek 

   
1 1

1
,        

1, 2,..,      1, 2,..., 1

N n

ij m k nm jnm i k
j ij m i

m k

j j

M z t a g f t
s sr

z t
r r

i N k n

 
 

 
 
  

 
  

 
  


               (211) 

bulunacaktır. (211) den görüldüğü gibi denklem sayısı  . 1N n , bilinmeyen sayısı .N n  ve 

eksik kalan denklem sayısı ise N dir. 

1,2,..,j N olmak üzere .j panç için statik koĢul 

*

1

 
n

nm jnm j

m

a g P


                                 (212) 
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Ģeklinde olup toplamda N tane ek koĢul vardır. Dolayısıyla bilinmeyen sayısı ile denklem sayısı 

aynı olup .N n ’e eĢittir. 

Seçilen n sayısına göre bu lineer denklem sisteminden bilinmeyen 
jnm

g ler 

 1,2,..,    ,  1,2,..,j N m n  bulunup (197) denkleminde yerine yazılacak olursa 

 1g t ,  2g t ,…,  Ng t  fonksiyonları, daha sonra da (191) denklemi yardımıyla 

 1 t ,  2 t ,…,  N t fonksiyonları belirlenebilirdir. Bir baĢka deyiĢle, (131) integral 

denklem sisteminin çözümü bulunabilirdir. 
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4. NÜMERİK HESAPLAMALAR VE SONUÇLAR 

 Bu kısımda, Gauss-Jacobi kuadratür yönteminin uygulanmasıyla ortaya çıkan (211) ve 

(212) denklemler sistemi, N=1 ve N=2 durumlarına karĢılık gelen panç sistemi, katman temas 

problemleri için ele alınacaktır. 

 Düz tabanlı panç sistemini inceleyelim. Bu durumda (130) gereği (211) denkleminin 

sağ tarafı sıfır olacaktır. Ayrıca pançların geniĢlikleri ve pançlara etki eden düĢey kuvvetlerin 

aynı olduğu varsayılacaktır. Bu durumda 
1 2 ... Nr r r r    ve 

1 2 ... NP P P P     kabul 

edilecektir Böylece (211) ve (212) sistemi aĢağıdaki Ģekle dönüĢmüĢ olacaktır. 

 
1 1

1
, 0

N n

ij m k nm jnm
j ij m

m k

M z t a g
s s

z t
r


 

 
 

      

            (213) 

1

1
n

nm jnm

m

a g


               (214)  

(129) yerine 

     i i

r
t P t

P
                 (215) 

kabul edip (191) ve (197) denklemlerini de dikkate alalım. 

 

4.1. N=1 Durumu 

N=1 durumu incelendiğinde (213) ve (214) denklemleri 

 
1

1
, 0      1,2,.., 1

n

m k nm jnm

m m k

M z t a g k n
z t




 
     

               (216)  

1

1
n

nm nm

m

a g


                  (217) 

Ģekline dönüĢecektir. Hesaplamalarda pançın, ileri derecede ortotrop bir materyal olan Bor-

Epoksi malzemesinden yapılmıĢ elastik bir katmana temas ettiği varsayılmıĢtır. Ġlgili malzeme 

için hesaplamalarda kullanılan elastik sabitler aĢağıdaki gibidir. 
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6

1 30.10 psiE  ,
6

2 3.10 psiE  ,  12 1,5 .10 psiG  ,
12 13 23 32 0.25       dir. 1

2

E
E

,

ve  nin farklı değerleri için panç altında oluĢan basınç dağılımında en küçük basınca karĢılık 

gelen *t apsisi ve en küçük basınç değerleri, ayrıca sırasıyla 0.95t    ve 0.95t   apsislerine 

karĢılık gelen basınç değerleri 
11q ve 

12q değerleri çizelge 4.1 de verilmiĢtir. 
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Çizelge 4.1. Ortotropik Özellik, Bağıl Kalınlık ve Sürtünme Katsayılarına Bağlı Farklı 

Noktalardaki Basınç değerleri. 

 

 

1

2

E
E

     *t   *t  
11q  

12q  

 

 

0.25 

 

 

1 

0 0 0,347729 0,928092 0,928092 

0.1 0,236664 0,336704 1,170905 0,723872 

0.2 0,402872 0,303931 1,444713 0,514021 

 

 

0.25 

 

 

2 

0 0 0,330572 0,988396 0,988396 

0.1 0,132304 0,321649 1,244413 0,767013 

0.2 0,317430 0,300283 1,521653 0,575754 

 

 

0.25 

 

 

4 

0 0 0,321163 1,012320 1,012320 

0.1 0,104581 0,314008 1,267719 0,783772 

0.2 0,236856 0,293979 1,526220 0,598453 

 

 

0.25 

 

 

8 

0 0 0,318752 1,018282 1,018282 

0.1 0,109738 0,311573 1,272946 0,790084 

0.2 0,232840 0,291778 1,537710 0,598278 

 

 

0.5 

 

 

1 

0 0 0,348185 0,933987 0,933987 

0.1 0,265860 0,336197 1,178374 0,729695 

0.2 0,428832 0,302097 1,456402 0,513847 

 

 

0.5 

 

 

2 

0 0 0,328896 0,993135 0,993135 

0.1 0,127667 0,319897 1,251357 0,770789 

0.2 0,310861 0,299127 1,532100 0,577698 

 

 

0.5 

 

 

4 

0 0 0,320443 1,014072 1,014072 

0.1 0,102109 0,313278 1,270514 0,784527 

0.2 0,232066 0,293342 1,528587 0,599522 

 

 

0.5 

 

 

8 

0 0 0,318620 1,018613 1,018613 

0.1 0,109962 0,311388 1,273636 0,790024 

0.2 0,231723 0,291588 1,538478 0,597970 
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Çizelge 4.1. Ortotropik Özellik, Bağıl Kalınlık ve Sürtünme Katsayılarına Bağlı Farklı 

Noktalardaki Basınç değerleri (devamı). 

 

 

1

2

E
E

     *t   *t  
11q  

12q  

 

1 

 

1 

0 0 0,347452 0,941496 0,941496 

0.1 0,284327 0,334974 1,186600 0,737381 

0.2 0,439907 0,300668 1,467388 0,516492 

 

1 

 

2 

0 0 0,326948 0,998089 0,998089 

0.1 0,121185 0,317943 1,258037 0,774986 

0.2 0,299810 0,297900 1,541526 0,580285 

 

1 

 

4 

0 0 0,319848 1,015532 1,015532 

0.1 0,100077 0,312675 1,272794 0,785194 

0.2 0,228154 0,292821 1,530459 0,600471 

 

1 

 

8 

0 0 0,318523 1,018859 1,018859 

0.1 0,110156 0,311247 1,274161 0,789961 

0.2 0,230824 0,291444 1,539046 0,597714 

 

5 

 

1 

0 0 0,339782 0,966391 0,966391 

0.1 0,271040 0,328842 1,211009 0,763079 

0.2 0,401555 0,297949 1,494419 0,532820 

 

5 

 

2 

0 0 0,322507 1,008899 1,008899 

0.1 0,109340 0,313569 1,271468 0,784673 

0.2 0,271140 0,295113 1,559161 0,587085 

 

5 

 

4 

0 0 0,318915 1,017859 1,017859 

0.1 0,096833 0,311728 1,276393 0,786278 

0.2 0,222005 0,292015 1,533251 0,602094 

 

5 

 

8 

0 0 0,318388 1,019204 1,019204 

0.1 0,110507 0,311038 1,274936 0,789822 

0.2 0,229376 0,291231 1,539851 0,597277 
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Çizelge 4.1. Ortotropik Özellik, Bağıl Kalınlık ve Sürtünme Katsayılarına Bağlı Farklı 

Noktalardaki Basınç değerleri (devamı). 

 

 

1

2

E
E

     *t   *t  
11q  

12q  

 

10 

 

1 

0 0 0,334171 0,980296 0,980296 

0.1 0,246702 0,324650 1,224093 0,777363 

0.2 0,361769 0,296126 1,507489 0,543910 

 

10 

 

2 

0 0 0,320941 1,012750 1,012750 

0.1 0,105404 0,312033 1,275095 0,788246 

0.2 0,261131 0,294091 1,564774 0,589781 

 

10 

 

4 

0 0 0,318667 1,018491 1,018491 

0.1 0,959505 0,311475 1,277365 0,786573 

0.2 0,220369 0,291788 1,533968 0,602557 

 

10 

 

8 

0 0 0,318355 1,019289 1,019289 

0.1 0,110612 0,310984 1,275136 0,789776 

0.2 0,228974 0,291176 1,540050 0,597151 

 

20 

 

1 

0 0 0,327723 0,995828 0,995828 

0.1 0,218960 0,319621 1,238583 0,793198 

0.2 0,316883 0,293430 1,521355 0,557238 

 

20 

 

2 

0 0 0,319647 1,015982 1,015982 

0.1 0,102392 0,310775 1,279655 0,791283 

0.2 0,253063 0,293228 1,569088 0,592178 

 

20 

 

4 

0 0 0,318483 1,018961 1,018961 

0.1 0,095345 0,311289 1,278061 0,786819 

0.2 0,219226 0,291628 1,534506 0,602903 

 

20 

 

8 

0 0 0,318331 1,019351 1,019351 

0.1 0,110675 0,310947 1,275273 0,789750 

0.2 0,228710 0,2911390 1,540189 0,597073 
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ġekil 4.1. - 4.6. da farklı kalınlık, sürtünme katsayıları ve 1

2

E
E

nin farklı değerleri için basıncın 

temas bölgesi boyu değiĢimi verilmiĢtir. 

 

 

 

 

1

2

 1,   0  ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu değiĢimi.E
E

  Şekil 4.1.

 

 

 

 

1

2

1,   0.1 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölges . . i boyu değiĢimi. 
E

E
  Şekil 4 2
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1

2

1,   0.2  ve farklı  değerleri için basıncın temas bölges . . i boyu değiĢimi. 
E

E
  Şekil 4 3

 

 

 

 

1

2

2,  0 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu değiĢim . . i.
E

E
  Şekil 4 4
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1

2

2,  0.1 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu değiĢi. . m i.
E

E
  Şekil 4 5

 

 

1

2

2,  0.2 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu değiĢi. . m i.
E

E
  Şekil 4 6
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ġekil 4.7. – 4.10. da farklı 1

2

E
E

 , bağıl kalınlıklar ve farklı sürtünme katsayıları için basıncın 

temas bölgesi boyu değiĢimi verilmiĢtir. 

 

 

 

 

1

2

0.25,   0.5 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu değiĢimi. . . 
E

E
  Şekil 4 7

 

 

 

 

1

2

20,   0.5 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu de ğiĢimi. . .
E

E
  Şekil 4 8
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1

2

0.25,   8 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu de ğiĢimi. . .
E

E
  Şekil 4 9

 

 

 

 

1

2

20,   0.5 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu d . eği i .. ş miE
E

  Şekil 4 10
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ġekil 4.11. – 4.16. da farklı 1

2

E
E

, sürtünme katsayıları ve farklı bağıl kalınlıklar için basıncın 

temas bölgesi boyu değiĢimi verilmiĢtir. 
 

 

 

 

1

2

0.25,  0 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu d . eği i .. ş miE
E

  Şekil 4 11

 

 

 

 

1

2

0.25,  0.2 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu d . eği i .. ş miE
E

  Şekil 4 12
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1

2

5,  0 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu de . . ğiĢimi.E
E

  Şekil 4 13

 

 

1

2

5,  0.2 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu d . eği i .. ş miE
E

  Şekil 4 14
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1

2

20,  0 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu de . . ğiĢimi.E
E

  Şekil 4 15

 

 

 

 

1

2

20,  0.2 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu d . eği i .. ş miE
E

  Şekil 4 16
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Çizelge 4.1 den görüldüğü üzere, 

1- Aynı ortotrop malzemeden yapılmıĢ Ģeritte ( 1

2

sabit
E

E
 durumu) sürtünmesiz temas 

durumunda ( 0  ) en küçük basınç değeri, pançın simetri eksenine karĢılık gelen 

apsiste, yani 0kt  da gerçekleĢir iken, basınç grafiği de simetrik bir eğri olmaktadır. 

Ayrıca aynı sürtünme katsayılı ( sabit  ) Ģeritler durumunda, Ģeridin kalınlığı arttıkça 

Ģeridin, pançın baskısına direnci artmaktadır. 

2- Elastik Ģeritte ( 1

2

sabit
E

E
 ) sürtünme katsayısı ( ) arttıkça en küçük panç basıncınıa 

karĢılık gelen 
*t apsisi simetri ekseninden sağa kayar iken, en küçük basınç değeri 

 *t de azalmaktadır. Bu arada temasın sol ucuna yakın noktalardaki basınç değeri 

11q artar iken, temasın sağ ucuna yakın basınç değerleri 
12q  azalmaktadır. Ayrıca aynı 

 değerleri için Ģeridin kalınlığı arttıkça olarak en küçük basınç değeri de azalmaktadır. 

3- ġeridi x ekseni yönündeki ortotrop özellikleri arttıkça, yani 1

2

1
E

E
  olmak üzere, 

1

2

E
E

 değeri arttıkça, sürtünmeli temas durumunda en küçük basınca karĢılık gelen *t  

değeri orijine ( 0kt  ) sağdan yaklaĢır iken bu değerlere karĢılık gelen en küçük basınç 

değerleri de azalmaktadır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

69 

4.2. N=2 Durumu 

N=2 durumu ele alındığında (213) ve (214) denklemleri 

 
2

1 1

1
, 0

n

ij m k nm jnm
j ij m

m k

M z t a g
s s

z t
r


 

 
 

      

                                                           (218) 

1

1   1,2
n

nm jnm

m

a g j


              (219) 

Ģekline dönüĢecektir. Ġncelenen durum için pançlar    3, 1 1,3   aralığında olduğu 

varsayılmıĢtır. 1

2

E
E

,  ve  nin farklı değerleri için pançların altında oluĢan basınç 

dağılımında en küçük basınçlara karĢılık gelen 1*t  ve 2*t  apsisleri ve en küçük basınç değerleri, 

ayrıca sırasıyla 0.95t    ve 0.95t   apsislerine karĢılık gelen basınç değerleri 11q 12q ve 

21q , 22q değerleri çizelge 4.2 de verilmiĢtir. 
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Çizelge 4.2.  Ġki Panç Ġçin Ortotropik Özellik, Bağıl Kalınlık ve Sürtünme Katsayılarına Bağlı 

Farklı Noktalardaki Basınç değerleri. 

 

 

 

1

2

E
E

 

 

  

 
  

1*t
 

2*t
 

 1 *t
 

 2 *t
 

11q
 

12q  

21q
 

22q  

 

0.25 

 

1 

0 
-1,733968 0,273517 1,554785 0,832148 

1,773962 0,273517 0,832148 1,554785 

0.1 
-1,820201 0,258770 1,893576 1,115467 

1,790128 0,271955 0,578257 1,205693 

0.2 
-1,416172 0,222889 2,134976 1,354012 

1,792504 0,277015 0,460855 1,042480 

 

0.25 

 

2 

0 
-1,797185 0,260214 1,543961 0,750211 

1,797185 0,260214 0,750211 1,543961 

0.1 
-1,695001 0,240895 1,823518 0,987892 

1,853099 0,281159 0,526377 1,213367 

0.2 
-1,589009 0,204566 2,040397 1,202920 

1,970159 0,262312 0,362793 0,995022 

 

0.25 

 

4 

0 
-1,646090 0,277001 1,491133 0,634961 

1,646090 0,277001 0,634961 1,491133 

0.1 
-1,462164 0,232469 1,773244 0,875070 

1,803773 0,303383 0,448188 1,227263 

0.2 
-1,258671 0,159541 2,1512248 1,230667 

1,886943 0,304686 0,247503 0,888217 

 

0.25 

 

8 

0 
-1,614394 0,292686 1,406863 0,636025 

1,614394 0,292686 0,636025 1,406863 

0.1 
-1,404388 0,257822 1,699421 0,868863 

1,682489 0,309995 0,449433 1,148279 

0.2 
-1,274029 0,183519 2,031211 1,167953 

1,801320 0,324747 0,295932 0,915319 
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Çizelge 4.2. Ġki Panç Ġçin Ortotropik Özellik, Bağıl Kalınlık ve Sürtünme Katsayılarına Bağlı 

Farklı Noktalardaki Basınç değerleri (devamı). 

 

 

 

1

2

E
E

 

 

  

 
  

1*t
 

2*t
 

 1 *t
 

 2 *t
 

11q
 

12q  

21q
 

22q  

 

0.5 

 

1 

0 
-1,795419 0,266918 1,558128 0,817597 

1,795419 0,266918 0,817597 1,558128 

0.1 
-1,900368 0,250323 1,900592 1,101102 

1,812849 0,263353 0,561380 1,200161 

0.2 
-1,458042 0,224946 2,128962 1,328340 

1,815260 0,269990 0,458867 1,061565 

 

0.5 

 

2 

0 
-1,764038 0,263937 1,531989 0,716197 

1,764038 0,263937 0,716197 1,531989 

0.1 
-1,650361 0,241744 1,800286 0,942240 

1,827125 0,289253 0,500276 1,201636 

0.2 
-1,538200 0,201440 1,998573 1,139181 

1,966935 0,268616 0,341196 0,996976 

 

0.5 

 

4 

0 
-1,616537 0,280868 1,473085 0,620524 

1,616537 0,280868 0,620524 1,473085 

0.1 
-1,440418 0,233267 1,742695 0,849936 

1,783502 0,310130 0,445372 1,223106 

0.2 
-1,248563 0,155051 2,127992 1,209997 

1,877690 0,312450 0,241994 0,877073 

 

0.5 

 

8 

0 
-1,631181 0,297548 1,377973 0,653337 

1,631181 0,297548 0,653337 1,377973 

0.1 
-1,420795 0,267426 1,657393 0,875916 

1,677446 0,312379 0,475091 1,134760 

0.2 
-1,287938 0,193348 1,984202 1,168979 

1,781951 0,328397 0,324646 0,914555 
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Çizelge 4.2. Ġki Panç Ġçin Ortotropik Özellik, Bağıl Kalınlık ve Sürtünme Katsayılarına Bağlı 

Farklı Noktalardaki Basınç değerleri (devamı). 

 

 

 

1

2

E
E

 

 

  

 
  

1*t
 

2*t
 

 1 *t
 

 2 *t
 

11q
 

12q  

21q
 

22q  

 

1 

 

1 

0 
-1,818119 0,261090 1,556680 0,797078 

1,818119 0,261090 0,797078 1,556680 

0.1 
1,907087 0,242588 1,903758 1,080881 

1,823269 0,256766 0,539479 1,189994 

0.2 
-1,509647 0,224582 2,122941 1,300079 

1,826076 0,264138 0,449887 1,073329 

 

1 

 

2 

0 
-1,718332 0,269254 1,517511 0,680030 

1,718332 0,269254 0,680030 1,517511 

0.1 
-1,590061 0,242795 1,777070 0,896079 

1,791436 0,299163 0,472411 1,187376 

0.2 
-1,468249 0,196846 1,961513 1,078505 

1,9633991 0,277921 0,316247 0,993746 

 

1 

 

4 

0 
-1,603309 0,284973 1,450982 0,617960 

1,603309 0,284973 0,617960 1,450982 

0.1 
-1,433975 0,236162 1,709568 0,838564 

1,776409 0,315600 0,452292 1,213520 

0.2 
-1,246815 0,155265 2,100502 1,202710 

1,878307 0,318256 0,245256 0,862913 

 

1 

 

8 

0 
-1,651137 0,302276 1,348849 0,672245 

1,651137 0,302276 0,672245 1,348849 

0.1 
-1,439677 0,276632 1,616936 0,886707 

1,677405 0,314907 0,500635 1,118822 

0.2 
-1,300655 0,202797 1,939196 1,175118 

1,769948 0,331515 0,352508 0,909802 
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Çizelge 4.2. Ġki Panç Ġçin Ortotropik Özellik, Bağıl Kalınlık ve Sürtünme Katsayılarına Bağlı 

Farklı Noktalardaki Basınç değerleri (devamı). 

 

 

 

1

2

E
E

 

 

  

 
  

1*t
 

2*t
 

 1 *t
 

 2 *t
 

11q
 

12q  

21q
 

22q  

 

5 

 

1 

0 
-1,763881 0,263627 1,532600 0,715281 

1,763881 0,263627 0,715281 1,532600 

0.1 
-1,838776 0,240420 1,891340 0,995504 

1,800454 0,262188 0,461987 1,148454 

0.2 
-1,452542 0,216822 2,101587 1,206780 

1,794710 0,268004 0,395370 1,072321 

 

5 

 

2 

0 
-1,611807 0,280697 1,474484 0,617197 

1,611807 0,280697 0,617197 1,474484 

0.1 
-1,470369 0,244539 1,719768 0,815834 

1,701871 0,319818 0,426727 1,146651 

0.2 
-1,345061 0,185100 1,885236 0,972971 

1,964892 0,300247 0,272804 0,971040 

 

5 

 

4 

0 
-1,631234 0,297628 1,377528 0,653479 

1,6331234 0,297628 0,653479 1,377528 

0.1 
-1,459094 0,251317 1,614252 0,859800 

1,831597 0,325482 0,502223 1,165672 

0.2 
-1,262997 0,172114 2,011515 1,232363 

1,940571 0,325972 0,281811 0,814731 

 

5 

 

8 

0 
-1,694650 0,311252 1,290252 0,711030 

1,694650 0,311252 0,711030 1,290252 

0.1 
-1,481159 0,293728 1,538879 0,912870 

1,683418 0,320359 0,549943 1,082704 

0.2 
-1,322368 0,220181 1,853046 1,194607 

2,201337 0,338638 0,405364 0,893074 
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Çizelge 4.2. Ġki Panç Ġçin Ortotropik Özellik, Bağıl Kalınlık ve Sürtünme Katsayılarına Bağlı 

Farklı Noktalardaki Basınç değerleri (devamı). 

 

 

 

1

2

E
E

 

 

  

 
  

1*t
 

2*t
 

 1 *t
 

 2 *t
 

11q
 

12q  

21q
 

22q  

 

10 

 

1 

0 
-1,695294 0,271127 1,513258 0,663500 

1,695294 0,271127 0,663500 1,513258 

0.1 
-1,766075 0,245686 1,877313 0,939460 

1,771926 0,274039 0,415765 1,122653 

0.2 
-1,368939 0,208317 2,088640 1,151709 

1,758219 0,278192 0,356363 1,059078 

 

10 

 

2 

0 
-1,597383 0,286178 1,444476 0,616003 

1,597383 0,286178 0,616003 1,444476 

0.1 
1,457318 0,249068 1,683940 0,809633 

1,690324 0,326676 0,429289 1,120596 

0.2 
-1,336629 0,187519 1,844245 0,957792 

1,974497 0,306589 0,275371 0,951499 

 

10 

 

4 

0 
-1,659281 0,304044 1,337678 0,679678 

1,659281 0,304044 0,679678 1,337678 

0.1 
-1,478211 0,259974 1,566810 0,882252 

1,882214 0,328829 0,531814 1,135209 

0.2 
-1,273876 0,183366 1,964869 1,258262 

2,005012 0,327459 0,304243 0,787841 

 

10 

 

8 

0 
-1,709087 0,314025 1,271204 0,723438 

1,709087 0,314025 0,723438 1,271204 

0.1 
-1,495398 0,298887 1,514205 0,921900 

1,686167 0,322232 0,565231 1,070090 

0.2 
-1,273876 0,227727 1,825982 1,202014 

2,005012 0,340052 0,421614 0,886043 
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Çizelge 4.2. Ġki Panç Ġçin Ortotropik Özellik, Bağıl Kalınlık ve Sürtünme Katsayılarına Bağlı 

Farklı Noktalardaki Basınç değerleri (devamı). 

 

 

 

1

2

E
E

 

 

  

 
  

1*t
 

2*t
 

 1 *t
 

 2 *t
 

11q
 

12q  

21q
 

22q  

 

20 

 

1 

0 
-1,606455 0,278290 1,488731 0,610173 

1,606455 0,278290 0,610173 1,488731 

0.1 
-1,650272 0,250381 1,858012 0,880864 

1,736498 0,288125 0,369160 1,092604 

0.2 
-1,303183 0,196318 2,073279 1,095780 

1,714264 0,290530 0,315200 1,037537 

 

20 

 

2 

0 
-1,618658 0,294829 1,394442 0,641741 

1,618658 0,294829 0,641741 1,394442 

0.1 
-1,475327 0,259889 1,627083 0,832469 

1,719011 0,333784 0,454222 1,078908 

0.2 
-1,359694 0,199902 1,783085 0,973144 

1,997708 0,310278 0,299965 0,916446 

 

20 

 

4 

0 
-1,690526 0,310402 1,295987 0,707378 

1,690526 0,310402 0,707378 1,295987 

0.1 
-1,497827 0,268747 1,519190 0,907660 

1,938922 0,331524 0,561344 1,101265 

0.2 
-1,284943 0,195062 1,917264 1,286663 

2,099167 0,327778 0,326891 0,759131 

 

20 

 

8 

0 
-1,720628 0,316194 1,255977 0,733227 

1,720628 0,316194 0,733227 1,255977 

0.1 
-1,507137 0,302789 1,494968 0,929459 

1,689317 0,323819 0,576889 1,059347 

0.2 
-1,332923 0,229447 1,804862 1,208443 

2,318373 0,338103 0,433848 0,879184 
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ġekil 4.17 – 4.22 de farklı kalınlık, sürtünme katsayıları ve 1

2

E
E

nin farklı değerleri için 

basıncın temas bölgesi boyu değiĢimi verilmiĢtir. 
 

 

 

 

1

2

1,  0 ve nin farklı değerleri için basıncın temas bölgesi boyu değiĢimi. . . 
E

E
  Şekil 4 17

  

 

 

 

1

2

1,  0.1 ve nin farklı değerleri için basıncın temas bölgesi boyu değiĢim. .. i 
E

E
  Şekil 4 18
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1

2

1,  0.2 ve nin farklı değerleri için basıncın temas bölgesi boyu değiĢim. .. i 
E

E
  Şekil 4 19

 

 

 

 

1

2

8,  0 ve nin farklı değerleri için basıncın temas bölgesi boyu değiĢim. .. i 
E

E
  Şekil 4 20
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1

2

8,  0.1 ve nin farklı değerleri için basıncın temas bölgesi boyu değiĢim. .. i 
E

E
  Şekil 4 21

 

 

 

 

1

2

8,  0.2 ve nin farklı değerleri için basıncın temas bölgesi boyu değiĢim. .. i 
E

E
  Şekil 4 22
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ġekil 4.23. – 4.24. de farklı 1

2

E
E

, bağıl kalınlıklar ve sürtünme katsayısı değerleri için 

basıncın temas bölgesi boyu değiĢimi verilmiĢtir. 

 

 

 

 

1

2

0.25 , 1 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu d . eği i .. ş miE
E

  Şekil 4 23

 

 

 

 

1

2

20 , 1 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu d . eği i .. ş miE
E

  Şekil 4 24
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1

2

0.25 , 8 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu d . eği i .. ş miE
E

  Şekil 4 25

 

 

 

 

1

2

20 , 8 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu d . eği i .. ş miE
E

  Şekil 4 26
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ġekil 4.27 - 4.32 de farklı 1

2

E
E

, sürtünme katsayıları ve farklı bağıl kalınlık değerleri için 

basıncın temas bölgesi boyu değiĢimi verilmiĢtir. 
 

 

 

 

1

2

0.25 , 0 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu d . eği i .. ş miE
E

  Şekil 4 27

 

 

 

 

1

2

0.25 , 0.2 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu değiĢimi. . .
E

E
  Şekil 4 28
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1

2

5 , 0 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu de . . ğiĢimi.E
E

  Şekil 4 29

 

 

 

 

1

2

5 , 0.2 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu d . eği i .. ş miE
E

  Şekil 4 30

 



 

83 

 

1

2

20 , 0 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu d . eği i .. ş miE
E

  Şekil 4 31

 

 

 

  

1

2

20 , 0.2 ve farklı  değerleri için basıncın temas bölgesi boyu d . eği i .. ş miE
E

  Şekil 4 32
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Çizelge 4.2. ve grafiklerden de görüldüğü üzere 

1- Sürtünmesiz temas durumunda temas bölgeleri boyu basınç dağılım eğrileri y eksenine 

göre birbirlerine simetrik eğrilerdir. Büyük bağıl kalınlıklı Ģeritler durumunda, bağıl 

kalınlık arttıkça 1  en küçük basınç değeri de artmaktadır. Ayrıca aynı kalınlığa 

sahip Ģeritler için x ekseni yönündeki ortotrop özelliği arttıkça en küçük basınçlar da 

artmaktadır. 

2- Sürtünmesi temastan sürtünmeli temasa geçtiğimizde en küçük basınçlara karĢılık gelen 

*t apsisleri, sürtünme katsayısı arttıkça soldaki pançın temas bölgesinde sağa doğru 

kayar iken sağdaki pançın temas bölgesinde sağa doğru kaymaktadır.  

3- Sürtünmeli temas durumunda sağdaki panç altında kalan bölgedeki basınç miktarı, 

soldaki basınç altında kalan temas bölgesindeki basınç miktarından doğal olarak çok 

olmaktadır. Bu durum pançlara etki eden yatay kuvvetlerin yönleri esas alındığında 

kolayca anlaĢılmaktadır. 

Yukarıdaki incelemeler düz tabanlı ve eĢit geniĢlikli pançlar için yapıldı. Yatay ve 

düĢey kuvvetlerin aynı olduğu varsayıldı. Fakat önerilen algoritma, farklı geniĢlikli pançlar 

ve düz tabanlı olmayan pançlar için, yatay ve düĢey kuvvetlere de bağlı olarak olası tüm 

temas problemleri için geçerli olmaktadır. 
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