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ELASTIK SERIT VE TABAKA iCIN TEMAS PROBLEMI

Hiiseyin OGUZ
Matematik, Doktora Tezi, 2016
Tez Danismant: Prof. Dr. El¢in YUSUFOGLU

OZET

Tez calismasinda rijit pang sistemi ile etkilesime maruz kalan ortotropik elastik bir serit
i¢in siirtlinmeli temas problemi ele alinmustir.

Tez ¢aligmasi dort boliim ve kaynaklar dizini kisimlarindan olusmaktadir.

Birinci boliimde, temas problemlerinin tarihsel gelisimi ve bugiine kadar yapilmig
caligmalara ek olarak elastisite teorisinin temel denklem ve bagintilan ile singiiler integral
denklemlerin ¢oziimiine ait genel bilgiler bulunmaktadir.

Ikinci boliimde teze konu olan temas problemi tanimlanmis ve ele alman problemden,
verilen sinir kosullar1 altinda, elastisite teorisinin temel bagintilar: kullanilarak integral denklem
sistemi tliretilmistir.

Ugiincii boliimde séz konusu integral denklem sistemi, Gauss Jacobi Kuadratiir
Siralama metodu ve Seri metodu yardimiyla ¢6ziimii incelenmistir.

Dordiincti boliimde homojen, ortotrop elastik serit igin siirtiinmeli temas problemi
sayisal olarak incelenmistir. Pang sistemi altindaki baging dagilimi, elastik seridin geometrik ve
mekanik 6zelliklerine bagli olarak irdelenmis, sonuglar tablo ve grafiklerle sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Fourier Doniisiimii, Gauss Jacobi Kuadratiir Siralama Metodu, Ortotrop
Malzeme, Seri Metodu, Singiiler Integral Denklemler, Temas problemi.
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CONTACT PROBLEM FOR ELASTIC STRIP AND LAYER

Hiiseyin OGUZ
Mathematic, PhD. Thesis, 2016
Thesis Supervisor: Prof. Dr. Elgin YUSUFOGLU

SUMMARY

In this thesis, the frictional contact problem for an elastic strip under a rigid punch
system is considered.

This study consists of forth chapters with results and references sections.

In the first chapter, the basic equaitons of the elasticity theory and the general
informations belonging to the solution of singular integral equations, in addition to the historical
development and significant works of contact problem is considered.

In the second chapter, the contact problem is described. The integral equation system
are derived from the contact problem by using the basic equations of elasticity theory and the
given boundary conditions.

In the third chapter, the singular integral equation is solved with the help of Gauss
Jacobi Quadrature Collocation Method and Series Method.

In the forth chapter, the frictional contact problem for an homogenous and orthotrop
elastic layer are investigated numerically. The pressure distribution under the punch system due
to the geometrical and mechanical properties of elastic layer are examined and the results are
shown in the table and tabular form

Keywords: Fourier Transform, Gauss Jacobi Quadrature Collocation Method, Orthotrop
Material, Series Method, Singular Integral Equations, Contact problems,
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Simgeler Aciklama

X,y Kartezyen koordinatlar

u,v x, y dogrultusundaki yer degistirme bilesenleri

0,0, Normal gerilme bilesenleri

T, Kayma gerilme bileseni

EE, x, y dogrultusundaki sekil degistirme bilesenleri
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h, (x) i. pangin alt bolgesinin geometrik sekli

0, P kuvveti etkisiyle pan¢in y eksenin negatif yonii boyunca yer degistirmesi
o, i. pangin elastik serit ile olan temas bolgesi

. Panglarin elastik serit ile olan temas bolgelerinin tiimleyeni
P Panca etki eden dikey kuvvet

o Panga etki eden yatay kuvvet

h Elastik seridin kalinlig1

1% Poisson orani

G Kayma modiilii

E Elastisite modiilii

U (x, y) Airy gerilme fonksiyonu

H (x ) Heaviside fonksiyonu

D (x ) Dirac fonksiyonu

Not: Bu listede belirtilmeyen semboller kullanildiklari yerlerde belirtilmistir.



1.GIRIS
1.1. Elastisite Teorisinin Tarihsel Gelisimi

Mekanik bilimi, ¢esitli kuvvetlerin etkisi altindaki cisimlerin hareket ve denge sartlarini
inceleyen ve gozlemler sonucu elde edilen ¢ikarimlari baslangig olarak ele alip, olay1

tanmimlayan etkenler arasindaki degismez bagntilar1 bulmaya ¢aligir. Mekanik bilimini ele aldig

konulara gore asagidaki gibi siniflandirmak miimkiindiir.

Statik
Rlﬂeig%ler Kinematik

o Dinamik
= Elastik Cisimler o
£ Mekanigi : Kinetik
= Sikigtirilabilen

Akiskanlar

— Akiskanlar Mekanigi
Sikistiralanayan
Akiskanlar

Bu siniflandirmay1

e Teorik Mekanik

o Uygulamah Mekanik
Bi¢iminde yapmak miimkiindiir. Teorik mekanik uygulamada karsilasilan problemleri esit
titizlikle inceler. Uygulamali mekanik ise problemlere yaklagik da olsa ¢oziimler bulmaya
cahigir. Onemli olan problemin uygulanabilmesi igin gerekli sartlara yeterli yakinsakligin
saglanmasidir. Teorik mekanige, elastisite teorisi 0rnek verebiliriz. Uygulamali mekanige ise en

giizel 6rnek mukavemettir.

Elastisite teorisi cisimlerin, kuvvet karsisindaki tepkilerini inceler. Eger cisim sekil
degistirmeye sebep olan kuvvetin etkisi ortadan kalktiginda ilk sekline donme 6zelligine sahipse
ona elastik cisim denir. Biitiin cisimler, cismin biinye karakteristikleri ile belirlenmis belli
simirlart gegmemek sartiyla elastiklik 6zellige sahiptir. Bu elastik 6zellik kuvvet ve sekil
degistirmeleri birbirine baglayan bagintilarla ifade edilir. Bu bagintilar arasinda Hooke
kanununun genellestirilmesinden ortaya c¢ikan kanunun Onemi biiyiiktiir. Hooke kanunu

cisimlerin cekme kuvvetleriyle meydana gelen uzamalarin orantili oldugunu ifade eder.



1680 de Mariotte tarafindan Hooke kanunu ile ayni bir kanun kesfedilmis ve kirislerin
mukavemetinin arastiritlmasinda kullanilmigtir. Mariotte bir konsol kirisin boylamasina liflerinin
bazilarimin uzamas1 ve digerlerinin de kisalmasindan dolay1 egilmeye mukavemet ettigi
sonucuna varmistir. Mariotte’ un liflerdeki kuvvet dagilis1 hakkindaki tahminleri dogru olmakla

beraber kirigin ekseninin aldig1 sekli incelemeyi igine almiyordu.

Boyle bir inceleme Jacob Bernoulli tarafindan 1705 yilinda yapilmistir. Denklemi elastik
egrinin her noktadaki egriliginin bu noktadan gegen kesite etki eden egilme momentiyle orantili
oldugunu ifade eder. Kirigin egilmesinde yapilan igin egriligin karesinin elastik egri boyunca
alian integraliyle orantili oldugu bu sonuctan kolayca ¢ikar. Bu siralarda sistematik bir sekle
sokulmakta olan minimum prensiplerinin siddetle taraftar1 olan Bernoulli bir mektubunda
Euler’e elastik egri denkleminin, kirigin egilmesinde yapilan isi gosteren integrali minimum

kilmakla ¢ikmasi gerektigini bildirdi.

Ilerleyen zamanlarda Euler, Bernoulli'nin bahsettigi denklemi c¢ikarmistir. Euler’in
elastisitedeki ¢aligmalari elastik egriyi incelemekle kald1 ve kiris kesitlerindeki gerilme dagilimi
ile ilgilenmedi. Cekme ve gerilmeye maruz kalan kirislerde kuvvet dagilisininin incelenmesi
Coulomb (1736-1806) ile baslamustir. Ince tellerin burulmaya mukavemetini ilk inceleyen de
Coulomb olmustur. Hooke kanununun ortaya ¢ikmasini takip eden 150 yillik zaman igerisinde

elastisitenin gelismesi 6zel problemlerin ¢éziimlerinin sentezinden ¢ikiyordu.

Elastik cisimlerin denge ve titresim denklemlerini ¢ikarmak igin ilk ¢aligmalar1 yapan kisi ise
Navier’dir. (1785-1836). Bu tarih elastisitenin matematik teorisinin baglangicidir.. Navier
izotrop bir elastik cismin igindeki yer degistirme bilesenleri igin {i¢ diferansiyel denklemli bir
takim ¢ikardi. Bu denklemlerin sekli dogrudur. Fakat basit tesir betimlemesinden dolay1 Navier
denklemleri yalniz bir elastik sabit igerirler. Navier cismin yiizeyindeki denge denklemlerini de

elde etti.

Navier’in ¢alismalari, Cauchy’nin dikkatini ¢ekmistir. Cauchy sekil degistirebilen cismin bir
i¢ noktasindaki gerilme halinin dokuz fonksiyonlu bir takimla tamamen tayin edildiginin
gostermistir. Gerilme halini karakterize eden fonksiyonlar Cauchy denklemlerinden yok
edilerek Navier denklemleriyle ayni yapida fakat bir elastik sabit yerine iki tane iceren ii¢
diferansiyel denklemli bir takima varilir. Bu énemli sonuglar 1822 de Cauchy tarafindan Paris
Akademisine takdim edilmistir. Cauchy yaptig1 ¢aligmalar ile lineer elastisite teorisine bugiinkii

seklini vermistir.



George Green (1739-1841) de elastik enerjinin korunumu prensibini ortaya koymustur.
Saint—Venant (1797-1886) tarafindan silindirlerin egilme ve burulma problemleri incelenmistir.

Ince kabuk ve plakalarin incelenmesi ise G. Kirchhoff ile baslamustir. (1824 — 1887).

Son yillardaki c¢aligmalar ise ¢oziimlerin varligi problemleri ve smir deger problemi
siiflarinin integrasyonu ile ilgilidir. Diizlem elastisitedeki esas problemlerin kesin bir ¢éziimii
N.I.Muskhelishvili ve Rus matematikgiler tarafindan verilmis, lineer olmayan elastisite

teorisinin kurulmasinda 6nemli adimlar atilmgtir.

1.2. Temas Problemlerinin Tarihsel Gelisimi

Temas mekanigi ve siirtiinme fizigi, miihendislik bilimlerinin en temel disiplinleri
arasindadirlar. Giinliik yagsantimizda sayilamayacak derecede ¢cok uygulama ile karsimiza ¢ikan
bu kavramlar yasantimizin emniyeti, kolayligi ve enerjinin tasarrufunun saglanmasi agisindan
cok bilylik 6nem arz etmektedirler. Eger temas ve siirtlinme olmasaydi herhangi bir enstrumani
calmak, ucgakla seyahat edebilmek, yolda yiiriiyebilmek ve hatta bu satirlar1 yazmak miimkiin

olmayacakti.

Yapilarin zeminle durumlarindan tutun da insan eklemlerinin davranigina, aracinizin yol ile
temas halindeki lastiklerine kadar ¢ok genis bir uygulama sahasinda temas problemlerine
rastlamak miimkiindiir. Temas ve siirtiinmenin yardimi ile 6rnegin vida araciligiyla kuvvetin bir
noktadan digerine iletilebilmesi saglanabilirken, ayni sekilde elektrik ve 1sinin da transferi
miimkiin olabilmekte aksine materyale yapilacak bir kaplama ile akimin iletilmesinin 6niine de
gecilebilmektedir. Bunlarin hepsi yasantimizi daha yasanir kilabilmek i¢in kullandigimiz basit
temas problemi uygulamalaridir. Yagsamimizin her aninda temas ve siirtlinmeye ihtiyacimiz
olmasina karsin ¢ogunlukla miihendislik yapilan ile mekanik sistemlerde bu durumu problem

olarak goriiyor ve ¢dziimler ariyoruz.

Pek ¢ok yapisal ve mekanik sistemin elemanlar1 birbirleri ile temas halindedirler. Bu
temasin karakteri, cisimlerde meydana gelen deformasyon, cisimlerin gerilmeleri birbirlerine
iletis bigimleri, temas bolgelerinin uzunlugunun ve bu bdlgelerdeki gerilme dagiliminin
davranisinda 6nemli rol oynamaktadir. Temas problemini kabaca cisimlerin hareket ve
deformasyonlarini, sinir sartlar1 temas ve deformasyonla belirlenen bir kismi tiirevli diferansiyel

denklemler sistemi olarak da tanimlayabiliriz.

Kargilagilan temas problemlerinin ¢6ziimiinde elementer teorinin tiim ihtiyaclari
karsilayamayisi, elastisite teorisine olan ihtiyaci daha da artirmaktadir. Ciinkii elastisite teorisi,

elementer teoriye gore daha kesin sonuglar vermektedir. Son zamanlarda bilgisayar



teknolojisinin hizl ilerleyisi, sayisal ¢oziim yontemlerinin gelismesini tetiklemis buna ek olarak
elastisite teorisi yardimiyla temas problemlerinin ¢oziimii yogunluk kazanmis ve Onemli

caligmalar ortaya konmustur.

Simdi temas problemlerinin tarihsel siireci ve bu konu hakkinda yapilan baz1 ¢aligmalardan

kisaca bahsedelim.

Temas problemleri ile ilgili ¢aligmalarin sanayi devrimi sonrasinda gézle goriiliir miktarda
arttigt  goézlemlenmektedir. Temas problemleri, insan giiciiniin yerini makinalarin aldigi,
mekanik sistemlerin giderek arttif1 sanayilesme devrinde maddenin deformasyon siirecini

aciklamada esas model oldugundan, iizerinde ¢aligilan bir problem oldu.

Temas problemi calismalarinin Heinrich Hertz tarafindan 1882 yilinda yazilan “ On the
contact of elastic solids ” isimli makalesi ile bagladigin1 sdylemek yanlis olmaz. Hertz yazmis
oldugu makalede iki elastik cismin dengesi, temas gerilimi ve deformasyonu ilgili denklemler
tiiretmistir. Hertz makalesinde elastik iki cismin birbirine temas etmesi durumunda temas
bolgesinin eliptik oldugunu kabul etmis, sekil degistirme ve gerilme durumlarini incelemis ve
sonuclart rijit diizleme temas eden farkli geometrilere sahip problemlere tatbik etmistir. Bu
nedenle temas problemleri “ Hertz temas problemleri > olarak da anilmaktadir (inan, 1969).
Hertz’in ¢aligmalar1 glinlimiiz elastisite problemlerinin ¢6ziimii i¢in de Onemli bir yer

tutmaktadir.

Temas problemlerine dair 6nemli ¢aligmalar 1900 lerin ikinci yarisindan itibaren 6zellikle
Rus matematikgileri tarafindan yapilmigtir. 1924 yilinda Beliaev’in eliptik temas bdolge
civarindaki basing dagilimi ile ilgili caligsmasi, 1946 yilinda Hetenyi’nin elastik zemine oturan
tabakayla ilgili ¢aligmast ve 1949 yilinda Shtaerman’in yayimnladigi ¢alisma bu konuda atilmig
onemli adimlar olarak sayilabilirler. 1951 yilinda Sneddon’un integral doniisiim teknigini
elastisite teorisinde kullanmaya baslamasi ve Muskhelishvili, tarafindan gelistirilen kompleks
degiskenler yonteminin de etkisiyle temas problemleri ilizerine yapilan ¢aligmalar giderek

artmaya baslamustir.

Yine bu donemde 1950°1i yillara kadar olan temas problemi literatiir ve ¢6ziim yontemleri
Galin’in 1953 yilinda yayinlamig oldugu “ Contact problems in the theory of elasticity  isimle
eserde toplanmistir. Rus matematikgilerin yapmis oldugu calismalar ile ilgili ayrintili bilgiler ise

Galin 1976’daki calismasinda bulunmaktadir.



Siirtiinmesiz rijit bir cisimle temas halindeki elastik lineer bir cismin denge problemine dair
denklemler Signorini (1959) tarafindan tiiretildi. Fichera (1964) ise Signori problemleri sinifinin
ilk ¢ozlimlerini yapti. Bu ¢oziimler simetrik bilineer formla ifade edilmis problemlere de

uygulanabilmekteydi.

Integral denklemlerin temas problemlerinin ¢dziimiinde uygulanmasina dair metotlar ise
Ufliand (1965) tarafindan verilmistir. 1968 yilinda Bentall ve Johnson elastik bir serit igin

donen temas problemi iizerine ¢alisma sunmuslardir.

Wietsman (1969) elastik yar1 diizlem iizerine tekil yiik ile bastirilan plak i¢in temas
problemini incelemistir. Bu incelemeler sonucu elastik yari1 diizlem ve yar1 sonsuz elastik yari

uzay arasindaki temas yarigapi i¢in yaklagik ¢oziimler vermistir.

Pu ve Hussain (1970) elde edilen ¢6ziimde, elastik diizlemin rijitliginin sonsuzlu durumunu
irdelemis ve bu durumda degme uzunlugunun sifir olacagim1 ve bunun da fiziksel olarak
miimkiin olmadigin1 belirtmislerdir. Problemin ¢6ziimii i¢cin varyasyonel yontem kullanarak

onceki calismadan farkli sonuglara ulasmislardir.

Dhaliwal (1970) rijit bir blok ile bastirilan yar1 sonsuz diizlem problemini incelemistir.
Karigik sinir deger problemi bir integral denkleme indirgenmis ve sayisal yontemlerle integral
denklem c¢oziilmiistiir. Rijit pancin farkli geometrik formalara sahip olma durumuna gore

¢Oziimler elde edilmistir.

Tuba ve Chan (1971) elastik cisimler i¢in temas problemlerinin ¢éziimiinii sonlu elemanlar

metodunu kullanarak incelemislerdir.

Conway (1971) iki silindir ile bastirilan ve silindirler arasindan yatay olarak c¢ekilen
tabakanin siirtiinmeli temas problemi ile ilgilenmis ve siirtiinmenin normal temas gerilmesine

etkisinin ¢ok az miktarda oldugu sonucuna varmistir.

Chen ve Engel (1972) elastik yar1 diizlemle sinirlandirilmis ¢ok tabakali diizlemin gerilme

analizini, farkli taban kalinliklar1 ve taban geometrileri i¢in incelemislerdir.

Keer (1972) yayil yiik ile yiiklenmis elastik diizleme oturan sonsuz uzunluktaki elastik
seridin temas problemini incelemis, integral doniisiim teknikleri kullanilarak diizlem gerilme
problemi ve donel simetrik problem olarak ¢oziimler bulmuslardir. Elastik kama igin serit ve

catlak problemleri ise Erdogan ve Gupta (1973) tarafindan ¢oziilmiistiir.



Yar1 sonsuz diizleme oturan, elastik tabakaya rijit bir pang araciligyla yiik aktarilan
asimetrik ¢ift siirtlinmesiz temas problemi de Civelek ve Erdogan (1974) tarafindan verilmistir.
Erdogan ve Ratwani (1974) iki elastik ¢eyrek diizleme yiik ile bastirilan elastik tabakanin
siirtiinmesiz temas problemini ele almiglardir. Problemin ¢o6ziimiinde Fourier ve Melin
doniistimleri kullanilmis, temas kenarlarinda meydana gelen singiileriteler bulunarak integral

denklem ¢ozlilmiis ve yayil yiikiin ¢esitli halleri i¢in temas gerilmesi elde edilmistir.

Spence (1975) donel simetrik pangla bastirilan elastik yari diizlemin siirtlinmeli temasinin,
Coulobm siirtiinme kanununa gore karigik sinir deger problemi seklinde ifadesini ¢ikarmustir.
Rijit iki temel tarafindan tutulmus, siirtlinmesiz olarak kayabilen, iki elastik tabaka tarafindan
sikistirilan rijit silindirin sekil degistirme problemi Gladwell (1977) tarafindan ele alinmis ve

problemin ¢oziimiinde Chebyshev polinomlarindan faydalanilmgtir.

Gegit ve Erdogan (1978) asimetrik yilikleme altindaki elastik seridin siirtiinmesiz temas

problemini ele almiglardir.

Agarwal (1978) yar1 sonsuz silindirlerin donel simetrik temas problemini incelemistir.
Integral déniisiim teknikleri ile problem lineer denklem takimina indirgenerek ¢oziilmiistiir.
Farkli malzeme karakteristikleri icin silindirlerin ara yiizeylerindeki normal ve kayma

gerilmeleri elde edilmistir.

Bakartag (1980) rijit bir pang ile yar1 sonsuz diizlem arasindaki sinir deger problemini
Fourier doniisiim teknigini kullanarak singiiler integral denkleme indirgemis ve gerilme
dagilimmi incelemistir. Comninou, Dunders ve Schmueser (1980) yar1 sonsuz diizlemle ayni
malzeme Ozelliklerine sahip elastik tabakanin siirtiinmeli temas problemini ele almiglardir. Bu
calismada diizgiin yayili yiik ile diizleme etki edilirken, tekil yiik ile de kaldirilan tabakanin,
diizlemle yapisik kaldigi ve kaydigi bolgeler bulunarak siirtinmenin gerilmelere etki

incelenmistir.

Hung ve Saxce (1980) tarafindan elastik cisimleri siirtiinmesi temas problemi matematiksel
programlama teknigi ile ¢oziilmiistiir. Piston gubuk problemi sonlu elemanlar algoritmasiyla

modellenmis ve temas bdlgesindeki gerilme dagilimlar incelenmistir.

Adams ve Zied (1984) elastik yar1 diizlem iizerinde sabit hizla hareket eden elastik yar
sonsuz serit problemini ele almislardir. Arastirmacilar diizlem elastisite teorisini kullanarak ara

yiizeydeki temas gerilmesi dagilimin farkli malzeme segimleri igin elde etmislerdir.



Fabrikant ve Sankar (1984) homojenligi derinligi ile degisen elastik yar1 diizlem

probleminin ¢dzlimiinii arastirdilar.

Nour — Ornid ve Wriggers (1986) temas probleminin ¢éziimii i¢in mevcut sartlara bazi
kisitlamalar konmasinin yararliligini gostermislerdir. Temas problemini sonlu elemanlar
metoduyla modelleyerek, iki basamakli algoritma araciligiyla lineer olmayan problemden, lineer

bir temas problemi elde etmislerdir.

Chaudhary ve Bathe (1986) Lagrange carpanlart teknigini kullanarak birden fazla fi¢

boyutlu cismin aralarindaki temasin analizini ifade eden bir ¢6ziim metodu gelistirmislerdir.

Gegit (1986) yar1 sonsuz silindir ile elastik yari diizleme bastirilan tabakanin temas
problemini incelemistir. Integral doniisiim teknigi kullanilarak yer degistirme ve gerilmeler
Bessel fonksiyonlar1 ifade edilmistir. Gegit ve Gokpinar (1985) rijit dairesel bir mesnete oturan
elastik bir tabakanin temas problemini ele almislardir. Tabaka ile mesnet arasinda siirtiinme

olmadig1 ve temas ylizeyleri boyunca sadece basing gerilmelerinin aktarildig: farzedilmistir.

Laboda ve Tauchert (1985) tarafindan zemine sabitlenmis sonsuz uzunluktaki ortotropik
tabakaya sonlu ucuyla oturan yari sonsuz ortotropik tabakanin temas problemi incelenmistir.
Fabrikant (1986) simetri ekseninin herhangi bir noktasia tekil yiik etki eden izotrop yar1 sonsuz

ortam ile iizerine etkiyen rijit blok arasindaki temas durumunu ele almistir.

King (1987) elastik izotrop yar1 sonsuz bir diizleme {iggen, dortgen ve silindirik panclar

araciligryla yiik aktarilmasi problemini incelemistir.

Nowell ve Hill (1988) simetrik silindirler ile ince elastik bir seridin temas problemini
inceleyip farkli yiiklenme durumlar i¢in yiizey gerilmelerini hesaplamislardir. Cok tabakali
elastik bir cismin rijit bir yiizeye uygulanmasi durumunda ortaya g¢ikacak olan temas problemi
sonlu elemanlar metodu kullanilarak Komopoulos (1988) tarafindan ¢oziilmiis, farkli kalinliklar

icin alt ylizeyde meydana gelen basing dagilimlar1 incelenmistir.

Klarbing ve Bjorkman (1988) siirtiinmeli temas problemlerinin niimerik ¢dziimlerini
inceleyip ii¢ boyutlu pangin temasina dair bir de uygulama sunmuslardir. Shield ve Bogy (1988)
elastik yar1 sonsuz tabakaya bastirllmus diiz dislinin ¢ok bolgeli temas problemini

incelemislerdir.

Blaibel ve Gegit (1989) serbest kenarlar1 sinirlt yar1 sonsuz seridin egilme problemini ele

almiglardir. Problem integral doniisiim teknigi yardimiyla ¢6ziilmiistiir.



Cakiroglu ve Erdol (1989) elastik zemine oturan malzeme sabitleri ve yiikseklikleri farkli

iki tabakanin {ist tiste konmasiyla olusan bilesik tabaka problemini ¢6zmiislerdir.

Sabin ve Kaloni (1989) elastik bir zemin {izerinde diisey ekseni gevresinde donen rijit bir
cismin temas problemini siirtiinmeyi de hesaba katarak incelemiglerdir. Blok altindaki temas
gerilmesi, batma derinligi ve cismi dondiirmek i¢in gerekli momentle ilgili sonuglara

ulagmiglardir.

Dempsey, Zhao ve Minnetyan (1991) Winkler temeli tarafindan mesnetlenmis tabaka ile
rijit silindirik bir cismin temas problemini ele almislar, kiris ve ¢arpilma teorilerini kullanarak

temas gerilme dagilimini elde etmislerdir.

Choi ve Thangjitham (1991) anizotrop elastik yar1 diizlemde, yiizeysel yiiklerin etkisi
sonucunda olusacak gerilme dagilimlarini incelemislerdir. C6ziim i¢in integral doniisiim teknigi
ve rijitlik matrisi kullanilmis ve farkli karakteristikteki malzemeler icin normal ve kayma
gerilmeleri elde edilmistir. Zhong ve Mackerle (1992) statik temas problemleri icin sonlu
elemanlar yontemini incelemislerdir. Urquart ve Pinders (1994) ise dikdoértgen pangla etkilesim

halinde bulunan ¢ok tabakali elastik yar1 diizlemde temas problemini incelemislerdir.

Yiizeyine pang araciligiyla yiik aktarilan, gerilme etkisinde birakilmis ortotropik yari

diizlem problemi Bjarnehed (1991) tarafindan ele alinmustir.

Noor ve Tirmizi (1991) ise bazi temas problemlerinin ¢ozlimiinii varyasyonel esitsizlikler
yardimiyla ortaya koymuslardir. Jaffar (1993) siirtiinmesiz rijit pang araciligtyla yiiklenmis ve
rijit dlizleme oturan elastik tabakanin deformasyonlarini Chebyshev polinomlari1 yardimiyla

belirlemistir.

Ioakimidia ve Anatasselos (1991) ise Muskhelishvili’nin kompleks degiskenler metodunu
gozden gecirerek Mathematica programlama dili yardimiyla, fonksiyonel denklemler igin

yaklasil bir ¢6ziim yolu ortaya koymuslardir.

Pindera ve Lane (1993) izotrop, ortotrop ve monoklinik tabakalarin herhangi bir sirada
diizenlendigi ¢ok tabakali temas problemi i¢in bir ¢6ziim yontemi gelistirmisler bununla ilgili
ornekler sunmuslardir. Fan ve Keer (1994) anizotropik ortamda iki boyutlu temas problemini

arastirmislardir.



Birinci ve Erddl (1999) basit mesnet lizerine degen agirliksiz iki tabakadan olusan bilesik
tabakada temas problemini incelemislerdir. Bilesis tabaka dairesel ve dortgensel pang
araciligryla mesnetlere bastirilmis ve her iki pang icin temas uzunluklar ve temas gerilmeleri

elde edilmistir.

Kahya, Birinci ve Erdol (2001) dairesel, parabolik ve dikdortgen olarak alinan farkli pang
geometrileri i¢in rijit bir temele oturan elastik tabakanin temas problemini kiitle kuvvetleri ve
stirtiinmeyi ihmal ederek ¢ozmiislerdir. Comez (2003) tarafindan rijit bir pang ile bastirilmis ve

tabanda tam olarak bagl agirliksiz ¢ift serit problemi ¢oziilmiistiir.

Ke ve Wang (2006) fonksiyonel derecelendirilmis elastik bir tabaka ile kaplanmig yari
diizlemin siirekli temas problemini integral doniisiim teknikleri ve transfer matris yontemi ile
incelemislerdir. Ma ve Korsunsky (2004) ise ince bir tabakayla kaplanmig diizleme elastik pang
etki etmesi durumunda olusan temas problemi i¢in airy gerilme fonksiyonlar1 yardimiyla ¢éziim

gelistirmiglerdir.

Altinpulluk (2012) rijit bir parabolik pang ile bastirilan h kalinlikli izotrop homojen elastik
serit i¢in icin stirtiinmeli bir temas problemi ele alinmisg, ortaya ¢ikan basincin bagil kalinliga
bagl ifadesi bulunmus, temas bdlgesinin uzunlugunun belirlenmesi igin bir ardigik yaklasimlar

teknigi kullanilmistir.

Parlar (2013) rijit iki pang ile bastirilan h kalinlikli ortotrop homojen elastik serit igin
stirtlinmesiz bir temas problemi ele alinmig, ortaya ¢ikan integral denklem Gauss Jacobi

kuadratiir yontemiyle ¢oziilmiistiir.

1.3. Singiiler integral Denklemler Hakkinda Literatiir Bilgileri

Miihendislik uygulamalarina ait 6zellikle mekanik alaninin alt dallarindan olan elastik
cisimler mekanigi ve akiskanlar mekanigine konu olan pek ¢ok problem singiiler integral
denkleme doniistiiriilebilmektedir. Bu nedenle singiiler integral denklemlerin ¢oziimiine dair

caligsmalar matematikte onemli yer tutmaktadir.

Singiiler integral denklemler teorisi baslangicta matematikgiler tarafindan gereken ilgiyi
gormemistir. Hilbert ve Poincare tarafindan temelleri atilan teoriye olan ilgi 20. yy’nin ikinci
yarisindan sonra giderek artmistir. Riemann - Hilbert sinir deger problemlerinin incelenmesinde
bu teorinin gdz Oniine alinmasiyla teorinin dnemi daha da iyi anlagilmistir. Bu sebepten dolay1

Rus matematik¢i Muskhelishvili (1958) singiiler integral denklemler teorisini bu sinir deger



10

problemi ile iligkilendirmistir. Bu c¢alismasinda sadece bir boyutlu integral denklemleri
inceleyen Muskhelishvili, problemin ¢oziimiinde temel ¢6ziim araci olarak Cauchy esas deger

anlaminda integral kullanilmistir.

Integral denklemlerin analitik ¢oziimiinii elde etmek icin pek ¢ok metot gelistirilmistir. Bu
konuda ¢alisma yapan 6nemli bilim adamlari, Tricomi (1985), Popov (1982) ve Green (1969)
dir. Integral denklemleri analitik olarak ¢dzmenin zor olmasi niimerik ¢dziim ydntemlerinin

gelistirilmesine vesile olmustur.

Miller ve Keer (1985) cauchy cekirdekli singiiler integral denklemler i¢in ¢6ziimler
tiiretmislerdir. Gerasoulis (1982) singiiler integral denklemlerin ¢6ziimii i¢in pargali kuadrik

polinomlar1 kullanmigtir.

Venturino (1992) galerkin metodu yardimiyla ikinci tip cauchy ¢ekirdekli singiiler integral

denklemlerin ¢ozliimiinii elde etmistir.

Erdogan (1969) ortogonal polinomlarin 6zelliklerini kullaranak singiiler integral denklemler
sisteminin yaklasik ¢oziimiinii elde etmistir. Burada bilinmeyen fonksiyonun singiileritesinin
temel Ozellikleri korunmustur. Birinci ¢esit integral denklemler sisteminde temel ¢6zliim birinci
ve ikinci ¢esit Chebyshev polinomlarmmin agirlik fonksiyonlaridir. Yaklasik ¢éziim temel
bilinmeyen fonksiyonun singiiler davraniglarin1 ifade eden fonksiyon olarak ifade edilip

bilinmeyen katsayili uygun bir ortogonal polinomlar serisi ile ¢arpilmustir.

Hsiao ve Wendland (1977) birinci ¢esit singliler integral denklem sinifi i¢in sonlu elemanlar
yaklasimini incelemislerdir. Bu integral denklemler iki bagimsiz degiskenli hiper eliptik

diferansiyel denklemler i¢in Dirichlet problemlerinden gikarilmaktadir.

Bukhari (2005) dinamik elastik problemlerde ortaya ¢ikan logaritmik ¢ekirdekli ikinci gesit
Fredholm tiir integral denklemler Chebyshev polinomlar1 yardimiyla niimerik olarak

¢Oziilmiistiir.

Toakimidis (1982) integral araligi boyunca singiiler logaritmik bir ¢ekirdege sahip singiiler
integral denklemin niimerik ¢6ziimii ile ilgili bir metot vermistir. Bu ydntem integral
denklemleri Cauchy c¢ekirdekli singiiler integral denklemlere denklestirmeye dayanmaktadir.
Niimerik ¢6ziim yontemi ise uygun nimerik integrasyon kurallar1 kullanarak denklemi lineer
denklemler sistemine indirgemeye dayanmir. ki sekilde verilen bu ydntem birbirinden biraz

farkli niimerik sonuglar vermektedir.
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Aliev ve Mohammad (2000) birinci ve ikinci ¢esit singiiler ¢cekirdekli Fredholm tipi integral
denklemlerin regiilerlestirme i¢in bir metot vermistir. Poincaré-Bertrand formiilleri
uygulanarak bu gibi integral denklemler en zayif singiiler g¢ekirdekli ikinci gesit Fredholm
integral denklem haline doniistiiriilmiigtiir. Singiiler integral denklemin regiilerizasyonunun
denklemin operatoriiniin sabit ¢ekirdek icin sinirsiz oldugu durumda miimkiin oldugunu

varsaymislardir.

Banerjea ve Sarkar (2006) cekirdegi iki ayrik sonlu aralikta olan logaritmik cekirdekli bir
singiiler integral denklemin ¢6ziimii icin teorik bir metot vermistir. Fakat integral denklemi
saglayan bilenmeyen fonksiyonlar ile bilinen fonksiyonun sonlu araligin sifirdan farkli ug

noktalarinda sinirlilik durumu dikkate alinmamustir.
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2. DUZLEM TEMAS PROBLEMI
2.1. Diizlem Temas Problemi Hakkinda Genel Bilgi

Elastik cisimler teorisi kuvvete maruz kalan cisimlerin, bu kuvvetle olan miinasebetlerini
inceleyen bir alandir. Bir cisim sekil degistirmesine sebep olan etki ortadan kaldirildiginda ilk
haline donebilme 6zelligine sahipse bu cisim elastik cisim olarak nitelendirilmektedir. Elastiklik
ozelligine, cismin sahip oldugu biinye karakteristikleriyle belirlenmis bazi sinirlar1 gegmemek
sartiyla tiim cisimler sahiptir. Cisimlerin kendilerine etkiyen kuvvete vermis oldugu tepki
noktadan noktaya ve yonden yone degisebilmektedir. Eger cisimlerin mekanik o6zellikleri
noktadan ve yonden bagimsiz olarak ayni ise bu tiir cisimlere izotrop, eksenlerde birbirinden

bagimsiz ve farkli 6zellikler gosteriyorsa bu tiir cisimlere ortotrop 6zellige sahiptir denir.

Temas problemleri, temas bolgelerinde gergeklesen siirtlinmenin dikkate alindigi ve ihmal
edildigi durumlar icin farkli sekillerde incelenmektedir. Bu calismada n tane rijit pang ile
bastirilan, alt yiizeyi sabitlenmis elastik bir katman i¢in siirtiinmenin hesaba katildig1 bir temas
problemi incelenecektir. Problemde h kalinligindaki homojen ve ortotrop elastik katmana, n
tane panctan olusan rjit bir pang sistemi etki etmektedir. Inceleyecegimiz cisme z ekseni
dogrultusuna dik kesitlerin gerilme, sekil degistirme durumunun ayni oldugu varsayilmaktadir.
Bu sebeple bir diizlem elastisite problemi s6z konusu olacaktir. Temas esnasinda elastik katman
ile pan¢ sisteminden olusan sistemin dengede oldugu ve kuvvetin etkisine maruz kaldiginda

panglarin dénmedigi varsayilmaktadir.

Temas probleminin ¢6ziimiinde elastisite teorisinin temel denklemleri, simir kosullar1 ve
integral doniigim teknigi kullanilarak, ortotrop elastik katmanin pang sistemi etkisi altindaki
temas bolgelerinde olusan basing dagilimi fonksiyonlarini belirlemek icin bir denklem sistemi
ve Gauss Jacobi Kuadratiir formiilii kullanilarak bu denklem sisteminin sayisal ¢dziimii

sunulmaktadir.
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2.2. Diizlem Temas Probleminin ifadesi

Yukarida da bahsedildigi gibi bu caligmamizda temas bolgelerinde meydana gelen

stirtlinmenin hesaba katildig1 bir temas problemi inceleyecegiz.

Kalinlig1 h olan sonsuz elastik bir katman § = {(x, y)| —o<x<mo, 0<y< h} bolgesini

isgal etmis olsun. Ortotrop katmanin x ve y yoniindeki elastik modiilleri sirastyla E, ve E, dir.
Bu modiiller Young modiilleri olarak bilinmektedir. Poisson oranlar ise v i, j = 1,2,3 diir.
i=1,2,..,N olmak iizere temas bolgelerini gostermis olsun. i. sirada yer alan pangin temas

bolgesi w, z[ai,bi] olsun. Burada i # j olmak iizere @ Nw; # varsayllmaktadir. Bu

durumda @ = Ua)l ylizey bolgesi, rijit pang sistemi ile elastik katman arasindaki temas alam

i=1
olacaktir. . ise elastik katmanin y = A sinir boyu igin @ ’ya goére timleyeni olsun. Panglarin
alt tabanlarinin geometrileri ise sirasiyla /,(x), h,(x) ... hy(x) ile tanimlanmis olsunlar.
Pancglara diiseyde etkiyen kuvvetler p,(x) i=1,2,...,N ve yatayda etkiyen kuvvetler ise
q.(x)i=1,2,...,Ndir.

Teorik olarak temas problemleri elastisite teorisinin karisik sinir deger problemi olarak

incelenmektedir.



2.3. Problemin Tanimi ve Sinir Sartlari
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Inceleyecegimiz problemde kalnhigi /2 olan S seridi y=0 tabam1 boyu zemine

sabitlenmistir. Panglarin her birine i =1,2,..., N diiseyde P, yatayda ise Q, etki etmektedir.

Problemin sematik gosterimi Sekil 1.1 de verilmistir.

Sekil.1.1. Temas Problemin Geometrisi.

Ilgili sinir sartlart ise asagidaki gibi ifade edilebilir.

v(x,0)=0 ;| <0
7,(x,00=0 .| <0
o,(.h)=px) . |x<o
7, () =4(x) , i<
vh)=-5,(x) . xe[a.b]. i=12..N
5(x)=6-h(x) . xela.b], i=12..N

flave olarak |x| — o0 iken gerilmeler 0 olacaktir.

(D

2

3)

4

)

(6)
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Burada v, y ekseni boyunca negatif yonde yer degistirmeyi, 7, ve o sirasiyla tegetsel ve
normal gerilmeleri, §,, P, kuvvetinin etkisiyle pan¢in y ekseninin negatif yonii boyunca yer
degistirmesini ve /,(x), pangin alt bolgesinin geometrik seklini tanimlayan bir fonksiyon ifade

etmektedir. [laveten p(x) ve g(x) asagidaki gibi tanimlanacaktir.

—p.(x), xe[al.,bi]za)i, i=12,...N
p(x) = N @)
0 xeR/Ua)lEa)*
i=1
q.(x), xe[ai,bi]za)i, i=12,..,.N
g(x) = N 3
1 0 xeR/Ua),-Ea)*

i=l1

2.4. Elastisite Teorisinin Temel Denklemleri
Bu bolimde sinir sartlar ile belirlenmis temas probleminin ¢6ziimiinde kullanacagimiz

elastisite teorisinin temel denklemlerini verecegiz.

G tegetsel modiiliinii gostermek iizere ve v Poisson oranini gostermek iizere, biinye ve

sekil degistirmeler, gerilmeler cinsinden asagidaki sekilde yazilabilir.

g, = 1_V3|V|3 o, - Vo TV31Vas o, 9)
E, E, ’
g, =— Vip TVisVs o+ 1=vy,vy, o, (10)
E E, '
7.
& =2 (11)
N G,
Bilindigi tizere ortotrop cisimler i¢in agagidaki esitlikler dogrudur.
Yo _ Vo (12)
E E,
VaVis _ VailVas (13)

El E2
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Deformasyon bileskeleri ile yer degistirme bileskeleri arasindaki bagintilar asagidaki

verilmistir,
ou ov 1({ou ov

& =—, E=— , E,=—| —+— |, (14)
Ox Y0y Yo 2loy ox

Dengede olan bir cisim i¢in kiitle kuvvetlerinin olmadig1 durumda x ve y dik koordinat

sisteminde gerilmelerin herhangi bir nokta civarindaki degisimlerine ait denge denklemleri

asagidaki sekilde ifade edilir.

o
00, , %% _y. (15)
ox Oy
0 oo,
5 99 (16)
ox oy

Deformasyon uygunluk denklemleri ise asagidaki esitlik ile ifade edilir.

2 62 62
06,25 1 % (17)
Oy ox Ox0y

2.5. Integral Denklemin Elde Edilmesi

Onceki boliimde vermis oldugumuz denklemler elastisite teorisinin temel denklemleri
olarak bilinmektedir ve integral denklemin elde edilmesinde kullanilacaktir. Gerilimin normal

ve kayma bilesenleri U(x,y) Airy gerilme fonksiyonu araciligiyla asagidaki gibi ifade

edilmektedir.
2 2 2
O-x:al{’ O-v:a[{’ Tﬂ’:_aU (18)
Oy T Ox ox0y

Bu bagintilar simir sartlarindaki bilinmeyen sayisinin azaltilmasinda énemli rol oynamaktadir.

Buradaki U Airy fonksiyonunu Fourier doniisiimii yardimyla asagidaki sekilde ifade edebiliriz.

1 < * i
UCey) == [U' (.60 % dg (19)
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Bu doniisiimiin Ters Fouier doniisiimii ise su sekilde verilmektedir.
U'(y,8)= f U (x, y)e'™ dx (20)

(18) denklemini (9), (10) ve (11) denklemlerinde yerine yazalim.

PR bl U vy +vyv,, OU
) E o E, ox

2 2
_ VitV oU +1—v32v23 ouU

£ = 2D
) 2 2
! E, Oy E, 0Ox
1 U
£y =——
G,, 0xOy
esitliklerini elde ederiz. Notasyonu basitlestirmek igin,
1_V31V13 i 1_V32V23 _ L
Su = E S = £ ’ S66_G
1 2 12
(22)
s, =, = Vot VaVas _ Var | VsV Y VoV Ve TVl

E2 EZ E2 EI E] EI

esitliklerini kabul edelim. Bu durumda (17) denklemi asagidaki sekle doniisecektir.

0 o°U o*U 0 o°U o’U oU
| S =t 5 [t =5 S =5 S 5 | = 28| (23)
oy oy ox ox oy ox Oox0y

(23) esitliginde gerekli diizenlemeleri yaparsak ,

o'U N 25, +25,, O'U +s£84U _
oy* S, ox’y* s, ox*

0 (24)

esitligini elde ederiz. Ifadeyi sadelestirmek i¢in asagidaki esitlikleri kabul edelim.

A =Szt e (25)

=22 (26)



kabulii sonrasi (24) denklemini asagidaki sekilde yazalim.

o'U o'U o'U
T T2A—S o+ B——
oy ox"y ox

(22) denklemindeki esitlikleri A ve B de dikkate alirsak

A= E, [EZ —Gp, (VZI + V31V23):|
G,E, (1 - V31V13)

B= E 1-vy,vy
Ez 1- VaiVis

esitliklerini elde ederiz.

(19) denklemi ile verilen Airy gerilme fonksiyonunu (27) denkleminde yerine yazalim.

—§i+2A—§i—+B£i— QLT(f( Ee dE |=0

oy* ox’y? oxt |\ 27 ¢, 4
veya

1 %( o o o . :
— +2A +B—||U (y,&)e ™ dE|=0
27 oo(é‘y4 8x2y2 ox* ][ (7.0)e f]
esitligini elde ederiz.

. o°U (y, o'U (v,

DU (y,§>=%, DU (3,6 = L)

dy

olmak tizere (31) denklemini asagidaki bigimde ifade edebiliriz.

o0

L [([p'+246i07 D+ Bid) P (e #dé =0

i T [ D —2A8°D* + BE' U"(y,&€)e *'dE =0

(34) denkleminden, Ters Fourier doniisiimii geregi,

18

27)

(28)

(29)

(30)

3D

(32)

(33)

(34)



(D*-248°D” + BE)U' (3,£)=0
yazabiliriz. (35) denkleminin karakteristik denklemi
m* —2AEm* + BEY =0

seklindedir. Karakteristik denklemin kokleri

mlzx/A+x/A2—B§, m, =—m, m=NA-NA*-B&, m,=-m,

olarak yazilabilir.

(35) denkleminin genel ¢6zliimii asagidaki bigimde ifade edilebilir.

U*(y, &) = ¢, sinh(m,&y) + ¢, cosh(m,Ey) + ¢, sinh(m,&y) + ¢, cosh(m,&y)

(38) denklemini (19) ile verilen esitlikte yerine yazarsak,

1 48 {cl sinh(m,&£y) + ¢, cosh(m,Ey) }i g

U(x,y)=—
(%) 27 ° | +cysinh(m,&y) + ¢, cosh(m,&y)

denklemini elde ederiz.
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(35)

(36)

(37

(38)

(39)

(14) ile verilen sekil degistirme ve yer degistirme bagmtilar1 kullanmlarak v = I 8ydy

yazilabilmektedir. (18),(21) ve (22) de verilen esitlikleri dikkate alirsak,
V= I(SZIO'X +5,0, )dy
elde ederiz.

(18) de verilen esitlikler yardimiyla,

o’U 1 ¢l (mlg)2 Sinh(mléy) +c, (m1§)2 COSh(mlé:y) —itx
o, = =— e 'dé&

! ayz 27 2, +c, (m2§)2 sinh(m,&y) +c, (mzé)z cosh(m,&y)

o U —L o _.la sinh(m,&y) + ¢, cosh(m,&y) T
Yoot 27 +c, sinh(m,&y) + ¢, cosh(m,&y)

ifadelerini yazabiliriz.

(40)

(41)

(42)



(41) ve (42) esitliklerini (40) denkleminde yerine yazalim.

Sio [ e
=.§;;:L<§ I
[z

_Sn

27

¢ (m1 )2 sinh(m,y)+c, (m1 )2 cosh(m,&y)
+¢,(m, ) sinh(m,&y) +¢, (m, )’ cosh(m,&y)

) { [cl sinh(m,£y) + ¢, cosh(m,Ey) } } L
j : yre "dg
+c, sinh(m,&y) + ¢, cosh(m,&y)
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dy e "dé

(43)

(43) denklemi; integrasyon islemi ve gerekli sadelestirmeler sonrasi asagidaki bigime

dontisecektir.
_ , , _
i o (mé) cosh(m,&y) + 2 ("2) sinh(m,&y)
_ S 2 _iex| m
e 0. )i ¢, (mdfh “
- +-—=2222_cosh(m,&y) + ———2sinh(m,&y)
L M m,g i (44)
. S cosh(m,Ey) + —2sinh(m,Ey)
_Sy» J‘ £remié me o de
27 +- G cosh(m,&y) + & sinh(m,&y)
m,§ m,G
veya
oS ]‘i fo ¢,m, cosh(m,&y)+c,m, sinh(m,Ey) c
27 =, +c;m, cosh(m,&y) +c,m, sinh(m,<&y)
) St cosh(m,Ey) +-2 sinh(m, & y) 45)
S22 —iéx n/Ll
_ . d
Z¢ ¢

+ 5 cosh(m,&y) + S sinh(m,&y)
m, m,

Simdi de problemin ¢6ziimiinde dikkate alinacak olan sinir kosullarini uygulayalim.
(1) esitligi ile verilen sinir sart1 geregi v(x,0) =0 dir. (45) denkleminde y = 0 kabul edersek

1 —iéx 1
v(x,0) =3 j 5, (c;my +cmy)Ee ™ d§+g I

—0

0

c (& —i&x
—5,, (L + =) e dE=0 (46)
ml m2

—00

elde ederiz ve gerekli diizenlemeler sonrasinda (46) esitligi asagidaki sekilde ifade edilebilir.
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v(x,0)= i I {sm (c,my +cym,) —s,, (% + ;—3)}564‘3‘(15 =0 47)

1 2

—00

Ters Fourier doniisiimii geregi,

c c
sy (emy +eym,) =55, (—+ j) =0 (48)
>

yazilabilirdir.

(48) esitligini bilinmeyen katsayilar parantezinde su sekilde ifade edebiliriz:

¢ (sym, — %) +¢3(sym, — %) =0 (49)
1 2

Simdi de (2) esitligi ile verilen sinir sartini irdeleyelim. (18) ve (39) denklemlerini

kullanarak asagidaki ifadeleri yazmak mimkiindiir.

U o2 1 7| ¢ sinh(m&y)+c,cosh(m,y) it
Ty =7~ - F— I ) dé (50)
’ oxdy  Ox0y\ 27z 7 | +¢,sinh(m,&y) + ¢, cosh(m,&y)
< .| ¢;m,& cosh(m + c¢,m,& sinh(m
Txy(x’y):_ij‘_iéel;x{ 1 15 ( 1§y) 2 15 ( 15)’) }d 51)
2 <, +c;m,é cosh(m,&y) +c,m,& sinh(m,&y)
< .| ¢,;m, cosh(m + ¢,m, sinh(m
Txy(x,y)zij‘ifzeﬂéx m (méy)+c,m, ( Sy) (52)
2 < +cym, cosh(m,&y) + c,m, sinh(m,&y)
Swur sartt geregi 7, (x,0) =0dir. y= 0 kabul edersek,
1 T . —iéx
7,(x,0) === [ i&% " (cym + cym,)dE (53)
2 *,
Ters Fourier doniisiimii geregi,
cmy +cym, =0 (54)

bulunur.
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Simdi de o (x,y) yi hesaplayalim. (18) denkleminden,

o,(x,y) = 8_22 {L T {Cl Sin.h(ml(f)’) +c, cosh(m,&y) }_iéxd(:“] (55)
ox~ | 2z ? | +¢;sinh(m,&y) + ¢, cosh(m,&y)
K inh h .
o (5 3) = 1 j g {cl sin (m&y) +c, cosh(m,Ey) }_,gxdé (56)
2 2, +c, sinh(m,&y) +c, cosh(m,&y)

elde ederiz.

(3) denklemi ile verilen sinir sart1 geregi, o, (x,h) = p(x) idi. Bu esitlik neticesinde agagidaki

ifade yazilabilir.
- 17 ¢, sinh(m&y)+c,cosh(my) | .
p=o,(hy=—[-& """ : g (57)
’ 2 =, +c, sinh(m,&y) +c, cosh(m,&y)
Ters Fourier doniisiimii geregi,
¢, sinh(m,&y)+c, cosh < A
201G . ( lgy) 2 (n/l’lgy) _ J‘f)(x)elgxdx (58)
+c, sinh(m,&y) +c, cosh(m,&y) | 2
yazilabilir.
[ B@e=dz =0 (59)
kabulii yardimriyla (58) denklemi asagidaki gibi ifade edilebilir.
. . 1
¢, sinh(m,§y) + ¢, cosh(m,&y) + ¢; sinh(m,&y) + ¢, cosh(m,&y) = _?Q(ég) (60)

(4) denkleminde belirtilen smir sartt 7, (x, h)=¢q(x) ile ifade edilmisti. (52) denklemini

kullanarak,

1 ]‘i .| cm, cosh(m,&h) + c,m, sinh(m,&h)
2r %l

}fwé=aw (61)

+c,m, cosh(m,&h) + ¢ m, sinh(m,&h)

yazabiliriz. (61) esitligini su sekilde ifade edebiliriz:
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22 ¢,m, cosh(m,&h) + c,m, sinl'l(mléh) _ ]3 GO0 dx 62)
+cym, cosh(m,&h) + ¢,m, sinh(m,Eh) | 7
[ a@)e=dr=1(&) (63)

—00

kabul yardimiyla, (62) denklemi agagidaki gibi ifade edilebilir.

¢,m, cosh(m,&h) + c,m, sinh(m,&h) + c;m, cosh(m,Eh) + ¢,m, sinh(m,Eh) = — é T(&) (64)

Boylece (39) daki bilinmeyen ¢, ¢, ¢, ve ¢, katsayilarini bulmak i¢in (1), (2), (3) ve (4)
ile ifade edilen sinir kosullar1 kullanilarak, sirasiyla (49), (54), (60) ve (64) denklemleri elde

edildi. Goriildigi lizere bu denklemler ¢, ¢, ¢, ve ¢, katsayilar1 cinsinden bir lineer denklem
sistemi olusturmaktadir. Ayrica (49) ve (54) denklemleri yalmzca ¢, ve c;e bagli olup homojen
sistem olusturmaktadir. Denklem sisteminin ¢oziimiinden ¢, = ¢, = O elde edilebilmektedir. Bu

durumu (60) ve (64) denklemlerinde dikkate alirsak ¢, ve ¢, cinsinden asagidaki denklem

sistemi elde edilecektir.

1
coshm,&h coshm,éh || c, | _?Q(CE) 65
m,sinhmEh - mysinhmEh || c, | — L1 "
52

(65) ile verilen denklem sistemini ¢6zelim. Burada,

coshm,&h coshm,&h
m,sinhm&h - m, sinhm,&h

‘ = m, sinh m,&Ehcosh mEh —m, sinh mEh coshm,Eh (66)

—éQ(f) coshm,&h _i

A, = . 2
—éT(é) m, sinhm,&h| ©

[—Q(f)m2 sinhm,&h+iT (&) cosh mth] (67)
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1

coshm,&h 52 o) .
A, = , = —[-0(&)m, sinhm En+iT (&) coshm, Eh] (68)
m, sinhm &h —éT(f) $

olmak iizere, ¢, ve ¢, katsayilarimi hesaplarsak,

o A, 1 —-Q(&)m, sinhm,Eh +iT (&) coshm,Eh 69)
> A & mysinhm,EhcoshmEh—m, sinhm,Ehcoshm,Eh

o - A, -1 —Q(&)m, sinhmEh+iT (&) coshm Eh (70)
YA & mysinhm,EhcoshmEh—m, sinhm,Ehcoshm,Eh

elde ederiz. ¢, = c¢; =0 degerlerini (39) denkleminde dikkate alirsak asagidaki ifade elde edilir.

o0

U(x,y)= i '[ [c, cosh(m,&y) + ¢, cosh(m,&y)|e ™= d & (71)

(71) denkleminde ¢, ve c, katsayilarini yerlerine yazarsak,

w Al = (—Q(&)m, sinh m,Eh+iT (&) coshm,&h)coshm, &y
U(x,y)= zi 7| 4 | EdE (7)
" =5 (F0@m sinhmgh 7€) coshmh)oshméy

elde ederiz. (72) denklemini gerekli diizenlemeler sonrasi asagidaki gibi ifade etmek

muiumkiindiir.

) —Q(f) (m, sinh m,Ehcoshm &y —m, sinhm Ehcoshm,&y)

1 i
Ux,y)=— | e (73)
(x,y) Zﬂje () g
+ (coshm,éhcosh m &y —coshmEhcoshm,Ey)

2

Yine ¢, ¢, ¢y ve ¢, katsayilarini (45) de verilen esitlikte yerine yazarsak,
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12 (—Q(f)mz sinh m,Eh+iT (&) cosh nghjml sinhm £y
_ S S12 J.é —iéx é: A dg
1 (- inh ]
~ _2( Q(&)m, sinhm, Eh+iT (E) cosh m,Eh j m, sinhmE y
: : (714)
1 Lz ( —Q(&)m, sinh m,&h +iT (&) coshm,Eh ] sinhm &y
- e M : d
s —21 ( —Q(&)m, sinhm,Eh+iT (&) cosh m, Eh j sinh .y
m, & A
elde ederiz. (74) esitligini diizenlersek,
$,mm, (sinhm, Ehsinh m, &y —sinh m,&hsinhm & y)
IQ("'Z) m . m, . g
27r —58,, | —-sinhm,hsinhm, &y ——2sinhm,Ehsinhm &y
b 1] 75)
5,1 (—=m, coshm,Ehsinhm, &y +m, coshm Ehsinh m,&y)
1 T lT(é:) 1 1 e—zéadé:
27r i —S5, (— cosh m,&hsinh m, &y + — cosh m &hsinh mzéy]
iy n,
elde ederiz. Simdi de y = A sinir boyu v(x, y) yi hesaplayalim.
o) $,mm, (sinh m,&h sinh m,&h —sinhm,Ehsinhm, Eh)
—iéx
7['[ —s [ﬁsinhmgh sinh m,&h — 22 sinh m, &R sinh m §hj erds
22 1 2 2 1
m, m, 76)
| ) 8, (—m, coshm,Ehsinhm,Eh+m, coshm,Ehsinhm,Eh)
l
LAY AG] R | | | o
2r <, A& | —s,,| —coshm,Ehsinh mEh+— cosh m,Ehsinh m,Eh
m, n,
(76) esitligini diizenlersek ,
() m, —ny _
¢ | m,cothmEh—m, cothm,Eh
2 1 1 2
v(x h) = Sﬁ(mj — EdE (TT)
27 mm, T(g) A% (ml +m2)
_l —
4 R coth m,Eh—m, cothm,Eh
2 mym, m, cothm,Eh—m, coth m,&h

elde ederiz.
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(77) denklemini daha kompakt yazabilmek adina,

m,—m

h)= — 78
L(¢h) (m, coth m,&h—m, cothm,&h) 78)

mm s,, m,cothm,Eh—m, cothmh

h — 12 22 2 2 1 1 79
L (¢h) 5, (m, +mz)(s21 mm, m, cothmEh—m, cothmthj )
kabul edersek bu durumda (77) denklemi

2 mmy S| ¢ g

bigiminde ifade edilebilecektir. (78) ve (79) esitliklerinden goriildiigii lizere Ll(gzh) tek,

L, (&h) ise ift bir fonksiyondur. (59) ve (63) ifadelerini (80) esitliginde yerine yazarsak,

v(x,hy =22 T T i {lﬂ (f ") ( T ﬁ(r)e‘ffdrj —i @( T c](r)e’f’drﬂ e dE (81)

2r mm,

—0

elde ederiz. (81) esitligini diizenlersek,

m < h) . < i h)
v(x,h)= %ﬁ{i p(7) {#elﬁdf ‘[—_J;é('[) {% e’f(xr)dé:}dz.} (82)

bulunacaktir.

§h=u:>§=%:>d§=%du (83)

olsun. Bu durumda (82) esitligi

T ﬁ(r)ﬁ Mem(x:)a'u}?r
S22 mz +ml —0 —0 u
Pt IR
T -| é(r){j L (), {5 Jdu}r
e e u

sekline doniisiir.

v(x,h)= (84)




Asagidaki bilinen esitlikler yardimryla,

ie_m(T) :icosu(x_rj+sinu[x_rju
h h

(84) esitligi asagidaki bicimde ifade edilecektir.

v(x,h)=—==

27 mon —TW{TQ )

L1 ( (x—r) .. [
(7) -
o :[op {J‘ cosu P isinu

. X—7 . X —
icosu| —— [(+S1mnu
( ( h j ( h

X—7

h

o

L (u) intek, L, (u) nin ise ¢ift bir fonksiyon oldugunu hatirlarsak,

I~

T L(tu)sinu(x;z-jdu =0

I (u cosu( z-ja’uEO
o u

olacagi aciktir. O halde asagidaki esitlikler dogrudur.

]?L'(u)cosu(x_rjduEZ](z (u)cosu(x_rjdu
s, u h o u h
jdu_2j.Lz s1nu(x_rjdu
0 h

< u
j L ( ) sin u(
Bu durumda v(x,h) asagidaki sekilde yazilabilir.

S

s
v(x,h)=-2
T mm,

|
—_];51(7){

szlﬁ(f){l1 cosu( T)du}dr
m,+m, |

TLZ sinu T}du}dz‘

ol

27

(85)

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)

oD

(92)
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K{ijﬁ#cos(u%}@ (93)

Kz(x_f)zzl”(”)sin[ux;jdu (94)

(93) ve (92) notasyonlarini kabul edersek (92) esitligi,

T K (X;T]f?(f)dr— T K, (X;T)é(r)dr} (95)

v(x,h) _Sp My {

7T, |5, o
seklinde yazilabilir.
1
g=_Mm 1 (96)
ml + m2 s22

olmak iizere; (95) esitligini

v(x,h):g—17Z j Kl(ngjﬁ(r)df—é j Kz(%)a(r)dr (97)

—o 0

biciminde gosterebiliriz.

O(x) panglarin temas bdlgelerindeki levhaya girislerinin geometrisini ifade eder.

5.(x), x€la;,b,]

1

o(x)= i=12,...n (98)

N
0, xeR/U[ai,bi]

i-1
seklinde tanimlanmaktadir.
(5) denkleminden verilen sinir sart geregi v(x, h) =—0(x) dir.

(7) ve (8) ifadeleri ile verilen sinir sartlarmi (98) denkleminde kullanirsak, Bu durumda

xe [ai,bl.], i=12,..,N ig¢in,

i T K, (X;TJP_,—(T)CZT i ﬁ“ T K, (XT_TJQ] (r)dt = 0o, (x) (99)

J=1 J=1



elde ederiz.
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K, (?) nin ¢ift, K,(¢) nin tek bir fonksiyon oldugunu gozoéniine alirsak (99) esitliginden

asagidaki ifade elde edilir.

TKI(T xjp,(l’)dr ﬁ:TKZ(:;)qj(r)drzﬁﬁé‘i(x)

J=1l o J=l o

¢ siirtlinme katsayisin1 gostermek lizere;

q;(t)=¢p;(7)

yazmak miimkiindiir. (101) bagintisini, (100) esitliginde yerine yazarsak,

N b
ZIKI(T xjp](z')dr 8ZIK ( )p (r)dt = 765,(x)

llu

N b
ZIp,(r){Kl(T;XJ—ng(T;deﬁne@(x)

elde ederiz.

K(n) =K, (t)-¢€K,(t)

kabulii sonrasi (104) denklemi asagidaki sekle doniisecektir.

SIS

J=l a;

xjpj(r)dhemi(x) i=12,.,N

(100)

(101)

(102)

(103)

(104)

(105)
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(105) integral denkleminin gekirdegi (93), (94) ve (104) ile tanimlanmaktadir. K, (7)

cekirdegi ¢ ’nin bir ¢ift fonksiyonudur ve asagidaki teorem gegerlidir.

Teorem 2.1 :

K ()= I L(u) cosutdu seklinde tanimh K, (t) fonksiyonu V f e (—oo,+00) icin
0

< [1 - L(u)]cosut —e™"

F(1)=-] du,

0 u

olmak iizere
K, (1)=—tnl+ & (),
seklinde yazilabilir.

ispat: Ispat1 mevcuttur (Vorovich,1974).

Teorem 2.2 :

K, (1) = .[ Liu) sinutdu seklinde tanimli K, (t) fonksiyonu V r e (—oo, +OO) icin
0

E

2

(1)= _I [1 -L, (Z)] sinutdu’

olmak lizere

K, (t)=%sign(t)+F2 (1),
seklinde yazilabilir.

ispat: Ispati mevcuttur (Vorovich,1974).

(107) ve (109) esitliklerini (104) de belirtilen ¢ekirdegin ifadesinde yerine yazar ve

F(1)=F(t)~ eF,(1)

oldugunu kabul edersek asagidaki esitlik elde edilir.

K(t)= —1n(t)—§7rsgnt+[F(t)]

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)
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2.7. Cauchy Tip Singular Integral Denkleme Indirgeme

Bu bdliimde, c¢ekirdek igin bir 6nceki kisimda verilen 6zellikler kullanilarak bir Cauchy tip

singular integral denklemler tiiretilecektir

(105) elde edilen integral denklemde (111) esitligini kullanirsak,
xe€la,b], i=12,.,N igin

b!
el s 0o

a

o

esitligi elde edilecektir. Her iki tarafin tiirevini alalm. x € [ai,bl.], i=12,..,N oldugu i¢in

(113)

esitligini elde ederiz.

D(x) , Dirac fonksiyonu ve H(x) Heaviside olmak {izere asagidaki bagintilar

bilinmektedir.

sgn(x)=2H(x)—1 (114)
iH(x):D(x):>i(sgnx):2D(x) (115)
dx dx

(113) esitliginde (114) ve (115) denklemleri ile verilen bagintilar kullanildiginda,

b/

j i dr+57rjp,(r)D(z' x)dt

j=1

ah oo[1—lq(u)]sin(uT_x)du (116)
e e=omsto
= “+e[[1-L, (u)]cos(u : _xjdu
0

olacaktir.



32
Dirac fonksiyonunun 6zelligi ve x [ai, bl.] oldugundan dolay1

hi
Ipi(T)D(r—x):pi(x) (117)
esitligi yazilabilir.

(117) ifadesi ile verilen bagintiy1 (116) esitliginde kullanirsak,

N b N b T[l—lqw)]sin(uf_xjdu
€7TP,(X)+ZIP( ) IZJ‘ Y 2':4972'5['(x) (118)
ila, ila, ,[[ Lz(u)]cos(ur X 1

0

—* olmak iizere asagidaki

esitligini elde ederiz. Burada xe[ai,bi] ver e[aj,bjl dir. 1 =2
otelemeyi kabul edelim.

0

M, ()= —%ﬁ[l—lﬂ(u)]sin(ut)du +8J.[1—Lz(u)]cos(ut)du} (119)

0 0

(118) esitligi (119) yardimyla,

Ep;

ij]() ( jdz' 05!(x) (120)

a; Jla

bi¢ciminde yazilabilir.

Integral denklemin seklini asagidaki sekilde degistirelim.

Yoy 2 ,

ep,(x)+— J' (T) +zﬂj‘pj J‘ ( jpj(r)dfzwi(x) (121)
j;} a; ] ]a

Burada x e [al.,bl.], i=1,2,..., N dir. Ek kosul olarak,

b;

in(z')dr:Pi i=1,2,...N (122)

denklemleri kullanilacaktir.



2.8. Integral Denklemin Boyutsuzlastirilmasi

Bu kisimda (121) denklemi boyutsuzlastirilacaktir.

xe[ai,bi] icin x=77(t):bi;ait+bi—;ai =rt+s,

b.—a. A
L+ —L=rz+s,
2 o

= [aj,bj] icin 7=73(z)=
kabul edelim. Burada

b —a. _ b +a,

l L

s S
2 ' 2

=
i

kabul edildi. Bu durumda x; € [ai,bl.], Te [a 50 j] olmak tizere

rZ—ht+s; =8, I#]
T—Xx=
r(z—1) i =j

yazilabilirdir.

(123) ve (124) denklemlerini (121) ve (122) denklemlerinde yerine yazarsak,

—=A i olmak iizere

r.
J

1 tp(n), L1t )
gpi(ﬂ(t))+;[TdZ+Z;I dz

s W ]
J#Ft rj rj
r S . SI
1 & Z_jl+ Jr
=20 [ M| | p (22 = 06 (1 (1))
j j

yazilabilirdir.

Simdi de
P, (n(1))=o.(1)

65/ (n(t))=r(t) i=12...N
kabul edelim. O halde (127) denklemi,

33

(123)

(124)

(125)

(126)

(127)

(128)

(129)

(130)



— T r. §.—S
=17 4 J
J#i 1+
r.
J
PP B

1
A

joJ=l -1 J

seklini alacaktir. (122) ek kosullari ise

L P .
jgaj(z):_f j=12,..n
-1

T

seklini alacaktir.

+—ZJM,;, ’ 4 ¢,(2)dz= f,(1)

34

(131)

(132)
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3. INTEGRAL DENKLEMIN COZUMUNDE KULLANILACAK YONTEMLER

3.1. Seri Yontemi

Biiyiik A lar i¢in gegerli olan seri yontemini N =1 ve N =2 durumlarina uygulayalim.

3.1.1. N=1 durumu

h
A =— olsun. (131) denklemi bu durumda asagidaki sekilde olacaktir.
r

Lhp(z)  1b (z-t

g¢(t)+;:|.1;dz+zl[M(T}p(z)dz:f(t) (133)

Burada (119) da ifade edilen kabul sonras1

M(t)= _lD[l—l,‘ (u)]sinutdu+g-[[1—L2 (u)]cosutdu} (134)
Tl 0

olmaktadir. sinut ve cosut fonksiyonlari i¢in Taylor formiilii kullanilacak olursa, M (t)

fonksiyonu

M(t)==>rt (135)

seklinde kuvvet serisi bigiminde gosterilebilirdir.

Burada p,, =¢&p,, ), =0, dir

[1 -L (u)]l,tZi_ldu

|
—
~
Sk

(136)
ﬂi =

(_21)), I [1-L, (u) Je*du

[S—

(133) nin her iki tarafin1 &, = - ile carpalim.

1

+

&

&91¢(t)+ﬁj.Mdz+%iM(Z—_t}p(z)dz=51f(z‘) (137)

ozt A
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x =+l indisine karsilik gelen Cauchy tip karakteristik denklemin ¢6ziim formiiliinii [67] bak.

kullanirsak

#(t) = ez, {ﬂf(t)—%j.M(ZT_t}u(z)dz}
_ﬂ;‘l(l‘)j‘)z('( t)dT[P +&f(r)- ZJ.M(ZT_T}U(Z)dz}

-1

elde ederiz.

2 — —_—
&g, = =&,

1+&°

kabul edelim. Bu durumda ¢(t) nin ifadesi

é(1) =80f(l)—%_j‘1M(ZT_t]¢ﬂ(z)dz
e a0 I ey

1

seklinde yazilabilecektir. Burada

P = Igo lnl+D{j t)dt+<D}
et 2
X(t)=(1+t) "(1- t)

D=—(ln2+C+l//(%+7/j/2+t//(%—7/)/2)

(138)

(139)

(140)

(141)

(142)

(143)

(144)

1
y =—arctan g, C - Euler sabiti ve i/ (t) de Eulerin y fonksiyonudur. (140) denkleminin

T

seklinde bulunacaktir.

(145)
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(145) denklemini (140) denkleminde yerine yazalim

¢0(t)+@+...++@ﬂ—g)+...:gof(t)

(146)
-1 ¢0(Z)+¢1(Z)+“'+¢n(Z)+“}

rot 7 bty (_j
& (X(2) | & 1|l A A
- dr| P _Z
7rX(t)-[l T—t ‘ +81f(1) i

A nin ayn1 dereceden kuvvetlerine ait katsayilar esitlersek asagidaki bagintilar elde edilecektir

—_

X(r)
= d 147
% (1) _1 ——dr (147)
2 1 1
7o [X(2)
¢1(t) 7/0J.§00 dz + 2IXEI)'[ . th_[gDO (148)
1
N, = [ ¢, (2)dz (149)
-1
olmak tizere asagidaki esitlikler elde edilecektir
2 1
2 & 7N, X(T)
=_20, N d 150
¢l(t) 7[7/0 0+7Z'2X(t)'[ r—t T ( )
g() n—1 n-2
¢n (l‘):—; |:;/n—l(z_t) ¢0(Z)+;/n—2(z_l) ¢1(Z)++7/0¢n—1(z):|dz
-1
2 1 1
g] X(T) . n—1 . n-2
EZX(I)'[ — J.l[}/nl(z ) ¢ (2)+7,,(2—7) ¢1(z)+...+y0¢n7](z)}dz
(151)
n—1 1
_ﬁzj/n—l—mj‘¢m(z)(z_t)n 1 mdz
T m=0 -1
2 n—1

X(z) vt
ﬂzX(t)mZ(:) T—t drjy” e (2)(z=7) "
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Boylece N =1 durumuna karsilik gelen (133) integral denkleminin ¢dziimii (140) integral

denklemine indirgenerek, bu ¢oziim biiyiik A lar durumunda (145) serisi seklinde bulundu.

Bu seride ¢, (t),¢1 (t),..,(ﬁn (t),... terimleri sirasiyla (147),(148) ve (151) yardimiyla

belirlenebilirdir.

3.1.2. N=2 durumu

kabul edelim. Bu durumda (131)

Temas bolgesi a)=[—b, —a]u[a,b] olsun. A= 5
—a

integral denklem sistemi,

ep, (1) +— J'%(Zt)d +A”I%dz+ IM”( jgﬂ,(z)dz

A h

1 z—t S§,—¢§
+EJ:M12[T+ 2h 1)(02(Z)dz:ﬁ(t)v

(152)

£, (1) + - (2@, 11 0@ dz+le [Z_—t+s‘_s2]¢(z)dz
2 ﬂ, 21 /1 h 1

e z—t ﬁxl'[Z_f+Sl_s2 bt}
P h (153)

+ IMD [ . ]%(z)dz = /0.
seklinde yazilabilecektir.
Ek Kosullar ise
1
P
I @ (2)dz = -
’ll (154)
[o:(2)dz =
-1

~ |~

sekline doniisecektir. Asagidaki 6telemeleri kabul edelim.

1 B z—t (155)
5, -5, _MIO( +77j
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1
(152) deki denklemlerin her iki tarafin1 &, = — ile carpalim. Bu durumda asagidaki esitlik
l+¢

elde edilecektir.

e () +— J.ﬂd =g f,(t) - AJ.MIO(% jgoz(z)dz——IM”( ) jq)l(z)dz

-1

i (156)
(EJ;MQ( 1 +nj¢2(Z)dZ
(0@, e G (200 y
818¢)2(t)+7[.|. —t z=¢f,1) 7[2,'[ 0| 7, n | (2)dz
—1 -1
(157)

|
21

Ve — & l
_z_lel(T_UJQ(Z)CIZ_ZJ-MD( 2 jgoz(z)dz

1

2.¢esit Cauchy tip singular integral denklemin kX =+1 indisine karsilik gelen ¢oziimii
i¢in bilinen formiili [65] uygularsak,

& fi()— J.MIO[ 1 +77j¢2(2)d1——an( 1 J(/’I(Z)dz

p()=¢¢ | ;
& Z—
- Mlz(_+77j¢2(z)dz
’Ifl A (158)
P +gfl(r)—ijM10[ +77)(02(z)dz
e jX(z' A A
X
V4 (1)71 51J.M”[ jgp]( )dZ—g—IMlz[ 7 ﬂjgoz(z)dz
glf2(t)_%J-Mzo(th j¢1(z)dz—ijM21( 7 j(pl(z)dz
o,()=¢g¢ - . :
_&a =
JEN
p;+81f2(7) Mz ( —UJ(PI(Z)dZ
& jX(T I A (159)
7X (1)

Tt & | z &
_7J‘le(T_’?j%(Z)dZ__IMzz( 1 ]goz(z)dz
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Simdi de asagidaki 6telemeyi kabul edelim

gl = 1+ggz s, (160)

Bu durumda (158) ve (159) sistemi,

& | et
cola):eoﬁ(t)—EJIMm( -~ jgoz(z)dz— jM“[ - J(pl(z)dz

-2 .[Mﬂ( A +77](p2(z)dz (1eh)
1 p1*+glfl(z-)___[M20( 1 +77J(02(Z)dz
= ;(0 J' X(Tt) I 1
7 57— & Z—T —n
_I[Ml ( -~ jqol(z)dz— lez( - n}(oz(z)dz

NN ST Ea 4
@,(t) =&/, (1) ﬁl'[MZO( J) J(Dl(Z)dZ _[MZI( P j(Pl(Z)dZ
& | 2=t
ﬂ»_le”( p j%@dz

| p;+glf2(r)_ijM20(Z_T—77)¢)1(Z)dz (162)

g J~X(r)d A
— T
xX@®)* -

g -7
T N PAE S

sekline doniisecektir. (161) sistemini ¢ozmek i¢in [81] kaynaginda tarif edilen ve biiyik A ler
i¢in gecerli olan seri seklinde ¢oziim yontemi uygulanacaktir.

Buradan hareketle,

() (2)
¢(1) = Zq) (), (1) = Zq)” © te[-1,1] (163)
seklinde kabul edilecektir.

(163) ifadesini (161) dekleminde yerine yazalim.



(pl”(t) coé“(t) +(p,5“(t)
2 22 A

1 2) (2)
_% -t @ (2) L (Z)
MIM“’( Jl H%% @+ PE

1 1) (1) (1
2 Z-t (1) (2) % (2) 0, (2)
—— |\ M, | — +...+
l_jl ( - J{w (D+ =+ T

@ (0)+

+..=&,£,(1)

(2)
A ()
ln

+..}dz

+..}dz

& ¢ 7—t D) 0P (z @ (2)
_70J.M12(7_77j (p52>(z)+§01 /1( +¢/12( ) '"+¢n/1” +...|dz
-1
P+ f,(0)
_r o0’@ 0@, | 8@
gl M”’( p "j[(oéz)(z) P T

1

g o (2) wﬁ”(z)

7Z'X (t) I =

G

ﬂ G

212

ﬂ/n

| @ @ @
g -7 - ??(2) Lo (2) », (2)
_ ;J;Mlz(7+77j|:¢0 (2)+ ) FER FE
@ @ @)
O+ D B0 (D )
] _ M M M
_g_j[IMZO (%—nj{q)él)(z) 4 & ;Z) + %/ISZ) .t gonlgz) +} dz
-1
o | _ M M M
_70J'M21 (ZT—UJ (oél)(z)+§01 ﬂ(z) %}bgz)+...+(p”/15z)+... dz
-1
1 _ (2) 2) (2)
_iJ'Mn(Z_tj o2 () + 4 @), & 2(Z)+...+(p" @, |az
Pl 2 ) A
_p;+51f2(7)
& | z-71 Wy AR, A@ 9 ()
T M| T | A @ P B B
1 -1
—LI&dT & 1 —7 ) (01])(2) (0;])(2) (Dyil)(z)
X)) - —EIIMM(T—UJ @ (2)+ P FER T
1 2) (2) (2)
_ & -7 2) ¢’1 (2) (02 (z) 0, (2)
EJ;MZZ[ /1 j|:<00 (Z)+ /1 /12 + A’n

elde edilecektir.

+..}dz
+..}dz
+..}dz

+..}dz
+...}dz
+..1dz

41

(164)

(165)




- toolen(

0

de“Lg:[[l_Lz(u)]cos(Th jdu _ ”M(z-_xj

—ﬁMl(t):I[l—Ll(u)]sin(ut)du—I —L,(u) {Z( 1)2 Y }d th”

0 n=0

)
Co(2i-1)1
n_ 2n,2n

—M, (1) = j[l—Lz(u)]cos(m)du j[l L,(w)] {Z(D—”f Z i

M, i>1

_()'f

du, i>0

c,, =d.e ¢, , =b, kabul edersek

o0

-M; (f)ZZcJ"

i=0
olacaktir.

7—t 1 z—t i 1 d z—t) i
Mu(TJf’?j:—; Cm(TJFUJ =‘;Z¢u;2¢f(7) nt
i=0 i=0 k=0

Burada ¢, =

il(k—1i)!
(172-177) denklemlerini (165) de yerine yazalim.
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(166)

(167)

(168)

(169)

(170)

(171)

(172)

(173)

(174)

(175)

(176)

177)

(178)
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Oy o o
o (0)+ (”1/1( ) %/12( L (/’"ln( ) f0)
- ) )
z—t z—t n| 72—t
| = | —H ()| |+
g 1 An (inj ( )(/177) } 4
|7 Z
A’ @) ) @)
@ ¢ (@) 9 () ®,”(2)
)+ + +..4+L8
_(0() ( ) 1 12 PL +
| z—t z-t) z—tY
G0t 2 +C112( 2 j +"'+C11n(_j +}
& A
e o d:
R OO I LG
0 ﬂ, 12 l"
S 0ok I B
kz(;clzkckn +ﬂ72012k 1 +( ] chzkckn
= k=1
1 n
&, Z_t £
+ﬁ".1 +(ﬂ_ﬂ,] ZCIchiﬂkﬁ-... dz 179)
i @ ) )
@ ¢ (2) Lo (2) ®, (2)
)+ + +...
_@0 ( ) /1 12 An
e (@) ]
1 -7 (z-7 ’ z-7)
i 1- + -+ = +... .
& n An An An y
I Z
AT @ @ )
o7 (2)+ ! ;Z) + (02/12@ +..+ gonﬂfz) +}
I -7 -7\ z—-7)
e 1 C11()+C111 /1 +C112( /1 ) +"'+Clln( /'{/ j +:|
& jX(T) +/1—1J. - z
- 1
X)) - e ¢<1>(Z)+(01( )(Z) 1)(Z) l)(Z)
S A A A"
-7 & 2k
chzkckn + ZCIZkan + /1 chkckﬂ
n k=2
1
gl
+EJ.1 ( J ZCIZkaﬂk-l-... dz
=1L k=n
i ) 2 )
AP () + il /1(1) + P AZ(Z) ot ¢n/1§z) +}



(2) (2)
(/)éz)(t)+(01 (t)+(02 (t)+

@
0] +...

A

Ar nir o
®, (

9, (2)+

o () +

1

g I&d7+

_7rX(t) Tt

.+

A2

[zt (Z_tjz (z—tjn
I+—+ — | =] — | +...|.
& LJ| An \An Al

dz

A

) RO ON +(D,§”(z)}

r 2
0 —t © —t =
St (on) + S el cn) | S| St ()

& 7—t " " '
+ﬁ.|. ++(n7j ;cﬂkck(_n)hr.., dz

e SR

) ) )
i (Z)+¢2 (Z)+...+ P (Z)+..1

A A2

@ @ @
P (Z)+(p2 (Z)+...+¢" (Z)+...

ln

dz

A A

e fo(D)

NgE

>~
Il
(=]

&

A d-1

+

&
A -1

) (D ()
TR W CO I A I (z>+_.}

() ) ()
P W AT B (Z)+..1

+...

24

dz

y) AT
CZlkcl(c) (_U)k +Zn—_/;kz=;czlkcllc (_U)k

) .
Zn_}f] ;czlkcz (—n)k +... dz

7 PE SANT

2
-7 -7 z—7)
C22() + c22] 2{ + C222 i +..t C22n ﬂ

+(Z_;] Zcmcz (—n)k +...

77 k=n

A A2

@ @) @
(p(<)2>(z)+(/71 (Z)+(/7z (Z)+ L& (Z)+“1

dz
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(180)
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A nin ayn1 dereceden kuvvetlerinin katsayilarini esitleyecek olursak (/)(()l) (l ) , (0(()2) (f ) , (/’1( ) (t )

(2)

¢,1<2) (t),q,;l) (1) ve ¢, (1) ifadeleri asagidaki sekilde bulunabilir.

M () _ & [ X@ fi(z X(z-)
Do (t) &l (t) ﬂX(t);[ z’—th ﬁX(t)j T—t (181)
@ (1) _&ap, [X@ A(D)X@

P (1) =&,/ (1) EX(I)_IIT_th ﬂx(t)j — (182)

1
o (1)=- 80]% z)dz+=2 cuof% (2pdz+2 chzk‘f"kfwéz)(z)dz
S|

(81)2 jX(T)drfqoéz)(Z)dZ‘ (a) cnofwél)(z)dz

X ()2 -1 X () (183)

O (2 )z

| 1
o7 ()= -2 I o (2)dz+22 Zczlkck ' | ¢§1)(Z)d“%c2zoj oy (232
—1 -1

(51)2 X(1)
-— dr (po z)az
2 X(f)ﬂ_Il I (= (184)

IX(T)d _f(po (2)dz

-1

_ (281)2 220_'. dfj'goo (z)dz




+(j,_oj[cm(z—f)(/’()(Z)“no‘/’l(l)(z)}dz
!
+7,f;13;nifi?df_i[—%oé%awf%zﬂdz
,z(zi‘joi X e[ (=)ol (2 el (2)
2

- (51) J‘X(T) J‘[ nficnkckn (00 ZClzkckU ¢1 }dz

ifadeyi genellestirirsek,
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(185)

(186)



Z_
n

T ,[ _(p(gl) (Z)Clln—l (Z

_ t)n—l

+ ¢}

n-1 n-2
__tj +¢” (Z)[—ZT_ZJ +ot o) (z)] dz
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(Z)Cnnfz (Z_t)niz +"'+(0r(1l—)1 (Z)Cllo:|dz

I n-2
& | wéZ)(Z)[Z j Z i N+ )( )(Z_] Z e nt
+_0I /R U k=n-2 7 (187)
ﬂ- —
|+ +¢ﬂl chzkckﬂk
_ n-1 ; n?
= Z—
+ (&) jX(T)de- (/’32)(5)(——j +(p1(2)(z)(—TJ .
7Z'2X(l‘)77711—t )
+...+ 97 (2)

(a)

7ZX(

(a)

IX(T) J

-1

7rX(

J~X(r) J-

il

n—-1__k
CopCe 1+

n-2__k
CpuC 1+t

k
Z Cleck n

(2)enn (z—7) "+ ...+}Z
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n—1
—t e .
1 ¢(()])(Z)(Z J z Co1xCr 1( 77)k

k=n-1
n— dZ

— _t o0
1 +¢’1(1)(Z)(ZTJ Z ot (= C +¢n 1 )Zcﬂkcg (_77)k
L k=0

+% j _q)(()z) (Z)C22n—1 (Z_t)n_] +(01(2) (Z)CZZn—Z (Z_t)n_z +‘“+¢r(i)1 (Z)szo}dz (188)

= I{ o=t jso“()[T] RETEIE

1 1 ¢ n—l-m 1 1 L
40»(11)“)—‘&![2 1(112)(Z){_Z_j }dZ+iI{Z¢$)(Z)C1m1m(Z_t) l }d
7[77 _1| m=0 T —1Lm=0
1 —1 n—l-m -
+ 0 (2) [Z__t c cn—l—m k 7
= :[[;) m ( ) n k:nzi;im kCe T

4 (81) J‘ X(T) dTI n—1 (0m2) (Z)(_ Z—TJ :|dZ (189)




49

1 _n—l _ n—l-m
o) (1) =2 Z@S)(Z)(Z—t} ]dz
_m:O 77
1 _n—l _t n—l-m © o
+ij Z@:n(z)(z_j Z ConeCy 1 (_U)k}z
m=0 77 k=
[ n-1
Sl (2w (1)
m=0

(&) tx@ = z—r) "
ﬂZX(t)n:[T tdr.[ Z% (2) 7 Z (190)

1

. (‘91)2 X(7) - (1) T & netom [k
Sl s B 5] E e

1

(81) X (7) S (2) i nelom
7Z2X(z‘)-|.l r—t g J; mzz(:)gom (Z)C22n—l—m 7 7

elde edilecektir.
3.2. Gauss Quadrature Yontemi

Bu kisimda (131) denklem sisteminin bir niimerik ¢6ziim ydntemi gelistirilecektir. Bu
nedenle diisey ve yatay kuvvetler etkisi altinda N tane pangin elastik katmana basincindan
ortaya ¢ikan diizlemsel temas problemi konu edilecektir.

Panglarin her iki ucu da elastik seride girdigi i¢in, bu panglarin olusturduklar1 basinglar ug
kisimlarda sonsuz olmalidir. Bu durumda ¢6ziimii

Jj=1,2,.., N olmak iizere
a B
?; (t)=a)(t).gj (t)’ w(t):(l_t) (1+t) (191)
seklinde bulacagiz. Indis teorisinden bilindigi iizere
—(a + 0 ) = Kk indis degeri incelenen durum i¢in 1 esit olmalidir.
~(a+p)=1 (192)
Ayrica basincin uglarda sonsuz olabilmesi i¢in —1 < &, # <0 olmalhidir.
Yine indis teorisi geregi « sayist
c+cotma=0 (193)

denkleminden,
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1
o =——arctan& (194)
T

1
p=—-1-a=-1+—arccote (195)
T

seklinde bulunacaktir.

(191) denklemini (131) denkleminde yerine yazalim. Asagidaki esitlik elde edilecektir.

ga)(t)gi(t)+7lzja)( LA d Z 8(2) dz

i z- i z——’t+s -5,
T; T
/P ) e
1 & r; T
_}_Z_ZMU P (Z)gj(z)dzzfi(t)
j o= J

Bilinmeyen g, (t) , i=1,2,..,N fonksiyonlar1 yerine onlarin Lagrange interpolasyon

polinomlarim1 bulmaya ¢ahsacagiz. z,, m=12,..,n interpolasyon diigiim noktalarin1 n.

dereceden Jacobi polinomlarimin Pn(a’ﬁ ) (t) sifirlar1 geklinde secelim. Uygun Lagrange

interpolasyon polinomlari

(a.5)
= ginmPn (t) .
(t)=g. (t)= =1,2,.,.N 197
8 ()=, (1) ;(t_zm)ﬂ!(a,ﬁ)(zm) ! (157

seklinde ele alinacaktir,

Burada g, = g,, (zm), m=1,2,....,n kabul edildi.

n (aﬂ 1 (0"/5)
8w  B(1) 8w 1 [@(2) B (2)
t inm nm _ d

co( )m: Pn'("ﬂ)(zm) -z, Z; P (Zm)ﬂ"[l z—t z-2, ‘

N n 1 (

gjnm a)(Z) Bl ( )

4 dz

;;Pn!(a,ﬂ)(zm)jz 7;t+s -8, z-g,

m I 5

.5, (198)

N 2. I Z_:H_ r P(a"[})(Z)
+ L jnm J j o 7 dz = f.(t

;ﬂ’, ~ Pr(aﬂ)(zm)_‘-l ij ﬂ’, (Z) -z, 4 fl( )
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(198) denkleminde

1 1 1 1
- * 199

6zdesligini kullanalim.

g Pn(“‘ﬁ)(t) 1 (1 co(z)Pn(“‘ﬂ)(z) 1 Fo(z) P (2)
inm 2 __ -\t
;Pn,(a,ﬂ)(zm)l:gw(t) t_Zm +t_Zm 7[:[1 Z_t dZ ﬂ.—] Z_Zm ‘
S 1i_ o(z)  B"(2)
+ — d
%Zpﬂ'(a,ﬂ)(zn)ﬂ._“lz rt+s_sj -z, Z
r/ rj
L, A (200)
z—tt+ !
N o] S im 1 r, r, Pn(“‘/”)( Z)
il M dz =
R 20 |l e S el
Bilindigi iizere
1to(z) B (2) (a.) 1 (-a-p)
— . dz=—¢eo(t)P,"" (t)—————P "/ (t 201
ﬂ'l[ z—t 2==e0(t) E77(0) 2sin(ar) " (1) (201)
dogrudur. [21]
Bu ifadeyi (200) denkleminde yerine yazarsak
plep) (1) ples) (1 (-a-p)
n g 1 6‘0)(1‘) n (t) 80)(2‘) n (t) 2sin(a7z) n—1 (t)
"(a.B) _
m B (z,) -2, pleh) L pacp)
+ew(z,,) (zm)+2sm(0m) N (z,)
N n ) 1 P(a,ﬂ)
2.2 ,(ag}fm 1 “(2) - (Z)dz (202)
/j Pn (Zm)ﬂ-*lz_it*_si_sj 17
r] rj
gy %Y
7 —
N 1 < gjnm 1 rj rJ P"(a ﬁ)(Z)
Akl dz=f(t
;/lj — Pn!(tlﬁ)(zm).[ ) /1] a)(Z) Z_Zm < f;( )

elde ederiz.
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Diger taraftan

Pn(a’ﬁ ) (zm) =0 m=1,2,..,n oldugu i¢in (202) denklemi asagidaki hale doniisecektir.

N ginm 1 1 |:_
— Pn’(“’ﬁ)(z )=z, 2sin(an)

i" 8 m j o(z)  R()

7 —
1 :]P r. Si Sj 7—2
zm (m _ ’t+

PCA D (1) 4+ PLe)( z)] "

dz + (203)

7

J
v g 1 | Z——’t+s_s P(aﬁ)( )
- jnm n , <
_ dz=f

Yukaridaki denklemleri her i =1,2,.., N i¢in f=¢,,t,,..,, , noktalarinda saglatalim. Ayrica

t,,t,,..,t _, noktalarini RL(:la’fﬂ ) (tk ) =0 seklinde segelim. O halde sonuncu denklem,

1 )Z": & inm 1 [Pn(_—]ou—ﬁ)(zm)]+

2sin(ax ) i PP (2,) 1 = 2,0

1 oz («h) (7
Y

(204)
hj hj
i t + %77
N ] N (e.5)
g]”m 1 r] r] Bl (Z)
— | M. dz=f(t
jZ=1:m=l Pn!(aﬂ)(zm) /1/ :[1 ij /1] a)(Z) -7, z f;( k)
haline doniisecektir
| P(“’ﬂ)
a = L [ o(2)h, (Z)dz (205)
Pn’(a’ﬂ) (Zm ) -1 <= Zm
kabul edelim. Asikardir ki
(-.=B)
= A () (206)
2sinar Pn’(“'ﬂ) (z,)

esitliginde saglanmaktadir.
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(205) veya (206) 6telemelerini (204) de yerine yazarsak,

1&g, 1 & s G L
__ZM"'_ZZ f" 4 +ZZgjnmaanij(zm,tk):fi(tk) (207)

Tt —Z /i : S.—S. =
m=l ‘i m MI§¢% m_iltk-’_j i m=l j=1
j T
elde edilecektir.
§; =8
Z,——h +
1 Ji T
M, (2,t) =M, 3 (208)
j j

notasyonu kullanildi. Béylece

1 n N

) n_ N
— Z 8 inm + Z p gjnm . A +ZZ gjnmaanij (Zm’tk ) = f; (tk ) (209)
J 1

v m=1 tk - Zm j]: Zm _7ttk + m=1 j=1
j j

veya

n N g . n N

Jnm _
z s. —§ al’lm +ZZ7Z.MU (Zm’tk )gjnmanm - ﬂ-f; (tk) (210)
m=1| j=1 _ 7; f+ J i m=1 j=1
Zm e
J hj

N n 1
ZZ r s —5 +7Z-Mij (Zm’tk) nmgjnm :ﬂ’.f; (tk) (211)

i=12,.,N k=12,.,n-1
bulunacaktir. (211) den goriildigii gibi denklem sayis1 N .(n—l) , bilinmeyen sayis1 N.n ve

eksik kalan denklem sayisi ise N dir.

Jj=L12,..,N olmak tizere j.pang i¢in statik kosul

zanmgjnm = Pj* (212)
m=l
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seklinde olup toplamda N tane ek kosul vardir. Dolayisiyla bilinmeyen sayisi ile denklem sayis1
ayni olup N.n’e esittir.

Segilen n sayisma gore bu lineer denklem sisteminden bilinmeyen g, -~ ler
( j=L2,.,N , m:1,2,..,n) bulunup (197) denkleminde yerine yazilacak olursa
g (t) . & (t) e &N (t) fonksiyonlari, daha sonra da (191) denklemi yardimiyla

o, (t) , O, (t) yeers Py (t) fonksiyonlar1 belirlenebilirdir. Bir baska deyisle, (131) integral

denklem sisteminin ¢6zimil bulunabilirdir.
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4. NUMERIK HESAPLAMALAR VE SONUCLAR

Bu kisimda, Gauss-Jacobi kuadratiir yonteminin uygulanmasiyla ortaya ¢ikan (211) ve
(212) denklemler sistemi, N=1 ve N=2 durumlarina karsilik gelen pan¢ sistemi, katman temas

problemleri i¢in ele alinacaktir.

Diiz tabanli pang¢ sistemini inceleyelim. Bu durumda (130) geregi (211) denkleminin

sag tarafi sifir olacaktir. Ayrica panglarin genislikleri ve panclara etki eden diisey kuvvetlerin

ayni oldugu varsayilacaktir. Bu durumda r, =r, =...=r,=rve F, =P, =...= P, = P kabul

edilecektir Boylece (211) ve (212) sistemi asagidaki sekle doniigmiis olacaktir.

N n 1

Z s. —S. +7TMU(Zm’tk) anmgjnm =0 (213)
j=1 m=1 z -t + Jj i

m k r

n anmgjnm :1 (214)
m=1
(129) yerine

‘pi(t):%Pi(”(f)) (215)

kabul edip (191) ve (197) denklemlerini de dikkate alalim.

4.1. N=1 Durumu

N=1 durumu incelendiginde (213) ve (214) denklemleri

i{ +7zM(zm,tk)}anmgjnm=O k=12,.,n-1 (216)
m=1

Zm _tk

n

a g =1 (217)
Z nmS nm

m=1

sekline doniisecektir. Hesaplamalarda pangin, ileri derecede ortotrop bir materyal olan Bor-
Epoksi malzemesinden yapilmis elastik bir katmana temas ettigi varsayilmustir. Tlgili malzeme

i¢in hesaplamalarda kullanilan elastik sabitler asagidaki gibidir.
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E, =30.10psi, E, =3.10°psi, G, =(1,5).10 psi, v, =v;; =v,, =v,, =0.25dir. E, A
2

ve ¢ nin farkli degerleri i¢in pang altinda olusan basing dagiliminda en kiigiik basinca karsilik

gelen t, apsisi ve en kii¢iik basing degerleri, ayrica sirasiyla  =—0.95 ve 1t =0.95 apsislerine

karsilik gelen basing degerleri g, ve g,, degerleri ¢izelge 4.1 de verilmistir.
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Cizelge 4.1. Ortotropik Ozellik, Bagil Kalinlik ve Siirtiinme Katsayilarina Bagli Farkli
Noktalardaki Basing degerleri.

%2 A € 1. o(t.) q d
0 0 0,347729 0,928092 0,928092
0.1 0,236664 0,336704 1,170905 0,723872
0-23 ! 0.2 0,402872 0,303931 1,444713 0,514021
0 0 0,330572 0,988396 0,988396
0.1 0,132304 0,321649 1,244413 0,767013
0.25 2
0.2 0,317430 0,300283 1,521653 0,575754
0 0 0,321163 1,012320 1,012320
0.1 0,104581 0,314008 1,267719 0,783772
0.25 4
0.2 0,236856 0,293979 1,526220 0,598453
0 0 0,318752 1,018282 1,018282
0.1 0,109738 0,311573 1,272946 0,790084
0-23 8 0.2 0,232840 0,291778 1,537710 0,598278
0 0 0,348185 0,933987 0,933987
0.1 0,265860 0,336197 1,178374 0,729695
02 ! 0.2 0,428832 0,302097 1,456402 0,513847
0 0 0,328896 0,993135 0,993135
0.1 0,127667 0,319897 1,251357 0,770789
0 ? 0.2 0,310861 0,299127 1,532100 0,577698
0 0 0,320443 1,014072 1,014072
0.1 0,102109 0,313278 1,270514 0,784527
-3 ) 0.2 0,232066 0,293342 1,528587 0,599522
0 0 0,318620 1,018613 1,018613
0.1 0,109962 0,311388 1,273636 0,790024
03 ; 0.2 0,231723 0,291588 1,538478 0,597970
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Cizelge 4.1. Ortotropik Ozellik, Bagil Kalnlik ve Siirtiinme Katsayilarina Bagl Farkli
Noktalardaki Basing degerleri (devamu).

%2 A & 1 o(t.) 4, 4
0 0 0,347452 0,941496 0,941496
. ; 0.1 0,284327 0,334974 1,186600 0,737381
0.2 0,439907 0,300668 1,467388 0,516492
0 0 0,326948 0,998089 0,998089
; , 0.1 0,121185 0,317943 1,258037 0,774986
0.2 0,299810 0,297900 1,541526 0,580285
0 0 0,319848 1,015532 1,015532
, 4 0.1 0,100077 0,312675 1,272794 0,785194
0.2 0,228154 0,292821 1,530459 0,600471
0 0 0,318523 1,018859 1,018859
, g 0.1 0,110156 0,311247 1,274161 0,789961
0.2 0,230824 0,291444 1,539046 0,597714
0 0 0,339782 0,966391 0,966391
5 ; 0.1 0,271040 0,328842 1,211009 0,763079
0.2 0,401555 0,297949 1,494419 0,532820
0 0 0,322507 1,008899 1,008899
5 ) 0.1 0,109340 0,313569 1,271468 0,784673
0.2 0,271140 0,295113 1,559161 0,587085
0 0 0,318915 1,017859 1,017859
5 4 0.1 0,096833 0,311728 1,276393 0,786278
0.2 0,222005 0,292015 1,533251 0,602094
0 0 0,318388 1,019204 1,019204
5 g 0.1 0,110507 0,311038 1,274936 0,789822
0.2 0,229376 0,291231 1,539851 0,597277
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Cizelge 4.1. Ortotropik Ozellik, Bagil Kalmlik ve Siirtiinme Katsayilarina Bagli Farkli
Noktalardaki Basing degerleri (devamu).

%2 A € 1. o(t.) q d
0 0 0,334171 0,980296 0,980296
10 1 0.1 0,246702 0,324650 1,224093 0,777363
0.2 0,361769 0,296126 1,507489 0,543910
0 0 0,320941 1,012750 1,012750
hy 5 0.1 0,105404 0,312033 1,275095 0,788246
0.2 0,261131 0,294091 1,564774 0,589781
0 0 0,318667 1,018491 1,018491
10 4 0.1 0,959505 0,311475 1,277365 0,786573
0.2 0,220369 0,291788 1,533968 0,602557
0 0 0,318355 1,019289 1,019289
10 g 0.1 0,110612 0,310984 1,275136 0,789776
0.2 0,228974 0,291176 1,540050 0,597151
0 0 0,327723 0,995828 0,995828
20 ’ 0.1 0,218960 0,319621 1,238583 0,793198
0.2 0,316883 0,293430 1,521355 0,557238
0 0 0,319647 1,015982 1,015982
20 5 0.1 0,102392 0,310775 1,279655 0,791283
0.2 0,253063 0,293228 1,569088 0,592178
0 0 0,318483 1,018961 1,018961
20 4 0.1 0,095345 0,311289 1,278061 0,786819
0.2 0,219226 0,291628 1,534506 0,602903
0 0 0,318331 1,019351 1,019351
20 8 0.1 0,110675 0,310947 1,275273 0,789750
0.2 0,228710 0,2911390 1,540189 0,597073
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Sekil 4.1. - 4.6. da farkli kalinlik, siirtiinme katsayilar1 ve E/E nin farkli degerleri i¢in basincin
2

temas bolgesi boyu degisimi verilmistir.

olr)

LY

(T}

Lk

03

k.5

b2 o e T

B
o{7)|

457

D35

B3

025

T T T

Sekil 4.2. 1 =1, £=0.1 ve farkhi

Y e

[ry

El

T T

= - — T T

E degerleri i¢in basincin temas bdlgesi boyu degisimi.
2
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L

0¥

03

0.2

N2y R o6 04 Az ] 0r 04 (13 (1

Sekil 43. 1 =1, £=0.2 ve farkli I% degerleri i¢in basincin temas bdlgesi boyu degisimi.
2

<R ]
/
5

LS

[ &}

LaE e M3 N 02 [] [¥3 [ [ [ 1

Sekil 4.4. 1 =2, £=0 ve farkh %2 degerleri icin basincin temas bolgesi boyu degisimi.
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o ;
- f

£/

S Es

s .25

e .50

03 wi 20 /
o

%]

1125

b2y ) 45 4 12 [ 0z ] 3 ]

Fa 1

Sekil 4.5.1=2, £=0.1 ve farkli % degerleri i¢in basincin temas bolgesi boyu degisimi.
2

L3

04

0.3

03

025

027y [T 06 04 [F) [] 0z 04 13 Y] T

Sekil 4.6. 1 =2, £=0.2 ve farkli % degerleri i¢in basincin temas bolgesi boyu degisimi.
2
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Sekil 4.7. — 4.10. da farkli % , bagil kalinliklar ve farkl: siirtiinme katsayilar1 i¢in basimein
2

temas bolgesi boyu degisimi verilmistir.

L i,
', i
o(t) VY
5, b
5, %
.
D45 W
\\
.
o8
b4
%3 % e
A =
| -
| !
by
'y
5
9 |
03
Ay J
N
™,
43 |
My 1
kS II
[ !
™ |
\ /
D 73
S
P TR TR s 7

a5
olr)]
045+
04

0%

02

0

A

Sekil 4.8. % =20, A=0.5ve farkli ¢ degerleri i¢in basincin temas bolgesi boyu degisimi.
2

Y]

U6

44

47

3

[}

1
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D25

Sekil 4.10. % =20, A=0.5 ve farkli ¢ degerleri i¢in basincin temas bolgesi boyu degisimi.
2
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Sekil 4.11. — 4.16. da farkh % , siirtiinme katsayilar1 ve farkli bagil kalinliklar i¢in basincin
2
temas bolgesi boyu degisimi verilmigtir.
(1)

a4

LES

2, Y] i o o [] e e Y3 [T t

Sekil 4.11. % =0.25, £ =0 ve farkl1 A degerleri i¢in basincin temas bdlgesi boyu degisimi.
2

b5
olz)

b

B2

027y iy a5 4 T [ () Y 3 0y 7

Sekil 4.12. % =0.25, £=0.2 ve farkli A degerleri i¢in basincin temas bolgesi boyu degisimi.
2
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04

03

Sekil 4.13. ™ (ol 5, € =0 ve farkli A4 degerleri i¢in basincin temas bolgesi boyu degisimi.
2

r;-?{!}l |

LELS

04

035

03

035

0277 4 T ws’ T w020 b T e’ ad” e T 0

Sekil 4.14. I% =5, £=0.2 ve farkl1 4 degerleri i¢in basincin temas bolgesi boyu degisimi.
2
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(13
() /
i|
\ /
s | /
| |
| |
A=1 /
(X% \ 4 A=2 j
"’\"-_\ .,.J‘ R J).;;.“
\\‘ ! A=1 i}
. P T //
L4 asn g
035 \\_ ,-’J i / / /
s AN 4
\ EEN
el ] s
63
025
0y 8 a5 i 02 [] 0z [ 3 [ 1

027y 08 06 04 [F) 0 [¥] 04 [3 (Y] '

Sekil 4.16. % =20, £ =0.2 ve farkl1 A degerleri i¢in basincin temas bolgesi boyu degisimi.
2
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Cizelge 4.1 den goriildiigii iizere,

1-

Ayn1 ortotrop malzemeden yapilmis seritte (% = sabit durumu) siirtiinmesiz temas
2

durumunda (& =0) en kiigiik basing degeri, pangin simetri eksenine karsilik gelen

apsiste, yani 7, =0 da gergeklesir iken, basing grafigi de simetrik bir egri olmaktadur.

Ayrica ayni stirtiinme Katsayili ( & = sabit ) seritler durumunda, seridin kalinligr arttik¢a

seridin, pangin baskisina direnci artmaktadir.

Elastik seritte (% = sabit ) siirtlinme katsayisi (€ ) arttik¢a en kiigiik pang basincinia
2

karsilik gelen f, apsisi simetri ekseninden saga kayar iken, en kiiciik basing degeri
¢(t*) de azalmaktadir. Bu arada temasin sol ucuna yakin noktalardaki basing degeri

q,, artar iken, temasin sag ucuna yakin basing degerleri g,, azalmaktadir. Ayrica ayni

& degerleri icin seridin kalinlig: arttik¢a olarak en kiigiik basing degeri de azalmaktadir.

Seridi x ekseni yoniindeki ortotrop &zellikleri arttik¢a, yani % >1 olmak iizere,
2

% degeri arttik¢a, siirtiinmeli temas durumunda en kiiglik basinca karsilik gelen 7,
2

degeri orijine (¢, =0) sagdan yaklasir iken bu degerlere karsilik gelen en kiigiik basing

degerleri de azalmaktadir.
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4.2. N=2 Durumu

N=2 durumu ele alindiginda (213) ve (214) denklemleri

=

|
s =8,

+ ﬂ.Ml:i (Zm’tk) anmgjnm =0 (218)

M-

1 m=1

~.
Il

Zm _tk +
r

n

a8 =1 J=12 (219)

m=1

sekline doniisecektir. Incelenen durum icin panglar [—3,—1]U[1,3] araliginda oldugu
E . . oo
varsayllmistir. ! £ A ve ¢ nin farkli degerleri i¢in panglarin altinda olusan basing
2

dagiliminda en kiigiik basinglara karsilik gelen ¢, ve t,. apsisleri ve en kiiciik basing degerleri,
ayrica sirastyla 1 =-0.95 ve t =0.95 apsislerine karsilik gelen basing degerleri g, ¢,, ve

4, 4,, degerleri ¢gizelge 4.2 de verilmistir.
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Cizelge 4.2. Iki Pang Igin Ortotropik Ozellik, Bagil Kalinlik ve Siirtinme Katsayilarina Bagl

Farkli Noktalardaki Basing degerleri.

% L ? (t*) qn 4,
2
€ Ly ?, (t*) 4, 4
-1,733968 0,273517 1,554785 0,832148
0
1,773962 0,273517 0,832148 1,554785
-1,820201 0,258770 1,893576 1,115467
0.25 0.1
. 1,790128 0,271955 0,578257 1,205693
-1,416172 0,222889 2,134976 1,354012
0.2
1,792504 0,277015 0,460855 1,042480
-1,797185 0,260214 1,543961 0,750211
0
1,797185 0,260214 0,750211 1,543961
-1,695001 0,240895 1,823518 0,987892
0.25 0.1
: 1853009 | 0281159 |  0,526377 1,213367
-1,589009 0,204566 2,040397 1,202920
0.2
1,970159 0,262312 0,362793 0,995022
-1,646090 0,277001 1,491133 0,634961
0
1,646090 0,277001 0,634961 1,491133
-1,462164 0,232469 1,773244 0,875070
0.25 0.1
: 1,803773 0,303383 0,448188 1,227263
-1,258671 0,159541 2,1512248 1,230667
0.2
1,886943 0,304686 0,247503 0,888217
-1,614394 0,292686 1,406863 0,636025
0
1,614394 0,292686 0,636025 1,406863
-1,404388 0,257822 1,699421 0,868863
0.25 0.1
: 1682489 | 0309995 | 0449433 1,148279
-1,274029 0,183519 2,031211 1,167953
0.2
1,801320 0,324747 0,295932 0,915319
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Cizelge 4.2. Iki Pang Igin Ortotropik Ozellik, Bagil Kalinlik ve Siirtiinme Katsayilarina Bagh

Farkli Noktalardaki Basing degerleri (devami).

% 1 o (1) a, @,
? € s o, (1) 41, I
1,795419 | 0,266918 1,558128 0,817597
’ 1,795419 0,266918 0,817597 1,558128
-1,900368 | 0,250323 1,900592 1,101102
0.5 o1 1,812849 0,263353 0,561380 1,200161
1458042 | 0,224946 2,128962 1,328340
o2 1,815260 0,269990 0,458867 1,061565
1764038 | 0,263937 1,531989 0,716197
y 1,764038 0,263937 0,716197 1,531989
-1,650361 0,241744 1,800286 0,942240
0.5 o1 1,827125 0,289253 0,500276 1,201636
11,538200 | 0,201440 1,998573 1,139181
o2 1,966935 0,268616 0,341196 0,996976
1,616537 | 0,280868 1,473085 0,620524
’ 1,616537 0,280868 0,620524 1,473085
1440418 | 0,233267 1,742695 0,849936
0.5 o1 1,783502 0,310130 0,445372 1,223106
11,248563 0,155051 2,127992 1,209997
02 1,877690 0,312450 0,241994 0,877073
1,631181 0,297548 1,377973 0,653337
’ 1,631181 0,297548 0,653337 1,377973
11,420795 0,267426 1,657393 0,875916
0.5 o1 1,677446 0,312379 0,475091 1,134760
1287938 | 0,193348 1,984202 1,168979
02 1,781951 0,328397 0,324646 0,914555
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Cizelge 4.2. iki Pang Igin Ortotropik Ozellik, Bagil Kalinlik ve Siirtiinme Katsayilarina Bagh

Farkli Noktalardaki Basing degerleri (devami).

%2 ) t, o (1) a, 0,
by o, (1.) 4, I

-1,818119 0,261090 1,556680 0,797078

! 1,818119 0,261090 0,797078 1,556680

1,907087 0,242588 1,903758 1,080881

1 o1 1,823269 0,256766 0,539479 1,189994
-1,509647 0,224582 2,122941 1,300079

02 1,826076 0,264138 0,449887 1,073329

-1,718332 0,269254 1,517511 0,680030

y 1,718332 0,269254 0,680030 1,517511

-1,590061 0,242795 1,777070 0,896079

1 o1 1,791436 0,299163 0,472411 1,187376
-1,468249 0,196846 1,961513 1,078505

o2 1,9633991 0,277921 0,316247 0,993746

-1,603309 0,284973 1,450982 0,617960

’ 1,603309 0,284973 0,617960 1,450982

-1,433975 0,236162 1,709568 0,838564

1 o1 1,776409 0,315600 0,452292 1,213520
-1,246815 0,155265 2,100502 1,202710

02 1,878307 0,318256 0,245256 0,862913

-1,651137 0,302276 1,348849 0,672245

! 1,651137 0,302276 0,672245 1,348849

-1,439677 0,276632 1,616936 0,886707

1 o1 1,677405 0,314907 0,500635 1,118822
-1,300655 0,202797 1,939196 1,175118

02 1,769948 0,331515 0,352508 0,909802
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Cizelge 4.2. ki Pang Igin Ortotropik Ozellik, Bagil Kalinlik ve Siirtiinme Katsayilarina Bagh

Farkli Noktalardaki Basing degerleri (devami).

%2 ) t o (1) a, @
ty. 7.() ) G

-1,763881 0,263627 1,532600 0,715281

’ 1,763881 0,263627 0,715281 1,532600

-1,838776 | 0,240420 1,891340 0,995504

R o1 1,800454 0,262188 0,461987 1,148454
1452542 | 0,216822 2,101587 1,206780

-2 1,794710 0,268004 0,395370 1,072321

-1,611807 0,280697 1,474484 0,617197

7 1,611807 0,280697 0,617197 1,474484

1470369 | 0,244539 1,719768 0,815834

5 o 1,701871 0,319818 0,426727 1,146651
-1,345061 | 0,185100 1,885236 0,972971

o2 1,964892 0,300247 0,272804 0,971040

-1,631234 0,297628 1,377528 0,653479

‘ 1,6331234 0,297628 0,653479 1,377528

-1,459094 0,251317 1,614252 0,859800

5 . 1,831597 0,325482 0,502223 1,165672
1,262997 | 0,172114 2,011515 1,232363

o2 1,940571 0,325972 0,281811 0,814731

-1,694650 0,311252 1,290252 0,711030

0 1,694650 0,311252 0,711030 1,290252

-1,481159 0,293728 1,538879 0,912870

5 . 1,683418 0,320359 0,549943 1,082704
-1,322368 0,220181 1,853046 1,194607

02 2,201337 0,338638 0,405364 0,893074
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Cizelge 4.2. Iki Pang Igin Ortotropik Ozellik, Bagil Kalinlik ve Siirtiinme Katsayilarina Bagh

Farkli Noktalardaki Basing degerleri (devami).

% e o (L) @ s
’ & ty o (1) a1, 4
-1,695294 | 0,271127 1,513258 0,663500
0 1,695294 | 0271127 | 0,663500 1,513258
-1,766075 | 0,245686 1,877313 0,939460
10 o1 1,771926 | 0,274039 0,415765 1,122653
-1,368939 | 0208317 | 2,088640 1,151709
0-2 1,758219 | 0278192 | 0,356363 1,059078
-1,597383 | 0,286178 1,444476 0,616003
y 1,597383 | 0286178 | 0,616003 1,444476
1457318 | 0,249068 1,683940 0,809633
10 o1 1,690324 | 0326676 | 0429289 1,120596
-1,336629 | 0,187519 1,844245 0,957792
02 1,974497 | 0306589 | 0,275371 0,951499
-1,659281 | 0,304044 1,337678 0,679678
) 1,659281 | 0304044 | 0,679678 1,337678
-1,478211 | 0,259974 1,566810 0,882252
10 o1 1,882214 | 0,328829 0,531814 1,135209
-1,273876 | 0,183366 1,964869 1,258262
02 2,005012 | 0327459 | 0,304243 0,787841
-1,709087 | 0,314025 1,271204 0,723438
) 1,709087 | 0,314025 0,723438 1,271204
-1,495398 | 0,298887 1,514205 0,921900
10 o1 1,686167 | 0322232 | 0,565231 1,070090
-1,273876 | 0227727 1,825982 1,202014
02 2,005012 | 0340052 | 0421614 0,886043
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Cizelge 4.2. ki Pang Igin Ortotropik Ozellik, Bagil Kalinlik ve Siirtiinme Katsayilarina Bagh

Farkli Noktalardaki Basing degerleri (devami).

E/ t o (1) a @,
E, & ,
2 o, (1.) 9, >
-1,606455 | 0,278290 1,488731 0,610173
! 1,606455 0,278290 0,610173 1,488731
1,650272 | 0,250381 1,858012 0,880864
20 o1 1,736498 0,288125 0,369160 1,092604
-1,303183 | 0,196318 2,073279 1,095780
o2 1,714264 0,290530 0,315200 1,037537
1,618658 | 0,294829 1,394442 0,641741
y 1,618658 0,294829 0,641741 1,394442
1475327 | 0,259889 1,627083 0,832469
20 o1 1,719011 0,333784 0,454222 1,078908
1,359694 | 0,199902 1,783085 0,973144
o2 1,997708 0,310278 0,299965 0,916446
1,690526 | 0,310402 1,295987 0,707378
! 1,690526 0,310402 0,707378 1,295987
1497827 | 0268747 1,519190 0,907660
20 o1 1,938922 0,331524 0,561344 1,101265
1,284943 | 0,195062 1,917264 1,286663
o2 2,099167 0,327778 0,326891 0,759131
1720628 | 0316194 1,255977 0,733227
! 1,720628 0,316194 0,733227 1,255977
-1,507137 | 0,302789 1,494968 0,929459
20 o1 1,689317 0,323819 0,576889 1,059347
1332923 | 0229447 1,804862 1,208443
02 2,318373 0,338103 0,433848 0,879184
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Sekil 4.17 — 4.22 de farkli kalinlik, siirtiinme katsayilar1 ve % nin farkli degerleri i¢in
2

basincin temas bolgesi boyu degisimi verilmistir.

Sekil 4.17. A=1, £=0ve % nin farkli degerleri i¢in basincin temas bolgesi boyu degisimi.

2

Sekil 4.18. 4 =1, £=0.1 ve Py

£ nin farkl degerleri i¢in basincin temas bolgesi boyu degisimi.
2
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0.5

0.4

0.25 3
0.50 10 024
1 20
3 2 1 01y 1 2 £ 4

Sekil 419. 1 =1, £=02 ve E/

i nin farkli degerleri i¢in basincin temas bolgesi boyu degisimi.
2

3 2 1 01y 1 2 t3

Sekil 4.20. =8, £=0ve ly nin farkli degerleri i¢in basincin temas bolgesi boyu degisimi.

E,
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Sekil 4.21.1=8, £=0.1 ve E/

f5 nin farkli degerleri i¢in basincin temas bolgesi boyu degisimi.
2

5 E K [ 8] " . ]
3 2 1 L] 1 2 f 3

Sekil 4.22. 1 =8, £=0.2 ve ly nin farkl degerleri i¢in basincin temas bolgesi boyu degisimi.

E2



79

Sekil 4.23. — 4.24. de farkh % , bagil kalinliklar ve siirtiinme katsayis1 degerleri i¢in
2

basincin temas bolgesi boyu degisimi verilmistir.

057 \ \
|w1 |
H i
04 It i-}ll i
| \ { ’a!i
=0 \\ \!l '.-j“v_"‘; /

£=0. lﬁ—
0.3

02

3 2 B LAR 1 2 3

0.5

o & & O
L {1

0.3

M & & O
[T [ |1

oo o0
(PSRN SR

0.2

3 2 R 0Ty 1 2 3

t

Sekil 4.24. % =20, A =1 ve farkli ¢ degerleri i¢in basincin temas bolgesi boyu degisimi.
2



Sekil 4.26.

E,

80

=0
e=0.1 =
€=0.2
=03
0.2
3 2 1 LA 1 2 ¢ 3

07
o(t)
0.6
0.5
y 044
e=0
e=0.1
£=0.2 031
e=03— S
0.2
3 2 1 LA 1 2 t3

=20, A =8 ve farkli & degerleri i¢in basincin temas bolgesi boyu degisimi.
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Sekil 4.27 - 4.32 de farkh % , siirtiinme katsayilar1 ve farkli bagil kalinlik degerleri i¢in
2

basincin temas bolgesi boyu degisimi verilmistir.

07
(1)
0.6
A
1
0.5
2
4
04
8
0.3

0.2

3 2 1 Ty 1 2 P

br
(1)
i 0.6
1
2 0.5
4
8 b4
1.3
0.2

3 2 E] Ty i 2 3

Sekil 4.28. % =0.25, £ =0.2 ve farkl1 A degerleri i¢in basincin temas bdlgesi boyu degisimi.
2
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0.2+

3 2 1 01y 1 2 z3

co-rz-t\.n'—‘>u

1
2
4 05
8

0.4

0.3

0.2+

3 2 1 B1g 1 2 r3

Sekil 4.30. % =5, £=0.2 ve farkl1 A degerleri i¢in basincin temas bolgesi boyu degisimi.
2
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3 2 1 0Ty 1 2 r 3

Sekil 4.31. % =20, £ =0 ve farkli1 A degerleri i¢in basincin temas bolgesi boyu degisimi.
2

0.7
o(1)
0.6
/1 0.5
1
2 044
4
8 0.3
0.2

3 2 1 01y 1 2 t3

oo_rawH‘pg

Sekil 4.32. % =20, £ =0.2 ve farkli1 A degerleri i¢in basincin temas bolgesi boyu degisimi.
2
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Cizelge 4.2. ve grafiklerden de goriildiigii iizere

1-

Siirtiinmesiz temas durumunda temas bdlgeleri boyu basing dagilim egrileri y eksenine
gore birbirlerine simetrik egrilerdir. Biiylik bagil kalinlikli seritler durumunda, bagil
kalinlik arttikga A >1en kiigiik basing degeri de artmaktadir. Ayrica aym kalinliga
sahip seritler icin x ekseni yoniindeki ortotrop 6zelligi arttikca en kiiciik basinglar da
artmaktadir.

Siirtiinmesi temastan siirtiinmeli temasa gectigimizde en kii¢iik basinglara karsilik gelen

t, apsisleri, stirtinme katsayisi arttikga soldaki pan¢in temas bolgesinde saga dogru

kayar iken sagdaki pang¢in temas bdlgesinde saga dogru kaymaktadir.

Siirtinmeli temas durumunda sagdaki pang altinda kalan bolgedeki basing miktari,
soldaki basing altinda kalan temas bolgesindeki basing miktarindan dogal olarak ¢ok
olmaktadir. Bu durum panglara etki eden yatay kuvvetlerin yonleri esas alindiginda

kolayca anlasilmaktadir.

Yukaridaki incelemeler diiz tabanli ve esit genislikli panglar i¢in yapildi. Yatay ve

diisey kuvvetlerin ayni oldugu varsayildi. Fakat onerilen algoritma, farkli genislikli panglar

ve diiz tabanli olmayan panglar igin, yatay ve diisey kuvvetlere de bagl olarak olasi tiim

temas problemleri i¢in gegerli olmaktadir.
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