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Yiiksek Lisans Tezi
OZET

ELASTIK YARI SONSUZ DUZLEME OTURAN VE YAYILI YUK ILE YUKLENEN
FONKSIYONEL DERECELENDIRILMIS IKi TABAKANIN TEMAS PROBLEMI

Bahar SENGUL SABANO

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Insaat Miihendisligi Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Ahmet BIRINCI
2020, 60 Sayfa

Bu calismada, diizgiin yayili ylike maruz, elastik yari sonsuz diizleme oturan
malzeme Ozellikleri ve yiikseklikleri farkli, fonksiyonel derecelendirilmis iki tabakanin
stirtinmesiz temas problemi Elastisite Teorisine gore incelenmistir. Tabakalarin agirliklar
thmal edilmis ve Poisson oranlarinin degismedigi kabul edilmistir.

Birinci bdoliimde, temas problemlerine iliskin yapilan arastirmalar kisaca
siralanmigtir. Ayrica fonksiyonel derecelendirilmis tabakalar ve elastik yar1 sonsuz diizlem
icin genel denklemler olusturulmustur. Bunun ig¢in elastisitenin genel denklemleri ve
integral doniisiim teknikleri kullanilmustir. Ikinci boliimde, incelenen problem ve sinir
sartlar1 tanimlanmis, probleme iliskin sinir sartlarinda elde edilen gerilmeler ve yer
degistirmeler yerlerine yazilmistir. Problem tabakalar arasi temas yiizeylerindeki
gerilmeler ve temas uzunluklarinin bilinmeyen oldugu iki integral denklemden olusan bir
integral denklem sistemine indirgenmistir. Sonrasinda integral denklem sisteminin ¢6ziimii
Gauss- Chebshev integrasyon formiilasyonu kullanilarak gerceklestirilmis ve bilinmeyen
temas gerilmeleri ile temas uzunluklar elde edilmistir. Ugiincii boliimde, probleme iliskin
cesitli boyutsuz biiyiikliikler igin sayisal uygulama yapilmistir. Diizgiin yayil yiik altindaki
tabakalar arasindaki temas gerilmeleri ile temas uzunluklari; farkli malzeme 6zellikleri,
tabaka yiikseklikleri icin hesaplanmistir. Hesaplanan bu biiyiikliikler, tablolar ve grafikler
yardimiyla irdelenmistir. Dordiincti bolimde, bu ¢alismadan elde edilen sonuglar
verilmistir.

Anahtar Kelimeler : Temas Problemi, Elastisite Teorisi, Temas Gerilmesi, Temas
Uzunlugu, Gauss-Chebsyhev Integrasyon Formiilasyonu,
Fonksiyonel Derecelendirilmis Tabaka, integral Denklem
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Master Thesis
SUMMARY

CONTACT PROBLEM OF TWO FUNCTIONALLY GRADED LAYERS OF ELASTIC
SEMI-INFINITIVE DISTRIBUTED LOAD

Bahar SENGUL SABANO

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Science
Department of Civil Engineering
Supervisor: Prof.Dr. Ahmet BIRINCI
2020, 60 page

In this study, the frictionless contact problem of two functionally graded layers with
different heights and properties of elastic semi-infinite plane exposed to uniform
distributed load was investigated according to the Theory of Elasticity. The weights of the
layers were omitted and it was thought that the Poisson ratios did not change.

In the first chapter, the studies on the contact problems are summarized. In addition,
general equations are obtained for functionally graded layers and elastic semi-infinite
plane. For this, general equations of elasticity and integral transformation techniques are
used. In second chapter, the problems and boundary conditions are defined and boundary
conditions are applied to the obtained stress and displacement expressions. The problem is
reduced to a system with two integral equations where the stresses on the plane contact
surfaces between layers are unknown. Then the solution of the integral equation system
was realized by using Gauss-Chebshev integration formulation and the contact lengths
were obtained with unknown contact stresses. In the third part, numerical application of the
problem for various dimensionless magnitudes is made. Contact stresses and contact
lengths between layers under uniformly distributed load; different material properties were
calculated for layer heights. The results are analyzed with the help of tables and graphs. In

the fourth chapter, the results obtained from this study are given.

Keywords : Contact Problem, Theory of Elasticity, Contact Stress , contact length, Gauss-
Chebsyhev Integration Formulation, Functionally Graded Layer, Integration
Formulation
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Temas problemleri, ¢esitli miihendislik branslarinda genis bir uygulama alanina
sahiptir. Ozellikle temas igeren sistemler yap1 ve makine elemanlari iizerinde oldukga genis
bir yer teskil etmektedir. Malzemede meydana gelen temas bolgelerindeki gerilme
dagilimlarinin, temasin karakter ve uzunlugunun bilinmesi; malzemenin iiretimi ve
tasarimi i¢in kolaylik saglamaktadir. Bilgisayar teknolojisi ve sayisal ¢dziim yontemlerinin
gelismesi ile birlikte temas problemleri tizerine yapilan ¢aligmalar son yillarda artmustir.

Miihendislik problemlerinin ¢oziimiinde temel yontemlerden biri olan Elastisite
Teorisi; yer degistirme, gerilme, sekil degistirme problemlerinin ¢6ztiimiinde ve elemanter
metotlarinin yeterli olmadig1 pek ¢ok durumda 6nemli bir uygulama alanina sahiptir.
Ayrica ifadeleri uzun ve karisik olmasina ragmen elemanter teoriye gore daha kesin
sonuglar vermektedir. Ozellikle isaret degistiren gerilmelere maruz yapilarda igeriye girik
koselerdeki yiiksek gerilme yigilmalart sonucunda ortaya c¢ikan catlaklarda, kiris ve
millerin enkesitlerindeki ani degisim sonucu ortaya ¢ikan gerilmelerin belirlenmesinde ve
kiriglerde tekil yiik ve mesnetlere yakin bolgelerdeki gerilmelerin incelenmesinde Elastisite
Teorisini kullanmak uygun olmaktadir(Birinci, 1998).

Ustiin mekanik 6zellikleriyle cesitli endiistrilerde yaygin olan kompozit malzemeler
mekanik uyumsuzluklara neden olabildiginden fonsiyonel derecelendirilmis malzeme
ortaya ¢ikmistir. Fonsiyonel Derecelendirilmis Malzemeler siirekli yapilariyla malzemenin
bir yiizeyinden diger ylizeyine fonksiyonel olarak degismektedirler. Bu varyasyon, diger
malzemelerde meydana gelen gerilme yigilmalarinin Fonksiyonel Derecelendirilmis

Malzemede en aza indirgenmesini saglamaktadir.

1.2. Temas Problemlerinin Tarihsel Gelisimi

Temas mekaniginin konusu Heinrich Hertz tarafindan 1882 yilinda yazilan “On The
Contact of Elastic Solids” makalesi temel alinarak olusturulmustur. (Johsnon, 1985).
Bir¢ok aragtirmaya 1sik tutan Hertz’ in calismasi tam elastik cisimler ve siirtiinmesiz

yiizeyler i¢in gegerlidir ve temas bolgesinin eliptik oldugunu kabul eden Hertz iki elastik



cismin dengesini incelemistir. ilk calismas1 Hertz tarafindan yapilan temas problemleri
literatiire ‘‘Hertz Degme Problemi’’ olarak ge¢mistir (Inan, 1969).

Ozellikle integral doniisiim tekniklerinin Sneddon tarafindan elastisite teorisinde
kullanilmast (Sneddon, 1951) ve kompleks degiskenler yonteminin Muskhelishvili
tarafindan gelistirilmesi (Muskhelishvili, 1953) temas problemleri iizerine yapilan
calismalarin artmasini saglamistir.

20. yiizyilin ilk yarisinin sonlarina kadar olan temas problemi ile ilgili ¢alismalarin
tarihgesi ve ¢oziim yontemleri Galin’ in ‘‘Contact Problems in the Theory of Elasticity’’
eserinde detaylariyla verilmistir (Galin, 1961). Bu probleme integral donilisiim
tekniklerinin uygulanmasi ise Uffliand’ 1n eserinde anlatilmigtir. Miihendisligin ¢esitli
uygulama alanlarinda incelenen temas problemleri elastisite teorisi ile ¢ozlime

kavusmustur.

1.2.1. Yan1 Sonsuz Diizleme Oturan Tabakalar ile Ilgili Calismalar

Weitsman (1969), elastik plak-elastik yari sonsuz diizlem arasindaki siirekli temasi
incelemistir. Bu caligmada diizlem ve plak arasindaki temas bdolgesinin uzunlugunu
hesaplamay1 amaclamistir.

Keer vd. (1972), temas problemini yayili yiik ile yiiklenmis ve elastik yarim diizleme
oturan elastik bir tabakanin siirtiinmesiz hali i¢in ele almislardir. Bu ¢alismada, temas
alanlar1 ve temas gerilmeleri incelenerek simetrik olmayan diizlem temas problemi
¢Ozlilmiistiir.

Civelek ve Erdogan (1974), ¢ift temas problemini sonlu bolgede elastik bir tabakanin
rijit ve elastik bloklar araciligi ile yiiklenmesi ve elastik yarim diizlem iizerine oturmasi
durumunda incelemislerdir. Problemi bir singiiler integral denkleme indirgemis ve gesitli
blok profilleri i¢in integral denklemi sayisal olarak ¢ozerek blok altindaki temas gerilme
yayilist ile blok-elastik tabaka, elastik tabaka-yarim diizlem arasi temas alanlarin
belirlemislerdir.

Spence (1975), temas problemini dikdortgen veya egrisel profillerdeki donel simetrik
blok araciligi ile yiiklenen yari sonsuz diizlemi siirtinmeli hali i¢in aragtirmistir. Karigik
sinir deger problemi olarak ele alinan problemin formiilasyonunda siirtinme Coulomb

kanununa gore incelenmistir.



Adams (1978), temas problemini sabit hizla hareket eden tekil bir yiik ile yiiklenen
elastik tabakanin elastik yar1 sonsuz diizlem iizerine oturmasi durumunda incelemistir.
Problem ¢esitli malzeme kombinasyonlar1 altinda Fredholm integral denklemlerine
indirgenerek ¢oziime kavusturulmustur.

Gegit (1980), diizgiin yayil yiik ile yiiklenen sonsuz uzunluktaki tabakanin temas
problemini elastik yari sonsuz diizlem iizerine oturmasi halinde siirtiinmesiz olarak
incelemistir. Stirekli ve siireksiz temas durumlarinin tek tek ele alindigi problemde, kiitle
kuvvetleri de dikkate alinmastir.

Sabin ve Koloni (1989), diisey bir eksen etrafinda donen rijit bir cismin temas
problemini elastik yarim diizleme oturmasi halinde elastisite teorisi yardimi ile siirtiinmeyi
de ihmal etmeyerek ¢6zmiislerdir.

Cakiroglu ve Cakiroglu (1991), istten yayili bir yiike maruz elastik bir tabaka ile
elastik yarim sistem arasindaki siirekli ve siireksiz temas problemini ele almiglardir.
Coziimde; Degisik malzeme 6zellikleri ve tabaka kalinligi, yiikiin diizgiin yayili veya bir
fonksiyona bagli olarak degismesi durumlari i¢in temas bolgesindeki gerilme dagilimlari
ve ilk ayrilma uzakliklar1 incelenmistir.

Elsharkawy (1999), siirtiinmeli temas problemini elastik yarim diizlemde degisik
sayida ince elastik tabakalarla kaplanmig haliyle incelemistir. Cesitli siirtiinme katsayilari
icin gerilme dagilislar, iki elastik tabaka ile kapl elastik yarim diizlemin rijit egrisel bir
pangla bastirilmast sonucu belirlenmis ve temas gerilmesine ylizey kaplamasinin etkisi
gosterilmistir.

Comez (2009), siirtiinmeli temas problemini rijit dairesel pang vasitasi ile yiiklenen,
homojen, izotrop, elastik bir tabaka-yarim diizlem arasinda elastisite teorisi ile integral
doniistim teknigi kullanarak ¢oziime ulagmistir. h yiiksekligindeki homojen ve izotrop
tabakanin Ust yiizeyinden diisey ve yatay tekil yiikleri ileten rijit pang etki ettirilmis ve
kiitle kuvvetleri ihmal edilmistir.

Oner (2013), siirekli temas problemini elastik yar1 sonsuz diizlem iizerine oturan rijit
dairesel bir pang araciligi ile yiiklenmis elastikiyetleri ve yiikseklikleri farkli iki elastik
tabaka arasinda elastisite teorisini kullanarak ¢6zmiistiir. Tabakalar arasinda ve alt tabaka
ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda olusan ilk ayrilma yiikleri ve ilk ayrilma uzakliklari

hesaplanmastir.



1.2.2.Fonksiyonel Qerecelendirilmis Tabakalh Ortamlara Iliskin Temas
Problemleri ile Ilgili Calismalar

Giannakopoulas ve Suresh (1997a, 1997b), fonksiyonel derecelendirilmis
malzemelerde siirtiinme olmadigi kabulii ile diiz, konik ve kiiresel batici uglarla yiiklenmis
sekli ile eksenel simetrik temas gerilmelerini ¢6zmislerdir.

Erdogan ve Dag (2000), temas ve ylizey catlagl problemini yar1 sonsuz fonksiyonel
derecelendirilmis diizlemdeki hali ile herhangi bir profile sahip siirtiinmeli rijit zimba etkisi
durumunda ele almislardir.

Giiler (2000), temas problemini fonksiyonel derecelendirilmis kaplamanin homojen
govde izerindeki durumu igin ¢6ziime ulastirmistir. Bu c¢alismada, fonksiyonel
derecelendirilmis malzemenin derinlik boyunca iistel bir fonksiyona bagli degisen bir
kayma modiiliine sahip oldugu kabulii yapilmistir.

Borgi vd. (2006), temas problemini fonksiyonel derecelendirilmis-homojen tabakalar
arasinda ayrilmali hali ile incelemislerdir. Calisma kapsaminda, yayili yiik ile yiiklenen
fonksiyonel derecelendirilmis tabakaya dair temas gerilmeleri ile ayrilma uzakliklarini elde
etmislerdir.

Ke ve Yang (2008), elastik yar1 sonsuz diizlem tizerine oturan rijit silindirik bir blok
ile yiiklenen homojen bir tabaka ile kapli ve fonksiyonel derecelendirilmis bir tabakanin iki
boyutlu temas problemini ele almiglardir. Ele alinan bu problemde, kayma modiiliine ve
fonksiyonel derecelendirilmis tabakanin kalinligina bagl olarak temas gerilmelerinin ve
alanlariin biiytik 6l¢iide degistigi saptanmustir.

Rhimi (2009), eksenel simetrik temas problemini elastik yarim diizlem-fonksiyonel
derecelendirilmis yarim diizlem igin ¢ozmiislerdir. Temas uzunluklart ve gerilmeleri
Henkel doniisiim teknikleri yardimu ile tekil integral denklem elde edilerek hesaplanmustir.

Elloumi vd. (2010), izotropik, homojen olmayan, fonksiyonel derecelendirilen yarim
diizlem ile normal yiike maruz birakilan blok arasindaki dogrusal olmayan kayma temasini
incelemiglerdir. Caligma kapsaminda, derecelendirilmis ortamin homojen olmayan bir
izotropik malzeme oldugu, kayma modiiliiliin iistel olarak degistigi ve sabit bir Poisson
oranina sahip oldugu kabulii yapilmistir.

Yildirim vd. (2011), periyodik ¢atlak problemini fonksiyonel derecelendirilmis yarim
diizlemde analitik bir sekilde ele almiglardir. Bu ¢alisma kapsaminda; elastisite modiili,
termal genlesme katsayis1 ve iletim katsayisinin derinlik dogrultusunda {istel fonksiyon

olarak degistigi hesaba katilmistir.



Taskier ve Ozsahin (2013), fonksiyonel derecelendirilmis malzeme igeren yapisik
olan veya olmayan temas problemleri ¢6ziimiinde yar1 analitik bir algoritma
olusturmuslardir. Bu calisma ile temas genisliginin ve ylizey basincinin saptanmasini
amagclamislardir.

Gao ve Gilin (2014), sirtinmeli, izotropik, lineer elastik ve homojen olmayan
fonksiyonel derecelendirilmis malzemeli temas problemlerini ¢ozebilmek amaciyla
kuadratik smir eleman formiilasyonunu olusturmuslardir. Bu ¢alismada; fonksiyonel
derecelendirilmis malzemelerin sabit Poisson oranina sahip oldugu ve elastisite modiiliiniin
kiiresel koordinatlarda iistel olarak degistigi kabulii yapilmistir.

Kulchytsky vd. (2015), ti¢ boyutlu temas problemini yayili yiikk ile yiiklenen
fonksiyonel derecelendirilmis tabaka ile kaplanan yar1 sonsuz diizlem ig¢in analitik olarak
¢ozmiislerdir. Bu ¢aligma kapsaminda, fonksiyonel derecelendirilmis tabaka i¢in kayma
modiliiniin iistel bir sekilde yilikseklige bagli olarak degistigi, Poisson oraninin da sabit
oldugu kabulii yapilmistir.

Adiyaman vd. (2016), ayrilmali temas problemini fonksiyonel derecelendirilmis
tabaka igin iki homojen ¢eyrek diizlem iizerine oturmasi durumunda analitik olarak
irdelemislerdir. Problem Gauss-Jacobi integrasyon yontemi kullanilarak ¢éziilmiistiir.

Oner vd. (2017), siirekli ve siireksiz temas problemini elastik yarim diizleme oturan
ve rijit bir blok araciligi ile yiiklenen fonksiyonel derecelendirilmis tabaka igin
¢ozmiislerdir. Problem elastisite teorisi ile ¢Oziilmis ve soz konusu fonksiyonel
derecelendirilmis tabakanin kayma modiilii ile yogunlugunun tabaka yiiksekligine bagl
olarak iistel bir fonksiyon ile degistigi goz Oniline alinmistir. C6ziim icin elastik yarim
diizlemin kiitle kuvveti ihmal edilirken fonksiyonel derecelendirilmis tabakaninki hesaba
katilmistir.

Su vd. (2017), temas problemini rijit dairesel bir blokla yiiklenen fonksiyonel
derecelendirilmis piezoelektik malzemeyle kaph elastik yarim diizlemin eksenel burulma
hali ile ele almiglardir. Temas gerilmeleri ve yer degistirmeler tekil integral denkleme
indirgenmis sistem ile bulunmustur. Bu indirgeme i¢in Henkel integral doniisiim teknigi
kullanilmastir.

Comez vd. (2018), temas problemini rijit bir silindirik blok araciligi ile yiiklenen ve
iki rijit silindirik blok ile desteklenen ve fonksiyonel derecelendirilen tabakada analitik
olarak irdelemislerdir. Calisma kapsaminda temas gerilmelerini ve uzunluklarini g¢esitli

blok araliklar1 ve yarigaplar i¢in farkli yiikklemeler yaparak incelemislerdir.



1.3. Calismanin Kapsami ve Amaci

Bu ¢aligmada, diizgiin yayili ylike maruz, elastik yar1 sonsuz diizlem iizerine oturan
malzeme Ozellikleri ve yiikseklikleri farkli, fonksiyonel derecelendirilmis iki tabakanin
stirtiinmesiz temas1 Elastisite Teorisine gore arastirilmistir. Tabakalarin agirliklar1 ihmal
edilmis ve Poisson oranlarinin degismedigi kabul edilmistir.

Calismadaki amag, tabakalar arasindaki temas uzunluklarmin ve gerilmelerinin farkl
malzeme Ozellikleri altinda belirlenmesidir. Kiitle kuvvetleri ihmal edilmistir.

Temas probleminin ¢oziimii icin elastisite teorisi yardimiyla elde edilen Navier
denklemlerine integral doniisiim teknikleri uygulanmistir. Problem iki integral denklemden
meydana gelen integral denklem sistemine indirgenerek Gauss-Chebsvey integrasyon

formulasyonunun da kullanilmasiyla ¢oziilmiistiir.

1.4. Genel Denklemlerin Elde Edilmesi

Bu boliimde, elastisite teorisinden faydalanilarak fonksiyonel derecelendirilmis
tabaka ve elastik yar1 sonsuz tabaka i¢in gerilme ve yer degistirme bilesenlerinin genel

denklemleri elde edilmektedir.

1.4.1.Fonksiyonel Derecelendirilmis Tabakalar i¢cin Genel Denklemlerin Elde
Edilmesi

Kiitle kuvvetleri ihmal edildigi diizlem halde fonksiyonel derecelendirilmis tabakalar

icin denge denklemleri asagidaki gibidir:

aO'x aTxy _
ox Ty 0 Q)
OTyx , 99y _
ox Ty =0 @)

Burada; oy, 0, ve t,, fonksiyonel derecelendirilmis tabakaya iliskin gerilme
bilesenleridir.

(1-2) ifadelerindeki gerilme bilesenleri; yer degistirme-sekil degistirme ve biinye
denklemleri bagintilar1 kullanilarak (3-5) ifadelerindeki gibi elde edilebilir:



o = LK+ D+ B-KZ] @3)
oy =t 2|B-K) T+ K+ DT (4)
Ty = k) |55+ 5] ©)

(3-5) esitliklerinde gegen u ve v sirastyla fonksiyonel derecelendirilmis tabakalarin x
ve y dogrultusundaki yer degistirmelerini gostermektedir. u(y) ise kayma modiiliinii
gostermektedir, fonksiyonel derecelendirilmis tabakaya aittir Ve asagidaki gibi

tanimlanmistir:

u) = poeh” (6)

Burada p,, fonksiyonel derecelendirilmis tabakalarin alt yiizeylerindeki kayma
modilidiir. £ ise rijitlik parametresini gostermektedir ve tabakanin derinli§i boyunca
degismektedir. Denklem sistemlerindeki K bir malzeme sabiti olup diizlem sekil
degistirme halinde K = 3 — v olmaktadir. Poisson oraninin (v) sabit oldugu kabulii
yapilmustir.

(3-5) denklemleri ile verilen gerilme ifadelerinin gerekli tiirevleri alinarak (1-2)

denge denklemlerinde ilgili yerlere yazildiginda, asagidaki Navier denklemleri elde edilir:

(K+1) +(K

—1)—+5(K—1)—— (1)

(K—l) S+ (K +1)2

+[3(K+1)—= (8)

Fonksiyonel derecelendirilmis tabakanin; yiikleme durumu, malzeme o6zellikleri ve
geometrisi y eksenine gore simetrik olmasi nedeniyle U v yer degistirme bilesenleri

asagidaki sekilde yazilabilir:

u(x,y) = —u(=x,y) ©)
v(x,y) = v(=xy) (10)



Coziimiin kolaylastirllmast igin Navier denklemleri adi diferansiyel denklemlere
donistiiriilir ve bunun i¢in u(x,y) ve v(x,y) yer degistirmeleri, bilinmeyen @(¢,y) ve

@(&,y) fonksiyonlarinin Fourier doniistimleri olarak tanimlandiginda asagida oldugu gibi

yazilabilir:
ulx,y) = K[0(,¥);§ - «] —f B($,y) sinéx d§ (11)
v(x,y) = Fle&,y); § = x] -f @($,y) coséx dS (12)

(11-12) ifadelerinin ters Fourier doniisiimleri ise,

B y) = F i (6, y); x - €] = [ u(x, y) sin(éx)dx (13)
9 y) = F7 i (x,y)x = €] = [ v(x,y) cos(éx) dx (14)

seklinde bulunur. ¢ doniisiim degiskenini gostermek tizere bilinmeyen @(¢,y) ve @(&,y)
fonksiyonlarmin bulunabilmesi i¢in (7) denklemi sin {x d¢ ve (8) denklemi cos éx d¢ ile

carpilip (0,00) araliginda integre edilirse asagidaki ifadeler elde edilir:

IS +(K—1)—+2 CHBK - D+ BK -

doxdy
1 a—"] sin(&x) dx = 0 (15)
e [(K—l) +(K+1 +ﬁ(K+
1 Z—y] cos(&x) dx = 0 (16)

Bu denklemlerde, u = u(x,y) ve v = v(x,y) seklindedir ve (15-16) deklemlerinde
yerlerine yazilabilmeleri i¢in u Ve v’nin bazi tiirevlerinin Fourier doniigiimleri alinir. Bu

doniistimler asagidaki gibidir;

R[53ix - ¢] = —¢%0 (17)
[92 a%¢p

Eq_#;x_)f]zﬁ (18)
[ 92 0

F, _axavy;x - f] — _5£ (19)




)
F|x - ¢] = ¢ (20)
[02v 2%¢
[ 92u ) _ @
Flmmix = ¢ =65 (22)

Elde edilen bu esitlikler asagidaki sinir sartlarindan yola ¢ikilarak yazilmistir:

du(x, av(x, ov(x,
u(0,y) = u(o0,y) = v(oo,y) = TN = N _ TN _ (23)

(17-22) ifadeleri (15-16) denklemlerinde yerlerine yazilip diizenlenirse;

—(K+1)€2®+(K—1)({;272—253—(;+B(K—1)[%—&p]=0 (24)
~(K - D¢ + (K + 1)%‘2@25%%[(3 ~K)§0 + (K + 1) 3] = 0 (25)

seklinde elde edilen adi diferansiyel denklem takimi, (24-25) denklemleri y = Uy + ky

formunda bir diferansiyel denklem sistemidir (Apatay, 2010). Denklem sisteminin

¢Oziimiinde;
@ =1y, ve
9 _
3y V3 (26)
¢ =Yy, Ve
op
y 2 (27)

tanimlamalar1 yapilir. Diferansiyel denklem sistemi y = Uy seklinde yazilarak matris

formatinda diizenlenebilir:

. 0

AN T T [

Rle| K g p o 10 (28)
3 K-1 1 |73

y -pEa-k) KDz 2 Vs
o K+1 K+1 K+1 -



Burada;

olarak tanimlanir ve |U — nl| = 0 yazildiginda;

n* +2pn3 + (B? — 28%)n? — 2&%fn +

oldugu kabulii yapilirsa;

® = Zf}-zl Ajenjy

@ =X, Amie™”
ifadeleri elde edilir. (30-31) ifadeleri, (24-25) denklemlerinde yerlerine yazilirsa;

_ 3B+2n;—BR)[n;(B+n;)(K+1)—-E2(K+3)]

e —|

27482 +(E2-p2)K) _

mp = £[482— 2 (K—3)(K+1)]

ifadesi elde edilir. Karakteristik denkleme ait kokler;

ny=—- ﬁ+j4€2+ﬁ2— i

n, =3 ﬁ—J4€2+/>’2—

g =—- /3+J4¢*2+/32+45m\/E

(29)

karakteristik denklemi elde edilmis olur. Bu diferansiyel denklem sisteminde ¢oziimiin "

(30)
(31)

(32)

(33)

(34)

(35)



11

ny=—2(p8- j452 + %+ 4§ﬁl\/; (36)

olarak elde edilir. (30-31) ifadelerinde tanimlanan @(¢,y) ve @(&,y) fonksiyonlar
sirastyla  (11-12) denklemlerinde yerlerine yazilirsa; fonksiyonel derecelendirilmis

tabakaya iliskin yer degistirmeler agsagidaki sekilde bulunur:

u(x,y) == [ iy Aje™? sin(éx)dé (37)

v(x,y) = %fooo Yio1 Aymje™? cos(§x) d€ (38)

Bu denklemlerde gegen A;(j = 1, ...,4) bilyiikliikleri sabit katsayilar olup probleme

iliskin sinir sartlar1 kullanilarak elde edileceklerdir.
(37-38) ifadeleri (3-5) denklemlerinde yerlerine yazilirlar ise, fonksiyonel

derecelendirilmis tabakaya ait gerilme bilesenleri asagidaki gibi elde edilir:

Zuoeﬁy

x = moe Lol [P X 4B — K)mymy + E(K + 1)]e™? cos(éx)dé (39)
= ft‘(‘f’z [ X4, AiCe™Y cos(éx)dE (40)
Tyy = 2p0e? J, S4-1 A;D;je™? sin(&x) dé (41)
Burada;
=[K+Dmn;+EB-K)] (=1.,4) (42)
seklindedir.

1.4.2. Elastik Yar1 Sonsuz Diizlem i¢cin Genel Denklemlerin Elde Edilmesi

Kiitle kuvvetleri ihmal edildigi diizlem halde elastik yarim diizlem i¢in denge

denklemleri asagidaki gibidir:

903x 4 OTsxy _
o + 0y 0 (44)



aT3xy
ox ay

60'3y

=0

12

(45)

Bu ifadelerdeki o3y, 03, Ve T34, gerilme bilesenleri; yer degistirme-sekil degistirme

bagintilar1 ve biinye denklemleri kullanilarak (46-48) deki gibi elde edilebilir:

= Azez + 23 % (46)
]
O3y = Azes + 2U3 ;3 (47)
5} 5}
Tay = b5 (524 55) (48)
Burada 3 alt indisi elastik yarim diizlemi ifade etmektedir. Bu ifadelerde gegen;
es =22 +52 (49)
_ v3E3
A = o2 (50)
— _Es
M3 = 2t (51)

seklindedir. Bu esitliklerde gegen e, A3, E3 Ve vs sirasiyla elastik yarim diizleme ilisin

hacim degistirme oranini,

gostermektedir.

Lamé

(46-48) denklemlerinin  gerekli

elastisite modiliinii, Poisson oranini

alinip  (44-45) denge

sabitini,

turevleri

denklemlerinde yerlerine yazilirsa Navier denklemleri agsagidaki gibi yazilabilir:

02 a2
(43 +#3)ﬁ+ll3( -

663 2173

(43 + .U3) + U3 (

62
+a$)=o (52)
2 +22) =0 (53)

Elastik yarim diizlemin yiikleme durumu, malzeme oOzellikleri ve geometrisi y

eksenine gore simetrik oldugundan yer degistirme bilesenleri asagidaki esitlikleri

saglamalidir:

uz(x,y) = —uz(—x,y)
v3(x,y) = v3(—x,y)

(54)
(55)
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Coziimiin kolaylastirilmasi igin Navier denklemleri, adi diferansiyel denklemlere
dontstiiriilir ve bunun igin uz(x,y) ve vs(x,y) yer degistirmeleri, bilinmeyen @5(¢,y) ve
@3(&,y) fonksiyonlarinin Fourier doniisiimleri olarak tanimlandiginda asagidaki gibi

yazilabilirler:

u3(x,y) = F[85(6,3);¢ = x] = = [ 85(£,y) sin §x d¢ (56)

v3(x,y) = Flps(§,¥): € » x] == [ ¢3(§,y) cos éx dg (57)

Bu esitliklerin ters Fourier doniisimleri;

03(8,y) = K ua(x, y); x - €] = [ uz(x, ) sin(éx)dx (58)
03, y) = F-ws (6, y);x » €] = [ v3(x, ) cos(éx) dx (59)

seklinde elde edilir. Bilinmeyen @ (&, y) ve ¢5(&, y) fonksiyonlarinin belirlenebilmesi igin
(52) denklemi sinéx d& ve (53) denklemi cos éx d¢ ile carpilip (0,00) araliginda integre
edilirse asagidaki ifadeler elde edilir:

157 s (52 +‘Z 2) + O+ 1) G2 + 22 | sin(§x)dx =0 (60

0 0%, 0%uz | 97
J‘0 [,u3 (W +

(%
D) (ha + 1) Gt + 52

cos(éx)dx =0 (61)

(60-61) deklemlerinde yerlerine yazilabilmeleri igin u; ve v3’iin gerekli tiirevlerinin

Fourier doniisimleri alinir. Bu doniistimler asagidaki gibidir:

R[5%ix - €] = %0, (62)
NE S ®
Elaeix— ¢ =% (64
F[2%x ~ ] = £, (65)
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E[Gpix—¢] =58 (66)
Foatix—¢]=¢52 (67)

Kismi integrasyon kullanilarak elde dilen bu esitlikler asagidaki sinir sartlarini

saglarlar:

duz(x,y) _ dvz(xy) _ dvz(xy) _
dx - dax - ax =0 (68)

U3(O,y) = u3(oon) = v3(00,y) =

(62-67) ifadeleri (52-53) denklemlerinde yerlerine yazilirsa;

—( 4 2058705 + 3 53— A+ p13)§ S = (69)

62<p3 2 5(33 _
(A + 2u3) a2 o3 + (A + .U3)f 3 (70)

seklinde elde edilen adi diferansiyel takiminda, (69) ifadesinin y’ ye gore bir kez, (70)

ifadesinin y’ ye gore iki kez tlirevi alinirsa;

9%¢ a3
~(A+ 2u3)§% 3+u3 2= ()i = 0 (71)
a3 5} a%¢p
(A+2u) 53 = S + (A ) 0 = (72)
elde edilir. (71) |fadesmden 3 s cekilip (72) denkleminde yerine yazilirsa;
0% a2 (2) a 329
(A + 2us3) f(/'l i3) [ﬂ3 ay 43 (13 + 2#3)52 > —&Pus (p3 + (A5 + H3)f 3] = 0(73)

elde edilir. Bu denklemden de Qeklllp (69) ifadesinde yerine yazilirsa,;

2822 4 g0, = 0 (74)
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seklinde @5’e gore dordiincli mertebeden, sabit katsayili, lineer ve homojen bir diferansiyel
denklem olarak elde edilir.
Bu diferansiyel denklemin ¢oziimiinin @5 = e?” oldugu kabul edilir ve (74)

denkleminde yerine yazilirsa;

b* —282p%2 + &4 =0 (75)

seklinde bir karakteristik denklem elde edilir. Bu denklemin kokleri b; = b, =& ve
b; = b, = —¢& olarak belirlenir. (72) ifadesindeki diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii ise

asagidaki gibi yazilabilir:

03(&,y) = (By + Boy)e % + (Bs + Byy)e® (76)

@3(&,y) bilinmeyen fonksiyonunun ¢oziimii i¢in (69) denkleminin y’ye gore tiirevi

02¢3
dy?

alinip ifadesi ¢ekilerek (70) denkleminde yerine yazilirsa, @3(&,y) fonksiyonu

asagidaki gibi elde edilir:

@3, y) = [31 + (%'*‘ 3’) Bz] e ¥ + [—33 + (% - J’) B4] es” (77)

?@s(&,y) ve p3(&,y) fonksiyonlar sirasiyla (56) ve (57) denklemlerinde yerlerine
yazilir ve elastik yari sonsuz diizlem i¢in gerilme ve yer degistirmelerin y — —oo igin sifir
olmast sarti kullanilirsa; yar1 sonsuz diizlem icin yer degistirme bilesenleri (Kiitle

kuvvetsiz halde);

us(x,y) = = [7[(By + Byy)e?] sin(§x)dé (78)

vy(x,y) =2 “—31 +(2-y)B)] efyl cos(€x)dE (79)

seklinde elde edilir. Burada B;(i = 1,2) bilinmeyen katsayilardir ve probleme iliskin sinir

sartlar1 yardimiyla bulunacaktir.



16

us(x,y) ve vz(x,y) yer degistirme bilesenlerinin gerekli tlirevleri alinip (46-48)
bagintilarinda yerlerine yazilirsa elastik yari sonsuz diizleme ait gerilme bilesenleri

asagidaki gibi elde edilir:

705 (0,Y) = 2 [ 6By + Boy) + ((52) By | e cos(§x)d¢ (80)
03y (0 y) = 2 [7|—€(By + Boy) + (52) By | e cos(§x)dé (81)
Ty (0,9) = 2 [ By + Byy) + (52) By | e sin(§x)dé (82)



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Problemin Tanimi

Bu béliimde, elastik yar1 sonsuz diizlem {izerine oturmus, farkli malzeme 6zellikleri
ve yiikseklikleri olan fonksiyonel derecelendirilmis iki tabakanin siirtlinmesiz temas
problemi elastisite teorisinden yararlanilarak incelenmistir. Sistem diizgiin yayili yiik ile
yiikklenmis olup kayma modiilleri iistel bir fonksiyona bagl olarak degisen fonksiyonel
derecelendirilmis tabakalarin kiitle kuvvetleri ihmal edilmistir. Temas ylizeylerinde
stirtinmenin olmadig1 kabul edilmistir. Sekil-1” de problemin geometrisi ve yiikleme

durumu verilmektedir.

X K
h|
h -+
h.
X Z.
+# K > «

Sekil 1. Problemin geometrisi ve yiikkleme durumu

Sekilde goriildiigi gibi, 1 nolu tabaka iist yiizeyinden (-a,a) araliginda simetrik
diizgilin yayil yiik etkisi altindadir. (-b, b) araliginda 1 nolu tabaka ile 2 nolu tabaka, (-c,c)
araliginda ise 2 nolu tabaka ile yari sonsuz diizlem temas halindedir. Problemde 1 ve 2

nolu tabakalar fonksiyonel derecelendirilmis olup yar1 sonsuz tabaka ise homojendir. h; ve
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h, sirasiyla 1 ve 2 nolu tabakalarin yiiksekliklerini géstermektedir. [0,00) araliginda yapilan

hesaplarda sistemin y eksenine gore simetrik olmasi etkili olmustur.

2.2. Problemin Coziimii

Coziimde elastisite teorisi ve integral doniisiim teknigi kullanilmistir. Tabakalar igin
Fourier doniisiimleri uygulanip sinir sartlarinin  kullanilmasi ile problemin ¢6ziimii
bilinmeyen temas uzunluklarinin ve gerilmelerinin oldugu iki integral denkleme
indirgenmistir. Bu integral denklem sisteminin sayisal ¢oziimii denge denklemlerini de
saglamak sart1 ile Gauss-Jacobi integrasyon formiilasyonu yardimi ile yapilmis olup temas

uzunluklar1 ve gerilmeleri bulunmustur.

2.3. Kullanilacak Denklemler

Problemde 1 ve 2 nolu tabakalar fonksiyonel derecelendirilmis oldugundan bu
tabakalarin kayma modiilleri (83) ve (84) denklemlerinde gosterildigi gibi tistel fonksiyona
bagl olarak degismektedir. 3 nolu tabaka homojen oldugundan kayma modiilii 3 olmak

lizere sabit bir deger olarak hesaba katilmistir.

1 (y) = pg,ePr0h2) (83)
() = poreP?” (84)

Fonksiyonel derecelendirilmis tabakalar i¢in kullanilacak yer degistirme ve gerilme
bagintilar1 (85-99)’ daki gibi yazilabilir:

1 Nolu Fonksiyonel Derecelendirilmis Tabaka i¢in:

w(x,y) =2 [ iy Aje™ sin(gx)dg (85)
vi(6y) = 2 [ By Ayme™? cos(§x) dé (86)
01x(6,y) = 22O [2 34 A[(3 — Kmymy + (K, + D]e™” cos(@n)d  (87)
01y (5, ) = 2O [P T, 4G cos(§x)dE (88)

Tiay (0, y) = 229 (254 4:Dje™ sin(Ex) dé (89)
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2 Nolu Fonksiyonel Derecelendirilmis Tabaka I¢in:

wp(x,y) = = [[7 255 4;e™ sin(§x)d¢

vy (x,y) = = [} 285 Aymye™” cos(§x) d§

02 (x,y) = 220 [T Bs A1[(3 = K)mymy + £(K + D]e™” cos(§x)dg

(K,

212 () .
o2y (%, y) = n(il(z yl)f Z _s A;C;e™” cos(éx)dé

Toy(,y) = 222 (238 A:D;e™Y sin(€x) dE

Elastik yar1 sonsuz diizlem igin yer degistirme ve gerilme bagintilari ise:

us(x,y) = = f°[(By + B,y)e?] sin(éx)dg

v3(x,y) = %fooo “—Bl + (% — y) Bz] efyl cos(éx)dé

05 (6 y) = 2 7|68y + Boy) + ((52) By | € cos(éx)dg
=03y (6,9) = 27 [~6(By + Boy) + (52) By | e cos(§x)d¢
i%xy(x; y) = %fooo [5(31 +Byy) + (1 K3> Bz] et sin(§x)d¢

seklinde ifade edilebilir.

2.4. Probleme Iliskin Smir Sartlar

(90)
(91)
(92)
(93)

(94)

(95)
(96)
(97)
(98)

(99)

Gerilme bilesenleri; oy(x,y), 0y(X,¥), Txy(x,¥) Ve yer degistirme bilesenleri

u(x,y), v(x,y) olmak iizere probleme iliskin sinir sartlart asagidaki gibi yazilir:

- 0<x<
01y(x;h)={ (2)90 Ean<Zo))
Tlxy(xr h) =0, (0<x <)

_(—p1(x) (0<x<Db)
02y (i h2) = { 0 (b < x < )

Ty (X, hy) = 0, (0 < x < )

(100)
(101)
(102)

(103)
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Tny(x' h;) =0, (0 <x <) (104)
01y (x, hy) = 02y (x, hy), (0 <x < ) (105)
— 0<x<
03y (x,0) = { P2() ((c << 2) (106)
Toxy(%,0) = 0, (0 <x < o) (107)
T3xy(x,0) = 0, (0 <x < ) (108)
02y (x,0) = 03,,(x,0), (0 < x < ) (109)
= [vy(x,hy) —v,(6,h)] =0, (0<x<b) (110)
;_x[vz (x,0) — v5(x,0)] = 0, (0<x<c) (111)
Problem iliskin denge sartlar1 ise;
S p1(x)dx = 2ap,, (112)
J€,p2(x)dx = 2ap,, (113)

seklinde yazilabilir.

Bu ifadelerde gegen; p, yayili yiikiin siddeti, p; (x) ve p,(x) ise sirasiyla 1 ve 2 nolu
tabakalar ile 2 nolu ve elastik yari sonsuz diizlem arasindaki bilinmeyen temas
gerilmelerini gostermektedir. 2a yayili yiikiin genigligini, b ve c ise sirasiyla 1 ve 2 nolu
tabakalar ile 2 nolu tabaka ve elatik yar1 sonsuz diizlem arasindaki yar1 temas uzunluklarini
ifade etmektedir.

Yukarida verilmis olan sinir sartlarindan; (100-109) ifadeleriyle verilenler gerilme ve
yer degistirme bagintilarindaki bilinmeyen katsayilarin bulunmasinda, (110) ve (111)

ifadeleriyle verilenler ise integral denklemlerin elde edilmesinde kullanilacaktir.

2.5. Katsayilarin Belirlenmesi

(85-99) denklemleri ile verilen gerilme ve yer degistirme ifadeleri, (100-109)
denklemlerindeki sinir sartlarinda yerlerine yazilir ve ters Fourier doniisiimlerinin alinirsa;
(4; = 1,...,8),(B; = 1,2) katsayilarini igeren 10 bilinmeyenli 10 cebrik denklem asagidaki
sekilde elde edilir:
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Yi,AiCemt = — #f::;:,)ll foa po cos Exdé (114)

j=1A;Dje™" =0 (115)
s AiGe™" = — P (O (x) cos §xdg (116)
Yj-14;Dse"" = 0 (117)
Y35 A;Dje™i" = 0 (118)
(K‘i‘)_ll) 11 A;Ce™z — "(Kj—’_gzl’)lz 8_sA;Cie™" =0 (119)

%5 4;C = = CH [7py (x) cos éxdg (120)

j=sAiD; =0 (121)
By +—2B,=0 (122)
Y5 4G — 2us (—eB,+228,) =0 (123)

Bu denklem sisteminin ortak ¢6ziimii sonucunda A,, A,, A;, A,, As, Ag, Ay, Ag,

Bi, B, katsayilar1 asagidaki gibi bulunurlar:

Ay = B0 [ehns gha (21 (€, D, D — C,D;D,)

eB1hip;
telnagh2(2tn3)(C,p.D, — C;D,D,) + eMM2eh2(a+na)(C.p,D, — C,D,D5)]

+ P1(1A<1_1) [eh(n2+n3)eh2n4 (C2D3D4 - 63D2D4)
1

+ehetndohans (¢, D, D; — C,D3D,) + eMs*ma)eham2(C,D, D, — C,D,D;)] (124)

AZ — Po(K1—1) [ehngehz(n1+n4) (C’1D3D4 — C4D1D3)

eB1hip;
+ehn4eh2(n1+n3)(63D1D4 - ClD3D4) + ehnlehZ(n3+n4) (C4D1D3 - C3D1D4)]

+ p1(IA(1—1) [eh(n1+n3)eh2n4(C3D1D4 - C1D3D4)
1

+ehmtnaehans (¢, DD, — C,D D3) + et ehe™ (¢, D, D, — C3D,D,)](125)

po(K1—1)
Az = eoﬁlhllAl [e"nzeh2(mtna) (¢, D, D, — C,D,D,)

+emagh2(utnd) (¢ p,p, — C,D,D,) + e"™e2(2+m)(C,D, D, — C,D;D,)]

+ pl(il_l) [eh(n1+n2)eh2n4(C1D2D4 - C,D,D,)
1

+ehtutndehana (¢, p. D, — €, D,D,) + e""2*n)ehema(C, D, D, — C,D,D,)](126)
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A, = Po(K1—1) [eM2eh2(atns) (¢, D,D; — C3D;D,)

eB1hip;
t+elmseha(utn2) (¢, D, D, — €, D,D3) + e"Mel2(2+13) (¢, D, — C,D;D5)]

+ p1(121_1) [eh(n1+‘nz)eh2"3 (C2D1D3 — C1D,D3)
1

+eh(mtnadehana (€, D, Dy — (3D, D,) + e"M2*m2)eh2m (C3D, D, — C,D;Ds5)],(127)

Ag = 28Dy hans (00D D, — €,DgDg)

eB2h2p,
+e"2"7 (CeD;Dg — C5DgDy) + €2 (C;DgDg — CD7Dg)]

n @ [eM2(e*17) (C,DcDg — C4D,Dg)
2

+eh2(n6+n8)(C6D7D8 _ C8D6D7) + ehz(n7+n8) (CSD6D7 — C7D6D8)] ,(128)

A = p1(Kx—1) [ehzns (C;DsDg — CgDs D7)

eB2h2p,
+e"2"7(CgDsD; — CsD;Dg) + e"2"8(CsD,Dg — C7DsDsg)]

+ @ [ehz(n5+n7) (C5D7D8 —3 C7D5D8)
2

+eh2(n5+n8)(C8D5D7 _ C5D7D8) + ehz(Tl7+n8) (C7D5D8 — C8D5D7)], (129)
(K2—1)
A, = I;lﬁszzAz [e"2"s (CgDsDg — CsDsDg)

+e"2"s(C5DgDg — CgDsDg) + €"2"3(CsDsDg — C5DDg)]

+ M [ehz(n5+n6)(C6D5D8 — C5D6D8)

A
+e"2 (s (C5 DDy — CDsDs) + €"2("6*"8) (CgDs Dg — CsD5Ds)] (130)
(K2—-1)
A8 = I:BZTZZAZ [eh2n5 (66D5D7 - C7D5D6)

+e"2"(C;DsDg — CsDgD7) + "2™7 (C5DgD; — CoDsDy)]

+ M [ehz(n5+n5) (C5D6D7 — C6D5D7)

A
+eh2(n5+n7)(C7D5D6 _ CSD6D7) + ehz(n6+n7) (C6D5D7 — C7D5D6)] (131)
_ _Pp2(K3-1)
B, = 4¢us3 (132)
.
— (133)

Bu ifadelerde gegen py(€), p1(€), p,(&), A, ve A, biiyiiklikleri ise asagidaki gibi

tanimlanabilir:

Po(§) = po sin($a) (134)
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p1(§) = [ pa(ty) cos(§x) dg (135)
p2(§) = J; p2(tz) cos(éx) dé (136)
Ay = poy [e" M) 22t (¢, €, DD, — C,C,D, D3 — C,C3D, Dy + C5CoDyD,)
teht+na) gha(ne+ns) (¢, C,D,D, — C,C3D,D, + C,C4D; D3 — C3C,D; D)
tehm2+na) gha(mitna) (¢, C,D,D, + C,C3D,D, + C,C4D; D3 — C3C,D; D)
+ehztna) gha(matna) (¢ ¢, DD, — C,C,D,D3 — C,C3D,D, — C3C,D1D,)
teht+n2) gha(ns+na) (¢, €, D, D, + C;C,D,D3 + C,C3D; D,y — C,C4D;D3)
+eh(ns+ma) gha(matna) (¢, C.D,D, + C;C4D,D3 + C,C3D, D, — C,C,D1D3)] (137)
Ay= poz[e"2s¥16) (C5C,DgDg — C5sC3Dg D7 — C5C,DsDg + C5CgDsDy)
tel2(Ms+17) (. CoD,Dg + C5C3DgD, + C4C;DsDg — C7CgDs D)
+eh2(s+ne) (C.C,D,Dg — C5C,DgDg — CsCsDsD; + C,CgDsDy)
+e2(Me+17) (C.C.D,Dg — C5C,DgDg — CsCgDsD, + C;CgDsDy)
+eM2(Me*18) (—C.C.D,Dg + C5C3DgD; + C4C;DsDg — C;CgDsDy)
+e2(7+18) (C.C,DcDg — C5CyDgD,; — CsC7DsDg + C4CgDsD)] (138)

2.6. Integral Denklemlerin Elde Edilmesi

b ve ¢ yar1 temas uzunluklar1 ile p;(x) ve p,(x) temas gerilmelerini elde etmek
amaciyla, katsayilar belirlenirken kullanilmayan (110-111) sinir sartlarindan faydalanilarak

elde edilen iki integral denklemden olusan sistemden yararlanilacaktir.

2.6.1. Birinci Integral Denklemin Elde Edilmesi
Birinci integral denklemi elde etmek igin (110) sinir sartindan faydalanilacaktir. Bu
sinir sarti;

2 [v3(x, hg) — v, (3, h)] = 0 (139)

seklindedir. (86) ifadesinden yararlanilip, hesaplanan A,, A,, A;, A, katsayilarinin
yukaridaki sinir sartinda yerlerine yazilmasi ve gerekli diizenlemelerin yapilmasi

sonucunda;
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aa—x [v1(x, ho)] = PoR1(x1) + %fob P1(t1)Ra (X1, ty)dty (140)

ifadesi elde edilir. Burada;

Ri(xy) = fooo Z(Ie{}fﬂg Ajom;e™" sin(€a) sin(éx) dé (141)
—(*® f(K1 1) enihz
Ry(x1,ty) = f ————=Aj;m;e""2 cos(§ty) sin($xq)dE (142)

olarak tanimlanabilir.

y — h, limitine ge¢ildiginde (140) denkleminde yer alan R,(x,,t;) ifadesinin
¢ekirdeginin yakinsamasi bozulmaktadir. Yani &’nin biiyiik degerleri igin integralin
cekirdegini olusturan fonksiyon sifira yakinsamamaktadir. Cekirdegin yakinsamasini
bozan singiiler terim asagidaki gibi hesaplanabilir:

K1+1

ST1 = i J” == cos(éty) sin(§x;)dé (143)

Singiiler terimin kapali integrali, integral donilistim tablolar1 yardimiyla asagidaki

gibi elde edilir:

1 Ky+1

oy = cos(§t) sin(§a)dg = = S (- ), (144)

t1+x1 t1—x1

Ho1

Singiiler terim R,(xq,t;) ¢ekirdeginden ¢ikartilir ve bu terimin kapali integrali

ifadeye eklenirse, (140) denklemi asagidaki sekilde elde edilir:

ad 2 b *
52 V1(x ho) = poRy(x1) + ;fo P1(t1)Ry (X1, t1)dty (145)

Burada;

Ry(x,t) = f0°° _ f(KAll‘l) Ajym;e™"2 — ST1) cos(éty) sin(§x,)dE
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R (146)

Ho1 8 ti+xy t1—xq

seklinde tanimlanabilir.
(91) ifadesinden yararlanilarak, hesaplanan As, A4, A,, Ag katsayilarinin yukaridaki

sinir sartinda yerlerine yazilmasi ve gerekli diizenlemelerinde yapilmasiyla;

d 2 (b 2
V2% hy) = ;fo p1(t1)R3(xy, ty)dty + ;foc P2(t2)Ra(x1, t2)dt; (147)

ifadesi elde edilir. Burada,

Rs(ry, tr) = [ =55 4 mje™ "= cos(§ty) sin(éx ) dg (148)
Ry(xy ;) = [0 =250 4 mye™™ cos(§t,) sin(Ex,)dE (149)

2

seklinde tanimlanabilir.

y = h, limitine gegilirken (147) denkleminde yer alan Rs;(xq,t;) ifadesinin
cekirdeginin yakinsamasi bozulmaktadir. Cekirdegin yakinsamasini bozan singiiler terim
asagidaki gibi hesaplanabilir:

1

ST2 = Jy ™= cos(éty) sin(§x,)d€ (150)

tozeP2h2

Singiiler terimin kapali integrali, integral donilisiim tablolar1 yardimiyla asagidaki

gibi elde edilir:
1 oo Ko+1 . 1 Ky+1 1 1
— fo 24 COS(Et1) Sln(fxl)df = — 28 (t1+x1 _ tl_xl)’ (151)

Singiiler terim R3(xq,t;) ¢ekirdeginden ¢ikartilir ve bu terimin kapali integrali

ifadeye eklenirse, (147) denklemi asagidaki sekilde elde edilir:

3 2 (b . 2
L v2(x, hy) = ;fo p1(t1)R3(xy, ) dty + ;foc P2(t2)R4(x1, t2)dt, (152)
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Burada;

R3(ay ty) = [ =220 (4 mye™i™ — ST2) cos(§t,) sin(§x)dé

AyeBzh2

+ [#ozelﬁzh2 1(284_1 (tl-ll-xl N tlixl)]’ (153)

seklinde tanimlanabilir.
Elde edilen dv,(x, h,)/0x ve dv,(x, h,)/0x ifadeleri (139) denkleminde yerlerine
yazilarak gerekli diizenlemeler yapilir ise birinci integral denklem asagidaki gibi elde

edilmis olur:

PoR1(x1) + %fob[RE(xp t1) — R3(xy, t1)
_ (K1+1 4 Ky+1 ) ( i A )]P1(t1)dt1

8uor  8uozeP2h2/ \ty+x; t1-

- % foc Ry(xy, t2)pa(t2)dt; = 0 (154)
Simetri nedeniyle;

p1(t) = p1(—t1) (155)
p2(t2) = p2(—t3) (156)

oldugu goz oniine alinirsa (154) integral denklemi asagidaki gibi elde edilir:

2 (b, .
PoR1(x;) + ;f_b[Rz (1, t1) + R3(xy, t1)

+ (32 + 2w (5 Im (t)dt

8Uo1  BHozeh2h2

+%f_cc R4(xq, t5)p2(t5)dt, = 0 (157)
Burada;

_ [ §(K-1) A e™ih2 s . d 158

R1(x1) _fo A, PRy ] 1Ajom;e™i™2 sin($a) sin($x) ds, (158)

Ki—1 Ki+1] .
R3Cey,t) = [ [FG2 (Zhoy Apmye™™) — 25 sin €ty — x)d, (159)
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R3Cxy,t) = [ |25 (39 5 Ajymye™™) + 2| sing(ty — x,)dE,  (160)

2A,ePz2h2 8geB2h2

Ry(xy,t5) = foo E(Kz 2 Z] sAjamje e™i"2 sin&(t, — x1)dé¢ (161)

seklindedir.

2.6.2. ikinci Integral Denklemin Elde Edilmesi

Ikinci integral denklemi elde etmek igin (111) smir sartindan faydalanilacaktir. Bu
sinir sarti;

— [15(x,0) — v3(x,0)] = 0 (162)

seklindedir.
(91) ifadesinden yararlanilip, hesaplanan As, Aq, A;, Ag katsayilart yerlerine

yazilarak gerekli diizenlemeler yapilir ise;

o] b
02 (2, 0)] = = [T P2 (1) 21 (xz, tr)dty + = [ Po(£2) 25 (0, )it (163)
ifadesi elde edilir. Burada;

230 t1) = [} = 2E Ay cos(§t,) sin(§xy) dity (164)

2,z t2) = [y =552 Ajym; cos(€t,) sin(§x,)dt, (165)

2

seklinde tanimlanabilir.
y = h, limitine gegilirken (163) denkleminde yer alan Z,(x,,t,) ifadesinin
cekirdeginin yakinsamasi bozulmaktadir. Cekirdegin yakinsamasini bozan singiiler terim

asagidaki gibi hesaplanabilir:

K2+1

ST3 = i [ =2 cos(&t,) sin(éx,)dé (166)

Singiiler terimin kapali integrali, integral donilisiim tablolar1 yardimiyla asagidaki

gibi elde edilir:
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1 foo Kp+1 1 Ky41( 1 1

Hoz 10 . Cos(§t2) sin(§xp)dS = ——— ( - ) (167)

Ho2 tatxy  ta—Xx2

Singiiler terim Z,(x,,t,) ¢ekirdeginden c¢ikartilir ve bu terimin kapali integrali

ifadeye eklenirse, (163) denklemi asagidaki sekilde elde edilir:

d 2 b 2 .
o V2 (x, 0)] = ;fo P1(t1)Z1(xz, t1)dty + ;foc P2(t1)Z3(x2, t2)dt; (168)
Burada;
* — 20 E(Kz—l) :
Zy(xpty) = [, — v (4j;m; — ST3) cos(ét,) sin(Ex,)dé
1 Kp+1( 1 1
+ [_ E 8 (tz+X2 2 tz-Xz):l’ (169)

seklinde tanimlanabilir.
(96) ifadesinden yararlanilip, hesaplanan B;, B, Kkatsayilar1 yerlerine yazilarak

gerekli diizenlemeler yapilir ise;
2 0)] =2 [, (=B, +2B,) (—§) sin(¢x)d 170
w36, 0)] =2 [} (=B, + B, ) (—©) sin(§x)d¢ (170)

elde edilir.
Elde edilen dv,(x, h,)/0x ve dvs(x, h,)/dx ifadeleri (162) denkleminde yerlerine
yazilarak gerekli diizenlemeler yapilir ise birinci integral denklem asagidaki gibi elde

edilmis olur:

2 b
;fo P1(t1)Z1 (x5, ty)dty

+%foc [Zik(xz: t) — (K2+1 - (K3+1))( - — )] p2(t2)dt; =0, (171)

8lo2 4u3 ta+x,  tr—x3

Simetri nedeniyle;

p1(t1) = p1(—t1) (172)
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p2(tz) = p2(—t3) (173)

oldugu diisiiniilerek (171) integral denklemi asagidaki gibi elde edilir:

b
%f_ p1(t1)Z1 (x5, t1)dty

Ko+1 (K3+1) 1 _
+- f [Zz(xz»tz) +( Biiag + . )(tz—xz)] p2(tz)dt,; =0, (174)
Burada;
K,—1
Z,(x ty) = fo 2 :ﬁzh)z o Apmy sin&(ty — x,)dE, (175)
Z3(x0ta) = [ [FEER (Xias Apomy) = 52| sin (8 — ), (176)
seklindedir.

2.7. integral Denklemlerin Boyutsuzlastirilmasi

Sayisal ¢Oziimiiniin yapilabilmesi i¢in (177-182)° deki degisken doniigiimleri
yapilarak boyutsuz biiyiikliikler tanimlanabilir:

x; = bs; Xy = CS, a77)
tl = bT‘l tz = Crz (178)
dtl = de1 dtz = Cdrz (179)
z =¢&h, dz = déh, (180)
9:1(ry) = %l:rl) (181)
g2(ry) =22 (182)

Burada g,(r;) ve g,(r,) boyutsuz biyiikliikkleri tabakalar arasindaki bilinmeyen
temas gerilmelerini géstermektedir.
Tanimlanan bu boyutsuz biiyiikliikler birinci integral denklem (157) denkleminde

yerine yazilarak diizenlenir ise;
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Ry(s1) + %f_ll [R;(Sl»ﬁ) + R3(s1,m) + (K1+1 + 2 )( - )] 91(r)dry

81 8uozeh2M2) \r;-s;

+%f_11 Ry(s1,72)g2(rp)dr, = 0 (183)

olarak elde edilir.

Burada;

Ri(sy) = fooo _% [eMmseha#n2*na) (m, (C,D,D5 — C,D3Dy)
+m;(C1D3Dy — C4D1D3) + my(C;D; D3 — C1D,D3))
+ehnagh2(mtn219) (m, (C,D3D, — C3D,D,) + my(C3D1Dy — C1D3D,)
+m3(C,D; D4 — C3D1D4))
+eMnzehz(M¥natna) (m, (C3D,D, — C4D,D3) + m3(C4D; D, — C1D,Dy)
+my(C1D;D3 — C3D1D,))
+emigh2(2#13+14) (m, (€, Dy D3 — C3D1D,) + m3(CoD1 Dy — C4D;1 D)

+m,(C,D,D5 — C3D1D;))] sin (hiz (a— sl)> dz (184)

o0 (K11
R3(sym) = fo % [ehMz¥na)ehalnatma) (m, (C,D3D, — C3D,D,)

+my(C3D,D; — C;D1D3))

+ehmatnagha(nitna) (m, (C,D,D5 — C,D3D,) + my(C,D; D, — C4D1Dy))
+emstna)ghz(a+nz) (m, (C,D,D, — C,D,D3) + my(CyDyDs — C3D,D,))
+ehmtns)gha(n2+na) (m, (€3, D, — C;D3D,) + my(C,D, D5 — C3D1D,))
+emtndghz(na4n3) (m, (€, D3D, — C,D,D3) + m3(CyDy D, — C,D,D,))
+ehmn2)gha(ns+na) (m, (€, D,D, — C,D1D,) + my(C,D, D5 — C,D,D3))

— 5% sin (h— (bry — bs1)> dz (185)
2

8lo1

o0 e (Ka=1)
R3(sy,m) = | ;Zzeﬁzhz [e2(s#76) (g (CgDg D; — C;D6Dg) + mg(C,DsDg —

CsDsD))
+eh2(n5+n7)(m5(C6D7D8 — CgDgD7) + m;(CgDsDg — C6D5D8))
+e"2(s*+18) (g (C, D¢ Dy — C¢D7Dg) + Mg (CeDsDy — C;D5 D))
+eh2(e*17) (m (CgDsD; — CsD7Dg) + m;(C5DgDg — CgDsDg))
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+9h2(n6+n8)(m6(65D7D8 — C;DsDg) + mg(C;DsDg — CSD6D7))
+eh2(7418) (m, (CsDsDg — C5DgDg) + mg(CsDgD; — CsDsD-))

8ugzeP2h2

+ 2" _5in <hi (bry — bsl)) dz (186)

z

Ru(syyma) = [ T, [eh2(s*n6¥17) (1 (C; D Dg — CsD7Dg) + mg(C5D7Dg —
C7DsDg) + m;(CsDsDg — CsDeDs))
+eh2(Ms*16+n8) (1 (C4 D, Dg — CgDeD;) + mg(CgDsD; — CsD;Dg) +
mg(CsDgD7 — C6D5D7))
+eh2(s4n7+18) (1 (CgDeD; — C;DDg) + M5 (CsDeDg — CgDsDe) +
mg(C;DsDg — CSD6D7))
+eh2(e+n7418) (1 (C,DsDg — CgDsD;) + m;(CgDsDg — CoDsDg) +

mg(CyDsD, — C7D5D6))] sin (hiz (cry — b51)> dz (187)

seklinde tanimlanabilir.
Tanimlanan bu boyutsuz biyiikliikler ikinci integral denklem (174)’da yerlerine

yazilarak diizenlenir ise;

1
2L Zy(sp ) ga (r)dry +

210 7360 + (i +22) ()] 92 G, = 0 (188)

8uozeh2h2 4p3

olarak elde edilir.
Burada;

z
[e') h_Z(KZ - 1)

Zy(sz,m) = | 20,eP2h2 [e"2"s (mg(C;DsDg — CgDsD7) + m;(CgDsDg —

CsDsDg) + mg(CsDsD; — C;DsDg))
+eh2n6 (m5(68D6D7 — C7D6D8) + m7(C5D6D8 - CSD5D6) +
mg(C;DsDg — CsDgD5))
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+eh2n7 (mS(C6D7D8 —_— CSD6D7) + m6(CgD5D7 - CSD7D8) +
mg(C5D6D7 - C6D5D7))
+eh2n8 (mS(C7D6D8 —_— CGD7D8) + m6(CSD7D8 - C7D5D8) +

m;(C¢DsDg — CsDgDg))] sin (hiz (bry — csz)> dz

z

—(K2-1)
©p
Z3(s5,12) = fo ZZT

C;DsDs))
+eh2(6¥18) (m (CsD,Dg — CgDgDy) + My (CyDsDg — CsDsDg))
+e2(7418) (m (CgDgD; — C;DgDg) + mg(C;D5Dg — CgDsD-))
+eh2(s¥17) (m (CsD;Dg — C,DsDg) + mg(C,DsDg — CsDg D))
+eh2(s4n8) (m (CgDs D, — C5D,Dg) + m,(CsDgDg — CgDsDs))
+e"2(s*16) (m; (CoDsDg — C5DgDg)+mg(CsDsD7 — CsDsD7))

— @] sin (hi (cr, — csz)> dz,
2

8oz

seklinde tanimlanabilir.

Boyutsuz biiyiikliikler denge sartlarinda yerlerine yazilir ise;

b (1
gf_l 9:1(r)dr =1

if_llgz(rz)drz =1
elde edilir.

2.8. integral Denklemlerin Sayisal Coziimii

[e"2(6*+17) (g (C,DgDg — C4D,Dg) + mg(CoDsDy —

(189)

(190)

(191)

(192)

(183) ve (188) integral denklem sistemi, Gauss-Jacobi integrasyon formiilasyonu ile

¢Oziilecektir.

Integral denklem sisteminin sayisal ¢dziimii;

g(r) =w(r)G(r)
wr)=1A-nN*A+nf -1<r<1

(193)
(194)
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seklinde aranabilir.

S6z konusu integral denklemlerde; temas gerilmeleri temasin basladigi ve bittigi
noktalarda sifir oldugundan, integral denklemlerin indisi (-1)’dir. Bu sebeple Gauss-Jacobi
integrasyon formiilasyonlari, Gauss-Chebyshev integrasyon formiilasyonlarina doniigiir ve

a = = 0,5 olur. Bu durumda;

91(r1) = wy (1) G1(111), (i=1,..,N) (195)
wy () = (1 —1)05, (i=1,..,N) (196)
92(151) = wy (1) G2 (1), (i=1,..,N) (197)
wy(ry) = (1 —15)%, (i=1..,N) (198)

olur.
Bu ifadeler integral denklemlerde ve denge sartlarinda yerlerine yazilir ise, integral
denklemler temas gerilmelerinin ve uzunluklarinin bilinmeyen oldugu denklem takimina

indirgenmis olur. Bu denklemler asagidaki sekildedir:

b * *
LWt G(r)Ry (si) + Xioq wiiGy (1) <h—2 (R2(51k,7”1k) + R;3 (51k.7"1k)) +

Ki+1 Ky+1 1
( - + 2 ) ( )) + h_czz?ﬂ W?iGz (120)R4(S15,T21) = 0,

8ugiePihz * 8ug,eP2h2) \ryp—sip
(k=1,..,N+1), (199)
I WG () =1, (i=1..N) (200)
,%Z?ﬂ W1 G1(110)Z1 (Spp i) + Xieq Woi G2 (12;) (hizZS(SZR,rZR) + (811:{22%
T ——)=0,(k=1,..,N +1), (201)
i WGy () =1, (i=1,..,N) (202)

Bu ifadelerde;

ry; = cos (3=), (i=1,..,N) (203)
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k—
spe=cos(352), (k=1,..,N+1) (204)
2 _
wt=m(=1), (i=1,..,N) (205)

olarak tanimlanmaktadir.
Elde edilen lineer denklem sisteminde 2N tane olan G;(ry;) ve G,(ry;) ifadeleri

bilinmeyen temas gerilmeleridir. Buradan elde edilecek lineer denklem sistemi 2N+2

denklemden olugmaktadir. Birinci integral denklemdeki (g+1). denklem ile ikinci

integral denklemdeki (g+1). denklem otomatik olarak saglanmakta olup denklem

sisteminden ¢ikartildiginda 2n bilinmeyenli 2N denklemden olusan bir denklem sistemi

elde edilir. Sistemin ¢6ziimii sonucunda temas uzunluklar1 ve gerilmeleri hesaplanabilir.



3. BULGULAR VE iRDELEME

3.1. Giris

Bu bolimde, 2. bolimde elde edilen formiilasyonlar yardimi ile, boyutsuz
blytikliiklerin ¢esitli degerleri i¢in temas uzunluklarinin degisimi incelenmistir. Bu
incelemelerden elde edilen sonuclar, tablo ve grafikler halinde verilerek bunlara ait
bulgular irdelenmistir.

Tablo ve grafiklerde gecen bazi boyutsuz biiyiikler agagidaki gibi tanimlanmaistir:

a/h, . Yayil yiik genisligi

b/h, :  1.Fonksiyonel derecelendirilmig tabaka ile 2. Fonksiyonel
derecelendirilmis tabaka arasindaki yar1 temas uzunlugu

c/h; . 2.Fonksiyonel derecelendirilmis tabaka ile yar1 sonsuz diizlem

arasindaki yar1 temas uzunlugu

hy/h, : Fonksiyonel derecelendirilmis tabakalarin yiikseklikleri orani

Do : Yayilh yiikiin siddeti

Ho1 . 1. Fonksiyonel derecelendirilmis tabakanin alt yiizeyinin kayma modiilii
Koz : 2. Fonksiyonel derecelendirilmis tabakanin alt yiizeyinin kayma modiilii
U3 : Yar1 sonsuz diizlemin kayma modiilii

3.2. Temas Uzunluklar1 ve Temas Gerilmelerine iliskin Bulgular

Tablo 1 ve Sekil (2-3)” de (ug,/u3) kayma modiilii oranlari igin fonksiyonel
derecelendirilmis tabakalara ait rijitlik parametrelerine (f; = f,) bagh olarak temas
yiizeyindeki yar1 temas uzunluklart verilmektedir. Tablo ve grafiklerden (py,/u3) kayma
modiilii oranlart arttik¢a tabakalar arasi yar1 temas uzunluklarinin arttigi goriilmektedir.
Ayrica (B = B,) rijitlik parametresi degerleri artarken tabakalar arasi yar1 temas

uzunluklarinin azaldig1 goriilmektedir.



36

Tablo 1. Cesitli (ugp/u3) Degerleri Icin Temas Uzunluklarmin S, = B, ile Degisimi
(Kl = Kz = K3 = 2,h1 = hz = 1,a/h2 = 1)

Hoz/13 = 0.0001 Hoz/ps = 0.1 Moz/ps =1 toz/ps =10

B1= B> b/h, c/h, b/h, c/h, b/h, c/h, b/h, c/h,

-1 1.655889 | 1.810150 | 1.670089 | 1.839909 | 1.810038 | 2.044500 | 3.090000 | 3.135690

0.01 |1.600089 | 1.68499 | 1.624832 | 1.732885 | 1.847427 | 2.068427 | 3.610199 | 3.560000

1 1.575889 | 1.610150 | 1.610922 | 1.683999 | 1.950427 | 2.171427 | 4.200612 | 4.075000

B1=p2=-1
B1=p2=0.01 — ———
B1=p2=1 — — — — -

1
\ \ ‘ \ \

0 2 4 Mg/ls e 8 10
Sekil 2. Cesitli (ug,/13) Degerleri igin Fonksiyonel Derecelendirilmis 1.
Tabaka ile Fonksiyonel Derecelendirilmis 2. Tabaka Arasindaki
Yart Temas Uzunlugunun (b/h;), By =P, ile Degisimi
(K1=K,=K;=2,hy =h, =1,a/h, =1)
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4,5

1 Bi=ha=1
B1=p2=0.01 ———— — ]
4 —  Prepsl ————— -

c/hy 4

1,5
\ \ ‘ \ \

0 2 4 Hp/u; e 8 10
Sekil 3. Cesitli (uop/us) Degerleri igin Fonksiyonel Derecelendirilmis 2.
Tabaka ile Yar1 Sonsuz Diizlem Arasindaki Temas Uzunlugunun
(c/hy), B =P, ile Degisimi (K; =K, =K;=2,hy =h, =
1,a/h, =1)

Tablo-(2-3) ve Sekil (4-5)” de, B, B rijitlik parametrelerinin ¢esitli degerlerine
bagl olarak yar1 temas uzunluklar1 verilmektedir. Tablo ve grafiklerden de goriildiigi gibi
B1 rijitlik parametresi artarken temas uzunluklari da artmaktadir. Ayrica [, rijitlik
parametresi artarken 1. ve 2. fonksiyonel derecelendirilmis tabakalar arasi temas uzunlugu
az da olsa azalirken 2. fonksiyonel derecelendirilmis tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem
arasindaki temas uzunlugunun £, nin negatif degerleri i¢in azaldigi, pozitif degerleri i¢in

ise arttig1 goriilmektedir.
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Tablo 2. Cesitli f;, B, Degerleri I¢in Fonksiyonel Derecelendirilmis 1. Tabaka ile
Fonksiyonel Derecelendirilmis 2. Tabaka Arasindaki Temas Uzunlugunun (b/h,)
Degisimi  (Ky = K, = K3 =2, Hop = Moz =3 =100, a/h, =1, py=1,

hi/h, = 1)
B2
B1 b/h,
-1 -0.5 0.001 0.5 1

-1 1.810038 1.792479 1.775600 1.770119 1.770754
-0.5 1.850755 1.822707 1.801982 1.795374 1.790990
0.001 1.900801 1.869093 1.845801 1.834749 1.835843
0.5 1.967851 1.929819 1.904340 1.890256 1.876537

1 2.051127 2.010736 1.976665 1.961644 1.947428

Tablo 3. Cesitli 8, B, Degerleri Icin Fonksiyonel Derecelendirilmis 2. Tabaka ile Yari
Sonsuz Diizlem Arasindaki Temas Uzunlugunun (c/h,) Degisimi (K; = K, =

K3 =2, lo1 = Moz = U3 = 100, a/h, =1, po = 1, hy/h, = 1)

B2
b1 c/h;
-1 -0.5 0.001 0.5 1

-1 2.044500 2.017430 2.011106 2.027150 2.056654
-0.5 2.075332 2.044988 2.034502 2.045855 2.070401
0.001 2.113318 2.082830 2.065801 2.072931 2.091565
0.5 2.176318 2.130920 2.108664 2.110401 2.129053
1 2.243960 2.190040 2.164932 2.160182 2.173427
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2,1

1,7
\ \ ‘ \ \

-1,5 -1 -0,5 ﬁ 0 0,5 1
1

Sekil 4. Cesitli B1, B2 Degerleri Icin  Fonksiyonel
Derecelendirilmis 1. Tabaka ile  Fonksiyonel
Derecelendirilmis 2. Tabaka Arasindaki Temas
Uzunlugunun (b/h;) Degisimi (K; =K, = K; =
2,hy/hy =1,a/hy; =1, o1 = po2 = 3 = 100)

2,25

22 —

c/h)

215 —

? ' | ] |
1,5 1 05 B, 0 05 1

Sekil 5. Cesitli B4, B, Degerleri igin Fonksiyonel Derecelendirilmis
2. Tabaka ile Yar1 Sonsuz Diizlem Arasindaki Temas
Uzunlugunun  (¢/h,)  Degisimi (K1 =K, =K; =
2,hy/hy = 1,a/hy =1, po1 = po2 = pz = 100)
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Tablo-4 ve Sekil (6-7)" de, gesitli yayili yiik genisligi degerleri icin tabakalarin
yiikseklik oranlarma bagli olarak yar1 temas uzunluklarmin degisimleri verilmektedir.
Tablo ve grafiklerden h;/h, oran1 ve a yayili yik genisligi arttikca yari temas

uzunluklarinin arttig1 gézlenmektedir.

Tablo 4. Cesitli Yayili Yiik Genisligi Degerleri I¢in Yar1 Temas Uzunluklarmmn h, /h, ile
Degisimi (K; = K, = K3 = 2,401 = ploz = p3 = 100, 8, = B, = 1)

hl/hZZO]. hl/hzzl hl/h2=2
b/h, c/h, b/h, c/h, b/h, c/h,

a=0.1 0.160081 | 1.486951 | 1.622789 | 1.902010 | 3.724009 | 3.571874

a=0.5 0.570721 | 1572978 | 1.700869 | 1.970010 | 3.755591 | 3.606888

a=1 1.105050 | 1.831032 | 1.949073 | 2.173150 | 3.865850 | 3.716000

a=2 2.100921 | 2.667500 | 2.745073 | 2.906150 | 4.267002 | 4.146056

25

Sekil 6. Cesitli Yayilh Yiik Genisligi Degerleri I¢in Fonksiyonel
Derecelendirilmis 1. Tabaka ile Fonksiyonel
Derecelendirilmis 2. Tabaka Arasindaki Yar1 Temas
Uzunlugunun (b/h,) hy/h, ile Degisimi (K; = K, = K5 =
2, o1 = Moz = p3 = 100, 8, = B, =1)




41

25

a=0.5

0 2 4 6 h/h, 10

Sekil 7. Cesitli Yayilh Yiik Genisligi Degerleri Icin Fonksiyonel
Derecelendirilmis 2. Tabaka ile Yar1 Sonsuz Diizlem
Arasindaki Yar1 Temas Uzunlugunun (c/h,) hi/h, ile
Degisimi  (K; = K, = K3 = 2, o1 = poz = Uz = 100,58, =
B2 =1)

Sekil (8-17)’ de cesitli boyutsuz biiyiikliikler i¢in, fonksiyonel derecelendirilmis
tabakalar aras1 ve fonksiyonel derecelendirilmis 2. tabaka ile yar1 sonsuz diizlem arasinda
ortaya ¢ikan temas gerilme yayilislart verilmektedir.

Sekil (8-11)" de, gesitli (ug,/u3) kayma modiilii oranlart ve (B = B,) rijitlik
parametreleri i¢in temas yiizeyinde olusan temas gerilme yayiliglar1 verilmektedir. (ig2/
u3) kayma modiilii oranlar1 arttikga temas uzunluklari artmakta, buna bagli olarak yiik
daha genis alana yayilacagindan temas gerilmeleri azalmaktadir. (f; = ) rijitlik
parametlerinin artmasi halinde; temas yiizeyindeki en biiyiik temas gerilmeleri, (iq2/u3)

oranin 0’ a yakin oldugu degerde artarken, (ug,/u3) oraninin daha biiyiikk degerlerinde

azaldig1 goriilmektedir.
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0,5
S N ~
pi=po—1 —— 7 (a) 1gy/H4=0.0001
“1B1=B2=0.01— — ——
Br=po=1 — — — — ’//
04 —
pl(x)/po =
0,3 —
0,2 —
0,1 I ‘ |
’ 1 o xh, 2
0,5
B1=po=-1 ——— (b) 1. /=1
,Bl:Bz:O.Oli.i.i.i - HOZ u3
B1=P2=1
04 —
PPy
0,3 —
0,2 —
0,1 /\ ‘ : ‘

Sekil 8. Cesitli (ug,/u3) kayma modili oranlart ve (f; = B,) rijitlik
parametreleri  i¢in  p;(x)/p, temas gerilme yayilislari
(K1=K2=K3=2,h1=h2=1,a/h2=1)
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Sekil 8’in devami

0,4

B1=p2=-1 (c) np,/n,=10
- B1=p2=0.01 — ———
pr=p2=1 — — ——
0,3 —
P.(x)/p,
02 —
0,1 —
i ’ F
K \ / /
0 ‘ T ‘ T ‘ T ‘
6 4 2 0 x/h, 2 4 6
0,5
B1=pr=1 — ~ (2) py, /1,=0.0001
Jpr=pr=0.01 —— e LT
B1=p2=1 — — —— //
0,4 — /
pz(x)/po -

0,1 T ‘ |

Sekil 9. Cesitli (ug,/u3) kayma modiilii oranlart ve (f; = S,) rijitlik
parametreleri i¢in p,(x)/p, temas gerilme yayilislart (K; = K, =
K3 = Z,hl = hz = 1,a/h2 = 1)



44

Sekil 9’un devami

0,5
=Br=-1 B
. E::E;OM e (b) kpy/13=1
B1=P2=1 — — — —
04 —
PA(X)/py
0,3 —
0,2 —
0,1 ‘ ‘
3
0,28
Eljgz:)lm . () Ko /15=10
Bl —
0,24 —
pz(x)/po ]
0,2 —
0,16 —
0,12 —
~
0,08 ‘ k | ‘ : ‘ N ‘
6 -4 2 4
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0,5

12/13=0.0001 (a) B,=B,=1
_ “2/”3:1 [,
p2/u3=10  — —
04 —
pl(x)/po T
03 —
02 —
\
01 — / }
P [
— s ~
- ' o
0 \\ ‘\ \ /‘ r
4 2 0 x/h2 2 4
0,5
n2/n3=0.0001 o
iy Juny A (b) B,=B,=0.01
n2/n3=10 o
04 —
P1(x)/Po -
03 —
02 —
o1 | / \
| = L
— - ' ' N
o |\ A — ,
4 2 0 x/h, 2 4

Sekil 10.  Cesitli (ug2/u13) kayma modiilii oranlart ve (B; = ) rijitlik
parametreleri  i¢in  p;(x)/p, temas gerilme yayilislar
(K]_ = Kz = K3 = Z,hl = h2 = 1,a/h2 = 1)
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Sekil 10’un devami

0,5
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n2/p3=10

Po(X)/py

Sekil 11.  Cesitli (1y2/p3) kayma modiilii oranlart ve (5, = f35) rijitlik
parametreleri i¢in p,(x)/p, temas gerilme yayiliglart
(Kl = Kz = K3 = 2,h1 = h2 = 1,a/h2 = 1)
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Sekil 11’in devami
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Sekil (12-15)’ de gesitli B4, B, degerleri icin temas yiizeylerindeki temas gerilme
yayilislart verilmektedir. Burada da, S, B, degerleri arttikga yar1 temas uzunluklarinin

artt1g1 buna bagli olarak temas gerilmelerinin azaldig1 goriilmektedir.

05
=1 — (a) p,=-1
4 p=0.001 —— ——
p= -
04 —]|
p[(x)/p() B
03 —|
02 —]
l P
! 5 R i
3 2 1 o x/h, 1 2 3
05
B1=-1 (b) p,=0.001
04 —]
D(X)/py-
03 —
02 —
’ AN
0,1 ( \ : ‘ /

Sekil 12. Cesitli f;, B, Degerleri Icin p,(x)/p, Temas Gerilme
Yayiligslart  (K; = K, = K3 =2, W1 = Hoz = M3 = 100,
a/h, =1,po =1, hy/h, =1)
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Sekil 12’nin devami
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Sekil 13. Cesitli B, B, Degerleri Igin p,(x)/p, Temas Gerilme
Yayiliglart  (K; =K, = K3 =2, o1 = Hoz = U3 = 100,
a/h; =1,py =1, hy/h; =1)
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Sekil 13’°{in devami

0,5
p1=-1 —
B1=1 _——
04 —
p,(x)/h, -
0,3 —
0,2 —
0.1 \ \
3
0,4
p1=-1 =
$1=0.001 ——— — (C) B, 1
| B1=1
0,3 —
Po(X)/py -
0,2 —
i )\
o B\ ‘ | | 1
3 2 1 X/hz 2




51

0,5

(),
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0,2 —

0,1

0,5

Br000] ————  — - (b) p,=0.001

04 —

P;(x)/l?o n

0,1

Sekil 14. Cesitli By, B, Degerleri I¢in p;(x)/p, Temas Gerilme
Yayiligslart  (K; = K, = K3 =2, W1 = Koz = M3 = 100,
a/h, =1,po =1, hy/h, =1)
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Sekil 14’{in devami
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po=-1
1 By=0001 — (©) p=1
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Sekil 15. Cesitli By, B, Degerleri Igin p,(x)/p, Temas Gerilme
Yayiliglart (K3 =K, = K3 =2, o1 = Hoz = U3 = 100,
a/h, =1,po =1, hy/hy; = 1)
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Sekil 15’in devami
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Sekil (16-17)’de, cesitli yayili yiik genisligi ve tabakalarin yiikseklik oran1 degerleri
icin temas ylizeyindeki temas gerilme yayilislar1 verilmektedir. Buradan yayili yiik
genisligi arttikga yar1 temas wuzunluklarmin arttigit ve buna bagli olarak temas
gerilmelerinin azaldigir goriilmektedir. Ayrica tabakalarin yiikseklik oranlar arttikga yari
temas uzunluklarmin arttifi, buna bagli olarak da temas gerilmelerinin azaldig:

goriilmektedir.

(b) hy/h,=1

P(x)/p,

03

(¢) h,/h,=2

Pi(X)/py

02 —

-6 -4 2 0 X/h; 2 4 6

Sekil 16. Cesitli Yayili Yik Genisligi ve Tabakalarin Yiikseklik
Oran1  Degerleri I¢in  p;(x)/p, Temas Gerilme
Yayilslari (Ky =Ky = K3 = 2,f1p1 = foz = H3 =
100,81 = B2 = 1)
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0,5

(b) h,/h,=1

04 —

Do(X)/py

0,3 —

0,1

0,24

02 —

pz(x)/po 7

0,16 —

0,12 —

0,08 —

0,04
\ ! \

-6 -4 -2 0 X/ h 2 2 4 6

Sekil 17. Cesitli Yayil1 Yik Genisligi ve Tabakalarin Yiikseklik Orani
Degerleri Igin  p,(x)/p, Temas Gerilme Yayilislari

(Ky =K, = K3 = 2,101 = Hoz = 3 = 100,58, = B, = 1)



4. SONUCLAR

Bu calismada, diizglin yayili yilke maruz, elastik yar1 sonsuz diizleme oturan,
fonksiyonel derecelendirilmis iki tabakanin silirtiinmesiz temas problemi incelenmistir.
Coziimde kiitle kuvvetlerinin ithmal edildigi kabul edilmistir. Temas probleminin ¢éziimii
icin elastisite teorisi yardimiyla elde edilen Navier denklemlerine integral doniisiim
teknikleri uygulanmistir. Problem iki integral denklemden olusan bir integral denklem
sistemine indirgenmis ve bu denklem sisteminin sayisal ¢0ziimii sonucunda ise temas
yiizeylerindeki temas uzunluklari ile temas gerilme yayilislar1 ¢esitli boyutsuz biiytikliikler
icin elde edilmistir. Cesitli kayma modiilii oranlari, rijitlik parametreleri, tabaka
yiikseklikleri oranlar1 ve yayili yiik genislikleri icin elde edilen sonuclar asagida
Ozetlenmistir:

e Fonksiyonel derecelendirilmis tabakalara ait rijitlik parametrelerinin (S, 2),

temas uzunluklar1 ve temas gerilmeleri iizerinde biiylik oranda etkisi vardir.

e [, rijitlik parametresi arttik¢a, yani 1. fonksiyonel derecelendirilmis tabakanin
derecelendirilmis tabakalar arasindaki temas uzunlugu (b/h,) artmaktadir.

e [3, rijitlik parametresi arttik¢a, yani 2. fonksiyonel derecelendirilmis tabakanin
uzunlugu (b/h,) az da olsa azalirken, 2. fonksiyonel derecelendirilmis tabaka ile
yar1 sonsuz diizlem arasindaki temas uzunlugu (c/h,), f, nin negatif degerleri
icin azalmakta, pozitif degerleri i¢in ise artmaktadir.

e Fonksiyonel derecelendirilmis 2. tabakanin kayma modiiliiniin yar1 sonsuz
diizlemin kayma modiiliine orant (ug,/u3) arttikca temas uzunluklar1 artmakta,
temas gerilmeleri ise azalmaktadir.

e Yayil yiik genisligi arttikca temas uzunluklar1 artmakta, buna bagl olarak temas
gerilmeleri azalmaktadir.

e Tabakalarin yiikseklikleri orani1 (h,/h,) arttik¢a yar1 temas uzunluklar1 artmakta,
bunun sonucu olarak temas gerilmeleri azalmaktadir.

Sonu¢ olarak: oOnceki c¢aligmalarda oldugu gibi fonksiyonel derecelendirilmis

tabakalara ait rijitlik parametreleri, yayili yiik genisligi, kayma modiilleri ile tabaka
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yiiksekliklerinin temas uzunluklari ve temas gerilmeleri lizerinde dnemli bir etkilere sahip

oldugu tespit edilmistir.
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