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Bu yiiksek lisans tez calismasinda, ¢ekme gerilmesi aktarmayan Pasternak zeminine
oturan bir sonlu kirisin asimetrik olarak uygulanan harmonik tekil kuvvet etkisi
altindaki davranisi incelenenek kirisin zeminden ayrildig1 noktalar (temas boyu) ve bu
noktalarin ¢esitli parametrelere gore degisimi arastirilmistir.
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OZET

Bu calismada, yalniz basinca calisan elastik zemine oturan sonlu bir kirigin, simetrik
olmayan tekil yiikkleme altindaki davranisi incelenmistir. Yonetici diferansiyel
denklemlerin elde edilmesinde, Bernoulli- Euler hipotezinin gegerli oldugu ve kirisin
zemine tam batmadigi kabul edilmistir. Asimetrik yiikleme durumu g6z Oniinde
tutularak, diferansiyel denklemler temas ve ayrilma bdlgeleri i¢in ayr1 ayri elde
edilmistir. Simetrik ve asimetrik yiikleme durumlari i¢in ayrilma noktalar1 ( temas boyu)
ve bu noktalarin ¢esitli parametrelere gore degisimi, sekiller yardimiyla incelenmistir.
Birinci boliimde, ¢esitli zemin modelleri ve konu ile ilgili ¢alismalar verilmistir. ikinci
boliimde, temas ve ayrilma bolgeleri i¢in yonetici denklemler elde edilmis ve probleme
ait siir kosullar verilmistir. Ugiincii boliimde, frekans parametresinin gesitli degerleri
icin diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri verilmistir. Dordiincii boliimde, temas
boyunun ¢esitli parametrelere gére degisimi grafiklerle incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Elastik zemin, asimetrik ylikleme, harmonik titresim, sonlu kiris
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ABSTRACT

In this study, the response of a finite beam resting on a tensionless Pasternak
foundation, subjected to an asymmetric vertical load is investigated. In obtaining the
governing differential equations, it is assumed that the Bernoulli-Euler hypotesis is valid
and that the beam is partially in contact with the foundation. By considering the
asymmetric loading case, differential equations are obtained for both the contact and
noncontact regions. The coordinates of the lift-off points (contact length) and the
variation of them with respect to some parameters, for symmetric and asymmetric
loading cases are studied with the aid of graphics.

In the first chapter, various kinds of foundation models and the studies dealing with the
subject are given. In the second chapter, the differential equations for the contact and
noncontact regions are obtained, and the boundary conditions of the problem is given.
In the third chapter, the solution of the differential equations which depends on the
various values of the frequency parameter is given. In the fourth chapter, the variation
of the contact length with respect to some parameters are studied with the aid of
graphics.

Keywords: Elastic foundation, assymetric load, harmonic vibration, finite beam



1. GIRIS

Elastik zemine oturan kirislerle ilgili ¢alismalar uygulama alaninin (yap1 temelleri,
demiryolu hatlari, yol kaplamalar, geoteknik uygulamalari vb.) genisligi nedeni ile
oldukga fazladir. Bu tiir problemlerin ¢6ziimii i¢in kirisin mekanik davranisi yaninda
zeminin mekanik davranisinin ve kirisle zemin arasindaki etkilesimin de bilinmesi
gerekmektedir. Kiris problemlerinin analizinde c¢ogunlukla Bernoulli-Euler teorisi
gbzoniine alinmaktadir. Bilindigi gibi bu teoride kayma deformasyonlarinin etkisi ithmal
edilmektedir. Kiriste kayma etkisinin 6nemli oldugu durumlarda ise bu etkiyi dikkate alan

Timoshenko kiris modeli kullanilmaktadir.

Kiris-zemin etkilesim problemlerinin ¢ogunda, matematiksel basitlik nedeniyle, elastik
zemin Winkler zemini olarak modellenmektedir. Bu modelde zemin birbirinden bagimsiz
sonsuz saylda yaydan olusan bir ortam olarak alinmakta, diger bir deyisle ortam siireksiz
olarak kabul edilmektedir. Yaylar arasindaki etkilesimin dikkate alinmadigi bu model, baz1
durumlarda ger¢ek¢i olmamaktadir. Bu nedenle yaylar arasindaki etkilesimi de dikkate
alan cesitli iki parametreli zemin modelleri gelistirilmistir. Bu modeller, Pasternak,
Filonenko-Borodich, Hetényi, Vlasov zemin modelleri olarak bilinmektedir. Matematiksel

olarak bu modeller esdeger olup, fark yalnizca ikinci parametrenin tanimindadir.



1.1. Elastik Zemin Modelleri

1.1.1. Winkler Zemin Modeli
Winkler zemin modelinde zemin birbirinden bagimsiz, sonsuz sayida tekil elastik yaydan

olusan bir ortam olarak alinmaktadir.

Bu modele gore, kirisin herhangi bir noktasindaki zemin tepkisi, o noktadaki ¢okme ile
dogru orantilidir. Diger bir deyisle, zemin lineer-elastik bir davranig gostermektedir.
Buradaki oranti katsayis1 zemin modiilii olarak adlandirilmaktadir.  ¢(x) herhangi bir

noktadaki basinci gostermek lizere, basing-¢okme iliskisi;

q(x)=kw(x) (1.1)

olarak alinmaktadir. Burada w(x) kiris ¢okmesini, k& yatak katsayisini (Winkler zemin

modiilii) gostermektedir.

Buna gore zemine etkiyen kuvvet, sadece etkidigi noktada sekil degistirme yapmakta,
diger bir deyisle bir yayin sikismasi diger yaylar1 etkilememektedir. Bu kabul ile de ortam

suireksiz bir ortam olarak kabul edilmektedir.

f
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Sekil 1.1. Winkler Zemin Modeli



1.1.2. Filonenko — Borodich Zemin Modeli
Bu modelde, Winkler zemin modelini temsil eden yaylarin uglarindan sabit 7' ¢ekme
kuvvetine maruz elastik bir membrana tutturuldugu kabul edilmektedir. Boylece, yaylar

arasindaki etkilesim 7 ¢ekme kuvvetinin biiyiikliigi ile dikkate alinmaktadir.

Model matematik olarak;

d’w(x)

dx?

p(x) =kw(x)=T (1.2)

seklinde ifade edilmektedir. Burada p(x) zemin tepkilerini, w(x) kiris ¢okmesi, & zemin

modiili, 7 membrandaki ¢ekme kuvvetini ifade etmektedir.

Sekil 1.2. Filonenko — Borodich Zemin Modeli



1.1.3. Pasternak Zemin Modeli
Bu modelde, Winkler zeminini temsil eden yaylarin uclarindan yalniz kayma
deformasyonlarina karsi koyabilen bir tabakaya tutturuldugu kabul edilmektedir. Bu tabaka

yardimu ile yaylar arasindaki kayma etkilesimi dikkate alinmaktadir.

Model matematik olarak;

p(6) = ()~ G D) (13)
dx

2

seklinde ifade edilmektedir. Burada G kayma tabakasinin parametresini (kayma

tabakasinin kayma modiilii) gdstermektedir.

P
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Sekil 1.3. Pasternak Zemin Modeli




1.1.4. Vlasov Zemin Modeli

Vlasov zemin modelinde zemin yar1 sonsuz elastik bir ortam olarak kabul edilmektedir.
Model matematik olarak;

d’w(x)

dx?

p(x) = hkw(x) -2t

(1.4)

seklinde ifade edilmektedir. Burada £ Winkler zemin modilii , 2¢ ise Winkler modelinde
thmal edilen yaylar arasindaki kayma etkisini temsil eden zemin parametresini
gostermektedir. Diger bir ifadeyle 2¢ sifira esit alindiginda, Winkler modeline ait denklem
elde edilmektedir. Bu yaklasimin avantaji, zemin modiilii & ile yaylar arasi etkilesimi
temsil eden 2¢#'nin zemin ve kirisin geometrisi ve malzeme Ozelliklerine bagli olarak

hesaplanmasidir.

Sekil 1.4. Vlasov Zemin Modeli

Yapi-zemin etkilesim problemlerinde ilave olarak genellestirilmis zemin modeli, Hetenyi

ve Reissner zemin modelleri de kullanilmaktadir.



1.2. Konu ile ilgili calismalar

Elastik zemine oturan kirig problemlerinde genellikle, zeminin iki yonlii olarak ¢ekme ve
basing gerilmelerini aktardig1 kabul edilmektedir. Bu konuda literatiirde ¢ok sayida ¢alisma
bulunmaktadir. Bu alandaki iki temel ¢alisma Hetényi , Vlasov ve Leontev tarafindan
verilmigtir. Uygulamada bu tiir bir davranis, kirigle zemin arasinda yapigsma s6z konusu
olmadikg¢a , fiziksel olarak gergek¢i olmamaktadir. Daha gergekei bir yaklasim olarak
zeminin yalniz basing gerilmesi aktardigi kabul edilmektedir. Bu durumda ise problem,
sinir  kosullar1 bakimindan lineer olmakla beraber, ayrilma noktasinin koordinatlari
baslangigta bilinmediginden, lineer olmayan bir karakter gostermektedir. Genellikle, elde
edilen lineer olmayan bir denklem veya denklem takiminin kokleri hesaplanarak kirisin
zeminden ayrildig1 noktalar (temas boyu) bulunmaktadir. Her adimda bu denklem/denklem
takiminin kok hesabr gerektigi icin bu tiir problemlerin ¢6ziimii ayr1 bir zorluk

gostermektedir.

Cekme almayan elastik zemine oturan Kkirislerin statik/dinamik yiik etkisi altindaki
davranist Tsai ve Westman , Weistman, Choros ve Adams, Lin ve Adams tarafindan
incelenmistir. Bu caligmalarda, sonsuz kiris kabulii nedeniyle, sistem simetrik olmakta ve

uygulanan tekil yiik de dogal olarak kiris ortasinda etkimektedir.

Cekme almayan zemine oturan zonlu Kkirislerle ilgili caligmalar da literatiirde
bulunmaktadir. Celep ve digerleri, simetrik olmayan yiikleme durumlari i¢cin Winkler
zeminine oturan sonlu bir kirisin dinamik davramsim incelemislerdir. Iki parametreli
zemin modeli dikkate alinarak, tekil kuvvet etkisi altindaki sonlu bir kirisin statik davranist
Kerr ve Coffin, tarafindan incelenmistir. Bu ¢alismada iki parametreli zemin modeli olarak

Pasternak zemin modeli alinmustir.

Cekme almayan nonlineer Winkler zeminine oturan sonlu bir kirisin dinamik davranisi
Coskun ve Engin tarafindan, ¢ekme almayan Pasternak zemine oturan kirisin simetrik
yiikleme altindaki dinamik davranigi ise Coskun tarafindan incelenmistir. Simetrik ve
simetrik olmayan yliklemeye maruz sonlu bir kirigin statik davranisi Zhang ve Murphy

tarafindan incelenmistir.

Klasik Winkler zeminine oturan kiriglerin dinamik davranigi ve stabilitesi literatiirde genis
olarak incelenmistir. Buna karsin, iki parametreli zemine oturan kirislerle ilgili ¢aligmalar
biraz daha kistilidir. Bunun nedeni ise bu modellerin daha karmasik yapida olmasi ve

zemin parametrelerinin tahminindeki giicliiktiir. Bu konudaki tipik c¢alismalara 6rnek



olarak Valsangkar ve Pradhanang, Rosa ve Maurizi, Horibe ve Asano, Chen ve digerleri,

Morfidis ve Avramidis’in ¢alismalari verilebilir.

Bu calismada, ¢cekme gerilmesi aktarmayan Pasternak zeminine oturan sonlu bir kirisin
tekil yiik etkisi altindaki davranigi incelenmistir. Kirigin sonlu olmasi nedeniyle yiik,
simetrik olmanin yani sira asimetrik olarak da uygulanabilmektedir. Yiiklemenin simetrik
olmas1 halinde sistemin yarist i¢cin formiilasyon yapilmakta ve dolayisiyla bilinmeyen
sayist onemli bir oranda azaltilmaktadir (Kerr ve Coffin). Bu calismada ise, simetrik
olmayan yiikleme durumu i¢in problem incelenmistir. Kirigin sonlu olmasi nedeniyle,
simetrik durum i¢in gecgerli olan bazi sinir kosullari, asimetrik yiikleme durumunda gegerli
olmamaktadir. Ayrica, problemdeki bilinmeyenlerin sayis1 da simetrik duruma gore daha
fazla olmaktadir. Problemin formiilasyonu asimetrik durum igin yapilmakla beraber,

sonuglar simetrik hali de kapsayacak sekilde grafikler yardimiyla verilmistir.



2. PROBLEMIN FORMULASYONU

2.1. Sistem ve denge denklemleri

Sekil 2.1. Uzerine tekil yiik uygulanmis L boyundaki kiris

Sekil 2.1.’de yalniz basing gerilmesi aktaran, iki parametreli bir Pasternak zeminine oturan,

P(t) tekil kuvveti ile yiikli, L=L;+L, boyunda, EJ rijitligine sahip bir Bernoulli-Euler
kirisi goriilmektedir. Zeminin ¢ekme almamasi nedeniyle kiris zeminden ayrilmakta ve
herhangi bir ¢ aninda kiris elastik egrisi ve zemin ylizeyi sekildeki gibi olmaktadir. L,
mesafesi kirisin sol ucundan tekil P(#) ylikiine olan mesafeyi, L, mesafesi kirisin sag
ucundan tekil P(z) yiikiine olan mesafeyi, X; kirisin P() tekil ylikiiniin solunda kalan kiris-
zemin temas bolgesini, X, kirisin P(?) tekil yiikiinliin saginda kalan kirig-zemin temas

bolgesini gostermektedir. Bu durumda toplam temas boyu X;+.X, olmaktadir.

Zeminin ¢ekme almamasi nedeniyle kiris zeminden ayrilmakta ve kiris elastik egrisi ve

zemin tabakasinin yiizeyine gore yer degistirmeler i¢in bes farkli bolge ortaya ¢ikmaktadir.



a) Ayrilma bolgesi — Zemin ylizeyi i¢in : ~ W(x)=W;(x), - <x<-X]

b) Ayrilma bolgesi — Kiris i¢in : Wix)=Wyx), -L;<x<-X,
¢) Temas bolgesi — Ortak hareket igin: Wx)=Wsx), -X;<x<X,
d) Ayrilma bolgesi — Kiris igin : Wx)=Wyx), X,<x<-L,

e) Ayrilma bolgesi — Zemin ylizeyi icin :  W(x)=Ws(x), X, <x <o

Bu bolgeler i¢in hareket denklemini elde etmek amaciyla once kirisle kayma tabakasi
arasindaki basing elde edilecektir. Bunun i¢in Sekil 2.2.(a) ve Sekil 2.2.(b)’de verilen

kayma tabakas1 elemanin1 gozoniine alalim.

B (x,1)
X
ow
w ox
T T+ 8T dx T
ox T+ 0T dx
ox
q., dx

Sekil 2.2.(a) Dis yiikler, b) Deformasyon
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q (x.1)

M+ oM dx
ox

T+/0T dx

K (x,1)

(c) Kiris diferansiyel elemani

Burada 7 kesme kuvvetini, ¢,, yay tepki kuvvetini, P, ortak basinci ve y kayma agisin

gostermektedir. Sekil 2.2.(b) den kayma agisinin y,,, = CZ—W oldugu goriilmektedir.
X

Hooke Yasast’ndan yararlanilarak birim kalinliktaki tabakada kesme kuvveti

ow

Txy:nyy:GE (21)
1 _Oow ow
T=| G—dy=G— 2.2
IO Oox 4 Ox 22)
T=Ga—W (2.3)
Oox

olarak bulunur.



11

P, ortak basincini hesaplamak i¢in Sekil 2.2.a’daki diferansiyel eleman iizerinde diisey

denge yazilirsa,

2
(T+ o) =T+ P (3, 0dv—g, (v )dv = p, A7 -
o ot
2
Pg(x,t)z—a—T‘i'C]W"'IOZAa VzV 2
: Ox ot

olarak elde edilir. Burada p_, zemin tabakasina ait birim hacmin kiitlesini gostermektedir.
Winkler zemin tepkisi, birim boy kiitlesi  (m_.=p.4) ve (2.3) esitligi gbz Oniinde
tutularak, P ortak basinci asagidaki gibi bulunur.

o’w o’w

Ps(x,t =k -G +
(x ) w(‘x ) a mz 81‘2

2
X

(2.6)

Sekil 2.2.(c)’deki kiris diferansiyel elemani iizerinde diisey denge denklemi yazilirsa,

oT o'W
(T + . dx)—T +q(x,t)dx— P (x,t)dx+ P(t)0(x) = p, A v dx (2.7)
X

2

o'W

fg_de +q(x,0)— P (x,0)+ P()5(x) = p A
X

denklemleri bulunur. Kesme kuvveti ile egilme momenti ve egrilik arasinda asagidaki

bagintilar bulunmaktadir.

M__OW v
dx

T (2.9)

1
o, EJ] &’

2
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(2.9)’dan gerekli tiirevler yapilip, (2.8)’de yerine yazilir ve g(x,¢#) =0 oldugu goézoniinde

tutulursa,
—-EJ o'M +g—P +P(t)o(x)=m oW (2.10)
ox* % Lot '

denklemi elde edilir. Bu denklemde P i¢in (2.6) esitligi yerine yazilirsa kiris i¢in hareket

denklemi,
o'w o*w orw
EJ—F+k,—G—=—(m_ +m)—+ P(t)o(x) (2.11)
Oox X Oox

olarak elde edilir. Yukarida tanimlanan bes bolge i¢cin hareket denklemleri asagidaki gibi

olmaktadir.

a) 1. Bolge: Bu bolgede dis yik ve kiris olmadigindan hareket denklemi, (2.11)
bagintisindan asagidaki gibi yazilabilir;

oW,

G
ox? ot’

, S0 <x<-X (2.12)

b) 2. Bolge: Bu bolgede dis yiik ve zemin etkisi olmadigindan (2.11) bagintisinda bu

etkiler sifir alinarak hareket denklemi,

o'W O*W.
EJ 8x42 :—mkFQ2 , -L,<x<-X (2.13)
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¢) 3. Bolge: P(t) dinamik yiikiiniin P(¢) = F, cos€¢ olarak alinmasi ile, bu bolgede hareket

denklemi agagidaki gibi olur.

4 2 2
oW, —G8 s + kW, =—(mk+mz)a W, +Fo(x)cosQt,-X; <x<X, (2.14)

EJ —=
ox* ox* ox*

d) 4. Bolge: Bu bolgede hareket denklemi 2. bolgedeki gibidir.

4 2
EJa W:“ :—mk—a VZ“
Oox ot

, )(2<x<-L2 (215)

e)5. Bolge: Bu bolgede hareket denklemi 1. bolgedeki gibidir.

2 2
W i, = m, O

G
ox? ot’

: X, <x <o (2.16)

Zorlama harmonik olduguna gore, kiris ve zeminin davranist da harmonik olacaktir. Buna

gore,

W.(x,t)=W,(x)cosQt ,i=1,234>5 (2.17)
ayristirmasi yapilabilir. Bu ayristirma ile (2.12)-(2.17) ifadeleri asagidaki gibi olmaktadir.

a) 1. Bolgede:

d*W (x)
G—LX

+m Q- (x)=0 , -wo<x<-X| (2.18)
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b) 2. Bolgede:

4
EJddZZ —m W, =0, -L<x<-X
c) 3. Bolgede:
a‘w, _d'Ww, )
EJ o -G o +(k—=(m+m )Q)W, =Po(x) , -X;<x<X,
X x
d) 4. Bolgede:
aw, )
EJF_kaVVA‘:O B X2<x<-L2

e) 5. Bolgede:

2
G%Hmkﬂz—k)WS 0, X,<x<w

Cozlime gegmeden once asagidaki boyutsuzlagtirmalar yapilmaktadir.

k
= ESAr L G=AX L 6=AK, (=L

0, =AL , (,=AL, , w=iW , %z% , %szmz,
m_ o R _p

(2.19)

(2.20)

2.21)

(2.22)

(2.23)
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Burada ¢ boyutsuz koordinati, A Winkler zemin parametresi ; ve ¢, ayrilma noktalarinin
koordinatlarini, A kayma tabakas1 parametresini, k yay katsayisini, EJ kirig egilme
rijitligini, J(x) Dirac delta fonksiyonunu, m, kiris i¢in birim boyun kiitlesini, m, birim
boydaki zemin kolonunun kiitlesini, P, zorlama genligini, Q* frekans parametresini

gostermektedir. Bu durumda diferansiyel denklemdeki tiiretmeler de asagidaki gibi

olmaktadir.

AW _dwds _dw, d w . dv
dx dE dv dE dEAT dE

(2.24)
dZW:Zdzw af3W:/12 d’w d4W:/13 d*w
dx’ dé&? dx’ a& 7 dx* &t

2

(2.23) boyutsuz biiyiikliikleri ve (2.24) tiiretmeleri ile, bes bdlge i¢in boyutsuz hareket
denklemleri asagidaki gibi olmaktadir.

a) 1. Bolgede:

d*wi

A= T m@=0, - <E<e, 2.29)

b) 2. Bolgede:

4
d*w,

i —4Q* w,(£)=0, -l << <-¢ (2.26)
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c) 3. Bolgede:

d*w, _idzw3
A&t e d&E

d) 4. Bolgede:

d’ )
TE AT m(©=0, £y<é<-g,

e) 5. Bolgede:

d*w,
dé&

(1= =0, &y<ése

+4(1—(1+L*)Q Y, = F5(&),
m

-$;<¢<¢,

(2.27)

(2.28)

(2.29)
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2.2. Simir kosullar:

Problemin sinir ve siireklilik kosullari ise; ayrilma noktalarinda diisey yerdegistirmelerin,
egimlerin, kesme kuvvetlerinin ve momentlerin esitliginden, yiiksiiz olan kiris uclarinda
kesme kuvveti ve egilme momentlerinin sifir olmasindan ve zemin tabakasi i¢in biiylik x
degerleri ic¢in yerdegistirmelerin sonlu kalmasindan yararlanilarak, asagidaki gibi

yazilmaktadir.
Sol taraf sinir kosullari:

- Ayrilma noktasindaki diisey yerdegistirmelerin esitliginden:

w(=&) =w, (-
(6 =w (&) 2.30)
Wy (=6)) = w;(=¢))
- Egimlerin esitliginden:
w(=&) =w; (=1
() =l(8) 031
wy(=&) =wy(=4)
- Moment ve kesme kuvvetlerinin esitliginden:
Wlm(_é:l) ] Wsm(_é:l) (232)
wy(=6) = wy(=¢)
- Kiris ucunda yiik olmamasindan:
(—=£)=0
Wf”( ) (2.33)
wy(=¢,)=0
- Biiyiik x degerleri i¢in yerdegistirmenin sonlu kalmasindan:
lim {W1} — sonlu deger (2.34)

X——0
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Sag taraf sinir kosullari:

- Ayrilma noktasindaki diisey yerdegistirmelerin esitliginden:

ws (&) =wy(S,)

(2.35)
w,(8,) =w;(S))
- Egimlerin esitliginden:
W! — WV
(&)= v .36
wy(§,) =wi(S)
- Moment ve kesme kuvvetlerinin esitliginden:
W” — W”
() =(&) 037
w(§,) =wi(S)
- Kirig ucunda yiik olmamasindan:
w;(£2)=0
j‘”( ) (2.38)
w,(£2)=0
- Biiyiik x degerleri i¢in yerdegistirmenin sonlu kalmasindan:
lim{ws} — sonlu deger (2.39)

X—>0

Bu ifadelerde ()’=§ olarak gosterilmistir. Yazilan 18 sinir kosulu, ¢éziimde ortaya
X

cikacak integral sabitlerinin (16 adet) ve ayrilma noktalarinin koordinatlarinin (2 adet)

hesab1 i¢in yeterli olmaktadir.
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3. PROBLEMIN COZUMU

Bu boliimde (2.25)-(2.29) diferansiyel denklemleriningdziim yapilar1 incelenecektir. Bunun

i¢in parametre sayisin1 azaltmak amaciyla m*=1 (m,=m,) aliacak ve 45 parametresinin de

pozitif bir deger oldugu goézoéniinde tutulacaktir. Yukarida verilen denklemlerden (2.27)
disinda kalanlarin hepsinin homojen yapida olduklar1 goriilmektedir. Bu nedenle once
(2.27)’nin homojen formunu da gbéz Oniinde tutarak homojen diferansiyel denklemler

¢oziilecek, daha sonra bu denklemin ¢esitli durumlar i¢in 6zel ¢oziimii arastirilacaktir.

3.1. Homojen diferansiyel denklemlerin ¢oziimii

a) 1. Bolge icin W, ¢ozliimi;
Bu bolgede (2.25) denklemi, m*=1 alindigindan

W — A, (1-Q*)w =0 (3.1.1)

olmaktadir. Bu denklemin ¢dziimii igin w, = 4e” seklinde bir ¢dziim almp (3.1.1)’de

yerine yazilmasi ile

P =2 (1-Q*)=0 (3.1.2)

karakteristik denklemi veya,

Ry =14 (1-Q%) (3.1.3)

kokleri elde edilir. A; pozitif bir deger oldugundan Q*<1 i¢in kokler gercel, Q*=1 i¢in

kokler katli, Q*>1 i¢in sanal olmaktadir.
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o Q<licin : w(E)=4e"* +Ae” (3.1.4)
» Q=licin: w(&)=4<5+4, (3.1.5)
s Q>1icin : w(&)= A4 cos y&+ A,sin y& (3.1.6)

¢oziimleri elde edilmektedir. Burada y =/(Q** —1)4, olarak tanimlanmakta, 4, ve 4, ise

integral sabitlerini gostermektedir.
b) 2. Bolge i¢in W, ¢ozlimii;
Bu bolgede (2.26) denklemi igin 8* = 4Q** tanimi yapilirsa,
w,” —4Q* w, =0 (3.1.7)

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii ise,

w,(&) = B, cosh(8) + B, sinh(0&) + B, cos(0%) + B, sin(6¢) (3.1.8)

seklindedir. B;, B,, B; ve B, integral sabitleridir. Bu ¢0ziimiin yapis1 Q* ile

degismemektedir.

c) 3. Bolge icin W; ¢oziimii;

Bu bolgede (2.27) denklemi igin w, = Ce™ ¢dziimii alindiginda;

m4—im2+4(1—2§2*2)=0 (3.1.9)
AG

karakteristik denklemi elde edilmektedir. Bu denklemin kokleri ise;
2 .
m =+ ﬂ—i\/E , i=1,2,3,4 (3.1.10)

seklindedir. Burada a=(/%)2 —4(1-Q*) olarak tanimlanmigtir. Bu durumda da m;

G

koklerine gore asagidaki durumlar ortaya ¢ikmaktadir.
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1
Q*<— ve a > 0 ise koklerin hepsi gerceldir.
J2 e

w; (&) = C, cosh(m,, &)+ C, sinh(m,,&) + C, cosh(m,,&) + C, sinh(m,&)

O* < L ve a =0 ise kokler katli gergeldir.

2

W; (&)= (Cl + sz)emné + (C3 + C4§)eim2'§

O*< % ve a <0 ise koklerin hepsi karmasiktir.

wy (&)= [C1 cos(my &)+ C, sin(m31§)] cosh(m,,&) +
[C, cos(m, &)+ C, sin(m,,&) | sinh(m,, &)

L <Q*<1 ve a >0 ise koklerin ikisi gercel, ikisi sanaldir.

NG

wy (&) = C, cosh(m, &) + C, sinh(m,,&) + C; cos(m,,&) + C, sin(m,, &)

Bu ¢6ziimlerde C;, C,, C; ve C, integral sabitleridir,

/2 /2 ,2
my, = /1_"'\/; > My, = /1__\/5 s My = /1_
G G G

m31=\/—%+\/1—2§2*2 , ;1132=\//1i+\/1—29>1<2

G G

’2 ’ 2
m, = ﬂ_—'—\/; , My, = —2—4‘\/5
G G

olarak tanimlanmustir.

(3.1.11)

(3.1.12)

(3.1.13)

(3.1.14)
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d) 4. Bolge i¢in W, ¢ozlimii;
Bu bolge i¢in ¢oziim 2. bolgedeki ¢oziimden yararlanilarak,
w,(&) = D, cosh(6) + D, sinh(65) + D, cos(65) + D, sin(65) (3.1.15)

olarak yazilabilmektedir. D;, D,, D3 ve D, integral sabitlerini gostermektedir.

e) 5. Bolge icin W ¢oziimii;

Bu bolge i¢in ¢oziim, 1. bolgedeki ¢oziimden yararlanilarak,

¢ Q<1 igin: w(E)=Ee* +Ee (3.1.16)
% Q=1 icintw,(&)=ESL+E, (3.1.17)
% Q<1 igin: wy (&) =E, cos y& + E, sin y& (3.1.18)

seklinde yazilabilmektedir. £, E,, E; ve E, integral sabitlerini géstermektedir.
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3.2. Temas bolgesine ait denklemin 6zel ¢coziimii

Bu bolgede (3.1.10) bagintisi ile verilen koklere ait homojen ¢éziimler Q* ve o’nin ¢esitli
durumlari i¢in (3.1.11)-(3.1.14) de verilmisti. Bu durumlara karsilik gelen 6zel ¢oziimler

asagidaki gibi elde edilmektedir.

1
% OQ*<— ve o >0 durumu

V2

Bu durum i¢in 6zel ¢oziim,

(wy); = R, sinh|m, &|+ R, sinh|m,,¢| (3.2.1)
olarak alinabilir. Bu denklem ikinci ve dordincu turevleri
djé| dsgn|é| ) . o o
_dg‘ =sgn(¢) , —dg‘ =20(&) bagmtilart dikkate alinarak agagidaki gibi yazilabilir.

(w,); = R sinhm,, (my, sinh|m, &|+25(&)) + R, sinhmy, (my, sinh|m,&|+28(&))

(wy)"” ;= R[2m,*8(&)+2m, 8"(E) +m,,* sinh |m, &[]+
Ry[2m,,>8(&)+2m,,5"(E) + m,* sinh|m,,&|]

bu tiiretmeler ve (3.2.1) ¢oziimii, (2.27) diferansiyel denkleminde yerine yazilip

diizenlenirse;

8m,, &my,

)+ R, (2’”123 -

G G

S(ENR 2m,’ -

)]+ 8"(O)[2my, R, +2my, R, ]+

2
4m,,

[m,* - +4(1-2Q7)]sinh|m, &| R, + (3.2.2)
G
2

[m,,* - 47;112 +4(1-2Q")]sinh|m,&| R, = F5(&)

G

denklemi elde edilir. Bu denklemde o(&) ve 6"(&) terimlerinin  katsayilarindan

yararlanilarak;
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2m, R +2m,R,=0— R, =—"1LR (3.2.3)
m,
4. m 4
2m, R (m,* ——)——LR2m,(m," ——)=F (3.2.4)
Ag m, Ag

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerdende,

~ F » F

1= 2 2.0 thw = 2 2
2my, (my" -my,") 2my, (my" —my,")

(3.2.5)

katsayilar1 hesaplanmis olur. Bunlarin (3.2.1)’de yerine yazilmasi ile 6zel ¢oziim;

F . F )
(Wy); = s—-sinh|m, &| - s—-sinh|m,,¢| (3.2.6)
2my (my~ —my,) 2my, (my, " —my,")
olarak elde edilir.
< Q”‘<L ve o =0 durumu
V2

Bu durum i¢in 6zel ¢oziim,

wy, = ae™ + el (3.2.7)

olarak alinabilir. Bu durmda ikinci ve dordiincii mertebeden diferansiyelleri alinip (3.2.7)

ile birlikte (2.27) denkleminde yazilir ve diizenlenirse,

Qma+28)8" +[2m* —Sya 1 (6m* - B15(E) +
2 7
R BRI TP 629
Ag Ao Ao

(4-80%)|&)e ™ B1= F5(&)

denklemi elde edilir. Bu denklemden 6(&) ve 6"(¢)’nin katsayilarindan yararlanilarak,

. B=— (3.2.9)

sabitleri bulunur. Bu sabitler (3.2.7)’de yerine yazilirsa,
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o gmd (3.2.10)

w,). =—
(), 4””213 4””212

olarak 6zel ¢6zliim bulunmus olur.

®,

1
% O*<— ve o <0 durumu

NG

Bu durum i¢in bu kez
(w3); =S, sin h|(m32§)| cos(my, &) + S, cosh(m;,&) Sin|(m31§)| (3.2.11)

¢Oziimili alinmaktadir. Yukarida izlenen yolla gerekli tiiretmeler yapilip (3.2.11) ile (2.27)
denklemine gidilse, ve elde edilen denklem 5(&) ve 6"(&)’ye gore diizenlense bu kez,

(218, +2n8,)8"(E) +[(£ —3tn’ —%)Sl +(3Pn—n’ - %)S2 128(&)

G G
+[(4tn’ —4t’n +%tn) cosh¢&sin |né|+ (¢* +n* —61°n* —/Ii(t2 —n?)
¢ 5 ¢ (3.2.12)
+4-8Q))sinh [t&|cos né]S, +[(41'n — 4m’ —ﬂ—m) sinh |t&|cos né

G

+(t* +n' —6°n° —%(ﬁ —n*)+4-8Q%) cosht&sin [né]S, = F5(&)

G

denklemi elde edilir. Bu denklemlerde sabitler,

St s F (3.2.13)
4¢(t" +n") 4n(t” +n")

olarak elde edilir. Bunlarin yerine yazilmasi ile,

(wy)s = sinh|(m32§)|cos(m31§)+

I
4t(t* +n’)

cosh(m,, &) sin|(my, )|

(3.2.14)
An(t> +n*)

olarak 6zel ¢6zliim bulunmus olur.
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1
% Q*>—— ve a >0 durumu

V2

Bu durumda 6zel ¢oziim i¢in,
(W) =5, Sinh|(m41§)|+sz Sin|(m4zé:)| (3.2.15)

¢oziimii alinmaktadir. Gerekli tliretmeler yapilip (2.27) de yerine yazildiginda ve

diizenlendiginde,

" 8}’}1 8171
(28m,, +28,m,)o" (&) + [(251’"413 _/1—41)51 - (252’”423 _TM)Sz 16(5)+

G G
2
(;714;‘—4’”41 +(4—-80Q%))S, sinh|(m,,&)|+ (3.2.16)
G
4m,’ i
(m424 _ 142 + (4—8Qz))S2 Slnh|(m42§)| =Fo(&)

denklemi elde edilmektedir. Bu denklemin sabitleri,

S = al , S, =- r (3.2.17)

- 2 2 2 2
2my (my" +my,") 2my,(my,~ +my,")

olarak bulunmaktadir. Bunlarin (3.2.15) denkleminde yerine yazilmasi ile,

F

2 2
2my, (my,~+my,")

(wy); = Sinh|(m4lcf)|—

meWgﬂ (3.2.18)

2
2my, (my,~ +my,

¢Oziimii bulunmaktadir.
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Biitiin durumlar i¢in her bolgedeki ¢coziimler asagida topluca verilmistir.

1.Durum: Q”‘<L vea >0

NG

w (&)= A+ A,e* (3.2.19)
w, (&) = B, cosh(8) + B, sinh(0&) + B, cos(05) + B, sin(6) (3.2.20)

wy (&) = C, cosh(m, &)+ C, > 5—sinh |m,,&|+ C; cosh(m,, &)

mll(mll —my,")

P (3.2.21)

-C, 2m12(m112 —m122) sinh|m12§|
w, (&) = D, cosh(8E) + D, sinh(0) + D, cos(65) + D, sin(65) ) (3.2.22)
wy(E)=Ee* +E,e "™ (3.2.23)

2.Durum: Q* < L vea=0

NG

Bu durumda w,(&),w,($),w,(£),ws($) 1l.durumdaki ile aymdir. wy(£) ¢Oziimi ise

asagidaki gibidir.
F F
Wy =|—— mdl ——e madl | 4 [(C1 +C6)e™ +(Cy + C4Cf)efmz‘§} (3.2.24)
4m,, 4m,,

3.Durum: Q*<L2 ve a <0

Bu durumda w, (&), w,(&),w, (&), ws(&) 1. ve 2. durumdaki ile aymdir. w,(&) ¢oziimii

asagidaki gibidir.

w, (&) =[C, cos(m,, &) + C, sin(my, &) | cosh(my, &) +
[C, cos(m,,&) + C, sin(my,£) |sinh(m,,&) —

msmﬂ(mnf)ICOS(mslf) + (3.2.25)

oy oS E)sinl(m, £)
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4.Durum: L<Q*<1 vea>0

NG

Bu durumda w, (&), w, (&), w, (&), ws(&) 1., 2. ve 3. durumdaki ile aymdir. w,($) ¢oziimil
asagidaki gibidir.

w;(&) = C, cosh(m,,&) + C2sinh(m,, &) + C3cos(m,,&) + Casin(m,,&)

F ) F .
sinh|{(m,,&)|— sinl(m
2m41(m412+m422) |( 41§)| 2m42(m412+m422 |( 4268)|

(3.2.26)

5.Durum: Q*>1 ve o >0

Bu durumda w, (&), w,(&),w, (&) 4. durumdaki ile aymidir. w; (&) ve wy(&) ¢ozlimleri

asagidaki gibidir.
w, (&) = A4, cos y&+ A, sin y& (3.2.27)
ws(&) =E, cos y§+ E, sin y& (3.2.28)

Yukarida verilen bes durumun her birinde 16 integral sabiti bilinmeyen olarak

bulunmaktadir. Bundan baska temas bdolgesini veren ¢; ve ¢, koordinatlar1 da

bilinmemektedir. Bu durumda bilinmeyenlerin toplam sayist 18 olmaktadir. Coziim
yontemi her durum i¢in ayni oldugundan, 1. durum i¢in bilinmeyenlerin hesabi soyle

yapilmaktadir. (2.34) ve (2.39) smir kosullarinin kullanilmasi ile, 4,=0 ve E;=0 olarak

elde edilmektedir. Bu durumda bilinmeyen sabitleri sayis1 14’e diismektedir. (2.33) ve

(2.34) simir kosullarindan; B;, B,, D; ve D, diger sabitler cinsinden hesaplanmaktadir.
Diger bir deyisle, B;=f(D;,D,) olmaktadir. Bu durumda ise geriye kullanilmayan 12 sinir
kosulu kalmaktadir. B3, B,, D; ve D, sabitlerinin kullanilmayan sinir kosullarindan yerine

yazilmasi ile homojen olmayan 12 adet cebirsel denklem elde edilmektedir. Bu

denklemlerde bilinmeyen olarak artik B;,, B, ; C;, C, ; D;, D, ve A;, E, sabitleri

bulunmaktadir. Bununla beraber, denklemlerdeki sabitlerin katsayilar1 ve denklemlerin sag

tarafindaki terimler &; ve &,’ye baghdir. &; ve &, baslangicta bilinmediginden iterasyon
yolu ile hesap yapilmaktadir. Bunun i¢in &; ve &, secilerek 10 sabit, 10 denklem

kullanilarak sayisal olarak elde edilmekte ve daha sonra kullanilmayan iki denklemde
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yerine konulmaktadir. Newton-Raphson yontemini kullanan paket programlar yardimi ile
ayrilma noktalarinin koordinatlari, bu iki denklemin kokleri olarak elde edilmektedir.
Ayrilma noktalar1 (temas boyu) ve sabitler elde edildikten sonra, istenilen bir noktadaki

yerdegistirmeler hesaplanmaktadir.

Kiris tizerinde herhangi bir noktadaki egilme momenti ve kesme kuvveti de, yerdegistirme
fonksiyonlarmin ardisik olarak tiiretilmesi ile 7* (&) =W (&) ve M *(&)=-W (&) olarak

elde edilmektedir.
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4. SONUCLAR

Bu boliimde ¢ekme almayana Pasternek zeminine oturan simetrik veya asimetrik olarak
uygulanabilen harmonik tekil kuvvet etkisindeki kiris problemlerine ait sonuglar grafikler

yardimiyla verilmistir.

Sekil 4.1.’de simetrik yiikleme durumunda ¢esitli / boylart i¢in toplam temas boyunun
frekans parametresbe gore degisimi verilmistir ( F=1, ;=2 ). Simetri nedeniyle toplam
temas boyu 2x¢; olmaktadir. Sekilde frekansin artmasi ile kiigiik kiris boylarindadnce tek,
daha sonra iki ¢oziim oldugu goriilmektedir. Her iki durum i¢in de temas boyu frekansla
bliylimektedir. Kiris boyunun yaklasik /> 6 degerleri i¢in baz1 frekans degerlerinde ¢6ziim
olmadig1 goriilmektedir. Bu durumda kiris zeminden ayrilmamaktadir. Bu kiris boylarinda,
kiigiik frekans degerleri i¢in tek ¢ozliim oldugunda temas bolgesi frekansla kiigiilmektedir.
Sekilden, /> 6 igin biiyiik frekans degerlerinde, temas boyunun kiris boyunun biiylimesi

ile bliytidiigli goriilmektedir.
Sekil 4.2.°de simetrik yiikleme durumunda, ¢esitli 4, degerleri i¢in toplam temas boyunun

frekans parametresine gore degisimi verilmistir (/=6). Simetri nedeniyle toplam temas

boyu 2x¢; olmaktadir. Sekilden, frekans parametresinin yaklasik olarak 0<Q*<0.2 ve

0.7<Q* degerleri arasinda tek ¢oziim, 0.2< Q*<0.7 degerleri arasinda ise iki ¢6ziim oldugu

goriilmektedir. Yine sekilden, baz1 Q* ve A degerlerinde ¢6ziim olmadig: goriilmektedir.

Bu durumda kiris zeminden ayrilmamaktadir.

Sekil 4.3.’de simetrik yilikleme ( /=0,5x/ ) halinde, farkli siddetteki kuvvetler i¢in kirig
elastik egrileri ve zemin yiizeyinin durumu verilmistir ( A5=2, =6, Q*=0,1 ). Sekilden
kuvvetin biiylimesi ile diisey yerdegistirmelerin de biiyiidiigii, ayrilma noktasinin

koordinatinin ise degismedigi goriilmektedir. Bu parametreler icin &; =1,0895

olarak elde edildiginden 2x&; = 2,179 olmaktadir.

Sekil 4.4.°de simetrik yiikleme halinde frekans parametresinin 0,1 ve 0,6 degerleri i¢in
kiris elastik egrileri goriilmektedir ( F=1, 15=2, =6 ). Sekilden frekans parametresinin
bliytimesi ile yerdegistirmelerin ve temas boylarinin da biiyiidiigii goriilmektedir. Temas

boyu Q*=0,1 i¢in 2x1,0895=2,179 ve Q*=0,6 i¢in 2x1,6502=3,300 olmaktadir.
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Sekil 4.5.°de sol ve sag taraftaki temas boylarinin frekans parametresi ile degisimi,

simetrik durum da gozoniinde tutularak verilmistir ( F=1, A5=2, [=6 ). Kiigiik frekans

degerleri icin simetrik halde tek ¢oziim varken, asimetrik halde iki ¢6ziim oldugu
goriilmektedir. Frekans parametresinin biiyiik degerleri i¢inse asimetrik halde dort ¢6ziim

oldugu ( ayn1 frekans oraninda dort farkli temas boyu ) goriilmektedir.

Sekil 4.6.°da sekil 4.5.’deki parametreler i¢in asimetrik haldeki toplam temas boyunun
frekans parametresi ile degisimi verilmistir. Sekilden, kiiclik frekanslar i¢in asimetrik
haldeki temas egrisinin, simetrik haldeki egrinin altinda kaldigi ( temas boyunun daha
kiiciik oldugu ) goriilmektedir. Bu egri asimetrik halde farkli olan &; ve ¢, temas boylarmin
toplanmasi ile elde edilmistir. Bliylik frekans degerleri i¢in de benzer bir yol izlenerek sol
ve sag temas boylar1 ( dorder adet ) toplanarak, toplam temas boylar1 elde edilmistir. Bu

durumda da ayni frekans orani i¢in dort farkli temas boyu elde edildigi gortilmektedir.
Sekil 4.7.’de Q*=0,1 icin asimetrik ylikleme gézoniine alinarak farkli yiiklemeler i¢in kiris
elastik egrileri verilmistir ( F=1, A5=2, =6 ). Sekilden, simetrik halde oldugu gibi
asimetrik halde de yerdegistirmelerin yiikiin siddeti ile arttigi, ve temas boyunun
degismedigi goriilmektedir. Bu parametrelerin sol taraf temas bou ( &; ) 1,02009 , sag taraf
temas boyu ( &, ) 1,1167 olarak elde edilmistir. Bu durumda toplam temas boyu ( &; + ¢&5)
2,1268 olmaktadir.

Sekil 4.8. ve 4.9.’da asimetrik ylikleme durumu i¢in kirisin egilmem momenti ve kesme
kuvveti diyagramlan verilmistir ( A5=2, [=6, Q*=0,1 ). Beklendigi gibi moment ve kesme
kuvveti ylikiin artmasi ile bliylimektedir.

Sekil 4.10.’da asimetrik ylikleme durumu i¢in kirig tabanindaki basing dagilimi verilmistir.

Sekilden basinglarin, yiikiin siddeti ile biiyiidiigli ve ayrilma noktalarinda basincin sifir

olmadig1 goriilmektedir.
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12
10
8
=10
6
/=8
5 =
4 =7
=6
3
2 =5
0] \8)7 J6 5 14
=3
0
0 0,2 0,4 0,6 0,8
Q*
Sekil 4.1. Simetrik yiikleme i¢in temas boyunun ( 2x¢; ), frekans

parametresi ( Q* ) ile degisimi
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A6=100
0.3
I 26=10
100 Ae=2
10 Ae=1
0,7 16=0,7
2 =05
) 2603
__— 0,5

0,3

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
Q*

Sekil 4.2. Simetrik yiikleme i¢in temas boyunun ( 2x¢; ), frekans
parametresi ( Q* ) ile kayma tabakas1 parametresi 4

degerlerine gore degisimi
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0,5

Sekil 4.3. Simetrik yiikleme i¢in kiris elastik egrileri
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Sekil 4.4. Simetrik yiikleme i¢in kiris elastik egrileri
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Sekil 4.5. Asimetrik halde sol ve sag taraf temas boylarinin frekans

parametresi ile degisimi
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Sekil 4.6. Asimetrik halde toplam temas boyunun frekans parametresi

ile degisimi
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Sekil 4.7. Asimetrik halde sol ve sag taraf temas boylarinin frekans

parametresi ile degisimi
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Sekil 4.8. Asimetrik halde moment diyagramlari
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Sekil 4.9. Asimetrik halde kesme kuvveti diyagramlari



41

Sekil 4.10. Asimetrik halde taban basinci diyagramlari
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