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OZET

ELASTIK ZEMINE OTURAN KADEMELI TIMOSHENKO
KIiRISININ SERBEST TIiTRESIMLERININ INCELENMESI

Neslihan SAIM

Insaat Miihendisligi Anabilim Dali
Yiksek Lisans Tezi

Tez Danismant: Prof. Dr. Irfan COSKUN

Bina temelleri, otoyol ve demiryolu yapilar1 ve geoteknik uygulamalarinda elastik
zemine oturan kiris problemi ile sik¢a karsilasilmaktadir. Bu nedenle konuyla ilgili ¢ok
sayida ¢alisma yapilmustir. Statik veya dinamik yiik etkisindeki bu kirisler sabit veya
degisken kesitli olabilmektedir. Kesiti kademeli olarak degisen kirisler, malzeme
agirhgini  azaltmak veya miihendislik gereksinimlerini karsilamak amaciyla
olusturulmaktadir. Bu calismada en kesiti ani olarak degisen ve iki parcadan olusan,
acikligt boyunca elastik zemine oturan bir konsol kirisin serbest titresimleri
Timoshenko kiris teorisi ¢ergevesinde incelenmistir. Sonuglar1 karsilastirabilmek
amaciyla Euler-Beroulli kirisi i¢in de ¢6ziim yapilmistir. Elastik zemin i¢in Winkler
zemin modeli kullanilmistir. Kiris hareket denklemlerindeki ¢okme ve donme ile ilgili
girisimler kaldirildiktan sonra diferansiyel denklemlerin kapali ¢oziimleri trigonometrik
ve hiperbolik fonksiyonlar yardimiyla elde edilmistir. Probleme ait sinir ve stireklilik
kosullar1 kullanilarak elde edilen homojen denklem takiminin sayisal ¢oziimiinden
sistemin dogal frekanslar1 ve bu frekanslara ait mod sekilleri elde edilmistir. Sayisal
sonugclar kirisin zemine oturmamasi durumu icin de elde edilmis olup, Timoshenko ve

Euler-Bernoulli kirisi igin elde edilen sonuglarla karsilastirmali olarak ilgili tablolarda
ve sekillerde verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Elastik zemin, Timoshenko kirisi, titresim, kademeli kiris, Euler-
Bernoulli kirisi
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ABSTRACT

ANALYSIS OF FREE VIBRATIONS OF STEPPED TIMOSHENKO
BEAM ON ELASTIC FOUNDATION

Neslihan SAIM

Department of Civil Engineering
MSc. Thesis

Adviser: Prof. Dr. Irfan COSKUN

The problem of beam on elastic foundation is encountered frequently on foundation of
buildings, highways, railways and geotechnical applications. Therefore a great number
of studies have been done on this subject. The beams subjected to static or dinamic
loads, might have constant or variable cross-section. Stepped beams are created in order
to save weight or satisfy various engineering requirements. In this study, free vibrations
of a cantilever beam that consists of two pieces, has cross-section changes abruptly and
rests on elastic foundation are examined within the framework of Timoshenko beam
theory. The solution is also made for Euler- Bernoulli beam to compare the results. The
Winkler foundation model is used as foundation model. After removing the coupling on
displacement and rotation in the beam governing equations, closed form solutions of the
differential equations are obtained by using trigonometric and hyperbolic functions.
Boundary and continuity conditions are used to obtain homogenous equations. Natural
frequencies of the system and mode shapes related to these frequencies are obtained
from the numerical solution of these homogenous equations. Numerical results are also
for the case in which there is no foundation. These results are compared with the results
of Timoshenko and Euler- Bernoulli beams and given in the related tables and figures.

Keywords: Elastic foundation, Timoshenko beam, vibration, stepped beam, Euler-
Bernoulli beam
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Elastik zemine oturan uniform kirislerin titresimi ile ilgili olarak literatlirde ¢ok sayida
calisma bulunmaktadir. Buna karsin, kiris ve/ veya zemin 6zelliklerinin kiris boyunca
degismesi durumu ile ilgili ¢aligmalar oldukga sinirlidir. Elastik zemine oturan kademeli
kiriglerin serbest titresimleri Wang(1991) [3], Kukla(1991) [4], Thambiratnam ve
Zhuge(1995) [5] tarafindan Euler- Bernoulli kiris teorisi gercevesinde incelenmistir.
Cesitli mesnetlenme ve yilikleme durumlart géz oniinde tutularak uniform ve kademeli
Timoshenko kirislerinin serbest titresimleri Abramovich ve Elishakoff(1991) [6],
Abramovich ve Hamburger(1992) [7], Brunch ve Mitchell(1987) [8], Dong ve
digerleri(2005) [9], Farghaly ve Elmahdy(1994) [10], Farghaly ve digerleri(1994) [11],
Gutierrez ve digerleri(1990) [12], Lee ve Lin(1992) [13], Lin ve Chang(2005) [14],
Lin(2009) [15], tarafindan incelenmistir. Elastik zemine oturan uniform veya kademeli
Timoshenko kirislerinin titresimleri ise Lee ve Lin(1995) [16], Karami ve
digerleri(2003) [17], Spountzakis ve Kampitsis(2010) [18] ve Morfidis(2010) [19]

tarafindan incelenmistir.

1.2 Tezin Amaci

Elastik zemine oturan kirisler, zemin- yapr etkilesimi problemlerinin modellenmesi
amaciyla insaat miihendisligi alaninda genis bir sekilde kullanilmaktadir. Bu
problemlere 6rnek olarak bina temelleri, otoyol kaplamalari, demiryolu {ist yapisi
( balast, ray- travers sistemi) ve geoteknikte kazik ve palplanj uygulamalari verilebilir.
Problemin ¢6ziimii i¢in kiris ve zeminin mekanik davranislarina ilaveten, bunlar
arasindaki etkilesim bi¢iminin de bilinmesi gerekmektedir. Statik veya dinamik yiik

etkisindeki kirislerin incelenmesinde basitligi nedeniyle ¢ogunlukla Euler- Bernoulli
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kirig teorisi kullanilmaktadir. Bilindigi gibi bu teoriye gore baslangigta diizlem ve kiris
eksenine dik olan kesitler, sekil degistirmeden sonra da diizlem ve elastik egriye dik
kalmaktadir. Kayma sekil degistirmesi ve donme eylemsizliginin géz 6niine alinmadigi
bu teori narin kirisler i¢in gecerli olmaktadir. Kiriste donme eylemsizliginin géz 6niine
alimmas1 durumunda problem Rayleigh kiris teorisi ¢ercevesinde, kayma sekil
degistirmesi goz Oniline alindiginda ise kayma kirisi ¢ergevesinde incelenmektedir.
Diger yandan Euler- Bernoulli kirisine donme eylemsizligi ve kayma sekil degistirmesi
etkileri eklendiginde Timoshenko kiris modeli elde edilmektedir. Kayma ve donme
etkilerinin g6z Oniine alinmasi gereken durumlarda, 6rnegin derin(kalin) kirislerde ve
kirislerin yiiksek frekans modlarindaki davraniglarinda problem Timoshenko kiris
teorisi ile ¢oziilmektedir. Bu teorinin 6nemli parametrelerinden biri de sekil faktoriidiir.
Kayma gerilmelerinin kesit iizerinde sabit olmamasi nedeniyle g6z Oniine alinan bu
parametre malzemenin poisson orani ve kesit bicimine baglidir. Yukarida deginilen dort
kiris modeli yardimiyla kiriglerin titresimi Han ve digerleri(1999) [1] tarafindan detayl
olarak incelenmistir. Bu teorilerin kullanilmasi ile titresimi incelenen Kkirisler sabit ve
degisken kesitli olabilmekte ve ¢esitli bicimlerde mesnetlendirilebilmektedir. Bundan
baska; kiris tizerinde ve/ veya uglarinda tekil kiitle(ler) ve dtelenme ve donme yaylari
bulunabilmekte, kiris tamamen veya kismen elastik zemine oturabilmektedir. Kiris i¢in
malzeme sabitleri ve mekanik davranisin gergekci bir bigimde tanimlanabilmesine
karsin, zeminin mekanik davranisini ve kirisle zemin arasindaki etkilesimi modellemek
olduk¢a zordur. Lineer elastik davranis gosterdigi, homojen ve izotrop malzemeden
yapildig1/ olustugu kabulii ile zemin i¢in iki farkli modelleme yapilmaktadir. Bunlardan
birincisi siirekli ortam modeli olup, model yar1 sonsuz elastik ortama ait denklemlerle
ifade edilmektedir. Bu modelden elde edilen sonuglarin dogrulugu oldukca fazla
olmakla beraber, ilgili denklemlerin kesin ¢6ziimii olduk¢a zordur. Mekanik model
olarak adlandirilan ikinci modelde ise, yapilan bazi basitlestirici kabuller nedeniyle daha
az hassas sonuglar elde edilmekle beraber, model olduk¢a basit olup uygulamada genis
bir sekilde kullanilmaktadir. Bu modeller arasinda bir parametreli zemin modeli olarak
da adlandirilan Winkler modeli en eski ve en sik kullanilan modeldir. Bu modelde
zemin ortaminin birbirine yakin sonsuz sayidaki ayrik ve 6zdes dogrusal elastik
yaylardan olustugu kabul edilmektedir. Buna gore yaylardan kiris diisey yer
degistirmesiyle dogru orantili olarak bir tepki kuvveti ortaya ¢ikmaktadir. Bu modelde
zemin Ozellikleri tek bir parametre ile tanimlanmakta ve yaylar arasindaki etkilesim goz

oniine alinmamaktadir. Yaylar arasindaki etkilesimi g6z oniine alabilmek ve dolayisiyla
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daha gercekei bir model olusturabilmek amaciyla gesitli iki ve {i¢ parametreli zemin
modelleri gelistirilmistir. Bu modeller Filonenko- Borodich, Pasternak, Hetenyi, Vlasov
ve Kerr modelleridir. Bu modeller Dutta ve Roy(2002) [2] tarafindan 6zetlenmistir.
Statik veya dinamik yiik etkisindeki degisken kesitli kirisler gerilme dagilist
optimizasyonu, malzeme tasarrufu ve agirlik etkisi gibi nedenlerle olugturulmakta ve
Ozellikle ingaat ve makine miihendisliginde sik¢a kullanilmaktadir. Yapinin veya yapiy1
olusturan elemanlarin serbest titresimlerine ait dogal frekanslarin ve bunlara ait mod
sekillerinin bilinmesi ise, yap1 sisteminin dinamik yiik altindaki toplam davranisinin

incelenmesi agisindan 6nemli olmaktadir.

Bu tez calismasinda elastik zemine oturan kademeli bir Timoshenko kirisinin serbest
titresimleri incelenerek, kademe degisiminin ve zemin parametresinin kirigin frekans ve

mod bigimleri lizerindeki etkisinin gosterilmesi amaclanmistir.

1.3 Hipotez

Bu calismada farkli enkesit alanina sahip iki parcadan olusan ve kiris boyunca elastik
zemine oturan Timoshenko kirisinin serbest titresimleri incelenmistir. Elastik zemin icin
Winkler zemin modeli kullanilmistir. Kirisin her iki bolgesi i¢in yazilan hareket
denklemlerindeki yer degistirme ve donme ile ilgili girisimler kaldirilarak, yer
degistirme ve donmeler i¢in dordiincii mertebeden homojen diferansiyel denklemler
elde edilmistir. Probleme ait sinir ve siireklilik kosullar1 kullanilarak bu diferansiyel
denklemler ¢oziilmiis ve sistemin dogal frekanslar1 elde edilmistir. Euler- Bernoulli
kirisi i¢in de problem ¢oziilmiis ve sonuclar ilgili sekiller ve tablolar yardimiyla

aciklanmugtir.



BOLUM 2

PROBLEMIN FORMULASYONU

2.1 Problemin Tanim ve Hareket Denklemleri

Sekil 2.1° de kesit alanlar1 farkli, iki parcadan olusan ve Winkler zeminine oturan

konsol Timoshenko kirisi goriilmektedir. Kirisin toplam boyu L olup, pargalarin

boylart L, ve L,, kiris egilme rijitlikleri (EI'), ve (EI),, kayma rijitlikleri (GAk*)1 ve
(GAk* )2, kiitle yogunluklart p, ve p, dir. K yay katsayisini (Winkler zemin

parametresini) gostermektedir.
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Sekil 2.1 Winkler zeminine oturan kademeli konsol Timoshenko kirisi

Kirisin diisey dogrultudaki titresim hareketine ait diferansiyel denklemleri elde etmek

icin Sekil 2.2° de goriilen bir diferansiyel eleman géz oniine alalim.
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Sekil 2.2 (a) Kiris diferansiyel elemant, (b) sekil degistirmeler [20]

Bu eleman iizerinde goriilen M,T,qve ¢, sirasiyla egilme momenti, kesme kuvveti, dis
yayili kuvvet ve zemin tepki kuvvetidir. Kirig elastik egrisinin (ekseninin) diisey yer
degistirmesi W(X,t), egim ow/oX ve egilme durumundaki kesit donmesi w(x,z) ile
Olgtilmektedir. Euler- Bernoulli kirisinde y kesit donmesi, elastik egrinin ow/ox ile

gosterilen egimine esit olmaktadir. Bilindigi gibi kesitte kayma gerilmesi dagilimi
uniform olmadigindan kesitte bir ¢arpilma olusmakta, diger bir deyisle elastik egri de

artik kesite dik olmamaktadir. Bu durumda Timoshenko kirisi i¢in elastik egrinin egimi

ow
&=W+Vo (2.1)

ile ifade edilmektedir. Burada y egilmeden olusan kesit donmesini y, ise kayma

etkisini, yani eksen iizerinden 6lgiilen kayma agisini gostermektedir. T Kesitteki kesme

kuvveti, G kayma modiilii olmak iizere,

T=£TdA=£GydA=G£ydA (2.2)

bagintilar1 ile bulunmaktadir. y, eksendeki kayma sekil degistirmesi olarak
alindigindan, Gy,4 Kesitteki kesme kuvvetini vermektedir. Gergekte ise kayma
gerilmeleri, kesitte degisken olup, kesme kuvvetinin yukaridaki integrasyonla

hesaplanmas1 gerekmektedir. Bu durumda bir k™ parametresi goz oniine alinarak, kesme

kuvveti



T =G ydd=(Gy )k’ (2.3)

olarak ifade edilmektedir. Buradaki k™ kesit bigimine (ayn1 zamanda Poisson oranina)

bagli bir katsayr olup kesit kayma faktorii olarak adlandirilmaktadir. Dikdortgen

kesitlerde k™’ 1 degeri 5/6 olarak alinmaktadur.

(2.1) ifadesindeki y, degerinin (2.3)’ te yerine yazilmasi ile kesme kuvveti

T-= GAk*(g—\)’(v—z//) (2.4)

olarak bulunmaktadir. Moment- egrilik arasindaki iligki ise agagidaki gibidir:

M =—ElI a—w (2.5)
OX

Hareket denklemlerini elde etmek igin sekil 2.2 deki eleman iizerinde diisey denge

denklemi asagidaki gibi yazilmaktadir:

2

oT o'W
(T+&dX)—T +(q—qk)dX:pA¥dX (26)

Bu ifadede dis yiik olmadig1 (q=0) ve g, = Kw oldugu gz 6niinde tutulursa agagidaki

denklem elde edilir:

oT o°w

——Kw=p4—- 2.7

P PA—G (2.7)

Bu ifadede kesme kuvveti yerine (2.4) ifadesi yazilirsa, yer degistirme ve donme

cinsinden

GAk*(a—V/—az—W)+ Kw -+ AaZ—W—O (2.8)
x  ox ar'T |

denklemi elde edilir. ilgili diferansiyel elemanin x—y diizlemine dik eksen etrafinda,
orta noktasina gore yazilan moment denge denklemi ise asagidaki gibi olmaktadir:

oy

oM T 1 oT
M-(M+—dx)+—dx+=(T +—dx)dx=J —- 29
( OX ) 2 2(T OX ) ot? (29)

Bu ifadedeki J elemanmn kutupsal eylemsizlik momentidir. J ile alan eylemsizlik

momenti | arasinda J=pldx bagntisi oldugu gbéz Oniinde tutulursa, (2.9)

denkleminin diizenlenmesi ile



oM oy
T_M_ oY
x D e

(2.10)
denklemi elde edilir. (2.4) ve (2.5)’ teki kesme kuvveti ve moment ifadelerinin (2.10)’
da yerine yazilmasi ve yapilan diizenlemeden sonra asagidaki denklem elde
edilmektedir:

821// o’y

Yukarida elde edilen (2.8) ve (2.11) denklemleri Timoshenko kirisi i¢in hareket

GAK” (—— w)+EI <Y

denklemleridir. Bu denklemlerin her ikisinde de w ve w oldugundan, bu denklemler

arasinda kuplaj (girisim) bulunmaktadir. Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in 6nce

bu denklemlerdeki girisim kaldirilacaktir.
Yalniz W yer degistirmelerini iceren hareket denklemini elde etmek amaciyla (2.8)
denkleminden Oy / Ox ¢ekilmekte ve (2.11) denklemi X’ e gore bir kez tiiretilmektedir.

Buna gore asagidaki ifadeler elde edilmektedir.

8_1//_62w_ Kw — pA o*w 2.12)
ox  ox2 GAK" GAK™ at? '

O’y
oxot?

GAk*(a—W—a—‘”) & =

(2.13)

(2.12) ifadesinin (2.13)’ te yerine yazilmasi ve yapilan diizenlemelerle, w yer

degistirmesi i¢in hareket denklemi asagidaki bi¢imde elde edilir:

4 4 2 2
8W (EIpA ol) aw2 EIK*avszL(pAwL pIK*)sz
GAk ot’ox®  GAK™ ox GAKk ~ ot
plpA ., &*w _
A LAY W =0 2.14
(GAk ) ot* (214)

Yalniz w donmesini iceren hareket denklemini elde etmek i¢in bu kez (2.11)

ifadesindeki ow/ox terimi ¢ekilmekte ve (2.8) denklemi X’ e gore bir kez tiiretilerek
asagidaki ifade elde edilmektedir:

ow El o pl &%
¥ NI 2
OX GAk ox® GAk ot

(2.15)



. 0%y Ow ow o*w
GAK (LY _ 9 kM 4 4 ~0 216
o "o ox P axo (2.16)

(2.15) ifadesi ve ilgili tiirevlerinin (2.16)’ da yerine yazilip elde edilen ifadenin

diizenlenmesi sonucunda, yalniz w donmesi i¢in hareket denklemi asagidaki gibi elde

edilir:
o'w  ElpA o'w  EIK 0%y pIK | O’y
El - -+ pl - = +(pA+ =
o Gac TP ot oak o TP Gak?) &
plpA | o'y
+(——— +Ky =0 2.17
(G v ) o HKY (2.17)

2.2 Ayriklastirma ve Boyutsuzlastirma
(2.14) ve (2.17) diferansiyel denklemlerinin ¢oziimiine ge¢meden Once asagidaki
ayriklagtirmalar yapilmaktadir.

w(x,t) =W (x)e"", w(x,t) =¥(x)e™ (2.18)

Bu ifadelerdeki o terimi sistemin dogal frekansini gostermektedir. (2.18) ifadelerinin
(2.14) ve (2.17) denklemlerinde yerine yazilip diizenlemeler yapildiktan sonra,
asagidaki denklemler elde edilmektedir.

ElpA . EIK

A K
EIW"Y +[(=2% + pI (B ot~ (pA+ L)
o 702~ aac W laae @ ~ A+ G
KW =0 (2.19)
ElpA EIK _ plpAd pIK | ,
EIPY +[(=—=+p)o* ——=¥" + ' —(pA+ _
om0 ~aac T Uaae @ ~ P Ga®
+K]P =0 (2.20)

(2.19) ve (2.20) denklemlerinde X koordinati, W(X) yer degistirmesi ve ¥(x) donmesi

i¢cin

& ={, P(x) = (&) (2.21)

boyutsuzlastirmalar1 yapilmaktadir. Bu boyutsuzlagtirma yapilip (2.19) ve (2.20)

denklemleri sirastyla L*/El ve L*/El ile carpilirsa,



AL2 pL KI? )/ AL4 AL4 IKL'
GAK” EI GAK” GAK” EIGAk
4
e SIE (2.22)
AL?  pll? KI? IpAL AL“ IKL'
S[,IV_'_[(,D *+p )602— ] [(pp (p p ) 2
GAk El GAK” GAKEI " GAk El
4
LKL =1 =0 (2.23)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerde, asagidaki kisaltmalar yapilmaktadir.

4 4 2
PAL. o e BT o I _pe KL _ 5o KL 50 5 g2y (2.24)

@ f 12 ' 2 (O} ws !
El GAK L AL El GAK”

Burada ,, S, R ve 4, boyutsuz biiyiikliikleri sirasiyla frekansi, kesme- egilme
parametresini, jirasyon yarigapini ve zemin parametresini gostermektedir. Bilindigi gibi
kesit jirasyon yarigapi (atalet yaricapi) r =JI/A ve narinlik oran1 S=L/r olarak
tanimlanmaktadir. Buna gore R=r/L bagntisindan R=1/S yazilabilir. Narinlik
oran1 S >100 civari olan kiriglerde (narin kirislerde) kiris teorileri birbirine yakin sonug

vermektedir. S’ nin kii¢iik degerleri i¢in ise Kayma veya Timoshenko kiris modelleri

kullanilmaktadir. (2.24) kisaltmalarina ilaveten

Q=[(R* +S*)w; —225?112, e =w{R*S* =} (L+ R*S?)2) + A} (2.25)
kisaltmalar1 da yapilarak, (2.22) ve (2.23) denklemleri agsagidaki gibi elde edilir:
WY (&) +2QW (&) +eW (&) =0 (2.26)

PV (&) + 207 (E) +eP(E) =0 (2.27)

2.3 Diferansiyel Denklemlerin Coziimii

Yukaridaki dordiincii mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢oziimii igin W (&) =e™
¢Oziimii alinarak, gerekli tiiretmelerden sonra Ornegin (2.26) denkleminde yerine

yazilirsa:

(M* +2Qm* +¢e)e™ =0 (2.28)



esitligi elde edilir. Bu esitligin saglanabilmesi icin (€™ # 0) parantez igindeki terimin

sifir olmas1 gerekir. Buna gore karakteristik denklem asagidaki gibi olur:

m* +2Qm* +£=0 (2.29)

Bu denklemin kokleri, ¢ parametresine gore asagidaki gibi bulunmaktadir:

m,, = f\/—Qﬂ/Q? —e,m,, =+iVQ+VQ*—¢, (¢<0) (2.30)
m, =+\-Q+VQ% —& , m,, = +iNQ-VQ* —¢ , (¢>0), (¢<2?) (2.31)

Buna gore ¢oziimler trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlar kullanilarak asagidaki

gibi yazilabilir.

e <0 i¢in:

W (&) = 4, sin(bE) + 4, cos(bE) + A, sinh(al) + A, cosh(al) (2.32)
(&) = B, sin(bS) + B, cos(bE) + B, sinh(aé) + B, cosh(al) (2.33)

e>0 fakat & < Q° igin:
W (&) = 4, sin(bE) + A, cos(bE) + A, sin(cg) + A, cos(cs) (2.34)
V(&) = B, sin(b&) + B, cos(bE) + B, sin(cg) + B, cos(c<) (2.35)

Bu ¢oziimlerdeki a, b ve C parametreleri asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

a=\-04V2 ¢, b=yQ P ¢, c=\o-JO—¢ (2.36)

Yukarida elde edilen ¢oziimlerde goriilen A ve B, sabitleri (i=214) birbirinden

bagimsiz olmayip (2.8) bagintis1 nedeniyle birbirine baghdir. (2.8) ifadesi boyutsuz
durumda agagidaki gibi yazilabilir:

GAK"[#'(&) =" (&) ]+ (KIZ — pALZ?)W (£) = 0 (2.37)

10



(2.32) ve (2.33) ¢oOziimlerinin de (2.37)° de yerine yazilmasi ve trigonometrik/
hiperbolik terimlerin katsayilarina gore diizenlenmesi ile asagidaki denklem elde

edilmektedir.

¢ <0 durumu igin:
—GAK'B,b+GAK Ab? + (KL2 — pAw?[*) 4 |sin(b&)
2 Aﬁ. 1
+[ GAK'B b +GAK AP’ + (KL — pdw’L*) 4, |cos(be)
+[ GAK'B,a-GAK"A@’ + (KL - pAw’ ) 4, |sinh(a&)
+| GAK'B,a- GAK"Aa’ + (KL® — pAw’[*) 4, |cosh(a&) =0 (2.38)

Bu ifadede parantez igindeki terimlerin sifira esitlenmesi ile A ve B, sabitleri arasinda

asagidaki bagintilar elde edilmektedir.
B,=p4,, B,=—-p4, B;=p,4,, B, = p,4, (2.39)
B, ve B, ise

S*(w? - %) - b* a® + 8% (w’ - 22)
Y. S (240)

olarak tanimlanmaktadir. (2.34) ve (2.35) ¢oziimlerinin (2.37)’ de yerine yazilmasi ve
trigonometrik terimlerin katsayilarina gore diizenlenmesi ile ¢>0 durumu igin

asagidaki denklem elde edilmektedir:

[-B,b+Ab® + (A2 - a)JZ,)SZAi]Sin(bf)

+HBb+Ab*+ (1 - @i)SZAZ] cos(bé)

+[-B,c+ AC? + (42 —w})S? 4,]sin(cE)

+[B,c+ AC? + (42 —w?)S?4,]cos(ct) = 0 (2.41)

Bu ifadede parantez i¢indeki terimlerin sifira esitlenmesi ile A ve B, sabitleri arasinda
bu kez asagidaki bagintilar elde edilmektedir:

11



B, =4, B,=—-p4, B;=-p;4,, B,=p:4, (2.42)
B, ve B, ise asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

S(0f-2)-b PSP —a?)
e b Pe ™ c

(2.43)

(2.39) ve (2.42) bagmtilarinin gdz Oniine alinmasi ile L boyundaki kiris i¢in W ve ¥
¢coziimlerinden gelen toplam 8 sabit, 4 sabite diismektedir. Bu sabitlerin hesabi igin
probleme ait sinir kosullar1 kullanilmaktadir. Bu siir kosullari; ankastre mesnette diisey
yer degistirmelerin ve kesit donmelerinin sifir olmasi ve serbest ugta egilme momenti ve

kesme kuvvetinin sifir olmasidir. Bu sinir kosullar1 toplu olarak asagida verilmistir.
1) x=0, £=0:

W()=0,W(x) = LW (&) | =0->m(0)=0

¥ (x) =0, ‘P(x)=¥/(§‘)r| =0->%(0)=0 (2.44)
2) x=L, ¢=1:
_E|85U_(x):|\/| :oﬁ_ﬂdlp—(f):M = ﬁ_dw_@zﬁzmzo
dé dé El
—>PY'(1)=0
« OW «
GAk (K—T) | =T=0—>G4k W'(&)-P(&) | =T =0
x=L &=1
—>W'(1)—W(1)—L—T—o
S GAKT
>W(@Q)-%{)=0 (2.45)

Yukarida verilen sinir kosullarinin ve (2.39) bagmtilarinin kullanilmasi ile ¢ <0 ig¢in

asagidaki denklemler elde edilmektedir.

A+A =0

12



—pA+p,4,=0

pbcosbA, + pbsinbA + p,acoshad, + f,asinhad, =0

A (bcosb+ g, cosb) + A4,(-bsinb— B, sinb) + 4,(acosh a - 5, cosh a)

+A,(asinha- g,sinha) =0 (2.46)

Benzer sekilde smir kosullar1 ve (2.42) bagintilarmin kullanilmasi ile ¢>0 (e <Q?)

icin asagidaki denklemler elde edilmektedir.

A +A =0

—pA+ B4, =0

pbsinbA + pbcosbA, - f.csincd, - fccoscA, =0

A (bcosb+ g, cosbh) + A4,(-bsinb— f,sinb) + A,(cosc- B, CoSc)

+A,(-csinc+ f;sinc) =0 (2.47)
(2.46) ve (2.47) denklem takimlar1 matris formunda asagidaki gibi yazilmaktadir:
[A]{X}=0 (2.48)

Bu ifadede A, 4x4 boyutlarindaki katsayilar matrisini, X ise sabitleri igeren
bilinmeyen vektoriinii géstermektedir. (2.48) homojen denklem takiminin ¢dziimiinden
sistemin dogal frekanslar1 elde edilmektedir. Bilindigi gibi, bu sistemin sifirdan farkli
¢Oziimii olabilmesi ic¢in katsayilar matrisinin determinanti sifira esit olmalidir.
Determinanti sifir yapan @, degerleri bulunarak sistemin dogal frekanslar
hesaplanmaktadir. Frekanslar hesaplandiktan sonra, ilgili denklemlerden biri
kaldirilarak, ti¢ sabit bir sabite bagli olarak hesaplanmakta ve sistemin mod sekilleri

elde edilmektedir.

13



2.4 Kademeli Kiris Durumu icin Diferansiyel Denklemler ve Coziimii
Boliim 2.3° te L boyundaki kiris icin elde edilen diferansiyel denklemler, bu boliimde

kiriste iki farkli bolge olmasi goz onilinde tutularak asagidaki bigimde yazilmaktadir.

WY 4+ 20, "+ e W, = 0

PV 4200, e, =0, 0<E<y, (2.49)
W,V +2Q.W,"+e,W, =0

Pl 4 20W," e, =0, g <E<1 (2.50)
Bu denklemlerdeki 20, , ¢, ve bunlarla ilgili biiyiikliikler asagidaki gibidir.

2 2 2 2 2
291(2) = (R1(2) +S1(2))a)f1(2) _in(z)Sl(z)

4 2 2 2 2 2 2 2
&2y =@ fl(Z)Rl(Z)S1(2) — Wiy L+ R1(2)Sl(2)’1(01(2)) + ’lwz(z)

4 4
pl(Z)Al(Z)L 0 = 0l (EI)1(2) Q2 11(2) D2 Kl(Z)L 2
R *2 — P12) 2 T )y — Twl)
(EI):L(Z) Gl(Z)Ai(Z)k L A1(2)L (El)l(Z)

L
m=%, =1 m+n,=1 (2.51)

(2.49) ve (2.50) denklemlerinin ¢oziimleri (& <0 igin) asagidaki gibidir.

W, = A sin(b&) + 4, cos(b,&) + 4, sinh(a,&) + A, cosh(a,&) (2.52)
¥, = B, sin(b<) + B, cos(b &) + By sinh(a, &) + B, cosh(a,&) (2.53)
W, =C, sin(b,&) + C, cos(b,¢&) + C; sinh(a,$) + C, cosh(a,<) (2.54)
¥, = D, sin(b,¢) + D, cos(b,&) + D, sinh(a,$) + D, cosh(a,¢) (2.55)

Bu ¢ozlimlerdeki a,, b, ve a,, b, terimleri asagidaki gibi tanimlanmistir:

14



a, :\/—Ql +«f912 —¢g b = \/Ql + 9 —¢
8, = -2+ 2 =, b, =\ 2, + |2 —, (2.56)

(2.52)- (2.55) ¢oziimlerindeki A katsayilar1 B,’ lerden, C, katsayilar1 da D,’ lerden

bagimsiz degildir. Bu katsayilar her iki bdlgede yazilan (2.8) denklemi nedeniyle
birbirine baghdir. (2.8) denkleminin birinci ve ikinci bolgede yazilip (2.52)- (2.55)
¢Ozlimlerinin yerine konulmasi ve trigonometrik/ hiperbolik terimlerin katsayilarmin

sifira esitlenmesi ile, ilgili sabitler arasinda asagidaki bagintilar elde edilmektedir:

Bl = ﬂlAZ , Bz = _ﬁlAU Ba = ﬂ2A4’B4 = ﬁ2A3
D, = 5,G,, D, =-p,C, D, = B,C,, D, = B,C; (2.57)

Bu ifadelerdeki g,, f,, f, ve B, parametreleri asagidaki gibidir:

B = 812 (a)?l _102)1) _b12 _ S12 (wil - ’151) + ‘112
' b, ’ 3
B, = S22 (a)iz ;iaz;z) _b22 B, = S22 (a)iz ;jfiz) + a22 (2.58)
p

(2.57) bagintilarinin g6z Oniine alinmasi ile her iki bolge icin W ve ¥ ¢éziimlerinden
gelen toplam 16 sabit, 8 sabite diismektedir. Bu sabitlerin ve dogal frekanslarin hesabi
icin smir kosullar1 kullanilmaktadir. Probleme ait siir ve siireklilik kosullari; ankastre

mesnette (¢ =0) ¢okme ve donmelerin sifir olmasi, serbest ugta (&=1) moment ve

oo

kesme kuvvetinin sifir olmasi, kiris kesitinin degistigi yerde (¢=#,) ¢Okmelerin,

donmelerin, moment ve kesme kuvvetlerinin esit olmasidir. Bu kosullar asagida toplu

olarak verilmektedir.

£=0:
1) W,(0)=0
2) ¥,(0)=0
£=1:

15



3 (CCFW=0= ¥,0=0

4) (GAK), W, —,) =0= W, ()~¥,(1)=0

c=mn:
5) W, () =W, (n,)
6) ¥.(m)="Y,(n)

RGO ATDRILORATS

8) (GAk*)ll.\Nl' (n) =¥, (m)]= (GAk*)z [VVZ (m) =¥, (m)] (2.59)

Yukaridaki smir kosullarinin ve (2.57) bagntilarinin (2.52)- (2.55) ¢oziimlerinde

kullanilmasi ile asagidaki denklemler elde edilmektedir:

1) A+A=0

2)— B4, + B4, =0

3) p;b,C, sinb, + 5,b,C, cosb, + f,a,C; sinha, + f,a,C, cosha, =0

4) (b, + ;) cosb,C, +(-b, - p;)sinb,C, +(a, - B,) cosh a,C, + (a, - ,)sinha,C, =0
5) A sinb, + A4, cosby, + A, sinhan, + A, cosh an,

—C, sinb,n, —C, cosb,n, —C;sinha,n, —C, cosha,n, =0

6) — p,4, cosbn, + p,A4, sinby, + B, A, coshan, + f,A4, sinha,n,

+p,C, cosb,n, — p,C, sinb,n, — B,C; cosha,n, — f,C, sinha,n, =0

7)R1 = (EJ)11 R, = (EJ)21 R3 = (GAk*)l’ R, = (GAk*)z
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R (b,S, sinbn. 4 +b S, cosbn A, +a,f, sinhan, A, +a, B, cosha,n, A,)

-R, (b, 5, sinb,n,C, +b,, cosb,n,C, +a,p, sinha,n,C, +a,p, cosha,n,C,) =0

8)R, (b, cosb, 4 —b, sinbn A, +a, coshan A, +a, sinhan, A4,

+p, cosbn A — p,sinbny A, — B, cosham A, — f,sinhan, A,)

—R, (b, cosb,#,C, —b, sinb,n,C, +a, cosh a,n,C, + a, sinha,n,C,

+p, cosb,n,C, — B, sinb,n,C, — S, cosh a,n,C, — S, sinha,n,C,) =0 (2.60)
Yukaridaki denklem takimi matris formunda asagidaki gibi yazilabilir.

[A]{X}=0 (2.61)

Bu ifadede A, 8x8 boyutlarindaki katsayilar matrisini, X ise integrasyon sabitlerini
iceren bilinmeyenler vektoriinii gostermektedir. Bir onceki alt boliimde oldugu gibi,
katsayilar matrisinin determinanti sifira esitlenerek sistemin dogal frekanslar1 ve sonra

da mod sekilleri elde edilmektedir.

2.5 Euler- Bernoulli Kirisi I¢in Diferansiyel Denklemler ve Coziimii
Doénme eylemsizligi ve kayma sekil degistirmesinin goz Oniine alinmadigi bu kiriste
hareket denklemi asagidaki gibi yazilabilir:

4 2

S KW+pA%t—\£V:0 (2.62)

4

Ayriklastirma ve boyutsuzlastirmadan sonra her iki bolge i¢in asagidaki diferansiyel

denklemler elde edilmektedir:

WY + (45, —p)W () =0, (i=12) (2.63)

4
Bu denklemlerde A2 = 2 :w

P=——— Ve @’ bigiminde tanimlanmaktadir. (2.63)
(ED), (E);

denklemlerinin ¢éziimii (42 —?) teriminin isaretine bagli olarak degismektedir.
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= a)f durumu bir tarafa birakilirsa, diger iki durum ve bunlara ait ¢ézlimler asagidaki

gibi olur.

1) %2, -} >0 olmasi durumu:

Bu durumda (2, - @%) = ;" alinarak

W, (&) = C, cosa, & cosh o & + C, cosa, & sinh oy & + C, sin oy é cosh o

+C, sina¢sinha ¢ (2.64)
W, (&) = D, cosa,¢ cosh a,é + D, cosa,é sinh a,é + D, sina,¢ cosh a,é

+D, sina,¢sinha,é (2.65)
¢oziimleri elde edilmektedir. Bu ifadelerde o, = S, /\/2 olarak tanimlanmaktadir.

2) 42, —w? <0 olmasi durumu:

Bu durumda (w?-42) = B alinarak

W, (&) =C,;sin &+ C, cos p.& +C,sinh &+ C, cosh & (2.66)
W, (&) = D, sin B, + D, cos B,& + D, sinh 5,& + D, cosh S,¢ (2.67)

¢cozlimleri elde edilmektedir. Yukarida her iki durum i¢in elde edilen (2.64)- (2.67)
denklemlerinin ¢6ziimiinde kullanilacak siir ve siireklilik kosullar1 (8 adet) asagidaki

gibidir.

£=0:
1) W,(0) =0
2) W;(0) =0
£=1:
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3)W,"(1)=0

4) W,"(1) =0

c=mn:

5) W,(n,) =W,(n,)

6) W,'(m,) =W,'(n,)

7) (E|)1W1": (E|)2W2"

8) (ENW,™ = (E1),W,™

Yukaridaki sinir/ siireklilik kosullarinin kullanilmasi ile elde edilecek homojen denklem

takimi ¢oziilerek sistemin dogal frekanslar1 ve mod sekilleri elde edilmektedir.
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BOLUM 3

SAYISAL UYGULAMALAR

Sayisal islemlerde kiris toplam boyu L=2m, kiris malzemesinin(beton) elastisite
modiilii, Poisson oram1 ve yogunlugu sirasiyla E=27x10°N/m?, v=0.2ve
p =2400kg / m®olarak segilmistir. Kademeli durumda her iki kiris pargasi igin de
malzeme sabitleri ayni olup en kesitler birinci bolgede 25x25(cm), ikinci bolgede ise
25x50(cm)’ dir. Elastik zemine ait yay sabiti (Winkler zemin parametresi) iKi
parametreli zemin i¢in Vlasov ve Leontiev [21] tarafindan Onerilen bagintilarda yaylar
arasindaki kayma etkilesimini gosteren ikinci parametrenin sifir alinmasi ile asagidaki

gibi hesaplanmaktadir:

_ E,b e
2(1-02) A

3 2
Acs 2Ebh (12—1)0)’ £ - ESZ’ 0, = v, (32)
12(1-v°)Eb 1-0; 1-v,

Yukaridaki bagntilarda b,h,E ve v sirasiyla kiris kesit genisligini, kesit yiiksekligini,

3.1)

kiris malzemesine ait elastisite modiiliinii ve Poisson oranini gostermektedir. E;ve o,
ise zemine ait elastisite modiilii ve Poisson oranidir. y zemin 6zelliklerine bagl bir

parametre olup genellikle 1 alinmaktadir. Kirisin oturdugu zemin kil (

E, =30x10°N/m?, v, =0.35) olarak segilmistir. Bu zemin parametreleri ve kirige ait

parametrelerin kullanilmasi ile yay katsayilariin sayisal degerleri h=25cm ve h=50cm

icin sirastyla K =5.23x10°N/m?ve K =2.61x10°N /m? olarak bulunmaktadir.
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Cizelge 3.1’ de Timoshenko ve Euler- Bernoulli kiris teorileri i¢in kademesiz halde,
zemin etkisinin olmamasi durumunda(K=0) ilk ¢ moda ait dogal frekanslar
gorilmektedir. Sayisal degerlerden, her iki kiris teorisi i¢in de Kkirig
kesitinin(yiiksekliginin) biiyimesi halinde frekanslarin da biiyiidiigii goriilmektedir.
Kiris kesitlerinin ayni olmasi durumunda, Euler- Bernoulli kirisi i¢in elde edilen
degerler, Timoshenko kirisine gore daha biiyiik olmaktadir. ilk moda ait frekans
degerlerinin birbirine yakin olmasina ragmen, ikinci ve Tlg¢ilinci modlarda farkin

blytidiigli goriilmektedir.

Cizelge 3.2’ de zemin etkisinin olmamasi halinde(K=0), her iki kiris teorisi i¢in
kademeli halde elde edilen ilk {i¢ moda ait frekans degerleri goriilmektedir. Her iki kirig
teorisi icin de ilk modda kiris kesitinin biiylimesi ile frekanslarin 6nce biiytlidiigii daha
sonra ise kii¢iildiigii goriilmektedir. Ikinci ve {i¢iincii modlarda ise kesitin biiyiimesi ile

frekans degerlerinde de bir dalgalanma oldugu goriilmektedir.

Cizelge 3.3’ te zemin etkisi goz Oniline alindiginda(K#0) kademesiz haldeki frekans
degerleri goriilmektedir. Her iki kiris teorisinde de, kiris kesitinin biiylimesi ile
frekanslarin  da  blyiidiigii = goriilmektedir.  Cizelge 3.1 deki degerlerle
karsilastirildiginda, zemin etkisinin goz Oniine alinmasi durumundaki frekanslarin,
zemin etkisinin g6z Oniine alimmamasi durumuna gore daha biiyiik oldugu
anlasilmaktadir. Ozellikle ilk modda, zemin etkisi frekanslar1 6nemli oranda
etkilemektedir. Yiiksek modlarda zeminin frekans tizerindeki etkisinin gittikce azaldigi

goriilmektedir.

Cizelge 3.4’ te zemin etkisinin goz oniine alinmasi(K+#0) halinde kademeli kiris i¢in her
iki teoriden elde edilen frekans degerleri goriilmektedir. Zemin etkisinin sifir olmasi
durumuna benzer bi¢imde, birinci mod hari¢ diger modlarda, kiris kesitinin biiylimesi

ile frekans degerlerinde dalgalanma goriilmektedir.
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Cizelge 3.1 Kademesiz durumda, K=0 i¢in ilk {i¢ moda ait dogal frekanslar

A=25x25cm? A=25x50cm?

Wi(rad/sn) | W2(rad/sn) | W3(radisn) | Wi(radisn) | W2(radisn) | W3(rad/sn)
Timoshenko | 210,326 | 1236,600 | 3181,600 | 407,099 | 2079,000 | 4786,100
Euler-Bernoulli | 212,772 | 1333,400 | 3733,600 | 425,546 | 2666,900 | 7467,300

Cizelge 3.2 Kademeli durumda, K=0 i¢in ilk {i¢ moda ait dogal frekanslar

Timoshenko

Euler- Bernoulli

A;=25x25cm?, A,=25x50cm?

A;=25x25cm?, A,=25x50cm?

m

W1 (rad/sn)

W2(rad/sn)

W3(rad/sn)

W1(rad/sn)

W2(rad/sn)

W3(rad/sn)

0,0

210,326

1236,600

3181,600

212,772

1333,400

3733,600

0,1

250,930

1436,400

3588,800

254,579

1579,000

4372,700

0,2

301,198

1613,400

3714,400

306,724

1812,200

4692,800

0,3

361,569

1678,800

3549,700

370,002

1921,200

4480,200

0,4

428,240

1615,600

3671,600

441,029

1852,000

4671,000

0,5

487,519

1581,000

3958,000

506,047

1799,500

5336,900

0,6

517,573

1706,900

3993,600

541,248

1950,500

5699,200

0,7

511,503

2010,100

4002,200

537,011

2379,500

5609,300

0,8

483,237

2252,400

4615,200

507,539

2841,300

6484,800

0,9

446,294

2228,300

5061,500

467,938

2876,000

7861,500

1,0

407,095

2079,000

4786,100

425,545

2666,900

7467,300
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Cizelge 3.3 Kademesiz durumda, K+#0 i¢in ilk {i¢ moda ait dogal frekanslar

A=25x25cm? A=25x50cm?

Wi(rad/sn) | W2(rad/sn) | W3(radisn) | Wi(radisn) | W2(radisn) | W3(rad/sn)
Timoshenko 280,934 | 1250,200 | 3186,700 | 417,454 | 2080,900 | 4786,900
Euler- Bernoulli | 283,125 | 1346,400 | 3738,300 | 435,673 | 2668,500 | 7467,800

Cizelge 3.4 Kademeli durumda, K#0 i¢in ilk li¢ moda ait dogal frekanslar

Timoshenko

Euler- Bernoulli

A;=25x25cm?, A,=25x50cm?

A;=25x25cm?, A,=25x50cm?

m

W1 (rad/sn)

W2(rad/sn)

W3(rad/sn)

W1(rad/sn)

W2(rad/sn)

W3(rad/sn)

0,0

280,930

1250,200

3186,700

283,125

1346,400

3738,300

0,1

312,433

1448,000

3593,300

315,750

1590,000

4376,700

0,2

354,013

1623,600

3718,300

359,117

1821,700

4696,400

0,3

406,515

1687,900

3553,000

414,434

1929,800

4483,300

0,4

466,465

1623,500

3674,600

478,673

1859,700

4673,800

0,5

520,172

1587,800

3960,600

538,142

1806,100

5339,200

0,6

545,397

1712,600

3995,700

568,656

1956,100

5701,000

0,7

534,989

2014,800

4004,000

560,226

2383,900

5610,900

0,8

502,624

2255,900

4616,900

526,732

2844,600

6486,200

0,9

461,387

2231,000

5062,600

482,839

2878,400

7863,200

1,0

417,453

2080,900

4786,900

435,673

2668,500

7467,800
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Sekil 3.1, Sekil 3.2 ve Sekil 3.3’ te Timoshenko ve Euler- Bernoulli kiris teorileri igin,
zemin etkisinin olmamasi durumunda frekanslarin kiris boyunca degisimi
goriilmektedir. Ilgili sekiller Cizelge 3.4’ teki degerlerin kullanilmasr ile elde edilmistir.
Burada &=0 oldugunda kiris kesiti 25x25 cm, &=1 oldugunda ise 25x50 cm
boyutundadir. Yukarida da belirtildigi gibi kiris kesiti biiyiidiik¢e ikinci ve igiincii
modlarda bir dalgalanma goriilmekte, bu modlarda teorilerden elde edilen frekans
degerleri arasindaki fark da bliylimektedir. Ayni durum, zemin etkisinin goz Oniine

alinmas1 durumunda(K+0) da gozlenmektedir(Sekil 3.4- 3.6).

600

500 Py <~

P/ ~
\%
400 Z
®; 300 / —— Timoshenko

200 ~ = = Euler-Bernoulli

100

0
o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

¢

Sekil 3.1 K=0 i¢in w1- & degisimi
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2000 I L
[ ] — Timoshenko
~d — = Euler-Bernoulli

\

®, 1500
1000
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0

0o 01 02 03 04 05 06 0,7 08 09 1
¢

Sekil 3.2 K=0 i¢in w,- & degisimi
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8000
7000
6000 -

5000 —I = - o
4000 =
3000
2000
1000

0

Timoshenko

= = Euler-Bernoulli

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
¢

Sekil 3.3 K=0 i¢in ws-  degisimi
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&
400 —,,’?'//

®; 300 Timoshenko

= = FEuler-Bernoulli
200

100

o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Sekil 3.4 K#0 i¢in w1- & degisimi
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2000 —= =1 =7
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500

0
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Sekil 3.5 K#0 i¢in w2- & degisimi
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Sekil 3.6 K#0 i¢in w3- & degisimi

Sekil 3.7° de ve 3.8” de zemin tepkisinin gz Oniine alinmasi ve alinmamasi durumlari
icin sirastyla Timoshenko ve Euler- Bernoulli kirigleri i¢in birinci modda frekansin kirig
boyunca degisimi goriilmektedir. Sekillerden de goriildiigi gibi her iki teori i¢in de

zemin etkisinin gz Oniline alinmasi durumunda frekans degerleri daha biiyiik

olmaktadir.
600
500 - i
P d <
400 -
P d /

wl 300 - = K=O

200 7 - - K#0

100

0
c o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

¢

Sekil 3.7 Timoshenko kirisinde K=0 ve K+#0 i¢in m1- § degisimi
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Sekil 3.8 Euler- Bernoulli kirisinde K=0 ve K+#0 i¢in m;- & degisimi

Sekil 3.9 ve 3.10° da Timoshenko ve Euler- Bernoulli kirisleri i¢in kademenin Kkiris
ortasinda olmas1 halinde ilk ii¢ moda ait mod sekilleri goriilmektedir. Sekillerde, 1. mod
disindaki modlarda yer degistirmenin sifir oldugu noktalar bulunmaktadir. Bu

noktalarin sayist mod sayisi1 biiyiidiik¢e artmaktadir.
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Sekil 3.9 Timoshenko kirisinde K#0 ve w1, w,, ws igin yer degistirmeler
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Sekil 3.10 Euler- Bernoulli kirisinde K#0 ve w;, w,, ws igin yer degistirmeler

Sekil 3.11 ve 3.12° de her iki kiris teorisi kullanilarak elde edilen birinci moda ait mod
sekilleri goriilmektedir. Sekillerden, zemin etkisinin olmast durumunda, frekansin daha

biiylik olmasi nedeniyle, yer degistirmelerin de daha biiyiik oldugu goriilmektedir.

//

0 =
o o102 03 04 05 06 07 08 09 1

Sekil 3.11 Timoshenko kirisinde K=0,K#0 ve w1 igin yer degistirmeler
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Sekil 3.12 Euler- Bernoulli kirisinde K=0,K#0 ve w; igin yer degistirmeler
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BOLUM 4

SONUCLAR

Enkesit alanlar1 farkli iki parcadan olusan ve elastik zemine oturan bir konsol
Timoshenko kiriginin serbest titresimleri incelenerek ilk ii¢ mod i¢in dogal frekanslar
hazirlanan bir bilgisayar programi yardimiyla hesaplanmistir. Kirisin elastik zemine
oturmamast durumu ve Euler- Bernoulli kirisi i¢in de ¢oziim yapilmis ve asagidaki

degerlendirmeler yapilmistir.

oturmas1 durumunda elde edilen frekanslar, zemin etkisinin olmamasi1 durumuna gore
daha biiyiik olmaktadir. Birinci mod disinda, zeminin frekans degerleri lizerindeki etkisi
kiigiik olmaktadir. Timoshenko kiris teorisinden elde edilen frekanslar, Euler- Bernoulli

kirisine gore daha kii¢iik olup, bu durum zeminin etkisinden bagimsizdir.

if) Kiris kesitinin biiylimesi halinde, birinci moda ait frekans degerleri 6nce biiylimekte
sonra ise kiigiilmektedir. Ikinci ve iigiincii modlarda ise frekans degerlerinde bir
dalgalanma goriilmektedir. Birinci mod goz oniline alindiginda, frekansin daha biiyiik
olmas1 nedeniyle yer degistirmeler kirisin elastik zemine oturmast durumundan daha

biiylik olmaktadir. Bu durum her iki kiris teorisi i¢in de gegerlidir.
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