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OZET

ELEKTROMANYETIZMANIN ESITLIKLERININ GEOMETRIK CEBIR iLE
GOSTERIMI

Mine FAKILI
Genel Fizik Anabilim Dal1
Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Haziran 2021

Danisman: Prof. Dr. Abidin KILIC

Bu ¢aligmada, fizik ve matematik alanlarinda yaygin bir sekilde kullanilan Clifford
Cebiri’nin tanimi ve elektromanyetizmanin esitliklerinin cebir ile gosterimi ele alinmistir.
Clifford Cebiri’nin tarihsel gelisiminden bahsedildikten sonra cebirde kullanilan cebirsel
esitliklere yer verilmistir. Daha sonra elektromanyetizmanin esitlikleri ve bu esitliklerin
Clifford Cebiri ile gosterimi ele alinmistir. Akabinde Maxwell Denklemleri ve
denklemlerin Clifford Cebiri ile gosterimi sunulmustur. En sonunda Lenz yasasinin

Clifford Cebiri ile gosterimi yer almaktadir.

Anahtar Sozciikler: Clifford Cebiri, Elektrik Alan, Manyetik Alan, Maxwell
Denklemleri, Lenz Yasasi
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ABSTRACT

REPRESENTATION OF EQUATIONS OF ELECTROMAGNETISM WITH
GEOMETRIC ALGEBRA
Mine FAKILI
Department of General Physics

Eskisehir Technical University, Graduate School of Institute, June 2021

Supervisor: Prof. Dr. Abidin KILIC

In this study, the definition of Clifford Algebra, which is widely used in physics and
mathematics, and the representation of electromagnetism equalities by algebra are
discussed. After mentioning the historical development of Clifford Algebra, the algebraic
expressions are included which is used in algebra Then, electromagnetism expressions
and the representation of electromagnetism expressions with Clifford Algebra is
discussed. Then, Maxwell's Equations and the representation of Maxwell's Equations with
Clifford Algebra is presented. Finally, the representation of Lenz's Law with Clifford

Algebra is discussed.

Keywords: Clifford Algebra, Electric Field, Magnetic Field, Maxwell
Equations, Lenz's Law
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1. GIRIS
Fizikteki kavramlarin agiklanabilmesi ve bu kavramlarin ispatlanabilmesi i¢in
matematiksel esitliklere ihtiya¢ duyulur. Matematik, fizik biliminin dilidir de denilebilir.

Tarih boyunca matematik¢iler ve fizikgiler tarafindan esitlikleri igeren cebirler ortaya

konmustur. Clifford Cebiri ya da diger ismiyle Geometrik Cebir ise bu cebirlerden biridir.

Clifford Cebiri, William Kingdon Clifford tarafindan ortaya konulmustur. Clifford
Cebiri, matematiksel fizigin en temel teorilerinden biri olarak yerini almistir ve adiyla

anilan carpim islemi de oldukga biiyiik bir 6neme sahiptir.

Grassman tarafindan ortaya atilan ve Clifford tarafindan cebirsel esitlik sekline
doniistiiriilen geometrik ¢arpim; iki vektoriin birbirine ortagonal (dik) olma biiytikliigiinii
i¢ carpim seklinde ifade ederken, ortagonalligin (dikligin) dogrultusunu dis ¢arpim
seklinde ifade eder [1].

1.1 Clifford Cebiri’nin Tarihgesi

Reel sayilar klasik fizikte onemli bir yere sahiptir. Kompleks sayilar ise kuantum
fiziginde 6nemli rol oynar. Caspar Wessel, Jean-Robert Argand ve Carl Friedrich Gauss
2-boyutlu problemleri ¢6zmek icin kompleks sayilardan faydalandilar [2]. Bu sayilar
matematikgilerin ylizyillarca ilgisini ¢ekmis olan kareler ve karekdklerle ilgili bir¢ok
sorunun cevabidir. Karekok fonksiyonu, elimizdeki sayiya ulagmak icin hangi sayiy1
kendisiyle ¢arpmamiz yani karesini almamiz gerektigi sorusunun cevabidir. Baska bir
deyisle, karekok bize alanini bildigimiz bir karenin bir kenar uzunlugunun ne olmasi

gerektigini sOyler. Karekok basit bir fikir olsa da;

-1 ‘in karekokii hangi sayidir?

Bu sorun ile ilk olarak matematik¢i ve miithendis Heron’un kars1 karsiya geldigi
iddia edilir. Sonrasinda ise, negatif bir saymin karekokiinii kullanan ilk kisinin italyan
matematik¢i Cardano oldugu sanilir. Cardano’dan sonra kartezyen koordinat sisteminin
kasifi Descartes, bu sayilar1 “imaginery” yani “sanal” olarak nitelendirir. Daha sonra ¢ok
sayida matematikei, Leonhard Euler, Abraham de Moivre, Cari Friedrich Gauss, William
Rowan Hamilton, Augustin Louis Cauchy, Bernhard Riemann, Kari Weierstrass da bu
sayilarla ilgilenir [3]. De Moivre ve Newton, trigonometriyi karmasik sayilarla

€69
l

birlestirirler. Bu sayilara gosterimini ise Euler kazandirir ve bu sayilar1 i = v—1

esitligini saglayan sanal bir birim olarak tanimlar.



Gauss, bu sayilar i¢in “kompleks sayilar” ifadesini kullanan ilk kisidir. Kompleks
sayilar ne sanal ne de reel bir sayidir. Kompleks sayilar bu ikisinin karigimidir. Sonrasinda
Gauss, kompleks sayilari bir diizlem tlizerindeki noktalar seklinde diisiiniir ve matematigin
‘kompleks analiz’ denilen dalinin temellerini atar. Gauss, x-eksenini reel eksen, y-
eksenini hayali (sanal) eksen olarak ifade ederek, karmasik sayilar1 tanimlar ve karmasik
sayilar1 a + bi biciminde gosterir. Aslinda buna benzer ¢aligmalar1 6ncesinde Norvegli

matematik¢i Casper Wessel de yapmustir.

Norvegli Caspar Wessel sanal sayilari geometrik olarak cizen ilk kigidir. Wessel’in
calismasi yillar boyunca fark edilmeden bekler ve bu bulusun onuru Jean-Robert
Argand’a (1768-1822) wverilir. Bu yiizdendir ki kompleks sayilarin geometrik
diyagramlarina bugiin Wessel diyagramlari degil Argand diyagramlari denilir [4].

Im

A
h = -

a+bi

» Re

0 a
Sekil 1.1. Argand diyagramlar

William Rowan Hamilton 1830 yilindan itibaren kompleks sayilar tizerinde calisir
ve 1833 yilinda iki reel sayidan olusan kompleks sayilarin bir cebir olusturdugu sonucuna

varir. Bu sonugtan yola ¢ikarak calismalarini iki kompleks ve bir reel bilesenden olusan

q=a+éb+éc (1.1)
ticlii say1 sistemi lizerinde yogunlastirir. Elemanlarini vektor olarak adlandirdigi bu sistem
izerinde toplama ve ¢arpma islemlerini tanimlayabildigi halde bélme islemi i¢in bir metot
gelistiremez. 1843 yilinda bu sayr sisteminin ¢arpma isleminde degisme 6zelliginin

gerceklesmedigini anlar ve carpma isleminin bu 6zelliginden vazgegerek
62 =2 =¢2=¢6,6;=-1 (1.2)
Ozelligine sahip ii¢ sanal birimi tanimlar [5].

Kuaterniyon cebiri, birlesme 6zelligi olan fakat degisme 6zelligi olmayan (é,, é;,

é,, é3) dort birimden olusur ve bunlardan biri reel, diger {ligii sanaldir [6]:


https://en.wikipedia.org/wiki/Caspar_Wessel

éf=-1 (i=1,23) (1.3)

é2 =1 (&, = birim eleman) (1.4)

Kuaterniyonlar (1.3), (1.4) ve (1.5) esitliklerini saglarlar ve bir g kuaterniyonu;

q = qoéo + q161 + 428, + q3¢3 (1.6)
dir. Burada; qq, q1, q2, q3 reel sayilar, €y, 4, é,, €5 ise;

ép =1 (1.7)
62 =2 =¢2=¢6,6;=—1 (1.8)
€16, = —6,6; = é3 (1.9)
6,63 = —€36, = &, (1.10)
€361 = —€,63 =€, (1.11)

kurallarina uyan birbirine dik sanal birimlerdir. Boylece Hamilton, kuaterniyon ismini
verdigi 4-boyutlu kompleks sayiy1 kesfeder. Kuaterniyonlar da ayni reel ve kompleks

sayilar gibi bir sayi sistemidir.

Yukaridaki kuaterniyon tanimindan da goriildiigii tizere iki kuaterniyonun ¢arpimi
komiitatif (degisimli) degildir. Yani carpim sirasim1 degistirdigimizde sonug da degisir.
Ancak iki kuaterniyon ¢arpimi asosiyetiftir (birlesimli). Yani herhangi {i¢ kuaterniyonu
carparken hangi ikisini 6nce g¢arptigimiz sonucu degistirmez. Reel sayilar bir bilesen,

kompleks sayilar iki bilesen icerirken kuaterniyonlar ise dort bilesene sahiptir.

Kuaterniyonlarin kesfi ile modern cebirdeki en 6nemli gelismelerden biri yasanir.
Kuaterniyonun fizikteki kullanim buldugu konulardan birisi de Einstein’in 6zel ve genel
relativite teorileridir [7]. Doneminde Hamilton’un c¢aligmalar1 ilgi gormese de tarih

Hamilton’u hakl ¢ikarir [4].

1844 yilinda Hermann Grassmann dis (exterior) geometrik cebir fikrini ortaya atar.
Grassmann’in cebiri kuaterniyon cebirine olduk¢a benzerdir. Grassman é; hiper sayilarini

yonlii birim olarak tanimlar ve herhangi bir vektort,



aiéi (112)

esitligi ile gosteririr. Burada a; skalar bir sayidir. Grassman bu hiper sayilar i¢in iki

carpma islemi tanimlar. Bunlar; i¢ ¢carpim;

6 = —¢jé; = §;j (1.13)
ve dis ¢carpim;

éiné; = —éjné; (1.14)
dir [2]

Ic carpim esitliginde yer alan 8;;j ifadesi Kronecker delta fonksiyonudur. Bu
Kronecker delta fonksiyonu ise,
(1 i=j
bij _{O - (1.15)

dir.
1878 yilinda William Kingdon Clifford, Grassmann’in tanittigt dig carpim ve

William Rowan Hamilton’un kuaterniyonlarini arastirir. William Kingdon Clifford bu iki

cebiri birlestirerek geometrik carpim islemine ulasir. Geometrik ¢arpim d ve b iki vektor

olmak iizere,

db=a-b+adnb (1.16)

dir. Bu esitlikte 4 - b i¢ carpim, anb ise dis carpim olarak adlandirilir. Bu esitlikler ise

d-b=-(ab +ba) (1.17)
ve
dab = - (db — ba) (1.18)
dir.

Kompleks sayilarin, Hamilton’un kuaterniyonlarina genisletilmesi fikri her ne kadar
matematikgiler tarafindan fazlasiyla tartisilmis olsa da Grasmann’in, i¢ ¢arpim ve dis
carpim islemlerinin Ozelliklerini gelistirmesiyle birlikte bu iki islem birlestirilerek
William Kingdon Clifford tarafindan geometrik ¢arpim islemine ulasilir.

Bu birlestirme daha sonra, W.K.Clifford tarafindan bir cebirsel yap1 olarak ortaya

konulur. Giiniimiizde de bu cebir Clifford Cebiri olarak adlandirilir.



20. ylizyilin baslarinda ise J.W. Gibbs, caligsmalarinda vektorlerde nokta ¢arpimi ve
bugiin bildigimiz vektdrel ¢arpimi tanimlar. Vektor hesabinin temeli kuaterniyon cebirine
dayanir. Gibbs’in vektor hesabi elektromanyetizma esitliklerin ¢oziimiine uygun oldugu
icin oldukca Onemlidir. Ancak degisimli olmadigindan ve ¢ok boyutlu sistemlere
genisletilmesi miimkiin olmadigindan bazi problemlerin ¢éziimiinde basarili olamaz [2].

Benjamin Franklin, tarihte ilk defa elektrik i¢in art1 ve eksi yiik terimlerini kullanan
kisidir. Elektrik yiikiinlin korundugunu one siirer ve bunu Leiden kaplar1 kullanarak
deneylerle ispatlar. 1780’li yillarda Fransiz fizik¢i Charles Coulomb hem elektrik
kutuplarin hem manyetik kutuplarin fiziksel 6zelliklerini inceler ve Coulomb Yasasi’n1
kaleme alir. Oersted ise yillarca miknatislarla elektrik akimi tastyan teller tizerine c¢alisir.
Elektrik akimi tastyan tellerin etraflarina 1s1 yaymasi gibi manyetik alan da yaydiklarim
diisiiniir ve yaptigr gozlemler sonucunda olusan manyetik etkinin seklinin dairesel
oldugunu goriir. Elektrik ile manyetizma arasinda bir iliski olmasini géren Ampere’i
kendi adiyla anilan, Ampere Yasasi olarak bilinen, akim tastyan iki telin birbirlerine tipk1
miknatislar gibi ¢ekme-itme kuvveti uyguladigini kesfeder. Ampere ile birlikte modern
elektrik biliminin temelleri atilmis olur [8].

Michael Faraday, elektromanyetik kuramin olusumunda biiylik bir rol iistlenir.
Elektrik alanin manyetik alan olusturdugu gergegi bilinirken ayn sekilde manyetizmanin
da elektrik alan olusturup olusturamadig1 sorusunun cevabr 1831 yilinda deneysel olarak
Faraday tarafindan bulunur. Yaptigi deneylerle elektrik ve manyetizma arasindaki
baglantiya dikkat c¢ekmeyi bagarir. Hareket ve elektromanyetizmanin birbirine
dontisebilecegini gosterir. Faraday ayrica manyetik alanin 15181 dogrudan etkiledigini
kesfeden ilk kisi olur [8]. Ancak elektromanyetizma hakkinda elde ettigi verileri
matematikle yorumlamay1 basaramaz. Deney sonuglarint matematiksel olarak ifade eden
kisi Maxwell’dir. Birbirinden bagimsiz oldugu diisliniilen elektrik ve manyetizmanin
aralarinda ¢ok derin bir bag oldugu anlasilir ve bu iliskiye de elektromanyetizma denilir.

Sonug olarak, fizik biliminde 6l¢iilebilen her seyin reel olma zorunlulugu vardir.
Kompleks sayilarin mekanik ve elektriksel uygulamalarda, 6zelikle devre analizlerinde
kullanildig1 bilinir. Ancak ne yazik ki bu say1 sistemi uygulamalara sadece iki-boyut
getirir. Ug-boyutlu uygulamalarda ise vektorler kullanilir ancak vektdrlerin de bazi
uygulamalarda yetersiz kaldig1 goriiliir. Kuaterniyonlar, vektorleri ifade etmede kullanilir
ve bu say1 sistemi vektorleri kapsadig1 gibi, vektorlere ilaveten reel bilesen de ortaya

koyar. Boylece uygulamalara dordiincii bir boyut katar. Ayrica kuaterniyonlar boliim



cebirine de sahiptir [6]. Kuaterniyonlarin fizikte kullanim buldugu konulardan birisi ve
belki de en 6nemlisi Einstein’in 6zel ve genel relativite teorileridir. Kuaterniyon cebirinin
kesfedildigi yillarda Ingiliz matematikgiler A. Carley, K. Clifford ve J. J. Slyvester ve
elektromanyetik teoriyi yeniden inga eden J.C. Maxwell ile P.G. Tait gibi 6nemli fizikgiler
de bu konuya katkida bulunurlar [7]. Genel olarak, Clifford Cebiri ve 6zel olarak
geometrik cebir, fizik biliminde giderek artan bir 6neme sahiptir.

Bu tezde, elektromanyetizmanin esitliklerine ve Maxwell Denklemlerine Clifford
Cebiri uygulanarak islem kolaylig1 saglanmas1 amaglanmistir. Tezin ikinci boliimiinde
Clifford Cebiri ve cebirde kullanilan ifadeler detayli bir sekilde ele alinacaktir. Tezin
devamindaki boliimlerde ise elektromanyetizmanin esitlikleri Clifford Cebiri ile ifade
edilecektir. Elektromanyetizmanin esitliklerini Clifford Cebiri ile ifade etmeden once
liclincli boliimde elektromanyetizmanin esitliklerinin tanimi yapilacaktir. Dordiincii
boliimde, bu esitliklerin Clifford Cebiri ile ifadesine yer verilecektir. Besinci boliimde,
Maxwell Denklemleri agiklanacak ve bu denklemlerin Clifford Cebiri ile ifadesi ele
almacaktir. Altinct ve son bolimde ise, Lenz yasasi tanimlanacak ve Lenz yasasi

geometrik cebir ile ifade edilecektir.



2. CLIFFORD CEBIRI

Clifford’un geometrik cebiri, reel say1 sistemlerini genisleten bir cebir olup
matematiksel fizikte siklikla kullanilan fizik i¢in ideal bir dildir.

Geometrik cebir,

db=ad-b+adnb 2.1)
dir.

Burada d - b ifadesi i¢ carptmdir ve skalar bir ifadedir. dab ifadesi ise dis carptmdir. Dig
carpim ifadesi “ A “ wedge isareti ile gosterilir. D1 carpim, ne skalar ne de vektordiir.
Bivektor olarak adlandirilan yeni bir elemandir.

R™ ile gosterilen tiim uzaylar geometrik cebirin alt uzayini olusturacak temel
elemanlar serisini liretir. Bu, n-dereceli Clifford Uzayi olarak adlandirilir ve CI" seklinde
gosterilir.

n-dereceli bir Clifford Cebirin elemanlari ise,

no(F) =2 2.2)

dir.

Cizelge 2.1. C1™ 'nin birim bazlar

cr Temel Elemanlar Toplam
cr {1} 20=1
cr {1,¢,} 21 =2
Ccr {1,¢,,¢,,¢,5} 22 =14
cr {1,81,65,85,812,813,8;3,8123} 2°=8

Clifford Cebiri, igerdigi temel unsurlar sayesinde alan ve hacim elemanlari da igerir.
Daha sonra detayli bir sekilde aciklanacak olan bivektorler alan ifade ederken, trivektorler
hacim ifade ederler.

Clifford Cebirinin é,, é,, é; olmak iizere ii¢ ortagonal birim baz vektorii vardir. Bu
birim baz vektorleri birbirlerine dik oldugundan,

A 2

2
e =

SV =68"=1 (2.3)

>

yazilabilir. Bu esitlik, cebirin temel unsurlar1 olan é,,, é;3,8,3 bivektorleri ve é;,3

trivektorii olusturarak Descartes’in koordinat sistemini genisletir. Clifford Cebiri degisme



ozelligine sahip olmadigindan dolay1 bivektorler,

éléz = _ézél (24)
é1é3 = _é3é1 (25)
é2é3 = _égéz (26)

dir. Birim baz bivektorlerin gosterimi dongiiseldir. Bu tezde, bivektorler {é;5, €13, €23}
gosterimi ile ifade edilecektir.

Clifford Cebirinin degisme Ozelligine sahip olmamasimin sonuglar1 vardir. Bir

sonuclardan biri, bivektorlerin karesi -1’e esittir. Bu ise,

(é1é2)2 = 8,6,616, = —€,6,6,6, = —¢,8; = —1 (2.7)
(6183)% = 61858183 = —85818,63 = —&36; = —1 (2.3)
(é2é3)2 = 6,838,863 = —€,83636; = —6,6, = —1 (2.9)
dir.

Diger bir sonug ise, trivektorlerin karesinin de -1’¢e esit oldugudur. Bu esitlik ise,

(é1é2é3)2 = é1é2é3é1é2é3 = _elezelé3é2é3 s é1é2é1é3é3é2 = élézéléz = _1 (210)

dir.

&

[N

B

e,
€60, \
€

)
€6
€
> €&
€

Sekil 2.1. Bivektor ve trivektor gosterimleri

Geometrik cebir; lineer cebir, vektor cebiri, kuaterniyonlar, karmasik sayilar gibi
matematiksel dilleri birlestirerek kullanma imkan1 sunar. Geometrik cebirin
miihendislikte, fizikte bircok uygulamalart bulunur. Giliniimiizde ise 6zellikle robotikler,

kuantum mekanigi, ve goriintii isleme gibi alanlarda siklikla kullanilir.



2.1. Lineer Uzay ve Vektor Uzayl

Lineer (dogrusal) uzay ile vektor uzayr ayni kavramlar olarak bilinse de aslinda
farkliliklar1 vardir. Lineer uzayda bir vektoriin, bir skalar ile ¢arpimi ya da toplami
miimkiin degildir. Bu ise lineer uzay kavraminin, bir vektoriin geometrik kavramlarinin
tanimlanmasi ve cebirsel temsili i¢in yeterli olmadigini ortaya koyar. Oysaki vektor

uzayinda bir vektoriin skalar ile ¢garpimini veya toplamini agiklamak miimkiindiir [2].

/
f/ O

Sekil 2.2. Vektor gosterimi

Bir vektor, vektor uzaymin bir 6gesidir. Yani, bir vektdr uzayi, elemanlari
"vektorler" olarak adlandirilan bir kiimedir. Ayrica bir vektor uzayi, toplama isleminin ve
bir skalar ile garpma isleminin tanimlandig1 kiimedir. iki veya ii¢ boyutta ydnlendirilmis
vektorler, paralelkenar yasasi ile u¢ uca eklenebilir, sayilarla carpilabilir, uzunluklar
degistirilebilir ve yonii ters ¢evrilebilir (negatif sayilarla ¢carpma).

Vektorel nicelikler, bir A vektori ele alindiginda, koyu gdsterimle (bold) “A” veya
iizerinde ok ile ” 4 « gosterilir. Bu tezde vektorel nicelikler tizerinde ok ile gosterilecektir.

Ug boyutlu bir vektdr kartezyen diizlemde,
A=A0+ Aj+Ak (2.11)

esitligi ile gosterilir. Bu esitlikte A,; A vektoriiniin x-ekseni tizerindeki izdigimi, A, ; A
vektoriiniin  y-ekseni iizerindeki izdisimi, A,; A vektoriiniin z-ekseni iizerindeki
izdiisiimii ve 1, , k ise birim baz vektorlerdir. Birim vektoriin varliginin tek bir sebebi

vardir; yon gdstermek. Birim baz vektorlerinin matematikte uzunlugu 1 (bir) birimdir ve

bu vektorler uzayda bir norma sahiptir.



«

X

Sekil 2.3. Kartezyen diizlemde birim baz vektorleri

Birim baz vektorler (X, 9, 2), (%1, X5, X3), (&, éy,8,), (é4,8,,&3) gosterimleri ile de
ifade edilebilir. Bu tezde birim baz vektorler (€4, é,, é3) seklinde ifade edilmistir.

Birim baz vektorlerin matris gosterimleri ise,

1

&, =0 2.12)
0
0

&, =1 (2.13)
0
0

&s=(0 (2.14)
1

dir. Bir vektor, ayn1 zamanda bir matris ile temsil edilebilir.

2.2. Skalar Carpim

Skalar carpim, iki vektoriin ¢carpimi ic¢in kullanilan 6zel bir carpma islemidir. Bu

carpim islemine i¢ (inner) ¢arpim ya da nokta (dot) ¢arpim da denilebilir. Carpimin
sonucu skalar bir biiyiikliiktiir. d@ ve b iki vektor olmak izere, skalar ¢arpim,

d-b = |d||b|cos6 (2.15)

dir. Bu esitlikteki 6 ise, iki vektor arasindaki agidir.

n-boyutlu vektorler i¢in skalar carpim,
G-b=Y",d.b, (2.16)

dir.

Iki vektor birbirine dik ise, 8 = '/, olacagindan a - b = 0 olur.
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iki vektériin yonleri ayni ise, 8 = 0 olacagindan @ - b = |d| |B| olur.
Iki vektor zit yonlii ise, 8 = m olacagindan d - b= —|al |B | olur.

Skalar ¢arpimin ozellikleri ise, d,b.¢ vektor ve A skalar olmak lizere;

- d-b=b-d (2.17)
- d-d=a%(Va?) =|dl (2.18)
- @b+ =d-b+a-¢ (2.19)
- M@ b)=Q@d)-b=a-(2b) (2.20)
- lal =1ise, a-a = 1dir. (2.21)
- dLlbise,d-b=0dr (2.22)

dir.

2.3. Vektorel Carpim
Vektorel carpim, iki vektoriin ¢carpimi i¢in kullanilan bir diger ¢arpma islemidir.
Carpimin sonucu yine bir vektordiir. Vektorel ¢arpim, carpilan iki vektoriin meydana

getirdikleri paralelkenarin alana dik olan vektor olarak tanimlanabilir. Vektorel carpim

”X” 1le gosterilir. A ve B iki vektdr olmak iizere vektorel carpim,

é; 6 &
A X B == A1 AZ A3 == (Al’él + Az’éz + A3§3) X (31§1 + Bzaz + 3363) =

B, B, Bs
é,(A;B3 — A3B;) + €;,(A,B; — A3By) + é3(A,B, — A;B7) (2.23)
dir.

Vektorel carpimin biiyiikliigii ise,
AX B = ABsin6 (2.24)

dir. Bu esitlikteki 6 ise, iki vektor arasindaki agidir. ¢ vektord, A ve B vektorlerine dik

olup yonii sag el kurali ile bulunur.

11



Sekil 2.4. Vektorel ¢carpimin yonii

Vektorel carpimda birim baz vektorlerinin ¢arpima,

€1 X &, =83, €,Xé =—é; (2.25)
€y X €3 =86, €3Xé,=—¢ (2.26)
3 X é; =8&,, €5 Xé;=—6 (2.27)
dir.

Vektorel carpimin 6zellikleri ise, /T, B ve C vektorler ve A skalar olmak lizere,

- AxB=-BxA4 Vektorel carpimda ¢arpma siras1 6nemlidir. (2.28)
. AxB=0 ise, Aile B paraleldir. (2.29)
- MAxB) = (14) x B = A x (1B) (2.30)
- Ax(B+C)=AxB+A4AxC(C (2.31)

dir.

2.4. 2-Boyutlu Uzayda Clifford Cebiri

2-boyutlu uzayin Clifford Cebirine CF* denir. 2-boyutlu uzayin Clifford Cebiri;
alanlar1 tanimlar. 2- boyutlu uzayin birim baz vektorleri é;ve é,’dir. Bu iki baz

vektoriiniin Clifford ¢arpima,

€16, = €1 -6, + é,1é, (2.32)
dir.

é,ve é, birim baz vektorleri birbirine dik oldugundan skalar ¢carpimlari,

é1:-6,=0 (2.33)
dir. Esitlik (2.33)ten yola ¢ikarak &, é, isleminin sonucunda,

€16, = w + 6,46, (2.34)

0

12



€16, = é,16, (2.35)
esitligi elde edilir. Elde edilen é;Aé, esitligi bir bivektordiir. Bir bivektor;

éé =¢é; (I+])) (2.36)
esitligi ile gosterilebilir. Bu esitlik,

€16, = é,06, = &4, (2.37)
esitligi olarak da gosterilebilir.

Bivektor; 2-boyutlu uzaym yiiksek dereceli bir elemamidir. Yiiksek dereceli
elemanlar her zaman sankiskalar olarak adlandirilirlar ve bu sankiskalar “I” olarak

gosterilir.
2-boyutlu uzayda Clifford Cebiri’nin,
1 :skalar
é,,6, :vektorler
é,0é, :bivektor

olmak {iizere dort elemanm vardir. Sonug olarak, 2 boyutlu Clifford Cebiri’'nde 1 tane

skalar, 2 tane vektor ve 1 tane de bivektor vardir.

Cizelge 2.2. CP Clifford cebrinin ¢arpim tablosu

€1 €2 €12
é, 1 éi2 é,
é, —é15 1 —é,
e —é, é, 1

2.5. 3-Boyutlu Uzayda Clifford Cebiri
3-boyutlu uzaymn Clifford Cebirine CF denir. 3-boyutlu uzayin Clifford Cebiri;

hacimleri, diizlemleri ve vektorleri tamimlar. 2-boyuttaki baz vektorlerine tigiincii bir baz

vektorii eklenir. 3-boyutlu uzayin baz vektorleri é;, é, ve é;’tiir. Bu ii¢ birim baz vektorler

13



birbirine dik vektorlerdir. Bu birim baz vektorler birbirlerine dik oldugundan kendi
aralarinda yer degistirebilirler. Yani degisme 6zelligine sahiplerdir. Birbirine dik olan bu

birim baz vektorlerden ii¢ tane bivektor elde edilir. Bu bivektorler;

éléz = élAéz = élZ (238)
é1é3 = élAé3 = é13 (239)
é2é3 = ézAé3 = é23 (240)

élAézAé3 = é1é2é3 - é123 (241)

Trivektor, hacim elemanim1 temsil eder ve bu boyuttaki en biiylik dereceli
elemandir. En biiyiik dereceli elemanlar “I” diye adlandirildigindan bu boyuttaki

sankiskalar yani I, trivektordiir.
é1é2é3 = é123 = I (242)

3-boyutlu uzayda Clifford Cebiri’nin,

1 :skalar
é1,6,, 63 :vektorler
€17€,, 6103, 6,063 :bivektorler
é10é,0é, ‘trivektor

olmak iizere sekiz elemani vardir. Sonug olarak, 3 boyutlu Clifford Cebiri’nde 1 tane

skalar, 3 tane vektor, 3 tane bivektor ve 1 tane trivektor vardir.

Cizelge 2.3. CF Clifford cebrinin carpim tablosu

N A A

é, é, é,
é 1 iés —ié,
é, —ié, 1 ié;
é3 léz —lél 1
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2.6. Bivektor

—

Clifford Cebiri, @ ve b vektdr olmak iizere Esitlik (2.1)’de d@b = d-b + dab

seklinde tanimlanmistir. Bu ¢arpimda, d - b carpimina i¢ carpim, anb carpimina dis

(I

carpim denildigi ifade edilmistir. Di1s carpim, wedge operatorii ile ifade edilir ve “a
sembolii ile gosterilir. Dis ¢arpim ifadesi ne skalar ne de vektdr oldugundan bu ifadeye
bivektor denilir. Bivektdr, birbirine dik iki vektdrden meydana gelen geometrik ifadedir.
Bivektor iki vektoriin dis carpimi ile elde edilir ve bir diizlem (alan) belirtir. Yani,

bivektor elde etmek i¢in dis carpim kullanilir.

2-boyutlu uzaymn birim baz vektorleri é; ve é;’dir. Bu birim baz vektorlerinin

olusturdugu bivektor ise ;4é,’dir. Bu iki birim baz vektorleri geometrik olarak ¢arpilirsa,
€18, =&, -6, + é11é, (2.43)
esitligi elde edilir. Bu ¢arpimin sonucundan ise, é; - é; = 0 oldugundan
8,8, = &,4é, (2.44)
dir. Bu esitlik ayn1 zamanda
8,6, =606, = €&, (2.45)
dir. Yani bir bivektor é;, seklinde de gosterilir.

Birbirine dik &; ve &, vektorlerinin yerleri degistirildiginde,

€,8; =6, & +éné 2.46
26 27 €1 T €246

dir. Bu ¢arpimin sonucunda, é, - é; = 0 oldugundan

€, €, = 6,06, (2.47)
dir. Bu esitlik ayn1 zamanda
€, 81 = €081 = €y, (2.48)
dir.

Sonug olarak,

dir. Esitlik (2.49)’dan yola ¢ikarak, bivektor,

15
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€

€,

Sekil 2.5. Iki boyutlu uzayn bivektorleri

(2.50)

3-boyutlu uzayin birim baz vektorleri é;, é, ve é3’tiir. 3- boyutlu uzayda {i¢ tane

bivektor ifadesi vardir. Bunlar é;4é,, é;4€5 ve é,a€5 seklinde ifade edilir.

éiné; = —éjné; = 6;; esitliginden yola ¢gikarak, bivektorler,
élAéz = _ézAél = 612
élAé3 = _é3Aé1 = 613
ézAé3 = _égAéZ = 623
dir.
| A
| S
| S
I - ': ::eJAe //J
| . . ‘0 #
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e ! L
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Sekil 2.6. U¢ boyutlu uzayin bivektorleri
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2.7. Trivektor

Bir trivektor elde edilmesi i¢in, 3-boyutlu uzaym dis ¢arpiminin incelenmesi
gerekmektedir. Bir bivektoriin ii¢lincli bir birim baz vektdrliine uzanimi sonucu bir
trivektor elde edilir. Trivektorler, ayn1 zamanda hacim elemanlaridir. Yiiksek dereceli
elemanlar sankiskalar diye adlandirildigindan 3-boyutlu uzaym trivektorii bir

sankiskalardir. Ciinkii en yliksek dereceli eleman tirvektordiir.

3-boyutlu uzaymn birim baz vektorleri, é;, é, ve é;’tlir. Bu birim baz vektorlerinin

dis carpimlart,
€1Aé,0E4 (2.54)

dir. Bu esitlik bir tirvektordiir ve bu trivektor,

élAézAé3 == é123 =] (255)

Trivektor, ti¢ vektoriin dis carpimi ile ifade edilen ii¢ boyutlu bir eleman

—

oldugundan, d, b ve ¢ ii¢ vektdr olmak iizere bu ii¢ vektoriin dis carpimlari, @abaé ile

ifade edilir. dabad trivektdr gosterimi Sekil 2.7."de gdsterilmistir.

Sekil 2.7. GADAC trivektor gosterimi

2.8. n— Boyutlu Uzayda Vektoriin Derecesi

n- boyutlu uzaydaki bir vektdriin alt uzay boyutunu gosteren k kavrami
incelenecektir. k kavrami n- boyutlu bir uzaydaki vektoriin derecesini gosterir. Yani, 2-
boyutlu uzayda bir tane skalar, iki tane vektér ve bir tane de bivektor vardir ya da 3-
boyutlu uzayda, bir tane skalar, {i¢ tane vektor, ii¢c tane bivektor ve bir tane de trivektor
vardir. Buradaki amag n-dereceli bir uzayda kag¢ tane skalar, vektor, bivektor, trivektor

gibi baz elemanlar1 oldugunu bulmaktir.
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n -boyutlu uzayda kag k derecesi oldugu,

|
() =eoom (2.56)

esitligi ile bulunur. Bu esitlikte n boyutu, k ise bazin derecesini gosterir.

Ornegin, 4-boyutlu bir uzayda kag tane trivektdr baz oldugu bulunmak istenirse Esitlik

(2.56)’dan, n = 4 ve k = 3 oldugundan,

!
(g) - (4—43)!3! =4 (2.57)

bulunur.

Cizelge 2.4. 2-boyutlu uzayin dereceleri

k (derece) Baz Elemam Toplam
Skalar {1} 1
Vektor {é,,é,} 2

Bivektor {é1.} 1

Cizelge 2.5. 3-boyutlu uzayin dereceleri

k (derece) Baz Elemam Toplam
Skalar {1} 1
Vektor {6, 8;, 85} 3

Bivektor {€12, 613,623} 3
Trivektor {é123} 1

Vektor 1-boyutlu uzayin alt uzayi, bivektor 2-boyutlu uzayn alt uzayi, trivektor ise

3-boyutlu uzayin alt uzay iken sankiskalar da n-boyutlu uzayin alt uzayidir [9].
d, b ve & vektdr olmak iizere, n-boyutlu uzaym en kiiciik dereceli multivektdrlerin

gorsellestirilmesi Sekil 2.8’de gosterilmistir.
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skalar yekidr biveltdr triveltsr

11

Sekil 2.8. n-boyutlu uzayin en kiiciik dereceli multivektorlerin gérsellestirilmesi

Cizelge 2.6. n-boyutlu uzayin dereceleri

Baz Elemam k (derece) Derece Sayist

{1} Skalar (n) _4
0

{é1,e,,83,..} Vektor (n) L
1

{612; é13, é23, } BlVektOI' (‘n) _ n(n i 1)
2/ 2
{8123, ...} Trivektor (n) 3 nn-1)mn-2)

3/ 6

€123.n Sankiskalar (n) _7
n

2.9. Multivektor (Cokluvektor)

Vektor cebirinden farkli olarak Clifford Cebiri, ¢cok degiskenler olusturmak icin
skalarlar1 ve vektorleri birlestirir. Bu birlestirme, kompleks sayilari olusturmak i¢in gercel
ve sanal sayilar1 birlestirmeye benzer. Aslinda kompleks sayilar multivektorlerin bir alt
uzayidir. Clifford Cebiri’nde ise bu birlesme islemi multivektor adi verilen ifadeler ile
mimkiindiir. Bir multivektor, n -boyutlu uzayin k elemanlarinin kombinasyonundan
olusan bir vektordiir. Bu tezde multivektorler biiyiik harf ve bold “M” ile gosterilecektir.

Genel bir multivektor,
M=a+vV+iw+ib (2.58)

esitligi ile gosterilir. Burada, a ve b birer skalar, V ve W birer vektor, i(é,, &, é;) trivektor,

a + ib bir kompleks say1, a + iw bir kuaterniyon, a + V bir 4-vektor, iw bir sankivektor.

19



2-boyutlu uzayda bir multivektdriin ifade edilebilmesi i¢in 22 = 4 elemana ihtiyag

vardir. 2-boyutlu uzayda bir multivektor,
M= m1 + mZél + m3é2 + m4é12 (259)

dir. Bu esitlikte, m; reel bir say1 yani bir skalar sayidir. m,é; ve msé, ifadeleri birer

vektordiir. my é;, ifadesi ise bir bivektordiir.

3-boyutlu uzayda bir multivektdriin ifade edilebilmesi icin ise 23 = 8 elemana

ithtiyag vardir. 3-boyutlu uzayda bir multivektor ise,
M =m; + myé; + m3é, + myé; + mséy, + mgé 3 + m;€,3 + mgéyy3 (2.60)

dir. Bu esitlikte, m, reel bir say1 yani bir sakalar sayidir. m,é;, m;€é, ve m,é; ifadeleri
birer vektordiir. mgé;,, mgé,3 ve m,€,5 ifadeleri birer bivektordiir. mgé, 5 ifadesi ise bir

trivektordur.

n-boyutlu bir uzayda ise bir multivektoriin ifade edilebilmesi i¢in 2" tane elemana

ithtiyag¢ vardir.

Multivektorler, cebirsel islemler olduklart i¢in diger cebirler gibi cebirsel

ozelliklere sahiplerdir. Multivektorler,

A, B ve C multivektorler, A skalar olmak tizere;

(AB)C = A(BC) birlesme 6zelligi (2.61)
AA = AA skalarle ¢arpimin degisme o6zelligi (2.62)
A(B+C)=AB+AC toplama iglemi tizerine dagilma 6zelligi (2.63)

ozelliklerini saglarlar.

2-boyutlu Clifford uzayinda iki multivektor ele alinip bu multivektorlerin geometrik

carpimina bakilirsa,
A ve B multivektorler olmak tizere bu multivektorler,
A = al + azél + agéz + a4é12 (2.64)

B = bl + bzél + b3é2 + b4é12 (2.65)
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esitlikleri ile tanimlansin. Bu multivektorlerin geometrik carpimi,
dir. Multivektorlerde dagilma 6zelligi uygulanirsa,

esitligi elde edilir. Bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa,

a4b381,8; + asb,é;,8;, (2.68)
esitligine ulagilir.

Bu esitlik sadelestirilmek istenirse bu sadelestirme isleminin gergeklestirilebilmesi
i¢in birim baz vektorlerin geometrik ¢carpimlarinin ele alinmasi gerekir. 2-boyutlu uzayda
birim baz vektorleri é; ve é, idi. O halde birim baz vektdrlerin sirast ile geometrik

carpimlar1 yapilacak olursa,
Oncelikle &, &, geometrik carpimi incelenirse:
élél = él ) él + élAél (269)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte é;4é; carpiminin bir alan belirtmedigine daha 6nce

deginilmisti. Bu ylizden bu esitlik sifira esittir. Yani;
é,n0é; = 0’drr. (2.70)

Kendisi ile nokta ¢arpimi yapilan esitlik, yani é; - €; nokta carpimi birim baz vektorlerinin

biiyiikliigiiniin karesine esittir. Birim baz vektorlerinin biiyiikliigii de 1 oldugundan,

é; - é; = 1’dir. (2.71)
Sonug olarak,

é:6,=14+0=1 (2.72)

esitligine ulagilir. Bu sonugtan yola ¢ikarak gerekli islemler é,é, geometrik ¢arpimi igin
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de yapildiginda é,é, = 1 oldugu goriiliir.
é, 6, geometrik ¢arpimi incelenirse,
éléz = él ) éz + élAéz (273)

dir. Bu esitlikte é; ve é, birim baz vektorleri birbirine dik oldugundan, bu iki birim baz

vektorlerinin nokta ¢arpimlari sifirdir. Yani,

é, - é, = 0’drr. (2.74)
Sonug olarak,

€16, = é,16, (2.75)

esitligine ulasilir. é,é, = é;, esitliginden yararlanilarak,

€16, = €106, = é,, (2.76)

esitligine ulagilir. Bu sonugtan yola ¢ikarak gerekli islemler é,€; geometrik ¢arpimi igin

de yapildiginda é,é; = é,Aé; = é,; oldugu goriiliir.

Son Olarak, é1é129 é12é1’ é2é129 élZéZ ve élzélz geometrik (;arplmlarl incelenirse,

8,6,y = 6,8,6, = &, 2.77)
81,8, = 6,8,8, = —8,6,8, = &, (2.78)
8,61, = 6,8,6, = —8,8,6, = —&, (2.79)
8108y = 8,6,6, = & (2.80)
81081y = 8,6,6,8, = —8,6,6,8, = —1 2.81)

esitlikleri elde edilir.
Bulunan tiim bu sonuglar Esitlik (2.68)’de yerine konulursa,

AB = a1b1 + azbz + a3b3 - a4b4 + (a1b2 + a2b1 - a3b4 + a4b3)é1 +
(a1b3 + a3b1 + a2b4 - a4b2)é2 + (a1b4 + a4b1 + a2b3 - a3b2)é12 (282)

esitligi elde edilir.
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Yapilan bu islemler sonucunda bivektor, trivektor ve sankiskalarlar i¢in de gecerli

olan ve islemleri kolaylastiran sonuglar sunlardir:

- Birbirlerine dik birim baz vektorlerin nokta ¢arpimlart sifir oldugundan geometrik

carpimlar1 dis ¢arpimlarina esit olur.
é1é2é3é4 == élAézAé3Aé4 == é1234 (283)

- Birim baz vektorlerin siras1 ile yerleri degistirilebilir. Bu 6zellik islemlerde

kolaylik saglamaktadir. Fakat bu degistirme islemi yapilirken her islem " — " ile
carpilir.
616,636, = —€,636,61 = 636,616, = —6,6,6,6; = 6,6,636, (2.84)
- Birim baz vektorlerin kendileriyle geometrik ¢arpimlar: 1°dir.
é:16,=1 (2.85)

2.9.1. Bir multivektoriin derecesi

Bir multivektoriin s dereceli kismi1 (M) gosterilir. Bu ifade bir multivektorde kag
tane s dereceli eleman oldugunu sdyler. Ornegin; M multivektdrii C1°°de bir multivektor

olsun ve bu multivektor,
M =my + myé; + mgé, + myéz + mséy, + mglq3 + Mmyéy3 + Mmgéyy3 (2.86)
esitligi ilegdsterilsin. Burada;
(M), = m; multivektoriin skalar kismini,
(M); = m,é,; + myé, + m,é; multivektoriin vektdr kismini,
(M), = mgé,, + mgé;3 + m,€,3 multivektoriin bivektor kismini,
(M); = mgé,,5 multivektoriin trivektér kismini
gosterir.
Genel ifadesi ise,
Ys=0{M)s = (M)o + (M); + (M), +(M)3 + - + (M), (2.87)

dir.
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A ve B iki multivektor olsun. Bu multivektorlerin,

s>t 0

i¢ carpimlari (A)sI(B) = (AB), , u = {s <t t-s

(2.88)

dis carpimlart (A)sa(B); = (AB),¢ (2.89)
dir.

2.9.2. Bir multivektoriin tersi

Bir multivektdriin tersi M™1 ile gosterilir. Bir multivektdriin tersi ile kendisinin

carpimi 1°dir. Bu ¢arpma iglemini soldan ve sagdan yapmak sonucu degistirmez. Yani;

MM = MM~ 'R = 1°dir. (2.90)

Bir multivektorii baska bir multivektore bolme islemi, tersi ile ¢arpilarak yapilir.

Yani; A ve B iki multivektor olsun bu iki multivektori birbirine bolmek demek,

A_p-ilg (2.91)
ya da
% = AB~R (2.92)

esitlikleri ile ifade etmek demektir. Geometrik ¢arpim islemi degisim 6zelligine sahip
olmadigindan iki multivektoriin boliimii sagdan ve soldan tersi ile carpimu farkli sonuglar
verir. Islemin sagdan veya soldan yapilmasi sonucu degistirir.

Bir multivektorin tersinin cebirsel 6zellikleri ise,

- (AB)"'=B"'A? (2.93)
- (A+B)l=A1+B"! (2.94)
dir.

2.9.3. Bir multivektoriin duali

Bir multivektoriin duali yani eslenigi M* ile gosterilir. Bir multivektoriin duali ise,
M* = MI! (2.95)

esitligi ile bulunur. Bu esitlikte, ™! sankiskalarin tersidir.
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2-boyutlu Clifford Cebiri igin, I = é,é, = &,, dir. Bu sankiskalarin tersi ise, 71 =
6,61 = &, dir.

3-boyutlu Clifford Cebiri igin, | = é,6,é5 = é;,3 tiir. Bu sankiskalarin tersi ise, | =
636,61 = €3, dir.

Ormnegin; C1*°de é;, bivektdriiniin duali,

1y = eIt (2.96)
A K A A A A N—1

€12 = €15(618,83) (2.97)
é12* I é1é2é3é2é1 = _é1é2é2é3é1 = _é1é3é1 - é1é1é3 = é3 (298)

dir. Bu esitliklerden yola ¢ikarak, é;, bivektoriiniin duali olan é5 birim baz vektorii ayni
zamanda é;, bivektoriiniin normalidir. Bu esitlik tim bivektorler i¢in gegerlidir Bu

durumda biitiin bivektorlerin duali ayn1 zamanda normalleridir.

2.94. Bir multivektoriin izdiisiimii ve dik bileseni

Bir vektoriin, bir multivektore gére hem paralel hem de dik iki kismi vardir. d bir
vektor, A ise bir multivektor olmak iizere, d vektoriinin A multivektori ile ayni
dogrultulu olan kismi d;, ile gosterilir ve d vektoriiniin A multivektorii tizerindeki
izdiistimii olarak adlandirilir. @ vektoriiniin A multivektorii ile dik olan kismi ise d 5 ile
gosterilir ve A multivektoriinden @ vektoriine dogru gizilebilen dik vektdr olarak

adlandirilir. Boylece bir @ vektorti,
C_i = C_i"A + aJ_A (299)

esitligi ile ifade edilebilir. @ vektoriiniin A multivektorii tizerindeki paralel ve dik

bilesenleri ise,

dja = %A (2.100)
Gp =22 (2.101)
dir.

a vektoriiniin ve A multivektoriiniin geometrik garpimi yapilacak olursa,
dA =da-A+dnA (2.102)
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esitligi elde edilir.
A multivektorii lizerindeki bir d vektoriiniin bilesenlerine ayrilmasi incelenirse;
- a vektorii ile A multivektorii birbirine dik ise, i¢ ¢arpimlar sifirdir.
da-A=0dm. (2.103)

- d vektorl ile A multivektorii birbirine paralel (ayni1 yonlii) ise, dis ¢arpimlari

stfirdir.
djarA = 0°dir. (2.104)
d vektoriiniin dik kismi ile A multivektoriiniin geometrik ¢arpimi yapilirsa;
A aA=d,p A+ d a0A (2.105)
dir. Esitlik (2.103)’den d ;5 - A = 0’dur.
d,aA = d p0A (2.106)
esitligi elde edilir. Esitlik (2.104) kullanilarak,
A aA = d p0A + djpnA (2.107)
esitligi yazilabilir. Buradan,
djaA = (dia + dja)sA (2.108)
dir. Esitlik (2.99) kullanilarak,
a aA = daA (2.109)

esitligi yazilabilir. @ vektoriiniin A multivektori tizerindeki dik bileseni @ vektorii ile A

multivektoriiniin dig carpimina esittir.
Esitlik (2.109)’un her iki tarafi A~ ile ¢arpilirsa,
d aAA1 = (anA)A™? (2.110)
esitligi elde edilir. Esitlik (2.90) kullanilarak,
d = (anA)A™? (2.111)
esitligi elde edilir.
a vektoriiniin paralel kismi ile A multivektoriiniin geometrik ¢arpimi yapilirsa;

C_i"AA = &HA A+ d||AAA (2112)
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dir. Esitlik (2.104)’den djsaA = 0’dur.

AaA = djp - A (2.113)
esitligi elde edilir. Esitlik (2.103) kullanilarak,

AaA =d, A A+dp-A (2.114)
esitligi yazilabilir. Buradan,

diaA = (dia +dia) - A (2.115)
dir. Esitlik (2.99) kullanilarak,

daA=d-A (2.116)

esitligi yazilabilir. @ vektoriiniin A multivektorii tizerindeki paralel bileseni @ vektorii ile

A multivektoriiniin i¢ garpimina esittir.

Esitlik (2.116)’nin her iki tarafi A~ ile carpilirsa,
daAA™l = (a-A)A™? (2.117)
esitligi elde edilir. Esitlik (2.90) kullanilarak,
dja = (d-A)A™! (2.118)
esitligi elde edilir.

Esitlik (2.111) ve Esitlik (2.118) kullanilarak d = da + d 4 esitligi dogrulanabilir.
d=dp+d =@ AA T+ (@rA)A? (2.119)

dir. Esitlik diizenlenirse,

d=(d-A+drA)A™? (2.120)
d=(d AA™Y) (2.121)
i=4d (2.122)

bulunur [2].
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Sekil 2.9. d vektériiniin A multivektorii iizerindeki bilesenleri

2.10. Sankiskalar
2-boyutlu uzayda sankiskalar I = é;é,’dir. Sankiskalarin birim baz vektorleri é;, é,

ve kendisi ile islemler yapilirsa,

[é) =éé,6, = —é,6,é, =—e,6,6, = —¢1 (2.123)
1é, =866, = é,6,6, = —é,6,6, = —¢,1 (2.124)
II = 12 = élézéléz = _élélézéz = _1 (2125)

esitliklerine ulagilir.

A A

3-boyutlu uzayda sankiskalar [ = é,é,é;’dir. Sankiskalarin birim baz vektorleri

é1, €5, €3 ve kendisi ile iglemleri yapilirsa,

16, = 8,6,856, = —8,6,6,85 = 8,6,6,85 = 6,8,6,85 = 6,1 (2.126)
16, = 8,6,858, = —6,8,6,8, = —8,6,8,8, = 6,8,6,85 = 6,1 (2.127)
16, = 8,6,858, = 8,606,685 = —8,8,8,6, = 856,8,85 = &41 (2.128)
1 = 12 = 8,6,858,8,6; = —8,6,8,648,65 = 6,8,6,856,85 = —6,8,6,6,6485 = —1
(2.129)

esitliklerine ulagilir.

2.11. Sankivektor

2-boyutlu uzayda sankiskalar [ = &, é,’dir. Sankiskalarin birim baz vektorleri é;, é,

ile islemleri yapilirsa,
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Iél = élézél = _éléléz = _éz (2130)

éll = éléléz = éz (2131)
Iéz = élézéz = él (2132)
éZI = ézéléz = _ézézél = _él (2133)

esitliklerine ulasilir.
3-boyutlu uzayda sankiskalar [ = é;é,€é;’dir. Sankiskalarin birim baz vektorleri

é4, é,, é5 ile islemleri yapilirsa,

[é) = 818,838; = —€16,8,85 = é,8,8,8; = &,65 (2.134)
[8; = 618,838, = —6,6,8,63 = —€163 = €3¢, (2.135)
[é5 =8.6,636; =¢é.é, (2.136)

esitliklerine ulasilir. é;1, é,1, ve é;1 i¢in de ayni islemler yapildiginda,

Iél = éll =3 é2é3 (2137)
Iéz = ézl = _é1é3 = é3é1 (2138)
Ié3 = é3l = éléz (2139)
oldugu gortiliir.

2.12. Dis Carpim

Bir vektoriin, yon ve bir biiyiikliik veya uzunluk ile karakterize edilebildigi bilinir.
Ayn1  zamanda  vektorlerin  nasil  toplanacagi, ¢ikarilacagi  ve  yeniden
Ol¢eklendirilebilecegi de bilinir. Tiim bu islemlerin yaninda vektdrlerin ¢ogaltilabilmesi

de miimkiindiir. Bu ¢cogaltma islemi dis ¢arpim diye adlandirilan islem ile yapilir.

Geometrik carpim ifadesinde, anb carpim ifadesi dis ¢carpim olarak adlandirilir. “A”
ise, wedge diye adlandirilir ve dis carpim semboliidiir. Dig ¢carpim islemlerinin sonucu bir

bivektordiir ve bir paralelkenarin yonlendirilmis diizlem parcasini temsil eder.
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Sekil 2.10. dab ve bad dis carpimlarinin geometrik anlami

dab ve bad dis ¢arpimlariin biiyiikliikleri olusturduklar1 paralelkenarin alanina esittir.
dab ve bad bivektérleri ayni alana ve ayni biiyiikliige sahiplerdir fakat zit yonliilerdir.
a=a;é; +a,é, ve b= b,é, + b,é, iki vektoriin dis ¢arpimlarinin biytkligi,
|5AE| = |a1b2 - a2b1| (2140)
esitligine esittir.
Ayrica, dab bivektorii ile @ X b apraz arpimi arasinda,
dab =i(@xb) (2.141)
bagintis1 vardir. Burada,
i = é123 = é1é2é3’tﬁr. (2142)

Vektorel carpimlarin aksine wedge carpiminda birlesme 6zelligi vardir ve herhangi
bir boyuta kolaylikla genisletilebilir. Oysaki vektorel ¢arpim ii¢ boyut i¢in tanimlidir.
Ayrica dis carpim bir diizlem belirtirken, vektoérel carpimin sonucu ortogonal bir

vektordiir ve Sekil 2.11°de gosterilmistir.

axb

Sekil 2.11. G X b vektGrii

30



3, b, ¢ vektdrler ve A skalar olmak iizere, dig carpimin cebirsel dzellikleri;

- Gab = —bad’dir. bivektorlerin zit yonlii oldugunu ifade eder (2.143)

- dad = 0’dur. bir vektor kendisine paraleldir. (2.144)

Paralel olan iki vektoriin dis ¢arpimu sifira esittir. Bundan dolayi, dis ¢arpim paralellik

Olclitli olarak kullanilabilir.

- C_iA(E +¢) = dab + daé dis carptmin toplama islemi iizerinde dagilma 6zelligi
(2.145)

- (Ad)ab = A(dAI;) skalarle vektoriin dis ¢arpiminin birlesme 6zelligi (2.146)

- A(&AI;) = (&AI;)A skalarle vektoriin dis carpiminin degisme ozelligi (2.147)

- Eger bir bivektor A skalari ile ¢arpilirsa paralelkenarin alani |A| kadar biiyiir. A
negatif ise, degisiklik ters yone dogru olur. (2.148)

- dabal = aA(BAE) vektorle vektoriin dis ¢arpiminin birlesme 6zelligi (2.149)
- P 1757 > T 5o = i -

- an(bac) =5 (abac + bacd) = (dab)ac (2.150)

Bu esitlik, bir vektor ile bir bivektoriin wedge ¢carpiminin simetrik oldugunu soyler.
- éa(dab) =5 [é(@ab + @ab)é] = 2[(éad)b + b(éad) + a(b - €) — (b - €)d]
(2.151)

esitlikleri ile siralanabilir.

daba¢ carpiminin sonucu bir trivektdrdiir ve bu carpimin geometrik anlami Sekil

2.12’ de gosterilmistir.

v

Sekil 2.12. Gabag dis carpiminin geometrik anlami

Iki Boyutlu Uzayda Dis Carpim

Herhangi iki vektoriin ¢garpimi bir diizlem belirtir. Bir diizlem ise 2-boyutan olusur. é;, é,
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2-boyutlu diizlemin birim baz vektorleridir. Bu birim baz vektorler ile herhangi iki vektor,

C_i == alél + azéz (2152)
b = b,é, + bé, (2.153)

esitlikleri ile tanimlanirsa, bu vektorlerin dis carpimlari,
C_iAE = (alél + azéz)A(blél + bzéz) (2154)

dir. D1s carpimin dagilma 6zelliginden yararlanilarak,

C_l)AI_ﬂ) = (albz - azbl)éll\éz (2156)
dir.
- éné; =0 bir baz vektoriin kendisiyle dig ¢arpimu sifirdir. (2.157)
- éiné = ¢y farkli baz vektorlerin dis ¢arpimi birim baz iki vektore esittir
(2.158)
- éjné; = —¢;; baz vektorlerin degisme 6zelligi yoktur. (2.159)

ozelliklerinin ardindan @ab sonucu,

dab = (a.b, — a,b;)é,, (2.160)
dir.

CI? dis garpim igin birim bazlarin olasi kombinasyonlar1 Cizelge 2.7 de gdsterilmistir.

Cizelge 2.7. CP dis ¢arpim icin birim bazlarin olast kombinasyonlar

A 1 é; é, é12
1 1 é; é, é12
é; é; 1 é1, é,
é, é, —é5 1 —é,
é1, é1, —é, é -1

32



Ug boyutlu uzayda dis carpim

3-boyutlu uzayin birim baz vektorleri, é;,é,,é;’tlir. Bu birim baz vektorler

kullanilarak 3-boyutlu uzayin bivektorleri tanimlanirsa, bu bivektorler

é4, €5, €3 birim baz vektorleri ile herhangi iki vektor tanimlanirsa,
C_i = alél + azéz + a3é3
b = blél + bzéz + b3é3
dir.
Bu vektorlerin dis carpimlart ise,
dab = (a,81 + ayé; + azé3)a(b1é4 + b€, + b3é3)

dir. D1s ¢arpimin dagilma 6zelliginden yararlanilarak,

(2.161)

(2.162)

(2.163)

(2.164)

(2.165)

(2.166)

aab = a,é,Ab é; + a,é,Ab,8, + a18,Ab3é5 + a,8,Ab18; + a,é,Ab,€, + a,8,Ab3é5 +

(2.167)

aab = a;b;é,0é; + ayb 8,08, + a;b38,0é5 + ayb38,08, + a,b,E,08, + ab3é,085 +

asbi6308; + azb,E50é, + azb;é5n85
esitligi elde edilir.

Esitlik (2.161), (2.162) ve (2.163)’den yararlanarak, anb sonucu,
dab = (ayb; — azby)é15 + (arbs — azby)éi5 + (azbs — ashy)észs

dir.

(2.168)

(2.169)

CI*te dis carpim igin birim bazlarin olas1 kombinasyonlar1 Cizelge 2.8’de gosterilmistir.
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Cizelge 2.8. CI’ 'te dis carpim igin birim bazlarin olast kombinasyonlar

A 1 €1 €2 €3 €12 €13 €23 €123
1 1 €1 €2 €3 €12 €13 €23 €123
€1 €1 1 €12 €13 €2 €3 €123 €23
€; €2 —€12 1 €323 —€1 —€123 €3 —€13
€3 €3 —€13 —€23 1 €123 €1 €; €12
€12 €12 —€; €1 €123 -1 —€23 €13 —€3
€13 €13 —€3 —€123 €1 €23 -1 —€12 €z
€323 €23 €123 —€3 €2 —€13 €12 -1 —€
€123 €123 €23 —€13 €12 —€3 €z —€ -1

2.13. i¢ Carpim

Geometrik ¢arpim, i¢ ¢arpim olarak adlandirilan bir isleme sahiptir. Bu islem, d ve
b birer vektdr olmak lizere, a - b seklinde ifade edilir. Oklidyen uzayinda iki vektdriin i¢
carpimu skalar ¢arpim ile aynidir. Bu iki @ ve b vektérlerinin oklidyen uzayindaki skalar

garpimi,
d@-b = |d||b|cos 6 (2.170)
dir. Burada |d| ve |I; | vektérlerin uzunlugunu, @ agisi ise iki vektdr arasindaki agiyi

gosterir. Skalar carpimda oldugu gibi i¢ ¢arpim da dikligin bir dlgiitiidiir. Iki dik vektoriin

i¢ carpimi her zaman sifirdir.

Geometrik ¢arpimdaki i¢ carpim islemi sadece vektodrler icin kullanilmaz. iki
bivektor ya da bir vektor ile bir bivektoriin i¢ ¢arpimi da hesaplanabilir. Bundan dolayz,
skalar ¢arpim i¢ ¢arpimin 6zel bir halidir de denilebilir. i¢ ¢arpim derece diisiiren bir
islemdir. Mesela, bir vektdr ile bir bivektdriin i¢ ¢arpiminin sonucu bir vektordiir. ¢
carpim islemi, "1" sembolii ile gosterilir.

I¢ carpim ifadesinin cebirsel 6zellikleri,
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dveb vektor, A, B ve C multivektorler, y ve A ise skalar olmak tizere,

- ylA=ya skalar ve skalar i¢ ¢arpimi (2.171)
- oaly = vektor ve skalar i¢ carpimi (2.172)
- yla=ya skalar ve vektor i¢ ¢arpimi (2.173)
- dlb=a-b vektor ve vektor i¢ ¢arpimi (2.174)

Carpanlarin her ikisi de vektor ise bu iki vektoriin i¢ ¢garpiminin sonucu vektorlerin nokta
carpimina esittir.

- al (EAC) = (&JE)AC — ba(@J0) vektor ve multivektor i¢ carpimi (2.175)

- (AIB)IC = AIl(BIC) multivertorlerin i¢ ¢arpim dagilma 6zelligi
(2.176)

esitlikleri ile siralanabilir.

Sekil 2.13. Bir vektor ile bir bivektoriin i¢ ¢carpimi

Cizelge 2.9. 3 boyutlu Clifford Cebiri’'nde birim bazlarin i¢ ¢carpim igin kombinasyonlari

-] 1 él éZ é3 é12 é\13 é\23 é\123
1 1 0 0 0 0 0 0 0
e | e 1 0 0 0 0 0 0
& | & 0 1 0 0 0 0 0
& | & 0 0 1 0 0 0 0
6, | 6, 6 -6 0 -1 0 0 0
6is | &3 & o0 -6 0 -1 0 0
6y | &3 O 6 —& 0 0 -1 0
é123 é123 é\23 é\13 é\12 _é3 éZ _él _1
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2.14. Geometrik Carpim

Geometrik ¢arpim, i¢ ve dis ¢arpimin bir kombinasyonudur. Yani geometrik ¢carpim,
i¢c ve dis carpimin birlestirilmesiyle elde edilir. d ve b iki vektér olmak tizere, bu iki
vektoriin geometrik ¢arpimi 55,
@b =d-b+ dab 2.177)

esitligi ile ifade edilmisti. Bu d ve b vektorleri,

C_i = alél + azéz (2178)

b = b,é, + b2, (2.179)

esitlikleri ile tanimlansin. Bu iki vektorii kullanarak b ve bd geometrik carpimlari

incelenecek olursa,

db=4a-b+adnb (2.180)

b = [(a;8; + ayé;) - (b1é; + byé,)] + [(a;1é; + azé;)a(b,é; + byé,)] (2.181)

é-¢=0 (2.183)
ve
éiné; =0 (2.184)

ozelliklerinden yola ¢ikarak,

C_I)B == (albl + azbz) + (albz - azbl)élz (2186)
esitligine ulagilir. @b ifadesine dab = —bad ve d-b=Db-d yer degistirmesi
uygulanirsa,

bd =b-d— bad (2.187)
bd = [(D1é1 + b2€3) - (a181 + az8;)] + [(by81 + byé;)n(a 8 + azé;)] (2.188)

esitligi elde edilir. Bu esitlik sadelestirilecek olursa, esitlik (2.182), (2.183), (2.184) ve
(2.185) ozelliklerinden yola ¢ikarak,
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bd = (biay + bya,) + (bra; — byaq)éy, (2.189)

esitligine ulasilir. Bu esitlikten a - b=b-a ispat1 ¢ikarilir. Yani, nokta ¢arpimda iki
vektoriin yer degistirmesi sonucu degismez. Ayni zamanda, dab = —bad esitliginin de
dogrulugu ispatlanmis olur. Bu durumda,
bdi=b-d+bad=d-b— dab (2.190)
dir

@b ve ba geometrik ¢arpimlarmin birbirleri ile toplanip ¢ikarilmasi yapilacak

olursa; bu geometrik carpimlar,

db=4a-b+anb (2.191)
bda=ad-b— dnb (2.192)

esitlikleri ile tanimlansin.

Oncelikle toplama islemi yapilacak olursa,

@b +bd =d-b+dab+ (d-b— dab) (2.193)
@b +bd = 2(d - b) (2.194)
d-b==(ab+ ba) (2.195)

dir. Bu esitlige nokta ¢arpim ifadesi denir ve skalar bir ifadedir. Vektorler birbirine dik
ise,d-b = 0°dir. O halde,

G b= %(c‘il_?) + B&) esitligi db = —bd esitligine esit olur. (2.196)

Cikarma iglemi yapilacak olursa,

db—bd =d-b+dab — (d-b — dab) (2.197)
db — bd = 2(dab) (2.198)
dab = = (ab — ba) (2.199)

dir. Bu esitlige dis carpim ifadesi ya da wedge ¢arpim ifadesi denir. Bu ifade ise ne skalar

2

ne de vektordiir ¢linkii ifadenin karesi, (ElAb) = —1’e esittir.
Bu islemlerden sonra denilebilir ki, geometrik ¢carpim sadece vektorler i¢in degil
ayni zamanda geometrik sekiller i¢in de gecerlidir ve Clifford Cebiri, en temel cebirlerden

birisidir.
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2.15. 2-Boyutlu Uzayda Clifford Cebirinin Matris Gosterimleri

2-boyutlu uzayin birim baz vektorleri é;,8, ve eleman sayis1 2% = 4’tiir. Bu

elemanlar da:
1 :skalar
é,,6, :vektorler

~

é12 :bivektor

Bu elemanlarin matris gosterimleri;

1= ((1) ‘1)) (2.200)
6, = ((1) _01), 6, = ((1’ é) (2.201)
b1, =616, = (_01 é) (2.202)

esitlikleri ile gosterilir.

Cizelge 2.10. CP 'nin baz vektorlerinin matris gosterimi

cP R?

! (0 )

o e (6 )G o)
é1 (2 Y

CI?’de secilmis herhangi bir eleman a, + a,;é; + a,é, + azé;, olmak iizere bu

elemanin matris gosterimi,

apg+a; a;+ 12) (2.203)

ag + a1+ azé, + azép = (az —a, ag—ay

dir.
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2.16. 3-Boyutlu Uzayda Clifford Cebrinin Matris Gosterimleri

3-boyutlu uzaym birim baz vektorleri é;,&,, é; ve eleman sayis1 23 = 8°dir. Bu

elemanlar da:

1 :skalar
1,65, €3 :vektorler
€12, €13, 653 :bivektor
€123 ‘trivektor
dir.

Bu elemanlarin matris gosterimleri;

15((1) (1))

esitlikleri ile gosterilir.

Cizelge 2.11. CP’iin baz vektérlerinin matris gosterimi

cP R3
! 49
was (50 D0
wtats (4 D0 0G5
G

(2.204)

(2.205)

(2.206)

(2.207)

Pauli matrisleri ile CI’tin birim bazlar1 arasinda benzerlik s6z konusudur. Pauli

matrisleri;
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G, = ((1) (1)),02 - (? Bi),% - ((1) _01) (2.208)

dir. Her bir Pauli matrisinin kendisi ile ¢arpimi1 birim matrisi verir.

0,2 =02 =032 =1 (2.209)
Ayrica Pauli matrisleri arasinda,

0,0, = 103 = —0,0; (2.210)

0103 = i0, = —030; (2.211)

0,03 = 10, = —030, (2.212)

bagmtis1 vardir. Pauli matrisleri ile CI*iin birim bazlar1 arasindaki benzerlik Cizelge

2.12°de goriilmektedir.

Cizelge 2.12. Pauli cebri ile CP arasindaki benzerlik

| 1
01, 032,03 é1,€,,65
0102,0103,0203 €12,€13, €23

010203 €123
O halde,
é, =0 (2.213)
é, = o, (2.214)
é; = 03 (2.215)

izomorflugu s6z konusudur denilebilir.

40



3. ELEKTROMANYETIZMA

Elektromanyetizma elektrik yiiklerini ve elektrik yiikleri ile iligkili alan ve
kuvvetleri inceleyen bilim dalidir. Elektrik ve manyetizma uzun siire boyunca ayri
kuvvetler olarak diisiiniilse de 19.yy’da ayn1 kuvvetin farkli iki parcast oldugu kesfedilir.
Elektrik alan ve manyetik alan kavramlari1 arasinda bir baglilik s6z konusudur. Bu ikisi
esasen tek bir kuvvettir. Elektromanyetik teori, Franklin, Coulomb, Ampere, Faraday ve
diger bilim adamlar tarafindan gelistirilir. Fakat tlim parcalar1 bir araya getirip tutarli bir
teori olusturan kisi ise Maxwell’dir. Clark Maxwell’in bu kesfinden sonra ise elektrik ve

manyetizma tek bir isimde birlestirilir ve elektromanyetizma olarak adlandirilir.

3.1. Diferansiyel Vektor Operatorleri

Nabla/del operatérii
Nabla ya da del operatorii kismi tiirev operatoriidiir. Skalar ya da vektorel
fonksiyonlara uygulanabilen bir tiirev alma operatoriidiir ve "V ile gosterilen bir

vektordir.

~ O
=Y bin (3.1)
xq

S

= ad a
V=¢é,—+é,—+¢é

16x+ 2ay+ 2
dir.

Gardyent

v operatOriiniin skalar bir biiyiikliige uygulanmasiyla bu biiyiikliigiin uzaysal olarak
artip artmadigina bakmaya ve yoniinii belirlemeye yarar. Yon belirlendigi i¢in ise sonug

vektor olur. A bir skalar olmak {izere,

VA =gradA =, 2+ 6,2 + ¢, % (3.2)
x y z

dir.

Gradyent islemi; A ve f skalar, A ve B vektor olmak ilizere;
- V(24) = A(V- 4A) + A(V2) (3.3)
- V(A'B)=Ax(VxB)+Bx(VxA)+(A-V)B+ (B-V)A (3.4)
- VQA+B) =V1+Vp (3.5)
- V(AB) = AVB + BVA (3.6)

ozelliklerine sahiptir.
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(V . AT) diverjansin gradyent islemi laplace islemi ile karistirrlmamalidir. Laplace

islemi gradyentin diverjansidir ve sonuglar farklidir.

Diverjans

v operatoriiniin bir vektor ile noktasal ¢arpimudir. Iki vektdriin nokta ¢arpimi skalar

bir biiyiikliik oldugu i¢in diverjans isleminin sonucu da skalardir. A bir vektdr olmak

lizere,

= 2 . 2 A 0A . 0A  , 04
V- A=divA=é;,—+é,—+ ¢,
D ay

Q

ER

dir,

Diverjans islemi; A skalar, 4 ve B vektdr olmak iizere;
- V- (A+B)=V-4+V-B
- V-(24) = (VA)- A+ (V- 4)
- V- (VA) = V2A(laplace islemi)

- V-(AxB)=B-(Vx4A)-A-(VxB)

<

ozelliklerine sahiptir.

Rotasyonel

: (V X /T) = 0 (bir vektoriin kendisiyle vektorel ¢arpimi daima sifirdir.)
(3.12)

(3.7)

(3.8)

(3.9

(3.10)

(3.11)

v operatoriiniin bir vektor ile vektorel carpimidir. Sonug ise yine bir vektordiir. A

bir vektor olmak tizere,

— - - 0A
VXA=r0tA=é1<%——y)+é2(%—%)+é3<

94, 04y

dir.
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Rotasyonel islemi; A skalar, A ve B vektor olmak uzere;

— - —

- Vx(A+B)=VxA+VxB (3.14)

- Ux (1) =A(Vx A)—Ax (V1) = (V) x A+ A(V x 4)

(3.15)
- Ux(VxA)=V(V-A) - (V-V)A=V(V-4) - V?4 (3.16)
- Vx(AxB)=(B-V)A-(A-V)B+A4(V-B)-B(V-4) (3.17)
- Vx(VA)=0 (3.18)

Ozelliklerine sahiptir.

Laplace

Skalar bir niceligin gradyenti alinarak elde edilen vektoriin diverjansidir. Laplace

isleminin sonucu ise bir skalardir. “V2” veya “A” ile gosterilir. A bir skalar olmak iizere,

AA = V?A = div(gradA) =V - (VA) = =5 +8 -5 (3.19)
dir.

3.2. lintegral ile Hesaplamalar

Elektromanyetikte siklikla kullanilan integraller vardir. Bunlar; ¢izgi (yol) integrali,

alan (ylizey) integrali ve hacim integralidir.
Cizgi (yol) integrali

Bu integral gradyent islemi i¢in temel teoremdir. T {i¢ degiskenli bir fonksiyon
olsun T(x,y,z), herhangi secilen iki yol boyunca mesela a’dan b’ye gitmekle T’deki

toplam degisme;
b /= ->
J,(VT)dl = T(b) - T(a) (3.20)

dir.

Burada 6nemli olan yolun tamami degil, yolun ug¢ noktalaridir. Yani baslangi¢ ve

bitis noktalaridir. Buradan iki sonu¢ ¢ikarilir.
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L f; (V)T) dl integrali secilen yoldan bagimsizdir.

I1. ﬁaa(VT)df = 0’dir. Integral iizerindeki yuvarlak isareti integralin kapali bir egri
tizerinde alindigini1 gosterir. Baglangi¢ ve bitis noktalar1 ayn1 oldugundan dolay1

T(a) — T(a) = 0’dur.
Alan (yiizey) integrali

Bu integral, diverjans islemi i¢in temel teoremdir. Bu teorem Gauss Teoremi veya
Green Teoremi olarak da adlandirilir. Bu integral, bir fonksiyonun diverjans ifadesinin
hacim iizerinden integralinin, hacmi saran ylizeye (alana) esit oldugunu gosterir.

Integralin esitligi,
[[f (VA) dt = ¢ Ada (3.21)
dir. Burada, da ifadesi vektorel ylizey elemanini gosterir ve ylizeye diktir.

Hacim integrali

Bu integral rotasyonel islemi i¢in temel teoremdir. Bu teorem Stokes Teoremi
olarak da bilinir. Bu integral, bir fonksiyonun rotasyonel ifadesinin bir yiizey iizerinden

integralinin, yiizeyi ¢evreleyen egriye esit oldugunu sdyler. Integralin esitligi,
[f(VxA)di=¢Adl (3.22)
dir. Bu integralin iki sonucu vardir. Bunlar;

I Jf(V x A) dd integrali, segilen yiizeye degil sadece smir egrisine baghdr.
I $p(V x A)dd = 0’dur.

3.3. Elektrostatik

Dogada pozitif ve negatif olmak iizere iki elektriksel yiik ¢esidi vardir. Dogadaki
bu elektriksel yiikler korunumludur. Yani, bir elektriksel yiik tek basina yoktan var
edilemez ya da yok edilemez. Evrendeki net elektrik yiikiin sonsuzdan bu yana sabit
oldugu kabul edilir. Dogada bulunan en kiigiik elektrik yiikii elektron yiikiidir ve " — e"
ile gosterilir. Diger biitlin yiik degerleri elektron yiikii cinsinden ifade edilirler. Bundan

dolay1 elektron yiikiine “yiik kuantumu” adu verilir.
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Elektrik Yiikii ve Coulomb Yasasi

Elektrik yiikii, maddenin 6zelliklerinden biridir. Elektrik yiiklerinin cinsine bagh
olarak, bu yiikler birbirlerine itme ya da ¢ekme kuvveti uygularlar. Ayni isaretli ytikler

(+,+ veya -,-) birbirini iterken, zit isaretli yiikler (+,- veya -,+) birbirini ¢cekerler.

F +q, +a, ;
- o
> : :

F=F
3 -q, 4, F,
e S L s——
s i — >
F=F
+q, E E, q,
D
- Rz =

F,=F,

Sekil 3.1. Yiiklii cisimler arasindaki elektriksel kuvvetler

Sekil 3.1.’de de gosterildigi lizere; +q4ve +q, yiikleri birbirini iterler, —qzve —q,
yiikleri de birbirini iterler, +qsve —qg ylkleri ise birbirini ¢ekerler. Bu itme ya da ¢ekme
kuvvetleri daima zit yonlii ve esit biiylikliiktedir. Yiiklerin birbirine uyguladigi kuvvetler

arasinda ise; F; = —F,, F3 = —F, ve F5 = —Fj esitligi vardir.

Elektrik kuvvetin biiyiikligi ise,
F=k % (3.23)

dir.

Bu esitlige, “Coulomb Yasasi” denilir. Coulomb Yasasi, durgun ve noktasal bir g,
yiikiiniin kendisinden d kadar uzakta olan q, ylikiine uyguladig1 kuvvet nedir sorusunun
cevabidir. Burada; q;ve q, elektrik yiikleri olup birimi Coulomb’dur (C), d yiikler
arasindaki uzaklik olup birimi metredir (m), k ise ortamin cinsine bagli olan bir sabittir.

k_l

4TEq

N-m?
= 8,98 x 10°—~ (3.24)
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Burada; g, boslugun (yaklasik olarak havanin) elektriksel gegirgenligidir.

Elektrik Alan

Nokta yiikler arasinda herhangi bir temas olmadig1 halde Sekil 3.1°deki yiiklerin
birbirine temas uygulamalar1 nasil aciklanabilir? Mesela g, yiikii yakininda q, yiikiiniin
bulundugunu nasil bilir? Burada “elektrik alan” vektorii kavrami ortaya cikar. g;nokta
yiikii g, nokta yiikiine dogrudan kuvvet uygulamaz. q, yiikii bir elektrik alan olusturur ve
bu alan kuvvet uygular. Bir yiikiin kuvvet etkisini gosterebildigi yiikii saran uzay
bolgesine o yiikiin elektrik alani denir. Yani, bir yiikiin pozitif birim yiike (+1 C)
uyguladigr elektriksel kuvvetin biiyiikliigline yiikiin o noktadaki elektrik alan siddeti
denir. Elektrik alan siddeti,

q
E=k - (3.25)
dir.

Elektrik alan siddeti vektorel bir biiytikliiktiir. Birimi ise, N/C’dur. Elektrik alan,

Coulomb yasasi ile orantilidir.

Elektrik alan ¢izgileri, elektrik alan kavraminin daha iyi anlagilmasini saglayan
somut bir modellemedir. Pozitif yiiklerin olusturdugu elektrik alan ¢izgilerinin yoni
yiikten disariya dogru ¢izilir. Negatif ytliklerin olusturdugu elektrik alan ¢izgilerinin yonii
ise yiike dogru ¢izilir. Cizgi sayisi da yiikiin biiytlikliigii ile dogru orantilidir. Elektrik alan
cizgileri, ylizeye daima diktir ve elektrik alan cizgileri birbirlerini kesmezler. Ayrica,
elektrik alan ¢izgileri, elektrik alan siddetinin arttig1 yerde sik, azaldig1 yerde ise seyrek
cizilir. Elektrik alan ¢izgileri, herhangi bir pozitif (+) yliklii parcaciktan ¢ikip, herhangi
bir (-) yiiklii parcacikta son bulur.

-2q

Sekil 3.2. Noktasal yiik etrafinda yiikiin cinsine ve miktarina bagh elektrik alan ¢izgileri
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R R

Sekil 3.3. Isaretleri ve yiik biiyiikliikleri aym noktasal cisimlerin etrafindaki elektrik alan ¢izgileri

Sekil 3.4. Isaretleri farkl, yiik biiyiikliikleri ayni olan noktasal yiiklerin olusturdugu elektrik alan ¢izgileri

%@

Sekil 3.5. Isaretleri ve yiik biiyiikliikleri farkli noktasal yiiklerin olusturdugu elektrik alan cizgileri
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Bir noktadaki elektrik alan, o noktada bulunan birim pozitif yiike etki eden elektrik

kuvveti olarak da tanimlanir. Buna gore bir g yiikiine etki eden elektrik kuvveti ﬁE ise,

yiikiin bulundugu noktadaki elektrik alan,

>

E= % (3.26)

dir.
Elektrik kuvveti ise,
F, = qE (3.27)

dir.
Eger q yiikii pozitif ise E ve Fy ayn1 yonliidiir fakat q yiikli neagatif ise E ve Fy zit
yonliidiir. Yani, pozitif yiikler daima elektrik alan yoniinde gitmek isterken, negatif yiikler

ise ters yonde gitmek isterler.

Elektrik Alanin Diverjans ve Rotasyoneli

Elektrik alan vektoriiniin diverjansi, V-E = gﬁ esitligine esittir. Bu  konuya
0

Maxwell Denklemleri konusunda deginilecektir.
Elektrik alan vektorii siradan bir vektor degildir, rotasyoneli her zaman sifir olan

0zel bir vektordiir. Yani, VxE = 0dr.

Rotasyoneli sifir olan her vektdr, bir skalarin gradyenti olarak yazilabilir. Elektrik
alan vektorii ise elektrik potansiyeli cinsinden yazilabilir. Bu konuya elektrik potansiyeli

konusunda deginilecektir.

Elektrik Potansiyeli

Elektriksel potansiyeli, belirli bir durumdaki yiikiin (g) nasil hareket ettigi hakkinda
bizlere bilgi verir. Ayrica, bu g ylikiinlin potansiyel enerji degerini tahmin etmemize
yardimct olur. Bir g ylikiinlin herhangi bir noktaya olan uzaklif1 d kadar ise elektrik

potansiyeli,

V= k% (3.28)

dir.
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Elektriksel potansiyel degeri yiikiin isaretine bagli olarak pozitif veya negatif
olabilir. Elektriksel potansiyel ifadesi skalar bir ifadedir, vektor degildir. Birimi ise,

volt’tur (V).

Joule

Volt = (3.29)

Coulomb

Rotasyoneli sifir olan bir vektoriin, bir skalarin diverjansi cinsinden ifade

edilebileceginden bahsedildi. Elektrik alan ifadesi ise elektrik potansiyelinin diverjansi

cinsinden,
E=-Vv (3.30)
dir.

Elektrik alanin diverjans esitligi (V -E = gﬁ) elektrik potansiyeli (V) cinsinden

0
ifade edilirse, V- E = Sﬁ diverjans esitliginde E elektrik alan vektorii yerine —VV ifadesi
0
yazilir. Bir gradyent ifadenin diverjansinin laplasyen oldugu hatirlanirsa, V-E=V-
(—V)V) = -—V?V = sﬂ olur. O halde, —V?V = sﬁ esitligine ulasilir. Bu esitlik Poisson
0 0

Denklemi olarak bilinir. Yiik olmayan bir ortamda (boslukta) p = 0 olacagindan,
—V2V = 0 olur.

Elektrik alanin rotasyonel esitligi (V X E = 0) elektrik potansiyeli (V) cinsinden
ifade edilirse, VX E = 0 rotasyonel esitliginde E elektrik alan vektorii yerine —VV ifadesi
yazilir. Bu islem sonucunda VxE=Vx (—VV) = 0 esitligine ulasilir. Bu esitlik ise

gradyentin rotasyoneli sifir oldugundan bilinen bir durumdur (Esitlik 3.18).

Elektrostatik Enerji

Elektrik yiikleri arasindaki elektriksel yiiklerden kaynaklanan durum enerjisine
elektrik potansiyel enerjisi denir. E), ile gosterilir ve skalar bir biiyiikliiktiir. Birimi ise

joule’diir (J). Elektrik potansiyel enerjisi,
_ 5,919
E,=k 172 (3.31)
dir.
Burada; k Coulomb sabitidir. g, ve g, elektriksel yiiklerdir birimi Coulomb'tur (C). d ise

yiikler arasindaki uzakliktir birimi metredir (m).
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Elektriksel potansiyel enerji skalar bir biiyiliklik oldugu i¢in islemlerde yiikler
isaretleri ile kullanilir. Birbirini iten yiikler arasindaki elektriksel potansiyel enerji pozitif

olurken, birbirini ¢ceken ylikler arasindaki elektriksel potansiyel enerji negatif olur.

Elektriksel potansiyel ile elektriksel potansiyel enerji kavramlar1 farkli ifadelerdir.

Bu iki ifade karistirilmamalidir.

Elektrik Potansiyel Farki (Elektrostatik Is)

Elektrik alan icerisindeki pozitif birim yiikiin bir noktadan digerine gotiiriilmesi i¢in
yapilan ise, bu iki noktanin elektrik potansiyel farki denir. O halde, elektrik potansiyel
farki,

Av=Y%
q

(3.32)

esitligi ile gosterilir. Birimi ise Volt’tur (V).

Elektrik alan yoniine dogru bir yiik tasimas1 yapilirsa elektriksel potansiyel azalir
ve bu durumda AV ifadesi negatif ¢ikar. AV ifadesinin negatif ¢ikmast W = q - AV is
esitliginin de negatif ¢ikmasi demektir. Bu ise, elektriksel kuvvetlerin is yaptig1 anlamina
gelir. Fakat elektrik alan yoniiniin tersine bir ylik tagimasi yapilirsa elektriksel potansiyel
artar ve bu durumda da AV ifadesi pozitif ¢ikar. AV ifadesinin pozitif ¢cikmasi ise W = q -
AV is esitliginin de pozitif ¢ikmasi demektir. Bu da, elektriksel kuvvetlerine karsi is

yapildig1 anlamina gelir.

v
|

L J

Ks Ls

W

v

Sekil 3.6. Diizgiin elektrik alandaki noktalar

Sekil 3.6.’da, K noktasindan L noktasina dogru yapilan is negatif, L noktasindan K
noktasina dogru yapilan is ise pozitiftir.

Elektrik Akimi

Serbest yiikler bir elektrik alan1 i¢inde bulunurlarsa, elektrik kuvvetinin etkisinden
dolay siiriiklenirler. Uzayin belirli bir bolgesinden gegen bu yiiklii taneciklerin akis hizini

tanimlamak i¢in akim ifadesi kullanilir. Elektrikle yiiklii ve potansiyelleri farkli olan iki
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iletken kiire, iletken bir telle birlestirilirse, potansiyel farkindan dolay1 iletkende yiik akist
meydana gelir. Bir iletkenden uzun siireli elektrik yiik akisini saglamak igin, iletkenin iki

ucu arasinda siirekli bir potansiyel farki olusturmak gerekir.

Iletken bir ortamin herhangi bir kesitinden belirli bir yonde, birim zamanda gegen
elektrik yikii miktarina elektrik akim siddeti denir. “I” ile gosterilir. Bir iletkenin

herhangi bir kesitinden t slirede q kadar net yiik gegiyorsa, iletkenden gecen akim siddeti,
| = % (3.33)
dir. Birimi ise Amper’dir (A).

Pozitif (+) elektrik yiiklerinin hareketi; potansiyeli yiliksek olan noktadan,
potansiyeli diisiik olan noktaya dogrudur. Elektrik akiminin yonii, pozitif (+) yiiklerin
hareket yoniinde veya elektron hareketinin zit yoniinde kabul edilir. Elektrik akiminin
yonii, elektrik alanin yonii ile aymdir. iletken metallerde elektrik akimi, serbest hareket

edebilen elektronlarla saglanir.
Bir iletkenin s yiizeyinden gegen toplam akim, f akim yogunlugu olmak iizere,
| = # f d3’ (3.34)

esitligi ile gosterilir. Bu esitlikte s iletkenin kesitidir ve birimi ise mm?*’dir. f akim

yogunlugu birimi ise Amper/ mz’dir. Esitlige diverjans teoremi uygulanirsa,

I=¢fJ-ds=[[[V-]av (3.35)

esitligine ulasilir. Eger ki akim sabit ise, keyfi bir hacim igerisine giren yiik miktar ile
¢ikan ylik miktar1 ayni olacagindan, f akim yopunlugu kapali bir hacim igerisinde sifir

olacaktir. Yiik miktar1 degismeyecektir. O halde,
V-] =0olur (3.36)

Eger ki akim sabit degil ise,

d

I=¢fJ-ds=[[[V-Jav = -2 (3.37)

q
dt

esitligi elde edilir. Esitlik (3.37)’da ¢ = [ pdV esitligi yazildiginda,

51



I=§J-di=[[fV-]dv=-2=2[pdv (3.38)
V-j=-2 (3.39)

esitligine ulasilir. Bu esitlik yiikiin korunumunu verir ve Siireklilik Denklemi olarak

adlandirilir.

Elektrik Akist

Elektrik alan ¢izgilerinin nicel olarak ele alinabilmesi i¢in elektrik aki kavramindan
bahsedilir. Elektrik akisi, belirli bir ylizeyden gecen elektrik alan ¢izgilerinin sayisinin bir
Olciisiidiir. Birim yiizeyden gecen elektrik alan ¢izgilerinin sayis1 elektrik alanin

biiyiikliigi ile orantilidir. Elektrik akist,
O = EAcos 6 (3.40)

esitligi ile gosterilir. Birimi ise N- mz/ ¢ dur. Buradaki E elektrik alan ifadesidir, 4

vektori ise biiyiikliigl ylizeyin alanina esit yiizeye dik bir vektordiir.

Elektrik alanin yiizeye dik olmasi durumunda aki ifadesi en biiylik degerini alir
(cos90° = 1). Eger elektrik alan ifadesi ile yiizey paralel ise aki ifadesi en kiigiik degerini

alir yani sifir olur (cos 0° = 0).

.................

Sekil 3.7. Diizgiin elektrik alan icindeki elektriksel ak

Esitlik (3.40)’da aki ifadesi, elektrik alan ifadesinin degismedigi kabul edilerek
yazilmistir. Eger degisen bir elektrik alan var ise, 0rnegin kiire ylizeyi diisliniilecek olursa,
kiirenin ylizeyinden gegen elektrik alanin yonii her noktada farklidir. Bu durumda aki
ifadesi nasil hesaplanir? Yiizey, ¢cok sayida sonsuz dA kiiciik yiizey alanina boliiniir ve bu

sonsuz kii¢lik alanlarin d@ akis1 hesaplanir. Bu hesaplama,
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d@r = EdAcos 6 (3.41)

dir. Bu esitlik Sekil 3.8’de gosterilmistir.

Sekil 3.8. Diizgiin olmayan elektrik alan i¢indeki elektriksel aki

Yiizeyden gegen toplam aki, dA alanlarina karsilik gelen sonsuz kiigiik d@ akilarin

toplamina esittir.

O = (}Ar_r}oZE -dA=[E-dA (3.42)
O halde kapal1 yiizeyden gecen net aki,

Gr = $do; = $E -dA (3.43)

esitligi ile gosterilir. Buradaki kapali integral ifadesi, toplam akinin tiim kapali ylizey

boyunca ifadesidir.

Op=¢dd; =¢E -dA=¢EdAcosd = § EdAcos0 = § EdA (3.44)
esitliginde elektrik alan E = k % yerine yazilacak olursa,
¢E=55EdA=5ﬁk%dA=k%99dA (3.45)

esitligi elde edilir. Bu esitlikteki dA yiizey elemanlarinin integrali kiirenin yiizey alanina

esittir. Yani, ¢ dA = 4nr?°dir. O halde,

0= k%gﬁdA = k%élnrz (3.46)

dir. Esitlik (3.46)’da k = ﬁ ifadesi yerine yazilacak olursa,
0

— Lgmrz =2 (3.47)

41Ey d? £

(DE:
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esitligine ulagilir.

Bu esitlik elektriksel alan i¢in Gauss Yasasi esitligidir. Burada, g gauss ylizeyinin
icinde kalan yiik miktaridir. Eger yiik hacim yogunlugu p olan bir V hacmine dagilmis

ise o zaman yiik (q) ifadesi,
q = ¢ pdV (3.48)

esitligi ile gosterilir. Esitlik (3.48), Esitlik (3.47)’da yerine yazilacak olursa, aki,

Op =L =—§pav (3.49)

&0
dir.

3.4. Manyetizma

Miknatislar, yapisinda bulunan Fe;0, bilesiginden dolayr ¢ekme ozelligine
sahiptirler. Bir miknatisin N (North) ve S (South) olmak iizere iki kutbu vardir. Bu
manyetik kutuplar da tipki elektrik yiikleri gibi birbirlerini iterler ve ¢ekerler. Miknatis
kutuplart ve elektrik yiikleri arasinda ¢ok Onemli bir fark vardir. Bu fark, elektrik
yiiklerinin dogada tek baglarina bulunabildikleri halde manyetik kutuplarin tek baslarina
bulunamamasidir. Manyetik yiikler dogada daima ¢ift halde bulunurlar. Bir miknatis kag
parcaya boliiniirse boliinsiin her bir par¢anin iki kutbu vardir. Higbir zaman tek kutuplu

bir miknatis olmaz.

Manyetik Alan

Manyetik alan denilince akla miknatislar geldigi gergegi kacinilmazdir. Miknatisin,
miknatislik 6zelligi gosterebildigi alana manyetik alan denir. Yani, bir miknatis belirli bir
mesafede miknatislik 6zelligi gosterir. Ayni cins kutuplar birbirini iterken, zit kutuplar
birbirlerini ¢ekerler. Manyetik alanin siddeti manyetik alan ¢izgilerinin siklig1 ile dogru
orantilidir. Manyetik alan ¢izgilerinin yogun oldugu yerlerde manyetik alan siddetlidir.

Miknatisin manyetik alan1 N kutbundan S kutbuna dogrudur. Manyetik alan
cizgileri miknatisin disinda miknatisin kuzey kutbundan giiney kutbuna, miknatisin i¢inde
ise giiney kutbundan kuzey kutbuna dogrudur. Manyetik alan ¢izgileri kapali egriler

seklindedir ve birbirlerini kesmezler (Sekil 3.9.).

Manyetik alan vektorel bir biiytikliik olup “B” ile gosterilir. Birimi, Tesla(T) veya
Weber /m? dir.
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Sekil 3.9. Manyetik alan ¢izgilerinin gésterimi

Manyetik Alanin Diverjans ve Rotasyoneli

Manyetik alan ifadesinin diverjansi, V-B=0 ile gosterilir. Manyetik alanin

diverjansinin sifir olmasi elektrik alan vektoriinde oldugu gibi bir potansiyel
tanimlanmasina olanak saglar. Yani, V-BE=0 oldugundan B=Vx4 esitligi gibi bir A

vektor potansiyeli tanimlanabilir. VXA esitligi A vektor potansiyelinin rotasyoneli i¢in

taniml1 oldugundan vektér potansiyelinin diverjanst i¢in bir sey sOylenemez. Bu
serbestlikten yola ¢ikarak A vektor potansiyelinin diverjansi sifir olarak tanimlanabilir.
Yani, V-4 =0dr.

Manyetik alan ifadesinin rotasyoneli (V X B = Ko ]_) vektdr potansiyeli (/T)
cinsinden ifade edilmek istenirse, V X B = Ho f rotasyonel esitliginde B manyetik alan
vektorli yerine VxA esitligi yazilir. Bu islem sonrasinda VxB=Vx (V X /_1)) =
V(V . /T) — V24 = ,uof esitligi elde edilir. Bu esitlikten ise, V24 = —uof sonucuna
ulagilir. Bu sonug Poisson esitligidir.

A Vektor potansiyelinin elektrik alan potansiyeli gibi B =-VU seklinde ifadesi
miimkiin degildir. Ciinkli gradyantin rotasyoneli daima sifir oldugundan bu gosterim
Amper Yasasi ile celisir. Eger akimlarin olmadigi yerde islem yapilacak olursa skalar bir
manyetik potansiyel tanimlanabilir. Ancak manyetik alanin varligi akimlardan dolay1
oldugundan boyle bir sey teorik olarak miimkiin degildir. Ayrica, manyetik kuvvetler is

yapmaz. Bundan dolay1 skalar manyetik potansiyel i¢in V elektrik potansiyelinde oldugu

gibi i tanimi yapilamaz. Ama tiim bunlarin aksine A vektor potansiyeli de kullanigh bir

gosterimdir [10].
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Manyetik Kuvvet
Elektrostatik boliimiinde durgun yiiklerin uyguladigi kuvvet incelendi. Hareketli

yiikler ele alinacak olursa, bir miknatis veya hareketli elektrik yiikii etrafinda manyetik
alan olusur. Bu manyetik alan, yiikii g ve hizi 9 olan bir parcaciga etkiyen F 5 manyetik

kuvveti yardimiyla tanimlanir. Manyetik kuvvet vektorel bir biliytikliiktiir. F p manyetik

kuvveti,

Fy=q9%xB (3.50)
dir. Manyetik kuvvetin biiyiikligi de,

Fg = qVUBsinf (3.51)

dir.

Manyetik kuvvet, hem 9 hizina hem de B manyetik alanina diktir. Manyetik alan
icerisinde hareket eden yiiksliz bir cisme manyetik kuvvet etki etmez. Manyetik alana
paralel olarak hareket eden yiiklii bir cisme manyetik kuvvet etki etmez (sin 0 = 0). Sekil

3.10°da manyetik kuvvetin gosterimi yer almaktadir.

F

Sekil 3.10. Manyetik kuvvetin gosterimi

Manyetik kuvvet is yapmaz. Ayrica manyetik kuvvet, hareket eden bir pargacigin

yoniinii degistirebilir fakat hizini arttirip azaltmaz.

Manyetik Ak
Manyetik aki, bir ylizeyden dik olarak gecen manyetik alan ¢izgilerinin sayisidir.

Sekil 3.11°de yiizeyden dik gecen manyetik alan ¢izgileri gosterilmektedir.
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Sekil 3.11. Yiizeyden dik gegen manyetik alan ¢izgiler

Manyetik ak1 @ ile gosterilir ve birimi Weber (W)’ dir. Manyetik alan ile manyetik

aki1 arasinda

B.A = ¢g (3.52)

bagintis1 vardir. Burada A ifadesi, manyetik kuvvet ¢izgilerinin kestigi yiizey alanidir.
Manyetik alan ve manyetik aki arasindaki analitik bagint ise,

Op =gﬁ§§-d/f (3.53)

dir.

3.5. Skalar ve Vektor Potansiyeli

Elektrostatikte V X E = 0 Ozelliginden yararlanarak elektrik alan —VV skalar bir
fonksiyonun diverjanst seklinde ifade edilmisti. Elektromanyetizmada bu miimkiin

degildir. Clinkii artik elektrik alanin rotasyoneli sifirdan farklidir. Fakat manyetik alanin
diverjansi V- B = 0 hala sifir oldugundan manyetizmada oldugu gibi B=VxA4 esitligi
gibi bir A vektor potansiyeli tanimlanabilir.

. C So R 0B .
Elektrik alanin rotasyonelini gosteren V X E = — a—}: Faraday Yasasinda, manyetik

alan ifadesi yerine vektor potansiyeli Vx A esitligi yazilacak olursa,

VxE=-2(Vx4) (3.54)
VxE+=(VxA)=0 (3.55)
VxE+=(VxA)=0 (3.56)
Vx(E +Z—*t‘) =0 (3.57)
E+2 - vy (3.58)
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E=-VWw-2£ (3.59)

esitligi elde edilir. Boylece elektrik alan ifadesi skalar ve vektdr potansiyelleri cinsinden

elde edilmis olur. Bulunan bu esitligin diverjansi alinirsa,
V-E=-V2V-——V-4 (3.60)
esitligi elde edilir. Bu esitlikte V-E=-— gﬁ esitligi yerine yazilirsa,

0

Vzv+%ﬁ-ﬁ=—ﬁ 3.61)

€o

esitligine ulagilir.
Manyetik alanin rotasyonelini gosteren VxB= Ho f + Eoldo Z—f Ampere Yasasi’'nda

manyetik alan ve elektrik alan ifadelerinin yerine potansiyel ifadeleri ile esitlikleri

yazilirsa,

— — - - 0 — aj

Vx (VxA) = pf + eo,uoa(—VV—E) (3.62)
— — - - — 0V azj

V X (V X A) = ,u()] - Eoﬂova - Eoﬂo ﬁ (363)

esitligine ulagilir. V x (V X /T) = V(V . /T) — V24 esitligi kullanilirsa,

— ,— - —, > - —JV azA)
V(V-A) — V24 = pof — EokoV 5, — olo 57 (3.64)

esitligi elde edilir. Esitlikte diizenleme yapilirsa,

-, > azj — - ov -
(VZA — &Elp F) -V (V A+ Eolo E) = _,U.()] (365)
esitligine ulasilir. Esitlik (3.65), V-4- Eolo g—‘t] = 0 Lorenz esitligi secilerek yazilirsa,

27

=27 924 >
VZA — gotho 5z = —Hol (3.66)
esitligine ulagilir.

Esitlik (3.61) ve (3.66); Esitlik (3.67)’deki d’ Alembert ifadesi

2

= a
DZ = Vz - SOMOF (3.67)

58



kullanilarak gosterilirse,

024 = —u,J (3.68)

ve

o2V =-2 (3.69)
€o

esitlikleri elde edilir. 4-boyutlu uzayda d’Alembert operatorii Laplasyen operatoriiniin

gorevini tistlenir [10].

3.6. Lorentz Kuvveti
Lorentz kuvvet yasasi, uzayda belirli bir elektrik ve manyetik alan etkisi altinda

bulunan bir yiike etkiyen toplam kuvveti aciklar. Elektrik ve manyetik alanlarin etkisiyle

] hiziyla hareket eden bir g yiikiine bir kuvvet etki eder. Etkiyen bu kuvvete Lorentz

Kuvveti denir. Lorentz Kuvveti,

F=qE+qdxB (3.70)
esitligi ile ifade edilir. Esitlik (3.70) ortak q parantezine alinirsa,

F=q(E+9xB) (3.71)
esitligi elde edilir.

Lorenzt Kuvvetinin Potansiyel ile Ifadesi

Lorentz kuvveti F = q(E +3J % §) esitligi, Newton’un hareket yasast F = mad
cinsinden yazilirsa,
F=md=q(E+9xB) (3.72)
esitligi elde edilir. Esitlik (3.72)’de Newton un hareket yasas1 momentum p cinsinden
yazilacak olursa,

—)_ _)_d_ﬁ_ = - —
F=md=—=q(E+9xB) (3.73)

esitligine ulagilir.

Son olarak esitlik (3.73)’de elektrik ve manyetik alan ifadeleri potansiyeller cinsinden

yazilirsa,
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ﬁ=ma=q(E+1§x§)=q<—VV—g—f+5x(VxZ)> (3.74)
esitligine ulagilir. Elde edilen bu esitlikte § x (V x 4) ifadesi indirgenecek olursa,

V- A) =9 x (VxA)+(J-V)4 (3.75)
6zelliginden yararlanarak, J x (V x 4) ifadesi

Ix (VxA)=V(5-4)—(9-V)4 (3.76)

esitligi olarak yazilabilir. Par¢acigin hizi sadece zamanin fonksiyonu olup konumdan

bagimsiz oldugundan, Esitlik (3.74), Esitlik (3.76) kullanilarak,

F =ma

ap _ 9i | (3 N7 L S(v_ 3.5
=4 <E+(19 V)A+V(V-9 v)) (3.77)

esitligi ile yazilabilir. Esitlik (3.78)’da ki Taylor acilima,

di _ i ;3 =z
—=—=+(9:V)A (3.78)

kullanilarak, Esitlik (3.77),

L (B +qA) =~V (q(v-9-4)) (3.79)
WP T4q q -
esitligi olarak bulunur.

Bu esitlikten iki sonug ¢ikarilabilir. Birincisi, potansiyelin kendisi zamana baglh
olarak degismektedir. Ikincisi ise, parcacik uzayda yeni bir konuma gectiginde potansiyel

de uzayda degismis olur [10].

Pointing Teoremi

Pointing Teoremi, elektromanyetik alanlarin enerji akisini tamimlar. Isi1gin
(elektromanyetik dalganin) birim zamanda birim yiizeyden ilettigi enerji akisinin bir
Olciisiidiir. Pointing Teoremine gore, elektromanyetik kuvvetlerin yaptig: is, alanlarda

depolanan enerjideki azalma ile ylizeyden kaybedilen enerjinin toplamina esit olur.
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Pointing Teoremi,
§==(ExB) (3.80)
Ho
esitligi ile gosterilir.

4. ELEKTROMANYETIiZMANIN CLIFFORD CEBIiRIi iLE iFADESI

3-boyutlu uzayda E= E,é, + E é; + E;é; elektrik alan ve B = B1é; + B1é; +
B, é; manyetik alan vektor gosterimleri makul bir gosterimdir. Fakat daha derinlemesine
bir arastirma yapildiginda manyetik alanin elektrik alandan farkli doniisiimlere sahip
oldugu goriiliir. Bu arastirmalar elektrik alanin kutupsal bir vektor, manyetik alanin ise
eksenel bir vektor oldugunu soyler. Kutupsal ve eksenel vektor ayirimi Sekil 4.1°de

gosterilmistir.

Sekil 4.1. Kutupsal ve eksenel vektorler arasindaki aywrimi

Sekil 4.1’de ayna goriintiisiine bakildiginda, eksenel vektdr yani manyetik alan
yOniiniin ayn1 kaldigi, degigsmedigi fakat kutupsal vektoriin yani elektrik alan yoniiniin
ters oldugu goriliir. Bilinen Heaviside vektor gdsterimi bir vektoriin eksenel mi yoksa
kutupsal m1 oldugunu sdylemez. Bu da Heaviside vektor gosteriminin belirsizligini ortaya
koyar. Bu belirsizlik geometrik cebir ile ¢oziilebilir. Geometrik cebirde elektrik alan bir
vektor olarak gosterilirken, manyetik alan bivektor (multivektor) olarak gosterilerek
belirsizlik ortadan kaldirilir.

Sabit bir iletkene gore hareket eden miknatis ile ayni iletkenin sabit miknatisa gore
hareket etmesiyle a¢iga ¢ikan akim her iki durumda da aynidir. Bununla birlikte

miknatisin sabit oldugu durumda yalnizca manyetik alan mevcutken, Faraday Yasasi ile
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hareket eden bir miknatis i¢cin manyetik alanin yaninda elektrik alanin da mevcut oldugu
goriiliir. Bu nedenle elektrik ve manyetik alan vektorleri bagimsiz iki vektor olarak
yazilmaktansa, goreceli harekete bagli olarak tutarli tek bir esitlik olarak yazilabilir. Bu
esitlik, E +icB ifadesi ile gosterilir [11]. Bu ifadeden de yola c¢ikarak Maxwell
Denklemleri tek bir esitlikte ifade etmek miimkiindiir. Maxwell Denklemlerinin tek bir
esitlige indirgenmesi Maxwell Denklemlerinin Clifford Cebiri ile ifadesi boliimiinde
ayrintili bir sekilde ele alinacaktir. Bu sayede geometrik cebirin ne kadar kullanigh bir
cebir oldugu goriilmiis olacaktir. Cizelge 4.1°de elektromanyetizma esitliklerinin Clifford

Cebiri ile ifadesine yer verilmistir.

Cizelge 4.1. Elektromanyetizma esitliklerinin Geometrik Cebir ile gosterimleri.

Elektromanyetizma Geometrik
ifadesi Cebir ifadesi
Lorentz Kuvveti F=q(E+ 9 X E) . .
F=FE+icB
Maxwell Denklemleri V.fF =2
€0
V-B=0
VXE:—a—B, OF = cuy]
at
oE

AKkim Yogunlugu 5. 7_ 9
Potansiyel ifadesi . . 04
E=-W-—
t F=0A
B=VxA4
4.1. Elektrik Alamin Clifford Cebiri ile ifadesi
Elektrik alanin E, V operatorii ile geometrik ¢arpima:
VE =V-E + VaE 4.1)

62



dir. Burada, dab = i(d x b ) esitligi yani Esitlik (2.141) kullamlirsa,

VE=V-E+iVxE (4.2)

esitligine ulasilir. Bu esitlikte esitligin sag tarafina elektrik alanlar i¢cin Gauss Yasasi

(Eﬁo) ve Faraday Yasas1 (— Z—l:) esitlikleri yerine yazilirsa,
VE=L£+ i(-2) (4.3)

esitligi elde edilir. Esitlik (4.3)’de manyetik alan vektori, bilesenleri cinsinden yazilacak

olursa,

VE = Lti (—% (Byé, + B,&, + B3é3)) (4.4)
esitligine ulasilir. Esitlik (4.4)’de gerekli diizenlemeler yapildiginda,

VE=2+i (— 2 (B1é, + By, + B3é3)> 4.5)

esitligine ulasilir. Esitlik (2.142)’deki i = é,é,é; ifadesi de yerine yazilip yeniden bir

diizenleme yapilirsa,

=0 Aoaoa [0 A A A

VE = i - 616263 (E (Blel + Bzez + B3e3)) (46)
=] 0 A A A A A A

VE = gﬂo — - (B18,85 — By6,8, + B36,8,) (4.7)

esitligi elde edilir. Bu esitlik Maxwell Denklemleri kullanilarak elektrik alan ifadesinin

Clifford Cebiri ile gosterimidir.

Elektrik alan ifadesinin Clifford Cebiri ile gosterimi Maxwell Denklemleri
kullanilmadan yapilirsa,

e

VE =V F + VAE (4.8)

VE) = (axEl + ayEZ + aZEg) + l[él(ayE3 - aZEYZ) - éZ(axE3 - aZEvl) +
é3(0E, — 0,E,)| (4.9)
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vﬁ = (axEl + ayEz + aZE3) + (ayE3 - aZEz)é2é3 + (ang - aZEl)élég +
(asz - ayEl)éléz (410)

esitligi elde edilir.
4.2. Elektrik Akiminn Clifford Cebiri ile ifadesi
Elektrik akimi1 I’nin, v operatorii ile geometrik carpimai:
VI=V-1+Val 4.11)

dir. Bu esitlikte I = % ifadesi yerine yazilacak olursa,

<

I V-h%% (4.12)

t

V- +iV><

<

~

Il
~+ |Q
~ |Q

(4.13)
esitligi elde edilir.

4.3. Lorentz Kuvvetinin Clifford Cebiri ile Ifadesi

Lorentz Kuvvet Yasasi, Esitlik (3.70)’de ifade edildigi gibi F = qE + qJ x B
esitligi ile gosterilir. Bu esitlik ortak g parantezine alinirsa Esitlik (3.71)’de ifade edildigi
gibi F= q(E + 9 % §) esitligi ile gosterilir. Bu esitlikteki 9 x B vektorel carpimi
manyetik alanin varlifindan eksenel vektorden ziyade polar bir vektordiir. Cilinki
manyetik alan vektor degil bivektor (multivektor) diir [11]. Bundan dolay1 9 x B vektorel

carpimi iBad wedge carpimui seklinde ifade edilir. O halde Lorentz kuvveti,
F =q(E +iBad) (4.14)

dir. Bu esitlik ile manyetik alan vektoriiniin dogrusal bir vektdrden ziyade bir alan ifade
ettigi kanitlanmig olur. Manyetik alan, birim yiikiin birim hizinin boyutlarina sahip

oldugundan, manyetik alan 1s1k hiz1 ile carpilarak,
F=E+icB (4.15)

esitligi elde edilir.
3-boyutlu uzayda bilinen elektrik alan esitligi E= Eié, + E;é, + E;é5, eksenel

manyetik alan vektori icin yetersiz kalir. Clifford Cebiri ile bu yetersizlik ortadan kalkar.
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Clifford Cebiri, temel koordinat sistemini genisleterek vektorleri, multivektor olarak
yazmaya imkan saglar. Bundan dolayr Esitlik (4.15)’deki F artik bir vektér degil

multivektordir.

4.4. Manyetik Alamin Clifford Cebiri ile Ifadesi

Geometrik cebirde, manyetik alan vektor olarak degil bivektor olarak ifade edilir.
Neden bivektor olarak ifade edildiginin cevabi ise, manyetik alanin eksenel bir vektor
olmasindan dolay1 geleneksel vektor gosterimindeki eksikligi ortadan kaldirmasidir.

Manyetik alanin bivektor esitligi,
B1é2é3 + Bzé3é1 + B3é1é2 = é1é2é3(B1é1 + Bzéz + B3é3) = l§ (416)

dir.
3-boyutlu uzayda manyetik alan B = B1é; + B,é, + B3é5 vektorii ile gosterilir. Bu
manyetik alan ifadesinin V ile Clifford Cebir carpimu1 yapilacak olursa,

—— - —

VB =V-B +VaB 4.17)
esitligi elde edilir. Burada dab = id x b esitligi yani esitlik (2.141) kullanilirsa,
VB=V-B+i(VxB) (4.18)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte esitligin sag tarafina manyetik alanlar i¢in Gauss Yasasi

(V ‘B = 0) ve Amper Yasasi (,uo f + Eoldo 2—?) esitlikleri yerine yazilirsa,

-

- — ) - 0E
PBE=0+i (uoj + g0l E) 4.19)

esitligine ulasilir. Esitlikte gerekli diizenlemeler yapildiginda

-

= - oE
VB =iuyJ + Leoto 5, (4.20)

esitligi elde edilir. Esitlikte elektrik alan ve akim yogunlugu vektdrleri bilesenleri

cinsinden yazilirsa.
=8 , A ~ ~ , a A A A
VB = ing(181 + /26, + J3€3) + igotto 5, (E1é1 + E2€; + E3é5) 4.21)

esitligine ulasilir. Bu esitlikte, Esitlik (2.142)’deki i = é;é,€5 esitligi yerine yazilirsa,
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VB = €18,8300(J161 + J26; + J363) + é1ézé3<‘folio%(Elél + Eyé; + E3é3) (4.22)
esitligine ulasilir. Bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa,

VB = to(16265 — 26185 + J36:8,) + 50#0%@1@2@3 — E;8,63 + E36,8;) (4.23)
esitligine ulasilir. ¢? = ﬁ esitligi, Esitlik (4.23)’de yerine yazilacak olursa,

VB = Ho(18283 — 28183 + J36,8,) + C%%(E1é2é3 — E6,85 + E36,8;) (4.23)

esitligi elde edilir. Bu esitlik Maxwell Denklemleri kullanilarak manyetik alan ifadesinin

Clifford Cebiri ile gosterimidir.

Manyetik alan ifadesinin Clifford Cebiri ile gosterimi Maxwell Denklemleri

kullanilmadan yapilacak olursa,

—

VB =V-B + VaB (4.24)

VB = (0B + 0yB, + 8,B5) + i[é,(8,Bs — 9,B;) — 6,(3,Bs — 9,B,) +
é3(0,B, — 9,B;)] (4.25)

VB = (axBl +0yB; + (')ZB3) + ((')yB3 - asz)ézé3 + (0xB3; — 0,B,)é,é5 +
(asz - ayBl)éléz (426)

esitligi elde edilir.

Manyetik alanin  Esitlik (4.24)’deki iB seklindeki bivektdor gosterimi
elektromanyetik alanin F=E+icB esitligi ile gosterimine olanak saglar. Manyetik
alanin 151k hiz1 ¢ ile ¢arpilmasinin ana nedeni, manyetik alanin birim hiza gore birim
yiikiin kuvvet boyutlarina sahip olmasidir. Artik elektromanyetizmada eksenel vektorler
bivektor olarak ifade edilebilir.

Bilinen formiilii ile Pointing vektorii S = i (E x B ) esitligi ile ifade edilir. Lorentz
kuvvetinde de oldugu gibi esitlikteki manyetik alanin varligindan dolay1 Pointing vektorii
geometrik cebirde,

S =2 iBaE (4.27)
Ho
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esitligi ile gosterilir.

4.5. Potansiyelin Clifford Cebiri ile Ifadesi

Elektrik alan potansiyeli E = —VVve manyetik alan vektor potansiyeli B = VxA
esitlikleri ile gostermisti. Potansiyel formiilasyonunun geometrik cebir ifadesi ele
alinacak olursa, bu potansiyellerin tek bir formda multivektér olarak ifade edilmesi

gerekir. Bu multivektor,
A=V—cAd (4.28)
esitligi ile gosterilir.

Esitlik (4.15) F = E +icB esitliginde elektrik potansiyel (—ﬁV) ve manyetik

vektor potansiyeli (V X ﬁ) yerine yazilacak olursa,
F=—VV+ic(V x 4) (4.29)
esitligine ulasilir. Bu esitlik, Esitlik (4.44) ve 4-gradyent gdsterimi ile yazilacak olursa,
F=DA (4.30)
esitligi elde edilir.

Esitlik (4.30)’un geometrik carpimi yapilacak olursa,
F=DA=0O-A+0AA (4.31)
esitligi elde edilir. Bu esitlikte O - A = 0 oldugundan,
F = 0OA = OaA. (4.32)
dir. Buradan,
F=DA (4.33)
esitligine ulagilir.

F= (%% + V) (V- cA) (4.34)

F= c(V’-/T+Cizatv) + CVAA — VV — 0tA (4.35)
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F=c(V-A+50tV) +icV x AW - otA (4.36)
C

F=cA—VV—0tA+icVx A4 (4.37)
F=cA+E+icB (4.38)

esitligine ulasilir. Esitlikte A = Cizg—\t/ + V-4 Lorenz gostergesidir. Ayrica, E=-Vv-

dtA ve iB = VaA = iV x Adir.

- A=0ise, F=E + icB olur. (4.39)
- A1 # 0ise, O0?A = cu,J = OF olur. (4.40)
oF = a(E + icB) = 0?A = 0?(V — c4) = co) (4.41)
A=[V—c(A,6, + A6, + A363)] = V — cA’dir. (4.42)
] =cp—Jdir. (4.43)

4.6. Manyetik Akimin Clifford Cebiri ile ifadesi

Manyetik ak1 @p = B-A esitliginin v operatoril ile Clifford carpimi yapilirsa,

Vop =V 05 + Vady (4.44)
Vo =V-(B-4)+Va(B-4) (4.45)
Vo =V-(B-4)+iVx(B-4) (4.46)

esitligi elde edilir.

5. MAXWELL DENKLEMLERI VE CLIFFORD CEBIiRIi ILE iFADESI

Maxwell Denklemleri, Lorentz Kuvveti Yasasi ile birlikte klasik elektrodinamik,
klasik optik ve elektrik devreleri i¢in baslangic noktasi olusturan bir dizi kismi
diferansiyel denklemlerden meydana gelmektedir. Elektromanyetik teorinin temelini
olusturan Maxwell Denklemleri elektrik ve manyetik alanlar arasindaki iligkiyi ifade eden
diferansiyel denklemlerdir. Bu denklem sistemleri elektrik ve manyetik alan ifadelerinin

birbirinden ayr1 diisiiniilemeyeceginin bir kanitidir.
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James Clerk Maxwell, maddenin elektrik ve manyetik alanlardaki etkilesimini
incelemesi sonucunda kendi adiyla adlandirdigi dort adet denklem ortaya koyar. Bu
denklemlerin hem integral hem de diferansiyel formlar1 bulunmaktadir. Maxwell
Denklemleri’nin integral ve diferansiyel formalar1 ayni1 anlamlar1 tasimaktadir. Farkli
form olmasi farkli anlam icerdigini diisiindiirtmemelidir. Diferansiyel formlari, integral

formlarindan yola ¢ikilarak elde edilir.

5.1. Maxwell Denklemlerinin Elde Edilmesi

Elektrik Alan i¢in Gauss Yasasi

Gauss Yasasi, Carl Friedrich Gauss tarafindan kesfedilmis olup elektrik alanin
hesaplanmasinda kullanilan bir yasadir. Gauss Yasasi sayesinde elektrik ytikii ile elektrik
alan arasindaki bagint1 hakkinda daha kolay bir anlayisa sahip olunur.

Gauss Yasasi, kapali bir ylizeyden gecen elektrik akisinin, bu kapali yiizeyin
icindeki yiikle orantili oldugunu sodyler. Herhangi kapali bir ylizeyden gecen toplam
elektrik akisinin, bu yiizey i¢inde kalan toplam yiikiin &,’a boliimiine esit oldugunu ifade
etmektedir. Kisacasi; kapali bir yiizeyin i¢indeki toplam yiik, ylizey i¢cindeki elektrik alan
cizgilerinin sayisiyla orantilidir. Ayni1 zamanda alanlarin yiiklerden nasil olustugunu
aciklamaktadir. Gauss Yasast,

FE-dA=2 (5.1)

€o

esitligi ile gosterilir. Bu esitlik, elektrik alanlar i¢cin Gauss Yasasi’nin integral formudur.
Gauss Yasasi, kapali tiim yiizeyler ve tiim yiik dagilimlar i¢in gecerlidir. Burada; E

elektrik alan, A ylizey alani, q yiik, &y bos uzayin elektriksel gecirgenlik sabitidir. Eger

bu esitlige diverjans teoremi uygulanirsa,

$E-dA=[(V-E)-dv=2 (5.2)

€o

esitligi elde edilir. Esitlik (5.2)’de; ¢ = [ pdV esitligi yerine yazilirsa,

J(V-E)-av =122 (5.3)

esitligi elde edilir. Buradan da,

—

V-E=2£ (5.4)

€o
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esitligine ulasilir. Bu esitlik elektrik alanlar i¢in Gauss Yasasi’nin diferansiyel formudur.

Boylece Maxwell Denklemleri’nin ilki elde edilir.

Manyetik alanlar i¢in Gauss Yasasi

Herhangi kapali bir yilizey boyunca manyetik akinin sifir oldugunu séylemektedir.
Yani, kapal1 bir yiizeyin hacmine giren manyetik alan ¢izgilerinin sayis1 hacmi terk eden
manyetik alan c¢izgilerinin sayisina esittir. Bu ise, dogada manyetik kutuplarin var
olamayacagimin bir kanitidir. Bu nedenle de manyetik alan ¢izgileri asla kesismez ve

sonlanmaz, daima kapal1 dongiiler olusturur. Guass Yasast,
$B-dA=0 (5.5)

esitligi ile gosterilir. Bu esitlik, manyetik alanlar i¢in Gauss Yasast’nin integral formudur.

Burada; B manyetik alan, A yiizey alan ifadesidir. Eger bu esitlige diverjans teoremi

uygulanirsa,
V-B=0 (5.6)

esitligine ulasilir. Bu esitlik, manyetik alanlar i¢in Gauss Yasasi’nin diferansiyel

formudur. Boylece Maxwell Denklemleri’nin ikincisi elde edilir.

Faraday Yasasi

Faraday’in manyetik indiiksiyon yasasinin bir ifadesidir. Yani manyetizma
tarafindan Uretilen elektrigin miktarr, manyetik kuvvetin artma veya azalma hizina esit
olmaktadir. Cok hizli bir sekilde degisen bir manyetik kuvvet cok miktarda elektrik,
yavasca degisen bir manyetik kuvvet ise ¢ok kiiciik bir miktar elektrik iiretmektedir.
Zaman i¢inde sabit kalan bir manyetik kuvvet ise hi¢ elektrik liretmez.

Faraday Yasasi, herhangi kapali bir yol boyunca elektrik alanin ¢izgi integralinin,
kapali yol boyunca cevrelenen herhangi bir ylizey alanindan gecen manyetik akinin
zamanla degistigini ifade etmektedir. Yani, zamanla degisen manyetik alanlar bir elektrik
alan olustururlar.

$E-dl = -2 (5.7)

dt

Bu esitlik, Faraday Yasasi’nin integral formudur. Burada; E elektrik alani, Zuzunluk, Dp

manyetik aki, t zaman ifadesidir. Bu ifadeye Stokes Teoremi uygulanirsa,
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$E-dl = [(V-E)dA (5.8)
veE

dQB—_i —-)l =
— = —z/B-dA (5.9)

esitlikleri elde edilir. Esitlik (4.8) ve esitlik (4.9) esitliklerinin birlesiminden,
v . E = —-_—— (5'10)
esitligine ulasilir. Bu esitlik Faraday Yasasi’nin diferansiyel formudur.

Boylece Maxwell Denklemleri’nin {igiinciisii elde edilir.

Ampere Yasasi
Ampere Yasasi, elektrik akimlarinin ve zamanla degisen elektrik alanlarinin bir
manyetik alan {irettigini ifade eder. Manyetik alanin olusmasi i¢in elektrik alanin zamana

bagli degismesi ve akimin varligi gerekmektedir.
$B-dl=pq-1 (5.11)

Bu esitlik Ampere Yasasi’nin integral formudur. Burada; B manyetik alan, [ zaman, p,

bos uzayin manyetik gegirgenlik sabiti, I akim ifadesidir. Denklem (4.11)’de I = | f -dA

ifadesi yerine yazilirsa,
$J-dl=po []-dA (5.12)

esitligine ulasilir. Bu esitlik, Ampere Yasasi’nin integral formudur. Burada; f elektrik

akim yogunlugudur. Bu esitlige Stokes Teoremi uygulanirsa,

$B-dl=[(VxB)dd=p,[]dA (5.13)

-

OE
Jat

X B = pto ] + poto (5.14)

<

esitligine ulasilir. Bu esitlik Ampere Yasasi’nin diferansiyel formudur. Boylece Maxwell

Denklemleri’nin dordiuncisi de elde edilir.
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Cizelge 5.1. Maxwell Denklemlerinin integral ve diferansiyel formlari

Maxwell ; L . . L
Denklemleri Integral Gosterimi Diferansiyel Gosterimi
Elektrik Alan igin § F.ogi=1 v.F=r
Gauss Yasasi & &
Manyetik Alan i¢in Boa7_ = 3
Gauss Yasasi 3€B da=0 V-B=0
S d B
Faraday Yasasi jg E-dl=- & VxE=— B_B
dt ot

Ampere Yasasi

Cizelge 5.2. Maxwell Denklemlerinde kullanilan semboller, biiyiikliikler ve birimler

Sembol Biiyiikliik Birim

q Elektriksel Yiik Coulomb (C)

DOp Elektriksel ak1 N.m?/C
Dp Manyetik aki T.m? veya Wb
E Elektrik alan vektorii V/mveyaN/C
B Manyetik alan vektori Tesla (T) veya Wb /m?
p Elektrik yiik yogunlugu C/m?

j Elektrik akim yogunlugu A/m?

& Bos uzayin elektriksel gegirgenlik sabiti F/m veya C/N.m?
Ho Bos uzayin manyetik gegirgenlik sabiti H/m veya N /A?
A Yiizey alam m?

t Zaman Saniye (s)

i Uzunluk Metre (m)
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5.2. Maxwell Denklemlerinin Clifford Cebiri ile ifadesi

Geometrik cebir ile birlikte Maxwell Denklemlerinin tek bir esitlikte yazimi
mevcuttur. 1966 yilinda Hestenes, dort Maxwell Denklemlerini tek bir esitlikte toplar. Bu
esitlik:

(3%+@F=cMrm: (5.15)

dir. Burada; F ve J ifadeleri birer multivektordiir.

F=FE +icB (5.16)
veE
] = cp — Jdir. (5.17)

Esitlik (5.16) ve (5.17), Esitlik (5.15)’de yerine yazilacak olursa,

1 — — .
(26t+-V)(E-+lCB)::cmm(cp-—j) (5.18)
esitligi elde edilir.

Esitlik (5.18)’1 elde etmek icin Oncelikle elektrik ve manyetik alan ifadelerinin V ile

geometrik carpimlari yapilacak olursa,

[lk olarak elektrik alan geometrik cebir ile ifade edilirse,
VE=V-E+i(VxXE) (5.19)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte V-E = sﬁ ve VX E = — Z—f Maxwell Denklemleri yerine
0

yazilacak olursa,

VE=L24i(_%

VE_%+( m) (5.20)
VE=~2 _ ;%

VE=£-i% (5.21)

(5.22)
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esitligi elde edilir.
Manyetik alan geometrik cebir ile ifade edilirse,
VB=V-B+i(VxB) (5.23)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte V-B=0 ve VXB = o] + SOMOZ—f Maxwell

Denklemleri yerine yazilacak olursa,

—— . - aE)

VE=0+i (uoj + g0l E) (5.24)
ST T oF

VB =iy, + igoko 5, (5.25)
S= 0E . 2

VB —igouo i iuof (5.26)

¢? = —~dir. O halde,

Eolo

VB -~ = juJ (5.27)

c? ot

esitligine ulasilir. Ulasilan bu esitlik ic ile carpilirsa,
L ?
icVB + fE = —cuof (5.28)

esitligi elde edilir. Elde edilen Esitlik (5.22) VE + i‘;—f = Eﬁ ve Esitlik (5.28) icVE +
0

éz—f = —ClUy f taraf tarafa toplanirsa,
VE+iZ 4+ icVB +LE =2 ¢y f (5.29)
L ot e cat & Chol ’

esitligi elde edilir. Esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa,
(G2 +9)(E +icB) =2 — cuef (5.30)
cot £ 0 ’

esitligi yazilabilir. Bu esitlik dort Maxwell Denklemlerinin tek bir esitlik ile ifade edilmis
halidir. Elde edilen bu esitlik 4-gradyent operatorii ile ifade edilirse bu esitlik,

OF = cug) (5.31)
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esitligi ile yazilir. Burada “0” 4-gradyent operatoriidiir ve
o= (%% + V) esitligi ile gosterilir. (5.32)

Bu semboliin kare olmasinin nedeni ise 4-boyutlu Minkowski uzayini temsil ediyor

olmasidir. Ayrica F ve J multivektorleri ise,

F = E + lCE = Elél + Ezéz + E3é3 + iC(Blél + Bzéz + B3é3) (533)
J=cp _f =cp — (J161 + 1€, + ], 85) dir. (5.34)
dir.

Hestenes’in, Maxwell Denklemlerini tek bir esitlik ile gosterdiginden ve bu
gosterimin,  Esitlik (530)da (32 +V) (E +icB) = £ - cuo]  seklinde ifade
0
edildiginden bahsedildi.

0

e = ~d . 0. .. . . - A
Bu gosterimde, V= é1o-té-+é;- esitligini, elektrik alan vektori E = E;é; +
x y z

E,é, + E;é;, manyetik alan vektorii B = B;é; + B,é, + B3é; ve elektriksel akim
yogunlugu vektori J=J161 +J26, + Jz€3 yerine yazilip gerekli islemler yapildiginda,
dort Maxwell Denklemleri elde edilir:

p
0

10 A O A 0 A O ~ ~ A , A A A
(Za + ela + ezg + e3 a_z> (E181 + Ezez + E3e3 + 16(3181 + Bzez + 3363)) = -

&

Clg(J161 + J28; + J3€3) (5.33)

~.

= é,6,65 esitligi, Esitlik (5.35)’de yerine yazilirsa,

8 . 9 .8 . @ R n R A A A R n n
(l— +é,—+é,—+é; —) (Ele1 + E,é, + E5é; + cé,8,8;(B,é; + B,é, + B3e3)) =
cat By dy 3,

Eﬁo_ Cllo(]1é1 + /28, +]3é3) (5.36)

esitligine ulasilir. Bu esitlikte nokta ¢arpimlar ve vektorel carpimlar tek bir esitlikte
toplanmustir. Ayrica 3-boyutlu 6klidyen uzayinin birim baz vektorleri é; &, éskullanilarak
tek bir formda yazilmistir. Bu esitlige dagilma 6zelligi uygulanirsa,

20,E16, +-0,Esy + -0, Eyls + 0,E1816, + 042818, + 0xE3618; + 0, 18,6, +

0, E26,6, + 0,F36,65 + 0,E1656, + 0,E,838, + 0,E38585 + 0tB,8,8,8;8, +
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AAAAAAAAAA

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

AAAAAAAAAAAAAAA

CloJ3€3 (5.37)
esitligi elde edilir. Elde edilen esitlik (5.37)’ya €;é; = 1 ve €;&; = —¢;¢; ozellikleri
uygulanirsa,

1 ~ 1 N 1 N A A A A A A

ZatElel + Zathez + zatE3e3 + axEl + aszelez + axE3ele3 - ayElelez + ayEZ +
ayE3é2é3 - 62E1é1é3 - 02E2é2é3 + 02E3 + atBlé2é3 - athé1é3 + atB3é1é2 +
C0x31é1é2é3 - Caszé3 + CaxB3é2 + CayBlé3 + Cay32é1é2é3 - CayB3é1 -

€0,B16; + c0,B,€; + c0,B36,6,é3 = eﬁo — Clio)161 — Clio)262 — CloJ383 (5.38)

esitligine ulasilir. Burada,

é2é3 = lél (539)
8,6, = —ié, (5.40)
éléz = lé3 (541)

esitlikleri de yerine yazilarak yeniden bir diizenleme yapilirsa,

%atElél + %athéz + %atE3é3 + axEl + ayEz + 02E3 + laxE2é3 - laxE3é2 -
i0,E 185 + 10, E3é; + i0,E6, — i0,E,8; + ié,0tB; + ié,0tB, + i6;0tB; +
€0, B1816,85 — c0,By&5 + c0,B3é, + €0, B, 85 + 0, B,8,8,65 — cd,B36; —

A A A A A p A A A
c0;B18; + ¢0,B,6, + c0,B3é,6,é;5 = P CloJ161 — CloJ282 — Clhof3€3 (5.42)
esitligine ulagilir.

Bu esitlikteki 0,E; + 0y E, + 0,E5 ifadesi V-Ez’ye esittir. O halde, V-E = 0E; +

0yE, + 0,E5 = sﬁ olur. Burada, Maxwell Denklemlerinin elektrik alan i¢in Gauss Yasast
0

olanV-E = sﬂ esitligi dogrulanmis olur.
0

Esitligin geri kalan ifadesi yazilarak diger Maxwell Denklemlerinin de ¢ikarimi

yapilacak olursa;
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20,E18, + 20, Ey8; + = 0, Ezly + 10,E,85 — i05E36; — i0yE165 + 10, Exé; +

i0,E.é, —i0,E,é, + ié,0tB, + ié,0tB, + ié30tB; + c0,B,6,6,é5 — c0,B,é3 +
c0yB3é, + c0yB,é3 + c0,B,8,8,é; — cd,B;é, — c0,B,é;, + c9,B,é; +

€0,B3816,83 = —cuof181 — clio)2€2 — clof3€3 (5.43)
esitligi elde edilir. Esitlik (5.43)’de elektrik alan bilesenleri ié,, ié, ié3ve manyetik alan

bilesenleri cé,, cé,, cé; ortak parantezine alinirsa,

=0, E181 + = 0,Ez8; + < 0,Esé; + 161 (0yE; — 0,E,) — i85 (0, E5 — 0, +

ie3(0xE, — 0yEy) + i0tB,é, + i0tB,é, + i0tB3é; + icd,B; + icd,B, + icd,B; +
Cé1(asz - ayB3) + ¢€,(0xB3 — 0,B,) + cé3 (ayB1 - asz) = —Clio)1€1 — /262 —

ClioJ3€3 (5.44)

esitligine ulasilir. Elde edilen (5.44) esitliginde gerekli diizenlemeler yapilirsa,

1 n n

ZatElel + Cel(aZBz —3 ayB3) = —C‘Llojl (545)
%athéz + cé,(0,B3 — 9,B1) = —cuy/> (5.46)
20,E363 + c&5(0, By — 0:B,) = —cptos (5.47)

esitliklerine ulagilir.

Bu ¢ esitligin ortak ¢oziimiinden, Maxwell Denklemleri’nin Amper Yasasi’n1 VxEB =

%atﬁ + U f verdigi bulunur.
Esitlik (5.44)’de esitligin geri kalan1 yazilacak olursa,

ie1(0yEs — 0,E;) — i8,(0yEs — 0,E;) + ié3(0,E, — 0yEy) + i0tB, &, + i0tB,é, +
i0tB3&; + icd, By + icd,B, + icd,B; = 0 (5.48)

esitligine ulagilir. Elde edilen esitlikte icd,B; + icdy B, + icd,B; ifadesi ic parantezine

alinip, idtB,é; + i0tB,é, + i0tB3é5 ifadesi de esitligin diger tarafina alinirsa,

ié1(0yE; — 0,E;) — i8,(0xEs — 0,E;) + ié3(0,E, — 0,E;) + ic(8,By + 8,B, +
0,B3) = i0tB, &, + i0tB,&, + i0tB;3é; (5.49)
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esitligi elde edilir. Bu esitlikten,

i0tB,6, = ié1(0,E; — 0,E,) (5.50)
lathéz = _iéz(axE3 - aZEl) (551)
i0tB3é; = ié5(0,E, — 0,E,) (5.52)

esitliklerine ulasilir.

Bu esitliklerin ortak ¢oziimiinden, Maxwell Denklemlerinin Faraday Yasasi VXE =

- g—lj esitligine ulagilir.
Son olarak, esitligin geri kalan1 yazilirsa,
ic(0xBy + 0,B, + 9,B;) =0 (5.53)

esitligi elde edilir. Bu esitligin de Maxwell Denklemleri’nin manyetik alan i¢in Gauss

YasastV-B =0 esitligini verdigi gortiliir.

Tim bu islemler sonucunda, Esitlik (5.30) ve (5.31)’nin Maxwell Denklemleri’nin

dordiinii de tiirettigi goriiliir.

Esitlik 5.31°in Clifford ¢arpimi yapilirsa,
OF = 0 F + 0aF = cuy) (5.54)
O-F+0OaAF =), + i)y (5.55)

esitlikleri elde edilir. Esitlik (5.55)’de, Jo: Elektrik Akim Yogunlugu J,,: Manyetik Alan

Yogunlugu’dur. Esitlikte vektor ve bivektor esitlikleri ayr1 yazilirsa,
o-F=]J. (5.56)
OaF = iJ, (5.57)

esitliklerine ulasilir. Bu esitliklerde diverjans ve rotasyonel operatdrlerinin arasindaki

bagint1 kullanilarak,

(oaF)i = o- (iF) (5.58)
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esitligine ulasilir. Vektor ile sankiskalarin degisme 6zelligi olmadigindan,

0 (iF) =Jm (5.59)
dir. Sonug olarak,

F=o0-F+0oO-(iF) (5.60)

esitligi elde edilir. [12].

Maxwell Denklemleri’nin, multivektorler cinsinden Esitlik (5.30)’da (% d; +
V) (E +icB) = gﬂ — cugJ tek bir esitlik ile gdsterildigine deginildi. Bu esitlik de 4-vektor
0

gradyenti ile, Esitlik (5.31)’de OF = cu,] esitligi ile gosterildi. Bu esitlikler manyetik
monopellerin varlig1 olmadan ifade edildi. Manyetik monopollerin varlig1 da eklenerek
esitligin sag tarafi multivektorler cinsinden diizenlenirse, Maxwell Denklemleri manyetik

monopeller var sayilarak,

V-B=pm (5.61)
veE
Vxﬁ:—aa—‘j—fm (5.62)

esitlikleri ile gosterilir. Bu esitlikler Maxwell Denklemleri’ne manyetik yiiklerin de dahil
edilmis formudur. Burada, p™ manyetik yiikii ve /™ ise manyetik yiik akimini temsil eder.

Esitlik (5.30), Esitlik (5.61) ve Esitlik (5.62) ile diizenlenirse,
(30.+ V) (E +icB) = cuo (cp = = 5J™ + ip™) (5.63)
~0; wo(co—J =2 +ip :

esitligine ulasilir. Bu esitlik Maxwell Denklemleri’nin manyetik monopellerin de

eklenmesiyle tek esitlik ile gosterimidir.
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6. LENZ YASASININ CLIFFORD CEBIRI iLE IFADESI

Micheal Faraday yaptig1 deneylerle elektrik ve manyetizma arasindaki bagintiya
dikkat ¢ekmeyi basarir. Faraday, hareket ve elektromanyetizmanin birbirine
doniigebilecegini gosterir.

Fraday Yasasi, elektromanyetizmanin en temel ve 6nemli yasalarindan biridir. Bu

yasa, elektriksel makinalarin ve medikal alanin ¢ogunda uygulamaya sahiptir.

6.1. Lenz Yasasi

1831 yilinda, Michael Faraday zamana bagli olarak degisen manyetik alanin
elektrik akim meydana getirebilecegini agiklamistir. Bu kavram elektromanyetik
indiiksiyon olarak ifade edilmektedir. Sabit bir manyetik alan icerisinde indiiklenme s6z
konusu olmaz. Fakat manyetik alan degisken ise o zaman manyetik aki da degisecektir.
Manyetik akinin degismesi ile birlikte indiiksiyon akimi1 meydana gelir. Bu indiiksiyon
akimi, baslangictaki manyetik akinmn degisimini onleme etkisi yapar. Indiiksiyon
akiminin yonii ise manyetik aki degisime kars1 koyacak sekilde olusur. Yani, manyetik
aki artiyorsa indiiksiyon akimi onu azaltacak yonde, manyetik aki azaliyorsa indiiksiyon
akimi onu arttiracak yonde olusur. Aslinda bu, klasik fizikteki Newton yasalarindan da
bilinen etki-tepki olayina benzerdir. Lenz yasasi, Faraday yasasindaki (-) isaretinin bir
aciklamasidir. Denilebilir ki, Lenz yasasi enerji korunumunun bir sonucudur. Faraday

yasasindaki (-) isaretinin de kaynagi bu enerji korunumudur.

Faraday Yasasi,

_ _dos
g=——1 (6.1)

dir. Buradaki (-) isareti manyetik aki ve indiiksiyon akimimin zithgm ve indiiklenen

gerilimin yoniinii gosterir.

Sonug olarak, indiiklenen akimin kendisini olugturan manyetik alana zit yonde bir
alan olusturdugunu Heinrich Lenz buldugundan bu yasa “Lenz yasas1” olarak adlandirilir.
Kisacasi, Lenz yasasina gore; degisen manyetik alan degisen aki olusturur. Manyetik
akinin degismesi ile birlikte indiiksiyon akim meydana gelir. Indiiksiyon akim ise,

manyetik akiy1 muhafaza etme egilimdedir.
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Sekil 6.1 Faraday ve Lenz yasasinin gosterimi

6.2. Lenz Yasasimin Clifford Cebiri ile ifadesi

Faraday Yasasi € = — % esitliginin Vile geometrik carpimi yapilacak olursa,
Ve=V e+ Vae (6.2)
Ve=V-e+i(Vxe) (6.3)
G = 0. (998 4 ; (7 (— 20
Ve=V-( dt)-{-l(VX( dt)) (6.4)
Ve _7.9%8 _; (T (%02
Ve =7 L(Vx(dt )) (6.5)
d@gp = B - dA aku ifadesi yerine yazilacak olursa,
= < BdA [z (BdA
Ve=—V.-28 (v x (7)> (6.6)

esitligi elde edilir.
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7. SONUC

Clifford Cebiri, fizigin ve matematigin bir¢ok alaninda kullanilan 6nemli bir
cebirdir. Bu tezde, Clifford Cebirinin elektromanyetizma esitliklerine uygulamasi
incelenmistir. Ik énce Clifford Cebirin tarihsel gelisiminden bahsedildi. Sonrasinda ise
cebirin tanimi yapildi ve cebirin cebirsel 6zelliklerinden bahsedildi. Elektrik ve manyetik

alanlarin tanimindan sonra bu tanimlarin Clifford Cebiri ile ifadesi ele alindi. Lorentz

kuvveti F = E + icB ve akim yogunlugu J = cp — f olmak tizere Maxwell Denklemleri
OF = cp,] ile gosterilen tek bir denkleme indirgendi. indirgenen bu denklemin Clifford
Cebiri ile ifadesi irdelendi. Buradaki amag¢ Clifford Cebiri kullanarak islem kolayligi
saglamaktir. Tezin son bdliimiinde ise, Faraday Yasasindan yola ¢ikarak Lenz Yasasinin
Clifford Cebiri ile gdsterimine yer verildi.

Sonug¢ olarak, Clifford Cebiri Ozellikle fizikte ve miihendislikte kullanisl
gosterimler saglamaktadir. Islem kolaylig1 saglamasi ve ¢cok boyutlu uzaylari tanimlarken

sagladigi olanaklar oldukca dikkat ¢ekicidir.
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