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ABSTRACT

BOUNDS OF CIRCULANT MATRICES NORMS WITH JACOBSTHAL
AND JACOBSTHAL LUCAS NUMBERS

YASAMALI, SALTUK
M. Sc. Thesis in Mathematics Department
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Sitkkran UYGUN
May 2017,

44 pages

Firstly we give some basic definations as Euclid norm, spectral norm,
Kronecker product and Hadamard product. Also some impotrant inequalities are given
about them. Then, we define briefly circulant matrix and give its some important
properties. We describe Jacobsthal, Jacobsthal Lucas sequences and give some
important identities. After that we define a generalization of these sequences, by using

the variable k € R*, called k-Jacobsthal and k-Jacobsthal Lucas sequences.

Then, we find the sum of the first n terms of Jacobsthal, Jacobsthal Lucas

numbers by using different number sequences.

In the end we find out upper and lower bounds of the norms for the circulant
matrix with Jacobsthal, Jacobsthal Lucas numbers and k-Jacobsthal and k-Jacobsthal

Lucas sequences.

Keywords: Jacobsthal, Jacobsthal Lucas sequences, Binet formulas, Circulant
Matrices, Norm.



OZET

ELEMANLARI JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL LUCAS SAYILARI
OLAN DAIRESEL MATRISLERIN NORMLARININ SINIRLARI

YASAMALI, SALTUK
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii

Tez Yoneticisi: Yrd. Dog¢. Dr. Siikran UYGUN
Mayis 2017,

44 sayfa

Bu ¢alismamizda ilk olarak, 6klit normu, spektral norm, Kronecker ¢arpani ve
Hadamard ¢arpani hakkinda kisa bir bilgi verilecektir. Dairesel matrisin kisa bir tanimi

yapildiktan sonra bazi 6nemli Ozelliklerinden bahsedilecektir. Sonra Jacobsthal,
Jacobsthal Lucas dizisi ve baz1 6nemli 6zdeslikleri verilecektir. Daha sonra, k e R*

degiskeni kullanarak k-Jacobsthal ve k-Jacobsthal Lucas dizileri olarak

isimlendirilen bu dizilerin bir genellemesi tanimlanacaktir.

Sonraki boliimlerde, Jacobsthal, Jacobsthal Lucas ve genellestirilmis
Jacobsthal Lucas sayilariin ilk n teriminin karelerinin toplam formiilleri farkli sayi

dizileri kullanilarak elde edilecektir.

Son olarak, elemanlar1 Jacobsthal, Jacobsthal Lucas sayili ve k -Jacobsthal ve
k -Jacobsthal Lucas olan dairesel matrislerin normlar1 igin alt ve {ist sinirlar elde

edilecektir.

Anahtar Kelimeler: Jacobsthal, Jacobsthal Lucas Dizileri, Binet Formiilii, Dairesel

Matrisler, Norm.
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BOLUM 1
GIRIS

Ozel tamsay1 dizileri sayilar teorisinde ¢ok énemli bir yere sahiptir. Oncelikle
tamsay1 dizileri denilince ilk akla gelen, Fibonacci dizisidir. Bu say1 dizisi

F...=F, +F,, yineleme bagintis1 kullanilarak tanimlanmistir. Fibonacci dizisi en

basit islem yapilabilen sayilar F, =0, F, =1 ile baslar. Fibonacci dizisinin bu kadar

Oonemli olmasinin sebebi ardisik iki teriminin oraninin sonsuz i¢in limitinin “altin oran”
olarak adlandirilan say1 olmasidir. Altin oran dogada (¢igek ve agaglarda) sanatta,
mimarlikta, insan viicudunda vb. karsimiza ¢ikmaktadir. Fibonacci dizisi istenirse
baslangi¢ elemanlar1 degistirilerek tamamen bu diziden bagimsiz baska bir say1 dizisi

de elde edilebilir. Bir 6rnek olarak Fransiz matematik¢i Edward Lucas baslangig

sartlar1 igin segilebilecek bagka basit L, =2, L, =1 degerlerini kullanarak Lucas say1

dizilerini tanimlamis ve bu say1 dizisi de ciddi bir 6nem kazanmistir. Lucas sayi
dizisinin literatiirde 6nem kazanmasinin nedeni Fibonacci sayi dizileri ile arasinda bir
¢ok bagmtmin elde edilmesidir. Literatiirde farkli yineleme bagntilar1 ve baglangig
sartlar1 segilerek ¢esitli 6zel say1 dizileri elde edilir: Pell, Pell Lucas, Jacobsthal,
Jacobsthal, Lucas, Mersenne, Horadam, Padovan gibi...

Dairesel ve r-dairesel matrisler son yillarda birgok arastirmacinin ilgisini
cekmektedir. I -dairesel matrisleri, uygulamali matematik alaninda en ilging aragtirma
alanlarindan biridir. Bu matrislerin, sinyal igleme, kodlama teorisi, goriintli isleme,
dijital goriintii olusturma, olasilikta dogrusal tahmin ve tasarimda ¢ok cesitli
uygulamalar1 oldugu bilinmektedir.

Bu boliimde ¢esitli say1 dizileri ile olusturulan gesitli tipteki dairesel matrislerin

normlar ile ilgili literatiirde yapilmis olan bazi ¢alismalardan bahsedelim: Solak S.

ve Bozkurt D. (2002) C, dairesel matrisinin operatdr ve matris normlarinin {ist

sinirlarini elde etmistir. Solak S. ve Bozkurt D. (2003), H, = [l/(g +h(i + j))] :jzlz



([1/(g+kn)]7;4), k=0, 1,2, ...,n-1 matris formunun /, ve spektral normlar:

i,j=1
igin sinirlar vermistir. Burada; i + j=k (mod n) olacak sekilde k tanimlanmistir. Solak

S. (2005) Dairesel matrislerin spektral normlarin1 Fibonacci ve Lucas sayilariyla

incelemistir. nxn mertebeli A=[a;;] ve B:[bij] matrislerini ajj = F(mod(j—i,n)) ve
bij = L(mod( j—i,n)) seklinde tanimlamistir. A ve B matrislerinin spektral ve Oklid

normlari ile ilgili baz1 alt ve st sinirlar elde etmistir. Ayrica A ve B matrislerinin
Hadamard ve Kronecker ¢arpimlarinin normlarinin sinirlarini da bulmustur. Rimas J.

(2005) n=(2p+1). mertebeden ( p € N) simetrik dairesel matrislerin bir tipi igin I.(

| € N) kuvvetinin genel tanimi elde etmistir.

Benzer olarak Rimas J. (2006) makalesinde n=(2p). mertebeden(p e N, p > 2)

simetrik dairesel matrislerin bir tipi i¢in |. (I € N') kuvvetinin genel ifadesini elde
etmigstir. Kocer E. G. (2007), Horadam sayilari ile dairesel ve yari-dairesel matris
normlarini elde etmistir.

Civciv H., Tiirkmen R. (2008) calismasinda Lucas elemanli dairesel matris ve
bu matrisin normlarinin alt ve iist sinirlarin1 Lucas sayilarina bagli olarak elde etmistir.
Ayrica bu matrisin Hadamard tersinin normunun alt ve {ist sinirlarini elde etmistir.

Shen S. ve Cen J. (2010), Fibonacci ve Lucas sayilariyla olusturulan r -dairesel
matrislerin normlarinin sinirlarini bulmuslardir. Benzer olarak Shen S. ve Cen J.
(2010), k-Fibonacci ve k-Lucas sayilariyla olusturulan r-dairesel matrislerin
spektral normlari i¢in sinirlar bulmuglardir.

Uslu K., Taskara N., Uygun S. (2011), k-Fibonacci ve k-Lucas ve
genellestirilmis Kk -Fibonacci sayilari ile olusturulan dairesel matrislerin spektral
normu i¢in yine bu sayilara bagli sinirlar1 vermislerdir.

Bahsi M., Solak S. (2011), hiper-Fibonacci ve hiper-Lucas sayilariyla dairesel
ve I -dairesel matrislerinin normlarini incelmistir. Yazlik Y., Taskara N. (2013),
genellestirilmis k -Horadam sayilariyla bir I -dairesel matrisinin spektral normlari igin
yeni alt ve ist smirlar verdiler. Jiang ve Zhou (2015), r-dairesel matrisler igin
spektrum normlart vermiglerdir. Tuglu ve Kizilates (2015), sonlu fark operatorii
kullanilarak Oklid normunu hesaplamis ve dairesel, I-dairesel ve bazi harmonik
Fibonacci ve hiper harmonik Fibonacci sayilari ile bazi 6zel matrislerin spektrum
normlarini vermislerdir. Bahsi M. (2016), hiper harmonik sayil1 I -dairesel matrislerin

spektrum normlarini hesaplamistir. Bahsi M. (2016), hiper Fibonacci ve Lucas sayili



I -dairesel matrislerin spektrum normlarini bulmustur. Tuglu ve Kizilates (2016),
elemanlart Fibonacci, Lucas ve hiper harmonik Fibonacci olan geometrik dairesel

matrislerin normlari i¢in sinirlar bulmuslardir.



BOLUM 2
ON BILGILER

Bu boliimde oncelikle cesitli matris normlari, matrislerin Hadamard ve
Kronecker ¢arpimi ile dairesel matris hakkinda genel bir bilgi verilecektir.
2.1. Matris Normlari, Matrislerin Hadamard ve Kronecker Carpimlari

A herhangi bir n-kare matris olmak {izere, matris normlart ve matrislerin

Hadamard ve Kronecker carpimlari ile ilgili baz1 genel bilgileri verelim:

Tamm 2.1.1. A ve B herhangi n —kare matrisler olmak tizere,

a) |A| > ove|A|=0 A=0,

cAl=[c[|A].

c) ||A+ B” < ||A” +||B|| (liggen esitsizligi)

b) ¢ € Z " olmak iizere,

sartlarin1 saglayan || . || :R™ SR reel degerli fonksiyona genellestirilmis matris

normu adi verilir ve ||A|| seklinde gosterilir.

Tamim 2.1.2. A herhangi bir n—kare matris olmak tizere,

1/p

n n p
Al =1 X2 @] | 1=p<w

i=1 j=1

ifadesine A matrisinin / p hormu ad1 verilir.

Eger p =ooise o takdirde,

A, = Jim A, = max| 2



Tamm 2.1.3. A herhangi bir n-kare matris olmak iizere,

= [ £ |

i=1 j=1

ifadesine A matrisinin Frobenius (Euclidean) normu adi verilir ve |A|_ seklinde

gosterilir.

Tamm 2.1.4. A herhangi bir n -kare matris olmak tizere,

A, = Jmax 4, (A" A)

ifadesine ise A matrisinin spektral normu adi verilir. Burada; AH = (K)T dir.

Yukarida vermis oldugumuz normlar arasinda asagidaki sekilde bir iliski mevcuttur:

I <14, <A, @

Tanim 2.1.5. A herhangi bir n -kare matris olmak iizere sirasiyla,

¢, (A) = mjax Zn:‘ aij‘z (2.2)

n
r(A) = max /Z\aij\z (2.3)
j=1

seklinde A matrisinin maksimum siitun uzunluk normuc, () ve maksimum satir

uzunluk normunu da r, () olarak tanimlanmustir.

Tanim 2.1.6. A =[ajj] ve B = [bjj ] kare matrisler olmak iizere,

AoB = [aij b'J]



seklinde verilen ¢carpima A ve B matrislerinin Hadamard carpimi ad1 verilir.
Mathias R. (1990) tarafindan; A, B ve C matrisleri n-kare matrisler olmak

tizere, eger A=BoC ise
|Al, <r.(B)c,(C) (24)
esitsizligi elde edilmistir.

Visick G. (2000) tarafindan ise,

|| normu n -kare matrisler iizerinde herhangi

bir norm olmak iizere,
|A<B]<|AllB] (2.5)

esitsizligi elde edilmistir.

Tanim 2.1.7. A ve B, n-kare matrisler olmak tizere,

allB 3.128 alnB
a,1B a-»»B ... a, B
A®B=| "2 T oA
apB appB -+ anB

seklinde tanimlanan matris ¢arpim tiiriine Kronecker ¢carpim ad1 verilir.

Iki matrisin Kronecker ¢arpimimin Euclidean normu i¢in asagidaki esitlik saglanir:

[A® 8], =]A[B] (2.6)

2.2. Dairesel (Circulant) Matris:

C matrisi n-kare bir matris olmak tizere,

Co Ci C ... Ch2 Chg
Ch-1 C0 € ... Cp3 Cp22
C =
" C3 Cq4 Cy ... C1 )
Co C3 Cq4 ... Co C1
L C1 Co C3 ... Cha Co ]



seklinde verilen matrise dairesel (Circulant) matris adi verilir. Her bir i, j =1, 2,

....,nvek=0,1,2,...,(n-1) i¢in (i, ) elemanlarmin hepsi (j-i) =k (modn) olacak sekilde
aym C, degerine sahiptir. Buradaki (i, j) elemanlar1 formu c’nin k. satir veya siitunu

olarak adlandirilir. Yani, bir dairesel matris, onun ilk satir1 (veya ilk siitunu)
yardimiyla belirlenir.
Dairesel matrislerin birgok ilging 6zelligi vardir. nxn mertebeli dairesel matrisler i¢in

sunlar sdylenebilir.

(i) Ave B ayni mertebeli dairesel matrisler ve a ile b herhangi iki skaler olmak tizere

aA+Bb matrisi bir dairesel matristir.
(i) Ayni mertebeli iki dairesel matrisin ¢arpimi yine bir dairesel matristir.
(iii) Ayn1 mertebeli iki dairesel matrisin ¢arpimi degisme 6zelligine sahiptir.
(iv) Eger bir dairesel matris tekil degilse, tersi de dairesel matristir.
(v) Dairesel matrislerin transpozu dairesel matristir.

(vi) Dairesel matrisler normal matrislerdir.

(vii) IIk satir1(a,,a,,85,......., @, ;) 0lan nxn mertebeli bir dairesel matris ve
w,w" =1denkleminin farkli ¢6ziimlerinden biri olmak tlizere dairesel matrisin 6z

degerleri,
A =85 +aW, + W, +....@, (W,

formiilii ile bulunur. Ayrica dairesel matrisin ilgili 6z vektdrleri,

Xi = (11 Wkasz weny Wk"’l )T Olur.



BOLUM 3
JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL LUCAS SAYILARI

Bu bolimde, Alman matematik¢i Jacobsthal’in literatiire kazandirdigi
Jacobsthal sayilarina ait ¢esitli 6zellikler incelenecektir. Bu say1 dizilerinin matris
gosterimi  belirtildikten sonra birgok 0Ozelligin ispatinin bu matris gosterimi
kullanilarak kolaylikla bulunabilecegi goriilecektir.

Bilgisayarlardaki bazi mikro islemciler bir programin akisini degistirmek i¢in
kosullu yonlendirmeler kullanirlar. Bu mikro islemciler(dalli yonlendirenler) gegici
olarak ilerideki yonlendirmeye atlatan komutlandirma yaparlar. Burada, 2 bit’in 4
olasiligi igin 1 durumun, 3 bit’in 8 olasiligi i¢in 3 durumun, 4 bit’in 16 olasiligi i¢in 5
durumun, vb. durumlar1 hari¢ birakilarak digerlerinin yararl oldugu sonucuna varilmis
ve hari¢ birakilan bu durumlarin tam olarak Jacobsthal sayilarini verdigi gorilmustiir

(Horadam,1999).

3.1. Jacobsthal , Jacobsthal Lucas ve Genellestirilmis Jacobsthal Sayilari
Tamm.3.1.1: Baslangi¢ sartlann j,=0, j, =1 olan; j, ,=]j,+2],, Yineleme

bagintisi ile verilen {jn }:O:O seklindeki say1 dizisine Jacobsthal say1 dizisi denir.

Tanim.3.1.2: Baglangig sartlar1 ¢, =2, ¢, =1olan; c,,,=c, +2c,, yineleme

bagintisi ile verilen {Cn }::1 say1 dizisine Jacobsthal Lucas say1 dizisi denir.

Tamm.3.1.3: Baslangic sartlan G,=a, G,=b olarak verilen G, 6 =G, +2G, ,

yineleme bagintis1 ile tanimlanan {Gn}::o seklindeki say1 dizisine Genellestirilmis

Jacobsthal sayi1 dizisi denir. Birka¢ Genellestirilmis Jacobsthal sayisi

N [o[1] 2 3 4 5 6
G, | A|b]|(2a+h)[(2a+3b) [ (6a+5b) | (10a+11b) | (22a+21b)




seklinde ifade edilir.
Teorem 3.1.4. x?-—x-2=0denkleminin kokleri X =2, X,=-1 olmak {izere
Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas sayilari igin Binet formiilii

. X =Xy 2"—(-D"
Jh = =
X =X, 3

C,=X +X =2"+(-1)"
seklinde verilir (Horadam,1996).

Teorem 3.1.5. n herhangi bir tamsay1 olmak iizere, Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas

sayilar1 toplam formiilleri kullanilarak sirasiyla

seklinde elde edilebilir (Horadam, 1996).

Teorem3.1.6. (Cassini Ozdesligi) n > 0 tamsayis1 icin Jacobsthal sayi dizileri igin

Cassini 6zdesligi asagidaki gibi verilir:

jn+1jn—1 - Jr? :(_1)n2n_1

Teorem 3.1.7. (Catalan Ozdesligi) n>0 tamsayisi i¢in Jacobsthal say1 dizilerinin

Catalan 6zdesligi
- - . +1-r - —
Joor Joir — Jr? = (_l)n r Jr22n r
esitligi ile verilir.

Teorem 3.1.8. (D’ocagne Ozdesligi) m,n >0 tamsayilart vem > n igin Jacobsthal

say1 dizilerinin D ocagne Ozdesligi asagidaki gibidir:



jm jn+1 - jm+1jn = (_ 2)“ jm—n
esitligi saglanir.

Teorem 3.1.9. (Cassini Ozdesligi )n >0 ven > r tamsayilar icin Jacobsthal Lucas

say1 dizilerinin Cassini Ozdesligi

GG —C2 = (-2 (62 - (-2))
esitligi ile verilir (Jhala, 2014).

Teorem 3.1.10. (Catalan Ozdesligi ) n > 0 ve n > r tamsayilar1 i¢in Jacobsthal Lucas

say1 dizilerinin Catalan Ozdesligi

esitligi ile verilir (Jhala, 2014).

Teorem 3.1.11. (D’Ocagne Ozdesligi): m,n > 0 tamsayilar1 ve m > nicin

-n+1
CinChrit —CpnaaCy = 3(_ 2)“ (Cm—n —2m )
esitligi saglanir (Jhala 2013).

Teorem 3.1.12. (Toplam Formiilii) n, k herhangi iki tamsay1 olmak iizere, Jacobsthal

ve Jacobsthal Lucas sayilarinim kismi toplam formiilii

Z Ji :_(jn+2 _3)

0
N
N |-

seklindedir (Horadam, 1996).

10



3.2. Jacobthal, Jacobsthal Lucas ve Genellestirilmis Jacobsthal Sayilar

Arasindaki Bagintilar

Jacobsthal, Jacobsthal Lucas ve genellestirilmis Jacobsthal sayilari arasinda
asagidaki esitlikler mevcuttur Asagidaki esitlikler sayesinde bir say1 dizisini digerleri
cinsinden ifade edebiliriz. Bu 6zellikler Binet formiilleri ve basit bazi Jacobsthal dizi
Ozelikleri kullanilarak kolaylikla ispatlanabilir.

a) Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas sayilar1 arasinda,

ve
C, = jn +4jn—l

b) Genellestirilmis Jacobsthal ve genellestirilmis Jacobsthal sayilari arasinda
G, =bj, +2aj, ,

C) neZ" igin, Jacobsthal sayilari genellestirilmis Jacobsthal sayilari cinsinden

asagidaki gibi verilir:

aGn+l — bGn

i 2a*—b*+ab

ispat:
G, =bj, +2aj,,
c;nJrl = bjn+l + 2ajn

Burada G, ifadesiniaile G, ifadesini deb ile ¢arparak birbirinden ¢ikartirsak
aGn+l - bGn = (23.2 - b2 )Jn + ab(jn+l -2 jn—l)

ifadesini elde ederiz. Bu ifadeden jn ifadesini yalniz birakirsak

11



j. = aGn+1_bGn
" 2a’-b?+ab

sonucuna ulasiriz.

d) Genellestirilmis Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas sayilari arasinda

Gn =b 2Cn+l —C, +2a 2Cn —Cs
9 9

=%(cn (b+4a)+2c, ,(2b-a)), (a,beIR),

seklinde bir iliski mevcuttur.
e)ne Z" igin, Jacobsthal Lucas sayilar1 Genellestirilmis Jacobsthal sayilari cinsinden

asagidaki gibi verilir:

c = _(5a-b)G, +2G, ,(a—2b)
y 2a®—b%+ab

Ispat: Jacobsthal Lucas sayi dizisinin Jacobsthal sayilar1 cinsinden yararlanarak

C, = jn+1+2jn—1 = jn +4jn—1

_aG,,, —bG, +4aG, —4bG_,
2a’ —b*+ab
(5a-b)G, +2G, ,(a—2b)
2a° —b’ +ab

ispat tamamlanir.
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BOLUM 4

JACOBSTHAL, JACOBSTHAL LUCAS VE GENELLESTIRILMIS
JACOBSTHAL SAYILARI iCIN BAZI TOPLAM FORMULLERI

Teorem 4.1. ne Z* igin, |, Jacobsthal sayilarinin ilk n teriminin kareleri toplami

Jacobsthal sayilari cinsinden

n-1

IREHIRTEECIN (4.)

S=l

seklinde yazilir.

Ispat: Geometrik seri acilim1 ve Binet formiilii, tam kare 6zdesligi kullanilarak

n-1 s _(_1) 2 n-1
J-SZ =Z(#J :%ZZZS_Z(_Z)S 1
s=0

LN

n—

s=0 s=0
[ ~2n n
_12 _1+2(_2) _1+n}
9| 3 3
[ ~2n 2n n n
1 ﬂ”(_lyum}
o| 3 3
1. -
i ne2c0 )

ispat tamamlanir.

Teorem 4.2. ne Z" igin, Jacobsthal sayilarinin ilk n teriminin kareleri toplami

Jacobsthal Lucas sayilart €, cinsinden

noo 1|l c?. +3n-1
>ijl= —[T} (4.2)

seklinde yazilir.
Ispat: Binet formiilii ve tam kare Ozdesliginden yararlanarak, geometrik seri

acgilimindan

13



Zn:jszzzn:(aaiﬁ j zéiaZs_zasﬂs_'_ﬂZs

1 2n+2 _ n+l
:11 d 5 —21 (aﬂ) +n+1

9 l-a 1-ap

B 2n+2 _(_ o\
_1)2 1—2l 2) +n+1

9_ 3

MH2n+2 4 n+ly/_1\n
_1 2 1 24:—32(2 )(-1) n+l

9
B l_cﬁﬂ +3n-1

L 3

ispat tamamlanir.

Teorem 4.3. ne Z" igin, Jacobsthal sayilarinin ilk n teriminin kareleri toplami

Jacobsthal Lucas sayilari cinsinden

i 1/ c2 -4
>’ :5[ ”3 +n} (4.3)
seklinde yazilir.

Ispat: Binet formiilii ve tam kare 6zdesliginden yararlanarak

X z[ﬁJ o S )

s=0 s 3 9 s=0

Geometrik seri agilimindan

[ 52n n
_12 _1+2(_2) _1+n}
o 3 3
[ 52n 2n
1|2 +2(-2) +(-1) —1—2+n}
9| 3
1_(:”—4
== +n
9] 3 }

ispat tamamlanir.
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Teorem4.4.ne Z™ igin,

n-1
Joa = b t0 +2(-D)", (4.4)
0

S=

Ispat: Binet formiilii ve tam kare 6zdesliginden yararlanarak

Geometrik seri agilimindan

1[&‘4.[‘]4_2]:%[]_1 }]
9 3 3

on _ (_1)n :|

= Ju, +n+2(—1)"{ .

= Jon +N+2(-1)" J,

ispat tamamlanur.

Teorem 4.5.ne Z™ igin, Jacobsthal Lucas sayilarinin ilk n teriminin kareleri

toplamu Jacobsthal sayilar1 cinsinden

n-1
> =y tn-2(-1)"j, (4.5)
s=0

seklinde yazilir.

Ispat: Jacobsthal Lucas sayilarinin Binet formiilii: ¢, = 2" + (—1)" seklindedir.

Buradan hareketle

n-1

Y=+ f = 2[4 +1+2(-2)°)

-l -1-(2)" 2 (-]

+2

+n+2(-1)" {ﬂ}

3
= Jon +N-2(-D"J,
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ispat tamamlanur.

Teorem 4.6. ne Z* igin, Jacobsthal Lucas sayilarinin ilk n teriminin kareleri

toplami Jacobsthal sayilar1 cinsinden
n-1 )
>’ =3j2+n (4.6)
s=0

seklinde yazilir.

Ispat: Binet formiilii ve tam kare 6zdesliginden yararlanarak

n-1 n-1 n-1
¢f =Y [+ (2 f =3 [ +1+2(-2)]
s=0 s=0 s=0
Geometrik seri agilimindan
o 2n _(_9\" 2n _ Hr o\n
:i+n+21 (-2) :2 2(-2) +13+n

-3 3.3
=3jZ+n

ispat tamamlanur.

Not:
X =2b+2a ve Y =2a—bolmak iizere Genellestirilmis Jacobsthal sayilarin1 X ve

Y sayilarina bagli olarak
n_( q\ n-1 _(_ q\-1
G, =bj, +2aj, , = b[—z ; ) J+ Za[—z ; 1) J

- % [2"(2b+ 2a)~ (—1)"* (- b+ 2a))]

= %[x 2"t —Y(—1)“‘1]

Teorem 4.7. ne Z ™ igin, genellestirilmis Jacobsthal sayilarinin ilk n teriminin

kareleri toplami1 Jacobsthal sayilar1 cinsinden
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nief =%(x2j2n +Y2n+2XY(-1) j, ) 4.7)

s=0

seklinde yazilir.

Ispat: Genellestirilmis Jacobsthal sayilarinin X ve Y ifadelerine bagli bulunan

esitligi ve tamkare 6zdesliginden yararlanarak

n-1

Sar-

s=0

=}

1

272 4y ? _2XY (-2)

O
w
£

Geometrik seri agilimindan

=% X 2(%} an—zxv£¢;‘lﬂ

:x Z(w]wzmzw(—n"(WH

:x i +Y 2N+ 2XY(-1) jn]

ispat tamamlanir.

Teorem 4.8.ne Z™ igin, genellestirilmis Jacobsthal sayilariin ilk n teriminin

kareleri toplami1 Jacobsthal Lucas sayilar1 cinsinden

m-1 B 3
Zan :é{x 2(2C2m19 C2m2j+Y2m+2XY(—l)m_l[2Cm leﬂ

n=0 9
seklinde yazilir.
ispat:
m-1 ) m-1l" 1 2
)G, = z{g(x 2t —Y(—1)“)}
n=| n=0

m-1
=%Z(x222"-2 Y2 o2xy (-2
n=0
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2m-2 _ m—l_
:l X 2 # +Y2m=2XY (Ll
9 2°-1 -2-1

zz{x{zm<1>2m2j+Yzm+ZXY[<1)““[22"”1<1>f“1ﬂ

9 2—-(-1) 3

_ %[x 2 joms +Y2m 42XV (-1, ]

:1|:X 2(2C2m1 _C2m2j+Y 2m+2XY(_1)ml(2Cm _lej:|

9 9 9

Teorem 4.9.ne Z* igin, genellestirilmis Jacobsthal sayilarinin ilk n teriminin

kareleri toplami1 Jacobsthal sayilar1 cinsinden

m-1 i
>G,? _L x“ﬂ+vzm+2xv(—1)" i
o 9 12

seklinde yazilir.

Ispat:
m-1 ) 1m—1 2 o2 ) n

G, =3 X222 Y2 _2XY(-2)

n=0 n=0

ispat tamamlanur.
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BOLUM 5

JACOBSTHAL, JACOBSTHAL LUCAS VE GENELLESTIRILMIS
JACOBSTHAL ELEMANLI DAIRESEL MATRIiSLERIN NORMLARININ
ALT VE UST SINIRLARI

Jacobsthal elemanli dairesel matrislerin, Jacobsthal elemanlarina bagl olarak
normlarmin alt ve {ist sinirlari, ayrica Jacobsthal Lucas ve genellestirilmis Jacobsthal
elemanlt dairesel matrislerin Jacobsthal elemanlarina bagl olarak normlarinin alt ve

st sinirlar1 agagidaki sekilde elde edilmistir.

Teorem 5.1. Elemanlari Jacobsthal sayilarindan olusan &; = J(oqj-iny) 0lacak sekilde

n-kare A=[aj;] matrisi veriliyor. Bu takdirde;

o200, <A, < G e 20 s Sl s 20} 6

esitsizligi saglanir. Burada ||||2 spektral normdur.

Ispat :
I T
jn—l jO jl jn—2
A= jn—z jn—l JO Jn—S
L j1 jz j3 jo |
olmak tlizere normlar arasinda
1
Al <[4l <[Al.

seklinde bir bagint1 oldugunu biliyoruz. Frobenius normunun tanimindan ve (4.1) den

hareketle
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n-1
IAfE =292 = g ey #4260 ,)

olup,

1 1 —
ﬁ”A”E :g\/J2n+n+2(_l) Jn

dir. Buradan,
1
ﬁIIAIIE <|Al,

ifadesinden hareketle

1 —
Vi #0207, <[4,

elde edilir.
Diger taraftan, A= BoC olacak sekilde,

(mod(j-i,n))
B=(b
(by) = {b 7 %
C=(c,)= Cj = \](mod(j—i,n)) i< j
] C” :1 i Z J
— jo 1 1 1_ _jO jl j2 jn_l_
jn—l jo 1 o1 1 jo jl jnfz
B= jn72 jnfl jo ’C — jo jnig
L jl jn—l jn—1 jo_ _1 1 1 jo |

matrisleri verilsin. O takdirde,

ve

¢ (C) = max\/ ‘CU‘ J |cm| = /1+ZJ \/ +n+2( D",
=1 =1 s=1

Buradan,
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r.(B)6,(C) = é\/(jzn +n+2(-1)"j, )(1%[12” +n+2(-0"j, )

olup, dolayisiyla (2.4) den,

I, < G o0 e 2007 e 2, 402007,

elde edilir.

Teorem 5.2. &; =C(mod(j_i‘n))olacak sekilde Jacobsthal Lucas sayilarindan olusan

dairesel n-kare A=[aj;] matrisi veriliyor. O takdirde bu matrisin spektral normu igin

alt ve tst sinirlar,

|Al, =iz +n—2(-D" ], (5.2)

ve

JA <o +n=2(-0" )AL+ jpy +n—2(-D)" j,) (5.3)

seklindedir.

Ispat :
Co ¢ G Cnaa
C.y C C .. Co,
A=|C,, C; C Cns
| G G G Co |

olmak iizere Frobenius normunun tanimindan hareketle,

n-1
||A||i = nZO:Cf =n(c,, +n—-2(-1"c,)

dir. Boylece, (4.1) ifadesinden
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AL = Jan #0200,

ve

|A|| = o +n—2(-1)"j,
dir. Buradan,
1
S 1Al <[4,

ifadesinden hareketle

”A”z = \/j2n +n- 2(_1)n jn

elde edilir. Diger taraftan A= BoC olacak sekilde,

b, =Coy i>]
(mod(j-i,n))
B=)= {b -1 i< |
Ci =Cmouii 1<
(mod(j—i,n))
C=(y)= {c =1 P> ]

matrisleri verilsin. O takdirde,

n n-1
(8) = max_ | > foy|* = />.C2 =i, =21,
j:]- s=0

elde edilir. Ayrica (4.5) dikkate alinirsa,

n 2 n 2 n-1
cl(C):m?x Z‘Cij‘ = > einl” =1+ > C2
i=1 i=1 51

C.(C) =i +N—2(-D)"j, +1

elde edilir. Boylece,
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r(B)C,(C) = v/(joy +N—2(-D" j, )AL+ j,, +n—2(-D)" j,)

bulunur. Dolayisiyla (2.4) den,

|Al, < V(o +1=2(-2)" )@+ Jo +1—2(-D" j,)
ispat tamamlanir.
Sonug¢ 5.3. A matrisi Teorem 5.1 deki matris ve B matrisi Teorem 5.2 deki matris

olmak {izere, bu matrislerin Hadamard ¢arpiminin spektral normu igin

1. PRV i
||AoB||2£§\/(12n+n+2(—1) Jn)(5[12n+n+2(—1) i ]+ )x

Vi +N=2(=D)" )AL+ oy +n=2(-D)" ;) (5.4)
esitsizligi saglanir.
ispat : ||Ao B” , S ||A|| ; ||B||2 oldugundan, Teorem 5.1 ve Teorem 5.2 den ispat1 agiktir.

Sonug¢ 5.4. A matrisi Teorem 5.1 deki matris ve B matrisi Teorem 5.2 deki matris

olmak tizere, A ve B matrislerinin Kronecker ¢arpiminin Euclidean normu igin
n,. o .
|A®B], = 5(]2n +N=2(=1)"J,)(zn +N+2(=1)" ) (5.5)

esitsizligi saglanir.
Ispat :

n-1 n-1
2 2 — 2 2
LCLE =||A4|E||B||E—(nZon](nZCsj

s=0
Teorem 5.1 ve Teorem 5.2 den hareketle,

1,. N N
[A®B] = = (o0 +1=2(=1)" 1) (Jon + 1+ 2(-" ;)

elde edilir. Buradan da,

23



[A®B]. = & (Joy +1=2(-1" )iy + 1+ 2(-D" )

seklinde elde edilir.

Teorem 5.6. Elemanlar1 Genellestirilmis Jacobsthal sayilari olana = Gmod(jiny)

olacak sekilde n—kare A=[ajj] matrisi veriliyor. O takdirde;

%\/xzj'Zn +Y2n+2XY (-1)" j, <[A],

s%\/(xzj2n +Y2n+2XY(-1) jn)(1+%[x2j2n +Y2n+2XY(-1) jn])

dir. Burada || : ||2 spektral norm ve J’ler de Jacobsthal sayilaridir.
Not:

X =2b+2a ve Y =2a—b olmak iizere genellestirilmis Jacobsthal sayilarini X
ve Y sayilarina bagli olarak

n n n-1 n-1
G,=bJ,+2aJ, = b(#} + Za[#J

- % [2”‘1(2b +2a)- (1" (~b+ 2a)]

=%[x 2”-1—Y(—1)“‘1]

Ispat :

9 9. 9, - O
gn—l gO gl gn—2
A= 02 9na Yo - Ons

9 92 93 - Qo |

olmak lizere normlar arasinda
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1
1Ak <[4l <[Al:
seklinde bir bagint1 oldugunu biliyoruz. Frobenius normunun tanimindan ve Teorem

5 den hareketle,

n-1
|2 = n;Gf =g(X2j2n LY+ 2XY(<1) )

olup,
1 1 2 - 2 N
ﬁ”A"Ezé‘/X jp +Y N 4+2XY (<1)
dir. Buradan,
1
1A <IA;

ifadesinden hareketle

%\/x o0 Y20+ 2XY (<2)" j, <],

elde edilir.
Diger taraftan, A= BoC olacak sekilde,

b. =G, .. . 1> ]
ij (mod(j-i,n))
B:(b”):{b..:l i< |
ij

Ci':Gmo j—i,n |<J
C:(Cij): j (mod(j-i,n)) o
c; =1 1> )

matrisleri verilsin. O takdirde,

n 2 _ | & 2 _ & ,_1 P, > n -
r(B) =max /> by = > ‘bnj‘ = EOGS =3 X2 hp +Y 2N+ 2XY (=1)"
j=1 j=1 s=

ve
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n n n-— 25 2 1\
°1<C>=m?x\/2\cu\2 =JZIcin|2= 1S e =\/1+X Jon Y HQZXY( 1),
i=1 s=1

i=1

Buradan,

r,(B)c,(C) :%\/(x 2jpn +Y N+ 2XY (-1) jn)(1+%[x 2jpn +Y 2N+ 2XY (-1)" jn])

olup, dolayisiyla (2.4) den,

|Al, < %\/(xzj2n +Y%n+2XY (-1)' jn)(l-i-é[xzjzn +Y2n+2XY (-1) J'n])

elde edilir.
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BOLUM 6

ELEMANLARI k-JACOBSTHAL k- JACOBSTHAL LUCAS SAYILARI
OLAN DAIRESEL MATRISLER ICIN ALT VE UST SINIRLAR

k —Jacobsthal ve k—Jacobsthal Lucas elemanli dairesel matrislerin, k-—
Jacobsthal elemanlarina bagli olarak spektral normlarinin alt ve iist sinirlar1 verilmistir.
Bu boliimde ayriyeten Kronecker ve Hadamard ¢arpimlari igin de sinirlar elde
edilmistir.
Tanmmm 6.1. (k-Jacobsthal dizisi) Her k>0 reel sayisi igin baslangic sartlari

Jko=0, J,=1olan
jk,n+2 3 kjk,n+1 s 2jk,n n= 0

rekiirans bagintis1 ile tanimlanan {jk’n} , dizisine k-Jacobsthal dizisi denir. k=1

alinirsa Jacobsthal dizisi elde edilir.

Tanmim 6.2. (k-Jacobsthal Lucas dizisi) Her k >Qreel sayisi igin baslangi¢ sartlar
Cro=2Ve ¢, =k olan

Ck,n+2 = kCk,n+1 + ch,n n= O
yineleme bagintisi ile tanimlanan {Ck,n} . dizisine k -Jacobsthal Lucas dizisi denir.

ne

k =1 alinirsa Jacobsthal Lucas dizisi elde edilir.

Teorem6.3. &; = J(mod(j,i,n))olacak sekilde n-kare A=[a;]dairesel matrisi veriliyor.

O takdirde;

4Ac n__C’n—C’+2 n . 1
\/( k,2n-2 k,2 k,2 +2(—1) Jk,n}mﬁnp‘”zs

9—C,

le 2n-2 Ck 2n Ck 2 2 n - 1
. . . 2 1 . 6-1
\/|:( 5—Ck’2 ( ) Jen k?+8 ( )

4c —C,.,.—C. ,+2
k,2n-2 k,2n k,2 +2(_1)n jk ) ZL_’_]_
5_Ck,2 7k +8




esitsizligi saglanir.
ispat:
Jeo ko ke o Jom

Jkna Jko Jka o Jkne2

A= jk,n—z jk,n—l jk,O jk,n—3

jk,l jk,2 jk,S jk,O

olmak lizere normlar arasinda

I <|4, <A,

seklinde bir bagint1 oldugunu biliyoruz. Frobenius normunun tanimindan hareketle

n-1 r _
||A|||25 -n ZO Jk25 -n 1 (4Ck,2n—2 Ci.2n —Cya +2 +2(_1)n jk,nJ

k? +8k 5-C,,
olup,
%”A”E - \/(4%2”_2 _5Ck§n “Cat +2(-1) jk,n} k2]:|-8
VK2
dir. Buradan,
1
A <IA,

ifadesinden hareketle

4Ck2n—2_ck2n_ck2+2 n . 1
i ) i 2_1 — <
\/( + ( ) Jk,n]k2+8 <||A||2

5—cky2

elde edilir.

Diger taraftan, A= BoC olacak sekilde,

bij = ‘](mod(j—i,n)) =

B:(b”):{bijzl i< j

i (mod(j—i,n))
C:(C”):{CJ =1 | i> ]
= 2 )

ij

matrisleri verilsin. O takdirde,
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n n 2 n1
r,(B) = max 1> by ‘= Z‘bnj‘ ﬂ/Z;, Jos =
i1 j=1 5=

\/(4Ck'2n2 - Ck,zn - Ck,z +2 + 2(—l)n jk,nJL

5_Ck,2 kz +8
ve
n 2 n 2 n—1 )
Cl(C):mjaX Z‘CIJ‘ = Z|Cin = 1+z‘]k,s =
i=1 = o=t
4Ck,2n—2 _Ck,2n _Ck,z +2 n 2(_1)” J L_F]_
5_(;k,2 kn k2 +8
Buradan,

4C, 5,5 —Cy oy —Cpp +2 n 1
rl(B)cl(C)z\/H y 5_ké ~—+2(-1) Jk,n]m}
k,2

4c —Cp oy —Cpop +2
k,2n-2 k,2n k,2 + 2(_ 1)“ jk . % +1
5_Ck,2 "k +8

olup, dolayisiyla (2.4) den,

|Al, <

_4c —C -C,, +2
J( 2(1)JJL}
5_Ck,2 k +8

(A€, 5 » —Cipn —Cyp +2
k,2n-2 k,2n k,2 4 2(_ 1)" jk ) % +1
S_Ck,z "k +8

elde edilir.

Teorem 6.4. &; = C; 04 ) olacak sekilden-kare A=[gjj] matrisi veriliyor. O

takdirde,
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||A||2 > \/(4Ck,2n—2 _Ck,zn _Ck,2 +2 +2(_1)n JnJ (6.2)

5—C,
ve
ACy 505 —Cyon —Cyo +2 n
[ . B
|Al, < “ 6.3)
4c,, ,—C ., —C ., +2 .
k,2n-2 k,2n k,2 +2(_1)n Jn +1
5-C,
dir.
ispat :
C.o Cki Cr2 = Cyna
Ck,n—l Ck,O Ck,l Ck,n—2
A= Ck,n—z Ck,n—l Ck,O Ck,n—3
Cy1 Ceo Gz - G

olmak iizere Frobenius normunun tanimindan hareketle,

4Cy 202 —Con —Cp 12

n-1
s =i o

dir. Boylece,

+z<—1>“jnj

5 - Ck,Z

4c —-C,,. —C,,+2
1 2 k,2n-2 k,2n k,2 n -
~|AlL = +2(-1
n” |E [ 5_Ck’2 ( ) JnJ

ve

1 4C, 50 —Cyon —Cy2 +2 n .
——|A] = , 2~k 2(-1
A

dir. Buradan,

1
1Al <[4,

ifadesinden hareketle

||A||2 > \/(4Ck,2n—2 _Ck,2n _Ck,z +2 i 2(_1)n JnJ

5-Cy,
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elde edilir. Diger taraftan A= BoC olacak sekilde,

i>j

b. =C. i
i (mod(j-i,n))
B:(b”):{b..zl i< |
ij

Ci':Cmo j—i,n |<J
C:(Cij): j (mod(j-i,n)) L
c; =1 1> ]

matrisleri verilsin. O takdirde,

n n-1 4c —Cioy —Cypr+2
1 (B) = max Z‘bij‘z =2 Chs :\/( —— 5_k’én 22—t 2(-1) jnJ
1 j:]- s=0 k,2

elde edilir.

n 2 n 2 n-1 )
cl(C)=mjj;1x Z‘Cij‘ = > leinl” =1+ > C2,
i=1 i=1 =1

4c —C,,. —C,,+2
Cl(C) — \/( k,2n-2 k,2n k,2 +2(_1)n jnj—Fl

9—Cy,

elde edilir. Boylece,

(4Ck,2n2 —Cion —Cyp T2 +2(-1) JnJ
S—Cy

r(B)c,(C) =
4Ck,2n—2 _Ck,2n _Ck,z +2

S—Cy,

+2(-1)"j, +1J

bulunur.

{4Ck,2n—2 _Ck,Zn _Ck,Z +2 i 2(_1)n Jnj

_Ck,Z

4c —C,, —C,, +2
( k,2n-2 k,2n k,2 +2(_1)n jn +1]
S—C,

1A, <

ispat tamamlanur.
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Sonu¢ 6.5. A matrisi Teorem 6.1 deki matris ve B matrisi Teorem 6.2 deki matris

olmak {izere, bu matrislerin Hadamard ¢arpiminin spektral normu igin

|A°B], <
(4c -C,, . —C,, +2
[ k,2n-2 - ken ~ k2 +2(_1)njk,n] 21 :l
—Cy, k®+8
- X
4c —Cpp —C., +2
[ k,2n-2 - kon — Ck2 +2(_1)njk,n] 21 +1]
—Cy, k®+8
4c -C,,. —C,,+2 4c —C,,, —C,,+2
k,2n-2 k,2n k,2 +2(_1)n jn k,2n-2 k,2n k,2 +2(_1)n jn -I-l (64)
5-C, Sale

esitsizligi saglanir.
Ispat : ||/-\o B” < ||A” p ||B|| , oldugundan, Teorem 6.1 ve Teorem 6.2 den ispati agiktir.

Sonu¢ 6.6. A matrisi Teorem 6.1 deki matris ve B matrisi Teorem 6.2 deki matris

olmak iizere, A ve B matrislerinin Kronecker ¢carpiminin Euclidean normu i¢in

[A®B], =
4C, 202 =Cion —Cy2 +2 n . 1 |, 4C2n2Cion—Crot2 n s
: ' ’ 2(-1 ' : ’ 2(-1
n[( 5_Ck]2 + ( ) Jk,njkz_i_s}( 5—Ck]2 + ( ) Jn)

esitsizligi saglanir.

ispat :

n-1 n-1
2 2 — 2 2
lA®B|L =|Alz(Bl: —[”ZOJKS ](HZOCM]

Teorem 6.1 ve Teorem 6.2 den hareketle,

32



2
|A®B]; =

4c —C,, —C ,+2 4c —C., —C ,+2
nz k,2n-2 k,2n k,2 +2(_1)n jk,n 21 ( k,2n-2 k,2n k,2 +2(_1)n Jn)
5-¢, k“+8 5-¢,

elde edilir. Buradan da,

4c —Cyon—Cio+2 . 1 4c —Con—Ciprt+2 .
A@ B — k,2n-2 k,2n k,2 2 _1 n ) k,2n-2 k,2n k,2 2 —l n
H HE n\/[( 5_Ck12 + ( ) ]k,nj kZ +8:| ( 5—Ck'2 + ( ) Jn)

seklinde elde edilir.
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BOLUM 7

ELEMANLARI JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL LUCAS SAYILARI
OLAN r-DAIRESEL MATRISLER iCIN ALT VE UST SINIRLAR

Bu boéliimde elemanlari Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas sayilari olan r -dairesel
matrislerin spektral normlart icin alt ve st smirlar elde edilerek Kronecker ve

Hadamard ¢arpimlari i¢in de siirlar elde edilmistir.

Teorem 7.1. A, elemanlar1 Jacobsthal sayilarindan olusan bir r dairesel matris olmak
luzere

(i)r > ligin

Jon +N+2(-D" j, Jon +N+2(-D)" j,
Pt 20y gffu e

(ih)r <1icin

i J12n+n+2<—1)"jn <A, < J(n—l)(jzn+n+2(—1)"jn)
9 Sz 9

esitsizlikleri saglanir.

Ispat: A matrisi

Jo hd o

rjn—l jO jl jn—2

A= rjnfz rjn—l jo jn—3
L rjl I‘j2 rjs jo N

(i)r >1igin

IAE =S5+ S

Z(n D s +Zka _nzjk

k=0

n[ o +2(=1)" jn+n]

© |
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1] r- — 1
W2 e -1A <A,

Diger yandan A=BoC

;11 .. 1] Jo oo o daa
Mo Mo 1 .01 1o b - o
B=|r,, My "y .- 1[C=1 1 j, ... J.s
L rjl rjn—l rjn—l rjoj 1 1 1 - jo i

n 2 _ n 2 _ 2 n-1 B _ ‘r| N n -
rn(B)= rjgéx Z|bij - Z‘bnj‘ - r| Z Jk _E\/Jzn +n+2(_1) J
=\ A j=1 k=0
n 2 n 2 n-1 . 1 = —
Cl(C)ZanaXﬁZkij :] Z|Cin :\/z I :_\/Jzn+n+2(_l) Jn
<j<n \[ 13 i rard 3

kullanilarak asagidaki elde edilir.

A, < 5(@6,0) -1 [, 20+

1 - M. N
a2y en I, <[ 200, o)
Buradan (i) nin ispati tamamlanur.

(ihr <1

n-1 n-1 2
[AlZ =2 (=K § + 2 KJr| ¢
k=0 k=1

g

2 -2 ot 2 =2 2n71 i2
>3 (=K 57 + 2 Kr| jE =nlr > j
k=1 k=0

k

Il
o 9

rl'n

=iz + 262§, 1)

- > 1
2y, en =L, <A,

Diger yandan A=BoC
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G0 L1 o 1] [ b de e daa)
roj, 1 ... 1 oo o h o e
B=lr r |, C=llnz Jou Jo v ns
ror o o o s Jo

1<i<n

r, (B) = max Zn:|bij|2 =JiZ+(n-1)=+n-1

n 2 _ n-1 Y 1 - —
Cl(C)ZEnaX\/Z|Cij| _\/z J __\/J2n+n+2(_1) Jn
R = k=0 3

Buradan

_ |(0=D)(J +2(=-D"j, +1n)
W, 6@ - | :

elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir. Bu iki sonug birlestirilirse asagidaki elde edilir.

‘%'J b + 200", #0 = A, <2000y, + 2975, 1)

Teorem 7.2. A elemanlari Jacobsthal Lucas sayilarindan olusan bir r dairesel matris

olmak tlizere

(Hr >1icin

Vi +1=200" ], <[Al, < @-+]t] (0 +1-2(D" j, =), +n-2(-1)" , ~3)

(ihr <1icin

P Jen +n =207 J, <[ A, <yn(iy +n=2(-1)"J,)
esitsizlikleri saglanir.
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Ispat:

CO Cl C2 Cn 1

I’Cn 1 C0 Cl Cn—2

A=|rc,, rc,, ¢, Chs
| rc rc, rcg -+ ¢y |

(Hr>1 igin
n-1 n-1 2
Al =2 (ke + > K|
k=0 k=1

2

— n-1 n-1
(n—k)c +> keg =n> ¢
k=1 k=0

g

k

Il
o

= n[j,y —2(-1)" j, +n]

. — 1
Vinm2C0 s A, <A,

Diger yandan, A=BoC

Co 1 1 c, G (o

rc,, GC, 1 1 ¢ Coz

B=|rc,, rc,, ¢C, 1,C= 1 Cos
o rc, rc, rc Co | 11 1 1 |

by;

n 2 n_1 2 _ ) 2 n-1 _ 2 n-1 )
rl(B)=r£E§\/;|bij| _\/21: _\/CO +|r| ;Ck —\/4+|r| ;Ck

j=

=4+t [, +n—2(-"j, - 4]

n n n-1
e,©) =max. [>[e,[ = [Yleinl” = [+ X cF =iz #0127, -3
== i=1 i=1 k=1

bu sonugclar kullanilirsa,

1A, =|

BoC| </ (4+ 1 (o +1=2(-D)" |, = 4)(Jpp +1—2(-1)" ], ~3)
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elde edilir.

(i)r <1icin

5 n-1 2 ) n-1 2 ) 2n—l )
HA“E zZ(n—k)M c] +Zk‘r| ¢l = n‘r| Y
k=0 k=1 k=0

2n—1 ) 1
<— <
(I 20 == (Al <[4,

= \r\\/(j2n —2(=1)"j, + n)

Diger yandan A=BoC

r 1 C, c, G, Co1
rr Ciu G G Coz
B=(r r r ,C=|c,, ¢, C, Cos
rrr r| e C, G, Co |

r,(B) = max Zn:|bij|2 =Jn
=1

1<i<n

n n-1
¢, (C)= E‘%X\/Zkijr :\/chz :\/jzn +n=2(-D" j,
=V k=0

BoC|<r,(B),(C)< yn(j, —2(-1)' j, +n)

A, =]

‘r|\/j2n _2(_1)“ jn +Nn< ||A||2 = \/n(jZn _2(_1)” jn + n)

buradan ispat tamamlanmis olur.
Sonug 7.3. A elemanlari Jacobsthal sayilarindan olusan bir r dairesel matris, B

elemanlar1 Jacobsthal Lucas sayilarindan olusan bir r dairesel matris olmak tlizere

olmak iizere bu iki matrisin Hadamard ¢arpimi

(Hr>1 igin

i, +2(=1)"j, +n . = . o
e, <l 200 G, 2400, 0207, -9

38



(i)r <1licin

ot <O 12D )5, py )

seklinde elde edilir.

Sonug¢ 7.4. A clemanlari Jacobsthal sayilarindan olusan bir r dairesel matris, B
elemanlar1 Jacobsthal Lucas sayilarindan olusan bir r dairesel matris olmak tizere

olmak {izere bu iki matrisin Kronecker ¢arpimi

()r>1 i¢in
R e
(ii)r <1igin
[A®B], = (izy +N—2(-D)" j,)(io +N—2(-D" j,)
2
seklinde elde edilir.
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BOLUM 8

SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismamizda elemanlar1 Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas olan dairesel
marislerin spektral normlar1 i¢in alt ve iist sinirlar elde edilmistir. Jacobsthal ve
Jacobsthal Lucas bir genellestirilmis dizisi olan k - Jacobsthal ve k -Jacobsthal Lucas
dizisi elde edilerek bu diziyle olusturulan dairesel marislerin spektral normlari igin alt
ve ust smirlar elde edilmistir. Ayrica elemanlart Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas
sayilar1 olan dairesel matrislerin dzel bir tiirii olan K - dairesel matrislerin normlart igin

de sinirlar elde edilmistir.

Tezimizle ilgili “Some Bounds for the Norms of Circulant Matrices with the
k - Jacobsthal and k - Jacobsthal Lucas Numbers” , “ On the Bounds for the Norms of
r-circulant Matrices with the Jacobsthal and Jacobsthal Lucas Numbers.“ad: ile
International Journal of Pure and Applied Mathematics dergisinde ve “On the Bounds
for the Norms of Circulant matrices with the Jacobsthal and Jacobsthal Lucas
Numbers” adi1 ile Notes on Number Theory and Discrete Mathematics dergisinde
makalelerimiz yayinlanmigtir. Mersin’ de yapilan 29.Ulusal Matematik Sempozyumu
adli konferansta “Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas Dairesel Matrislerinin Normlari i¢in

Sinirlar” ad1 ile bir sunum yapilmugtir.

Bu caligmaya benzer olarak farkli say1 dizileriyle olusturulan cesitli tipteki

dairesel matrislerin spektral normlari i¢in de sinirlar elde edilebilir.
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