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ABSTRACT 

BOUNDS OF CIRCULANT MATRİCES NORMS WITH JACOBSTHAL 

AND JACOBSTHAL LUCAS NUMBERS 

YAŞAMALI, SALTUK 

M. Sc. Thesis in Mathematics Department 

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Şükran UYGUN 

May 2017,  

44 pages 

Durmuş BOZKURT 

Firstly we give some basic definations as Euclid norm, spectral norm, 

Kronecker product and Hadamard product. Also some impotrant inequalities are given 

about them. Then, we define briefly circulant matrix and give its some important 

properties. We describe Jacobsthal, Jacobsthal Lucas sequences and give some 

important identities. After that we define a generalization of these sequences, by using 

the variable  Rk ,  called k-Jacobsthal and k-Jacobsthal Lucas sequences.  

Then, we find the sum of the first n terms of  Jacobsthal, Jacobsthal Lucas 

numbers by using different number sequences. 

In the end we find out upper and lower bounds of the norms for the circulant 

matrix with Jacobsthal, Jacobsthal Lucas numbers and k-Jacobsthal and k-Jacobsthal 

Lucas sequences. 

Keywords: Jacobsthal, Jacobsthal Lucas sequences, Binet formulas, Circulant 

Matrices, Norm. 
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ÖZET 

ELEMANLARI JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL LUCAS SAYILARI 

OLAN DAİRESEL MATRİSLERİN NORMLARININ SINIRLARI 

YAŞAMALI, SALTUK 

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Bölümü 

Tez Yöneticisi: Yrd. Doç. Dr. Şükran UYGUN 

Mayıs 2017,  

44 sayfa 

 

 

Bu çalışmamızda ilk olarak, öklit normu, spektral norm,  Kronecker çarpanı ve 

Hadamard çarpanı hakkında kısa bir bilgi verilecektir. Dairesel matrisin kısa bir tanımı 

yapıldıktan sonra bazı önemli özelliklerinden bahsedilecektir. Sonra  Jacobsthal, 

Jacobsthal  Lucas dizisi ve bazı önemli özdeşlikleri verilecektir. Daha sonra,  Rk  

değişkeni kullanarak k -Jacobsthal ve k -Jacobsthal Lucas dizileri olarak 

isimlendirilen bu dizilerin bir genellemesi tanımlanacaktır.  

Sonraki bölümlerde, Jacobsthal, Jacobsthal Lucas ve genelleştirilmiş 

Jacobsthal Lucas sayılarının ilk n teriminin karelerinin toplam formülleri farklı sayı 

dizileri kullanılarak elde edilecektir. 

Son olarak, elemanları Jacobsthal, Jacobsthal Lucas sayılı ve k -Jacobsthal ve 

k -Jacobsthal  Lucas olan dairesel matrislerin normları için alt ve üst sınırlar elde 

edilecektir. 

Anahtar Kelimeler: Jacobsthal, Jacobsthal Lucas Dizileri, Binet Formülü, Dairesel 

Matrisler, Norm. 
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

Özel tamsayı dizileri sayılar teorisinde çok önemli bir yere sahiptir. Öncelikle 

tamsayı dizileri denilince ilk akla gelen, Fibonacci dizisidir. Bu sayı dizisi

11   nnn FFF  yineleme bağıntısı kullanılarak tanımlanmıştır. Fibonacci dizisi en 

basit işlem yapılabilen sayılar 1,0 10  FF  ile başlar. Fibonacci dizisinin bu kadar 

önemli olmasının sebebi ardışık iki teriminin oranının sonsuz için limitinin “altın oran” 

olarak adlandırılan sayı olmasıdır. Altın oran doğada (çiçek ve ağaçlarda) sanatta, 

mimarlıkta, insan vücudunda vb. karşımıza çıkmaktadır. Fibonacci dizisi istenirse 

başlangıç elemanları değiştirilerek tamamen bu diziden bağımsız başka bir sayı dizisi 

de elde edilebilir. Bir örnek olarak Fransız matematikçi Edward Lucas başlangıç 

şartları için seçilebilecek başka basit 1,2 10  LL  değerlerini kullanarak Lucas sayı 

dizilerini tanımlamış ve bu sayı dizisi de ciddi bir önem kazanmıştır. Lucas sayı 

dizisinin literatürde önem kazanmasının nedeni Fibonacci sayı dizileri ile arasında bir 

çok bağıntının elde edilmesidir. Literatürde farklı yineleme bağıntıları ve başlangıç 

şartları seçilerek çeşitli özel sayı dizileri elde edilir: Pell, Pell Lucas, Jacobsthal, 

Jacobsthal, Lucas, Mersenne, Horadam, Padovan gibi…  

Dairesel ve r -dairesel matrisler son yıllarda birçok araştırmacının ilgisini 

çekmektedir.  r -dairesel matrisleri, uygulamalı matematik alanında en ilginç araştırma 

alanlarından biridir. Bu matrislerin, sinyal işleme, kodlama teorisi, görüntü işleme, 

dijital görüntü oluşturma, olasılıkta doğrusal tahmin ve tasarımda çok çeşitli 

uygulamaları olduğu bilinmektedir. 

Bu bölümde çeşitli sayı dizileri ile oluşturulan çeşitli tipteki dairesel matrislerin 

normları ile ilgili literatürde yapılmış olan bazı çalışmalardan bahsedelim:  Solak S. 

ve Bozkurt D. (2002) nC
 
dairesel matrisinin  operatör ve matris normlarının üst 

sınırlarını elde etmiştir. Solak S. ve Bozkurt D. (2003),   , 11/( ( )) n

n i jH g h i j    



 

2 

 

         , 11/( ) n

i jg kh  , k = 0, 1, 2, …,n-1 matris formunun p  ve spektral normları 

için sınırlar vermiştir. Burada; i + jk (mod n) olacak şekilde k tanımlanmıştır. Solak 

S. (2005) Dairesel matrislerin spektral normlarını Fibonacci ve Lucas sayılarıyla 

incelemiştir. nn  mertebeli A=[ ija ] ve B=[ ijb ] matrislerini )),(mod( nijij Fa   ve 

)),(mod( nijij Lb   şeklinde tanımlamıştır. A ve B matrislerinin spektral ve Öklid 

normları ile ilgili bazı alt ve üst sınırlar elde etmiştir. Ayrıca A ve B matrislerinin 

Hadamard ve Kronecker çarpımlarının normlarının sınırlarını da bulmuştur. Rimas J. 

(2005) n=(2p+1). mertebeden ( p ) simetrik dairesel matrislerin bir tipi için l.(

l ) kuvvetinin genel tanımı elde etmiştir. 

Benzer olarak Rimas J. (2006) makalesinde n=(2p). mertebeden )2,(  pp  

simetrik dairesel matrislerin bir tipi için  l. ( l ) kuvvetinin genel ifadesini elde 

etmiştir. Kocer E. G. (2007),  Horadam sayıları ile dairesel ve yarı-dairesel matris 

normlarını elde etmiştir.  

Civciv H., Türkmen R. (2008) çalışmasında Lucas elemanlı dairesel matris ve 

bu matrisin normlarının alt ve üst sınırlarını  Lucas sayılarına bağlı olarak elde etmiştir. 

Ayrıca bu matrisin Hadamard tersinin normunun alt ve üst sınırlarını elde etmiştir. 

Shen S. ve Cen J. (2010), Fibonacci ve Lucas sayılarıyla oluşturulan r -dairesel 

matrislerin normlarının sınırlarını bulmuşlardır. Benzer olarak Shen S. ve Cen J. 

(2010), k -Fibonacci ve k -Lucas sayılarıyla oluşturulan r -dairesel  matrislerin 

spektral normları için sınırlar bulmuşlardır.  

Uslu K., Taskara N., Uygun S. (2011), k -Fibonacci ve k -Lucas ve 

genelleştirilmiş k -Fibonacci sayıları ile oluşturulan dairesel matrislerin spektral 

normu için yine bu sayılara bağlı sınırları vermişlerdir. 

Bahsi M., Solak S. (2011), hiper-Fibonacci ve hiper-Lucas sayılarıyla dairesel 

ve r -dairesel matrislerinin normlarını incelmiştir. Yazlık Y., Taskara N. (2013), 

genelleştirilmiş k -Horadam sayılarıyla bir r -dairesel matrisinin spektral normları için 

yeni alt ve üst sınırlar verdiler. Jiang ve Zhou (2015), r -dairesel matrisler için 

spektrum normları vermişlerdir. Tuglu ve Kızılateş (2015), sonlu fark operatörü 

kullanılarak Öklid normunu hesaplamış ve dairesel, r -dairesel ve bazı harmonik 

Fibonacci ve hiper harmonik Fibonacci sayıları ile bazı özel matrislerin spektrum 

normlarını vermişlerdir. Bahsi M. ( 2016), hiper harmonik sayılı r -dairesel matrislerin 

spektrum normlarını hesaplamıştır.  Bahsi M. ( 2016), hiper Fibonacci ve Lucas sayılı 
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r -dairesel matrislerin spektrum normlarını bulmuştur. Tuglu ve Kızılateş (2016), 

elemanları Fibonacci, Lucas ve hiper harmonik Fibonacci olan geometrik dairesel 

matrislerin normları için sınırlar bulmuşlardır. 



 

4 

 

BÖLÜM 2 

ÖN BİLGİLER 

Bu bölümde öncelikle çeşitli matris normları, matrislerin Hadamard ve 

Kronecker çarpımı ile dairesel matris hakkında genel bir bilgi verilecektir. 

2.1. Matris Normları, Matrislerin Hadamard ve Kronecker Çarpımları 

A herhangi bir n -kare matris olmak üzere, matris normları ve matrislerin 

Hadamard ve Kronecker çarpımları ile ilgili bazı genel bilgileri verelim:            

 

Tanım 2.1.1. A ve B herhangi n kare matrisler olmak üzere, 

a) A 0 ve 0A A=0, 

b)  Zc olmak üzere, AccA  ,  

c) BABA   (üçgen eşitsizliği) 

şartlarını sağlayan .  : RR nxn

 reel değerli fonksiyona genelleştirilmiş matris 

normu adı verilir ve A şeklinde gösterilir. 

 

Tanım 2.1.2. A herhangi bir n kare  matris olmak üzere, 

 

p
n

i

n

j

p

ijp
aA

/1

1 1













 

 

,  p1  

 

ifadesine A matrisinin p  normu adı verilir. 

Eğer p ise o takdirde,  

ij
ji

pn
aAA

,
maxlim 


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Tanım 2.1.3.  A herhangi bir n -kare matris olmak üzere, 

 

2/1

1 1
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ifadesine A matrisinin Frobenius (Euclidean) normu adı verilir ve 
E

A  şeklinde 

gösterilir. 

 

Tanım 2.1.4. A herhangi bir n -kare matris olmak üzere, 

 

2 1
max ( )H

i
i n

A A A
 


 

 

ifadesine ise A matrisinin spektral normu adı verilir. Burada; 
TH AA )( dir. 

Yukarıda vermiş olduğumuz normlar arasında aşağıdaki şekilde bir ilişki mevcuttur:

  

 

                                          )1.2(
1

2 EE
AAA

n
  

 

Tanım 2.1.5. A herhangi bir n -kare matris olmak üzere sırasıyla,  

 

)2.2(max)(
1

2

1 



n

i

ij
j

aAc  

 





n

j

ij
i

aAr

1

2

1 max)(                                                      )3.2(  

şeklinde A matrisinin maksimum sütun uzunluk normu )(1 c  ve maksimum satır 

uzunluk normunu da )(1 r  olarak tanımlanmıştır. 

Tanım 2.1.6. ][ ijaA 
 
ve ][ ijbB 

 
kare matrisler olmak üzere,  

].[ ijij baBA 
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şeklinde verilen çarpıma A ve B matrislerinin Hadamard çarpımı adı verilir. 

Mathias R. (1990) tarafından; A, B ve C matrisleri n -kare matrisler olmak 

üzere, eğer CBA   ise 

)4.2()()( 112
CcBrA 

 

eşitsizliği elde edilmiştir.  

 Visick G. (2000) tarafından ise,   normu n -kare matrisler üzerinde herhangi 

bir norm olmak üzere, 

 

)5.2(BABA 
 

 

eşitsizliği elde edilmiştir. 

 

Tanım 2.1.7. A ve B, n -kare matrisler olmak üzere, 
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şeklinde tanımlanan matris çarpım türüne Kronecker çarpımı adı verilir.  

İki matrisin Kronecker çarpımının Euclidean normu için aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

 

)6.2(
EEE

BABA   

2.2. Dairesel (Circulant) Matris: 

 C matrisi n -kare bir matris olmak üzere, 
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şeklinde verilen matrise dairesel (Circulant) matris adı verilir. Her bir i,  j = 1, 2, 

…,n ve k = 0, 1, 2, …, (n-1) için (i, j) elemanlarının hepsi (j-i) k (modn) olacak şekilde 

aynı kc değerine sahiptir. Buradaki (i, j) elemanları formu c’nin k. satır veya sütunu 

olarak adlandırılır. Yani, bir dairesel matris, onun ilk satırı (veya ilk sütunu) 

yardımıyla belirlenir. 

Dairesel matrislerin birçok ilginç özelliği vardır. n×n mertebeli dairesel matrisler için 

şunlar söylenebilir.  

(i) A ve B aynı mertebeli dairesel matrisler ve a ile b herhangi iki skaler olmak üzere  

aA+Bb  matrisi  bir dairesel matristir.  

(ii) Aynı mertebeli iki dairesel matrisin çarpımı yine bir dairesel matristir.  

(iii) Aynı mertebeli iki dairesel matrisin çarpımı değişme özelliğine sahiptir.  

(iv) Eğer bir dairesel matris tekil değilse, tersi de dairesel matristir.  

(v) Dairesel matrislerin transpozu dairesel matristir.  

(vi) Dairesel matrisler normal matrislerdir.  

(vii) İlk satırı ),.......,,,( 1321 naaaa olan nn  mertebeli bir dairesel matris ve 

1n

k ww denkleminin farklı çözümlerinden biri olmak üzere dairesel matrisin öz 

değerleri, 

)1,.......,2,1,0(..... 12 1100   nkwawawaa nknkkk  

formülü ile bulunur. Ayrıca dairesel matrisin ilgili öz vektörleri,  

T

kkki nwwwX )...,,,1( 12  olur. 
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BÖLÜM 3 

JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL LUCAS SAYILARI 

Bu bölümde, Alman matematikçi Jacobsthal’ın literatüre kazandırdığı 

Jacobsthal sayılarına ait çeşitli özellikler incelenecektir. Bu sayı dizilerinin matris 

gösterimi belirtildikten sonra birçok özelliğin ispatının bu matris gösterimi 

kullanılarak kolaylıkla bulunabileceği görülecektir. 

Bilgisayarlardaki bazı mikro işlemciler bir programın akışını değiştirmek için 

koşullu yönlendirmeler kullanırlar. Bu mikro işlemciler(dallı yönlendirenler) geçici 

olarak ilerideki yönlendirmeye atlatan komutlandırma yaparlar. Burada, 2 bit’in 4 

olasılığı için 1 durumun, 3 bit’in 8 olasılığı için 3 durumun, 4 bit’in 16 olasılığı için 5 

durumun, vb. durumları hariç bırakılarak diğerlerinin yararlı olduğu sonucuna varılmış 

ve hariç bırakılan bu durumların tam olarak Jacobsthal sayılarını verdiği görülmüştür 

(Horadam,1999). 

3.1. Jacobsthal , Jacobsthal Lucas ve Genelleştirilmiş Jacobsthal Sayıları 

Tanım.3.1.1: Başlangıç şartları 1,0 10  jj  olan; 11 2   nnn jjj  yineleme 

bağıntısı ile verilen  
0nnj  şeklindeki sayı dizisine Jacobsthal sayı dizisi denir.  

 

Tanım.3.1.2: Başlangıç şartları 1,2 10  cc  olan;  11 2   nnn ccc  yineleme 

bağıntısı ile verilen  
1nnc  sayı dizisine Jacobsthal Lucas sayı dizisi denir. 

 

Tanım.3.1.3: Başlangıç şartları bGaG  10 ,  olarak verilen 11 2   nnn GGG
 

yineleme bağıntısı ile tanımlanan  
0nnG  şeklindeki sayı dizisine Genelleştirilmiş 

Jacobsthal sayı dizisi denir. Birkaç Genelleştirilmiş Jacobsthal sayısı 

 

N 0 1 2 3 4 5 6 … 

nG  
A b (2a+b) (2a+3b) (6a+5b) (10a+11b) (22a+21b) … 
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şeklinde ifade edilir. 

Teorem 3.1.4. 022  xx denkleminin kökleri 1,2 21  xx  olmak üzere 

Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas sayıları için Binet formülü 

3

)1(2

21

21

nnnn

n
xx

xx
j









 

nnnn

n xxc )1(221   

şeklinde verilir  (Horadam,1996). 

Teorem 3.1.5. n  herhangi bir tamsayı olmak üzere, Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas 

sayıları toplam formülleri kullanılarak sırasıyla 









 









 


2

1

0

2
1

n

r

r

n
r

rn
j  



















 




2

0

2

n

r

r

n
r

rn

rn

n
c

 

 

şeklinde elde edilebilir (Horadam, 1996). 

 

Teorem3.1.6. (Cassini Özdeşliği) 0n  tamsayısı için Jacobsthal sayı dizileri için 

Cassini özdeşliği aşağıdaki gibi verilir: 

 

12

11 2)1( 

  nn

nnn jjj
 

 

Teorem 3.1.7. (Catalan Özdeşliği) 0n  tamsayısı için Jacobsthal sayı dizilerinin 

Catalan özdeşliği  

 

  rn

r

rn

nrnrn jjjj 

  21 212
 

 

eşitliği ile verilir. 

 

Teorem 3.1.8. (D’ocagne Özdeşliği) 0, nm  tamsayıları ve nm   için Jacobsthal 

sayı dizilerinin D’ocagne Özdeşliği aşağıdaki gibidir: 
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  nm

n

nmnm jjjjj   211  

 

eşitliği sağlanır. 

 

Teorem 3.1.9. (Cassini Özdeşliği ) 0n  ve rn   tamsayıları için Jacobsthal Lucas 

sayı dizilerinin Cassini Özdeşliği  

    212

1

12

11 22


  cccc
n

nnn  

eşitliği ile verilir (Jhala, 2014). 

Teorem 3.1.10. (Catalan Özdeşliği ) 0n  ve rn  tamsayıları için Jacobsthal Lucas 

sayı dizilerinin Catalan Özdeşliği  

    222 22


 
r

r

rn

nrnrn cccc  

eşitliği ile verilir (Jhala, 2014). 

Teorem 3.1.11. (D’Ocagne Özdeşliği): 0, nm tamsayıları ve nm  için 

   1

11 223 

  nm

nm

n

nmnm ccccc  

eşitliği sağlanır (Jhala 2013). 

Teorem 3.1.12. (Toplam Formülü) kn, herhangi iki tamsayı olmak üzere, Jacobsthal 

ve Jacobsthal Lucas sayılarının kısmi toplam formülü
 

 3
2

1
2

2

 



 n

n

i

i jj  

 5
2

1
2

1

 



 n

n

i

i cc  

şeklindedir (Horadam, 1996). 
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3.2. Jacobthal, Jacobsthal Lucas ve Genelleştirilmiş Jacobsthal Sayıları 

Arasındaki Bağıntılar 

      Jacobsthal, Jacobsthal Lucas ve genelleştirilmiş Jacobsthal sayıları arasında 

aşağıdaki eşitlikler mevcuttur Aşağıdaki eşitlikler sayesinde bir sayı dizisini diğerleri 

cinsinden ifade edebiliriz. Bu özellikler Binet formülleri ve basit bazı Jacobsthal dizi 

özelikleri kullanılarak kolaylıkla ispatlanabilir.  

a) Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas sayıları arasında, 

 

9

2 1 nn
n

cc
j


   

ve 

14  nnn jjc  

b) Genelleştirilmiş Jacobsthal ve genelleştirilmiş Jacobsthal sayıları arasında 

 

12  nnn ajbjG  

 

c) n Z  için, Jacobsthal sayıları genelleştirilmiş Jacobsthal sayıları cinsinden 

aşağıdaki gibi verilir: 

 

abba

bGaG
j nn
n




 

22

1

2
 

 

 

İspat: 

nnn

nnn

ajbjG

ajbjG

2

2

11

1








 

 

Burada  1nG  ifadesini a ile nG  ifadesini deb ile çarparak birbirinden çıkartırsak 

 

   11

22

1 22   nnnnn jjabjbabGaG  

 

ifadesini elde ederiz. Bu ifadeden nj  ifadesini yalnız bırakırsak  
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abba

bGaG
j nn
n




 

22

1

2
 

 

sonucuna ulaşırız. 

 

d) Genelleştirilmiş Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas sayıları arasında                         

 

     ,),(,224
9

1

9

2
2

9

2

1

11

IRbaabcabc

cc
a

cc
bG

nn

nnnn
n










 








 






 

şeklinde bir ilişki mevcuttur. 

e) n Z  için, Jacobsthal Lucas sayıları Genelleştirilmiş Jacobsthal sayıları cinsinden 

aşağıdaki gibi verilir: 

 

nc    
abba

baGGba nn




 

22

1

2

225
 

 

İspat: Jacobsthal Lucas sayı dizisinin Jacobsthal sayıları cinsinden yararlanarak 

 

111 42   nnnnn jjjjc  

   
abba

baGGba

abba

bGaGbGaG

nn

nnnn















22

1

22

11

2

225

2

44

 

 

ispat tamamlanır. 
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BÖLÜM 4 

JACOBSTHAL, JACOBSTHAL LUCAS VE GENELLEŞTİRİLMİŞ 

JACOBSTHAL SAYILARI İÇİN BAZI TOPLAM FORMÜLLERİ 

 

Teorem 4.1. n Z  için, nj  Jacobsthal sayılarının ilk n teriminin kareleri toplamı 

Jacobsthal sayıları cinsinden 

  )1.4()1(2
9

1
2

1

0

2

n

n

n

n

s

s jnjj 




 

şeklinde yazılır. 

 

İspat: Geometrik seri açılımı ve Binet formülü, tam kare özdeşliği kullanılarak 

 
 

 

 
 

   

 n

n

n

nn
n

nn

nn

n

s

ss
n

s

ssn

s

s

jnj

n

n

j

)1(2
9

1

3

12
12

3

12

9

1

3

12
2

3

12

9

1

1222
9

1

3

12

2

22

2

1

0

2

2
1

0

1

0

2
















































 
 













 

ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.2. n Z  için, Jacobsthal sayılarının ilk n teriminin kareleri toplamı 

Jacobsthal Lucas sayıları nc  cinsinden 

 

)2.4(
3

13

9

1
2

1

0

2








 
 




nc

j n
n

s

s
 

şeklinde yazılır. 

İspat: Binet formülü ve tam kare özdeşliğinden yararlanarak, geometrik seri 

açılımından 
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
















n

s

ssss
n

s

ssn

s

sj
0

22

2

00

2
2

9

1





 

 

 








 



































































3

13

9

1

1
3

)1)(2(2212

9

1

1
3

21
2

3

12

9

1

1
1

1
2

1

1

9

1

2

1

122

122

1

2

22

nc

n

n

n

n

nnn

nn

nn









 

ispat tamamlanır.  

 

Teorem 4.3. n Z  için, Jacobsthal sayılarının ilk n teriminin kareleri toplamı 

Jacobsthal Lucas sayıları cinsinden 

 

)3.4(
3

4

9

1
21

0

2


















n
c

j n
n

s

s

 

şeklinde yazılır. 

 

İspat: Binet formülü ve tam kare özdeşliğinden yararlanarak 

 

 
 






















 


1

0

2

2
11

0

2
1222

9

1

3

12 n

s

ss
n

s

ssn

s

sj  

 

Geometrik seri açılımından 

 

   











































n
c

n

n

n

nnn

nn

3

4

9

1

3

211222

9

1

3

12
2

3

12

9

1

2

22

2

 

ispat tamamlanır. 
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Teorem 4.4. n Z  için, 

)4.4()1(22

1

0

2

1 n

n

n

n

s

s jnjj 




  

 

İspat: Binet formülü ve tam kare özdeşliğinden yararlanarak 

 
























 1

0

221122

2
1

0

11

2
9

1 n

s

ssss
n

s

ss





 

 

Geometrik seri açılımından 

 

n

n

n

nn
n

n

nn

jnj

nj

n

)1(2

3

)1(2
)1(2

3

1)(
2

3

1

9

1

2

2

2










 




























 







 

 

ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.5. n Z  için, Jacobsthal Lucas sayılarının ilk n teriminin kareleri 

toplamı Jacobsthal sayıları cinsinden 

 

)5.4()1(22

1

0

2

n

n

n

n

s

s jnjc 




 

şeklinde yazılır. 

 

İspat: Jacobsthal Lucas sayılarının Binet formülü:  nn

nc )1(2  şeklindedir. 

Buradan hareketle 

   









1

0

2
1

0

2
)2(214)1(2

n

s

ssss
n

s

sc  

n

n

n

nn
n

nnnn

jnj

nn

)1(2

3

)1(2
)1(2

3

)1(2

3

)2(1
2

3

21

2

222










 











 



 

16 

 

ispat tamamlanır. 

  

Teorem 4.6. n Z  için, Jacobsthal Lucas sayılarının ilk n teriminin kareleri 

toplamı Jacobsthal sayıları cinsinden 

)6.4(3 2
1

0

2
njc n

n

s

s 




 

şeklinde yazılır. 

 

İspat: Binet formülü ve tam kare özdeşliğinden yararlanarak 

 

    













1

0

2
1

0

2
1

0

2
)2(21212

n

s

ss
n

s

ss
n

s

sc  

 

Geometrik seri açılımından 

 

nj

nn

n

nnnn















2

22

3

3
3.3

1)2(22

3

)2(1
2

3

21

 

ispat tamamlanır. 

 

Not: 

abX 22   ve baY  2 olmak üzere Genelleştirilmiş Jacobsthal sayılarını X ve 

Y sayılarına bağlı olarak 

   












 













 





3

12
2

3

12
2

11

1

nnnn

nnn abajbjG  

      abab
nn 21222

3

1 11 
  

  11 12
3

1  
nn YX  

 

Teorem 4.7. n Z için, genelleştirilmiş Jacobsthal sayılarının ilk n teriminin 

kareleri toplamı Jacobsthal sayıları cinsinden 
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   )7.4(12
9

1 2

2

2
1

0

2

n

n

n

n

s

s jXYnYjXG 



 

şeklinde yazılır. 

 

İspat: Genelleştirilmiş Jacobsthal sayılarının X ve Y  ifadelerine bağlı bulunan 

eşitliği ve tamkare özdeşliğinden yararlanarak 

 

 










1

0

12222
1

0

2
222

9

1 n

s

nn
n

s

s XYYXG

 

 

Geometrik seri açılımından 

 

 

 
 

 

  n

n

n

nn
n

nn

nn

jXYnYjX

XYnYX

XYnYX

12
9

1

3

12
12

3

12

9

1

3

12
2

3

12

9

1

2

2

2

2

22
2

2
2

2



























 














 







































 


 

 

ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.8. n Z  için, genelleştirilmiş Jacobsthal sayılarının ilk n teriminin 

kareleri toplamı Jacobsthal Lucas sayıları cinsinden 

  














 








 
 






9

2
12

9

2

9

1 11222122
1

0

2 mmmmm
m

n

n

cc
XYmY

cc
XG  

şeklinde yazılır. 

 

İspat: 






1

0

2
m

n

nG  
















1

0

2

11 )12(
3

1m

n

nn YX  

 

 




 
1

0
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Teorem 4.9. n Z  için, genelleştirilmiş Jacobsthal sayılarının ilk n teriminin 

kareleri toplamı Jacobsthal sayıları cinsinden 
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ispat tamamlanır. 
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                                                         BÖLÜM 5 

JACOBSTHAL, JACOBSTHAL LUCAS VE GENELLEŞTİRİLMİŞ 

JACOBSTHAL ELEMANLI DAİRESEL MATRİSLERİN NORMLARININ 

ALT VE ÜST SINIRLARI 

Jacobsthal elemanlı dairesel matrislerin, Jacobsthal elemanlarına bağlı olarak 

normlarının alt ve üst sınırları, ayrıca Jacobsthal Lucas ve genelleştirilmiş Jacobsthal 

elemanlı dairesel matrislerin Jacobsthal elemanlarına bağlı o1arak normlarının alt ve 

üst sınırları aşağıdaki şekilde elde edilmiştir.  

 

Teorem 5.1. Elemanları Jacobsthal sayılarından oluşan  ),mod( nijij ja  olacak şekilde

n kare ][ ijaA   matrisi veriliyor. Bu takdirde; 

  )1.5())1(2
9

1
1)()1(2(

3

1
)1(2

3

1
2222 n

n
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n

nn

n

n jnjjnjAjnj   

eşitsizliği sağlanır. Burada 
2

  spektral normdur. 
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olmak üzere normlar arasında 

EE
AAA

n


2

1
 

şeklinde bir bağıntı olduğunu biliyoruz. Frobenius normunun tanımından ve (4.1) den 

hareketle
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n
)1(2

3
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1
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n E
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22 )1(2
3

1
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n

n   

elde edilir.  

Diğer taraftan, CBA   olacak şekilde, 
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matrisleri verilsin. O takdirde, 
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n
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olup, dolayısıyla (2.4) den, 
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1
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nn
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elde edilir. 

 

Teorem 5.2.  ),mod( nijij Ca  olacak şekilde Jacobsthal Lucas sayılarından oluşan 

dairesel n -kare ][ ijaA   matrisi veriliyor. O takdirde bu matrisin spektral normu için 

alt ve üst sınırlar, 
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şeklindedir.  
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olmak üzere Frobenius normunun tanımından hareketle, 
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dir. Böylece, (4.1) ifadesinden 
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elde edilir. Diğer taraftan CBA   olacak şekilde, 
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matrisleri verilsin. O takdirde, 
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elde edilir. Ayrıca (4.5) dikkate alınırsa, 
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elde edilir. Böylece, 
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bulunur. Dolayısıyla (2.4) den, 
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ispat tamamlanır. 

Sonuç 5.3. A matrisi Teorem 5.1 deki matris ve B matrisi Teorem 5.2 deki matris 

olmak üzere, bu matrislerin Hadamard çarpımının spektral normu için 
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eşitsizliği sağlanır. 
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elde edilir. Buradan da, 



 

24 

 


E

BA ))1(2)()1(2(
9

22 n

n

nn

n

n jnjjnj
n


 

şeklinde elde edilir. 

 

Teorem 5.6. Elemanları Genelleştirilmiş Jacobsthal sayıları olan  ),mod( nijij Ga 
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olmak üzere normlar arasında 
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şeklinde bir bağıntı olduğunu biliyoruz. Frobenius normunun tanımından ve Teorem 
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 














jib

jiGb
bB

ij

nijij

ij
1

)(
),mod(

 

 














jic

jiGc
cC

ij

nijij

ij
1

)(
),mod(

 

 

matrisleri verilsin. O takdirde, 

 





n

j

ij
i

bBr
1

2

1 max)( = 


n

j

njb

1

2
= 





1

0

2
n

s

sG =
3

1
  n

n

n jXYnYjX 122

2

2   

ve 



 

26 

 





n

i

ij
j

cCc

1

2

1 max)( = 


n

i

inc

1

2
= 






1

1

21
n

s

sG =
 

9

12
1

2

2

2

n

n

n jXYnYjX 
  

 

Buradan, 

 

    )12
9

1
1)(12(

3

1
)()( 2

2

22

2

2

11 n

n

nn

n

n jXYnYjXjXYnYjXCcBr 
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BÖLÜM 6 

ELEMANLARI k-JACOBSTHAL k- JACOBSTHAL LUCAS SAYILARI 

OLAN DAİRESEL MATRİSLER İÇİN ALT VE ÜST SINIRLAR 

k Jacobsthal ve k Jacobsthal Lucas elemanlı dairesel matrislerin, k

Jacobsthal elemanlarına bağlı olarak spektral normlarının alt ve üst sınırları verilmiştir.  

Bu bölümde ayriyeten Kronecker ve Hadamard çarpımları için de sınırlar elde 

edilmiştir. 

Tanım 6.1. (k-Jacobsthal dizisi) Her 0k  reel sayısı için başlangıç şartları 

1,0 1,0,  kk jj  olan  

02 ,1,2,   njkjj nknknk
 

rekürans bağıntısı ile tanımlanan  
Nnnkj ,

 dizisine k -Jacobsthal dizisi denir. 1k  

alınırsa Jacobsthal dizisi elde edilir. 

Tanım 6.2. (k-Jacobsthal Lucas dizisi) Her 0k reel sayısı için başlangıç şartları 

20, kc ve kck 1,
 olan  

02 ,1,2,   nckcc nknknk  
yineleme bağıntısı ile tanımlanan  

Nnnkc
,

 dizisine k -Jacobsthal Lucas dizisi denir. 

1k  alınırsa Jacobsthal Lucas dizisi elde edilir. 

 

Teorem 6.3.  ),mod( nijij Ja  olacak şekilde n kare ][ ijaA  dairesel matrisi veriliyor. 
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elde edilir. Diğer taraftan CBA   olacak şekilde, 
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Sonuç 6.5. A matrisi Teorem 6.1 deki matris ve B matrisi Teorem 6.2 deki matris 

olmak üzere, bu matrislerin Hadamard çarpımının spektral normu için 
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BÖLÜM 7 

ELEMANLARI JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL LUCAS SAYILARI 

OLAN r-DAİRESEL MATRİSLER İÇİN ALT VE ÜST SINIRLAR 

Bu bölümde elemanları Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas sayıları olan r -dairesel 

matrislerin spektral normları için alt ve üst sınırlar elde edilerek Kronecker ve 

Hadamard çarpımları için de sınırlar elde edilmiştir. 
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                                                           BÖLÜM 8 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu çalışmamızda elemanları Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas olan dairesel 

marislerin spektral normları için alt ve üst sınırlar elde edilmiştir. Jacobsthal ve 

Jacobsthal Lucas bir genelleştirilmiş dizisi olan k - Jacobsthal ve k -Jacobsthal Lucas 

dizisi elde edilerek bu diziyle oluşturulan dairesel marislerin spektral normları için alt 

ve üst sınırlar elde edilmiştir.  Ayrıca elemanları Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas 

sayıları olan dairesel matrislerin özel bir türü olan k - dairesel matrislerin normları için 

de sınırlar elde edilmiştir.  

Tezimizle ilgili  “Some Bounds for the Norms of Circulant Matrices with the 

k - Jacobsthal and k - Jacobsthal Lucas Numbers” , “ On the Bounds for the Norms of 

r -circulant Matrices with the Jacobsthal and Jacobsthal Lucas Numbers.“adı ile 

International Journal of Pure and Applied Mathematics dergisinde ve “On the Bounds 

for the Norms of Circulant matrices with the Jacobsthal and Jacobsthal Lucas 

Numbers” adı ile Notes on Number Theory and Discrete Mathematics dergisinde 

makalelerimiz yayınlanmıştır. Mersin’ de yapılan 29.Ulusal Matematik Sempozyumu 

adlı konferansta “Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas Dairesel Matrislerinin Normları için 

Sınırlar” adı ile bir sunum yapılmıştır. 

Bu çalışmaya benzer olarak farklı sayı dizileriyle oluşturulan çeşitli tipteki 

dairesel matrislerin spektral normları  için de  sınırlar elde edilebilir.
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