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ABSTRACT

BOUNDS OF CIRCULANT MATRICES OF NORMS WITH PELL AND
PELL LUCAS NUMBERS

AKKURT, Hasan
M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Siikran UYGUN
September 2019
43 pages

In this study, firstly we define various norms, Kronecker product and Hadamard
product basically and give relations among them. In addition we define briefly
circulant matrix and give its some important properties. Then two of special integer
sequences, Pell and Pell Lucas sequences are defined and describe some important
identities and by using the variable k € R*we obtain a generalization of Pell, Pell
Lucas sequences called k - Pell, k -Pell Lucas sequences. Then, we find the sum of
the first n terms of Pell, Pell Lucas, k - Pell, k - Pell Lucas numbers. By using these
formulas we find out upper and lower bounds of the spectral norm for the circulant
matrix with Pell, Pell Lucas, k - Pell, k - Pell Lucas sequences. Besides this, we give
upper and lower bounds of the spectral norm for the r-circulant matrix with Pell, Pell

Lucas sequences

Keywords: Pell, Pell Lucas ve k- Pell, k- Pell Lucas Sequences, Binet Formulas,
Circulant, Matrices, Norm.



OZET

ELEMANLARI PELL VE PELL LUCAS SAYILARI OLAN DAIRESEL
MATRISLERIN NORMLARI iCiN SINIRLAR

AKKURT, Hasan
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Siikran UYGUN
Eyliil 2019
43 sayfa

Bu calismamizda ilk olarak, ¢esitli normlar, Kronecker ¢arpimi ve Hadamard
carpimi kisaca tanitilip aralarindaki bagintilar verilecektir. Ayrica dairesel matrisin
tanimi yapildiktan sonra bazi O6nemli oOzellikleri verilecektir. Sonra 6zel sayi

dizilerinden olan Pell, Pell Lucas dizileri ve 6nemli bir takim 6zdeslikler verilecektir

vek € R™ degiskeni kullanarak Pell, Pell Lucas dizilerinin bir genellestirilmesi olan
k - Pell, ve k- Pell Lucas dizileri tanitilacaktir. Pell, Pell Lucas ve k - Pell, k - Pell
Lucas sayilarmin ilk n teriminin karelerinin toplam formiilleri elde edilecektir. Bu
formuller kullanilarak elemanlar1 Pell, Pell Lucas ve k- Pell, k-Pell Lucas olan
dairesel matrislerin spektral normlart igin alt ve iist sinirlar elde edilecektir. Ayrica
elemanlar1 Pell, Pell Lucas sayilar1 olan r dairesel matrislerin spektral normlari igin

de alt ve ust sinirlar verilecektir.

Anahtar Kelimeler: Pell, Pell Lucas ve k- Pell, k- Pell Lucas Dizileri, Binet
Formulu, Dairesel Matrisler, Norm.
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR LiSTESI

: Fibonacci say1 dizisinin n-inci elemani

: Lucas say1 dizisinin n-inci elemant

: Jacobsthal say1 dizisinin n-inci elemant

: Jacobsthal Lucas say1 dizisinin n-inci elemani

: Pell say1 dizisinin n-inci elemani

: Pell Lucas sayi dizisinin n-inci elemani

Pk N K PellLucas say1 dizisinin n-inci eleman

Qk,n

: K PellLucas say1 dizisinin n-inci eleman1

Xi



GIRIS

Ozel tamsay1 dizileri sayilar teorisinde ¢ok onemli bir yere sahiptir. Oncelikle
tamsay1 dizileri denilince ilk akla gelen, Fibonacci dizisidir. Bu say1 dizisinin
elemanlart ardigik iki elemanin toplanmasindan elde edilir. Fibonacci dizisi en basit

islem yapilabilen sayilar Fy=0, F;=1 ile baglar. Fibonacci dizisinin bu kadar

Oonemli olmasiin sebebi ardisik iki teriminin oranmin sonsuz igin limitinin “altin
oran” olarak adlandirilan sayr olmasidir. Altin oran dogada (¢i¢cek ve agaclarda)
sanatta, mimarlikta, insan viicudunda vb. karsimiza c¢ikmaktadir. Fibonacci dizisi
istenirse baglangic elemanlar1 degistirilerek tamamen bu diziden bagimsiz baska bir

say1 dizisi de elde edilebilir. Bir 6rnek olarak Fransiz matematik¢i Edward Lucas
baglangi¢ sartlari i¢in secilebilecek Ly =2, Lj =1 degerlerini kullanarak Lucas say1

dizilerini tanimlamistir. Lucas say1 dizisi ve Fibonacci say1 dizisi arasinda bir ¢ok
baginti mevcuttur. Literatiirde farkli yineleme bagintilar1 ve baglangic sartlari
secilerek cesitli 6zel say1 dizileri elde edilir: Pell, Pell Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal
Lucas, Mersenne, Horadam, Padovan gibi. ..

Dairesel ve r-dairesel matrisler son yillarda birgok arastirmacinin ilgisini
cekmektedir. Dairesel matrisler, uygulamali matematik alaninda en ilging arastirma
alanlarindan biridir. Bu matrislerin, sinyal isleme, kodlama teorisi, goriintii isleme,
dijital goriintii olusturma, olasilikta dogrusal tahmin ve tasarimda ¢ok cesitli
uygulamalar1 vardir.

Cesitli 0zel say1 dizileri ile olusturulan ¢esitli tipteki dairesel matrislerin normlart ile
ilgili literatiirde yapilmis olan baz1 ¢alismalar hakkinda bilgi verelim. Solak (2005),
Fibonacci ve Lucas sayilariyla olusan dairesel matrislerin spektral normlarini,
Hadamard ve Kronecker ¢arpimlarinin normlarinin siirlarini da bulmustur. Kocer
(2007), Horadam sayilar ile olugan dairesel ve yari-dairesel matris normlarini elde
etmistir.

Shen ve Cen (2010), Fibonacci ve Lucas sayilariyla olusturulan r-dairesel

matrislerin normlarinin sinirlarin1 bulmuslardir. Benzer olarak Shen ve Cen



(2010), k-Fibonacci vek-Lucas sayilariyla olusturulan r-dairesel matrislerin
spektral normlart i¢in sinirlar bulmuslardir. Uslu , Taskara , Uygun (2011), k-
Fibonacci ve k-Lucas ve genellestirilmis k -Fibonacci sayilari ile olusturulan
dairesel matrislerin spektral normu i¢in yine bu sayilara bagh sinirlar elde etmistir.
Yazlik Taskara 2013’te genellestirilmis k -Horadam sayilariyla bir I -dairesel
matrisinin spektral normlari igin alt ve {ist sinirlar verilmistir. He, Ma, Zhang, Wang
(2015) te, elemanlar1 Fibonacci ve Lucas sayilar1 olan I -dairesel matrislerin
spektrum normlar1 i¢in formiiller elde etmistir. Bahsi 2015°de, genellestirilmis
Fibonacci ve Lucas sayilarindan olusan dairesel matrislerin spektrum normlarini
hesaplamistir. Kizilates ve Tuglu 2016’da geometrik dairesel matrislerin spektral

normlari i¢in sinirlart bulan formiiller elde etmistir.



BOLUM 2
ON BILGILER

Bu boliimde oncelikle ¢esitli matris normlari, matrislerin Hadamard ve Kronecker

carpimut ile dairesel matris hakkinda genel bilgi verilecektir.

2.1. Matris Normlari, Matrislerin Hadamard ve Kronecker Carpimlar:

A herhangi bir n-kare matris olmak {izere, matris normlar1 ve matrislerin Hadamard
ve Kronecker ¢arpimlart ile ilgili bazi1 genel bilgileri verelim:

Tamim 2.1.1. A ve B herhangi n-kare matrisler olmak tizere,

a) |A|>0ove |A|=0< A=0

cAfl=]c[|A].

C) ||A+ B” < ||A” +||B|| (licgen esitsizligi)

b) c pozitif tamsay1 olmak tizere,

sartlarin1 saglayan |||| : R™ —R reel degerli fonksiyona genellestirilmis matris

normu adi verilir ve ||A|| ile gosterilir.

Tamim 2.1.2. A herhangi birnxn tipinde kare matris olmak {izere,

1/p

n n D
A, = X2 ]| | 1=p<e

i=1 j=1

ifadesine A matrisinin Kp normu adi verilir.

Eger p=oo ise o takdirde,
IA.. = tim 4], = max|a

seklinde elde edilir.



Tamm 2.1.3. A herhangi bir nxn tipinde kare matris olmak tizere,

ifadesine A matrisinin Frobenius (Euclidean) normu adi verilir.

Tamim 2.1.4. A herhangi bir nxn tipinde kare matris olmak tizere,

A, = Jmax 2,(A" A)

ifadesine ise A matrisinin spektral normu adi verilir. Burada: AH = (K)T dir.
Yukarida vermis oldugumuz normlar arasinda asagidaki sekilde bir iliski mevcuttur

(Zielke, 1988):

1
— (Al <A, <||A

Tamim 2.1.5. A herhangi bir nxn tipinde kare matris olmak {izere sirasiyla,

(2.2)

‘2

c,(A) = max Z‘aij
i=1

n
r(A) = max Z‘ aij‘z (2.3)
j=1

seklinde A matrisinin maksimum siitun uzunluk normu ¢ () ve maksimum satir
uzunluk normunu da r, (-) olarak tanimlanmstir (Solak, 2005).
Tamm 2.1.6. A=[3a; ] ve B=[b;] aym tipten kare matrisler olmak tizere,
AoB = [aij b”]
seklinde verilen ¢carpima A ve B matrislerinin Hadamard ¢arpimi adi verilir.

A, X've Y matrisleri nxn tipinde kare matrisler olmak iizere, eger A= X oY ise
[, < ra(X)er(Y) (24)

esitsizligi elde edilmistir (Mathias R. 1990).



tarafindan ise, || normu nxn tipinde matrisler iizerinde herhangi bir norm olmak
lizere,

| A< B] <[ A8 (25)

esitsizligi elde edilmistir (Reams,1999).

Tamim 2.1.7. A ve B, nxn tipinde matrisler ise,

allB alzB alnB
a,1B a»pB ... a,,B
A®B=| 2T f2E e

seklinde tanimlanan matris ¢arpimina Kronecker ¢arpim adi verilir.

Iki matrisin Kronecker ¢carpiminin Euclidean normu igin

[A® B, =[Al[B|. (26)
esitlik saglanir (Horn, 1991).
2.2. Dairesel (Circulant) Matris:

C matrisi n -kare bir matris olmak tizere,

Co € Cr ... Ch_p Cng|
Ch-1 C C ... Cp3 Cp2
Cp =
C3 C C .. C Cp
Cp C3 C ... C €
¢ Cy C3 ... Chg Cp |

seklinde verilen matrise dairesel matris adi verilir. Her biri,j=1,2, ...,nve k=0, 1,
2, ..., (n-1) i¢in (i, j) elemanlarinin hepsi (j-i) =k (modn) olacak sekilde ayn1 C,

degerine sahiptir. Yani bir dairesel matris, onun ilk satirt (veya ilk siitunu)
yardimuiyla belirlenir.
nxn mertebeli dairesel matrisler i¢in sunlar sdylenebilir:

(i) A ve B ayni mertebeli dairesel matrisler ve a ile b herhangi iki skaler olmak
tizere aA+Bb matrisi bir dairesel matristir.

(if) Ayni mertebeli iki dairesel matrisin carpimi yine bir dairesel matristir.

5



(iii) Ayn1 mertebeli iki dairesel matrisin ¢arpimi degisme 6zelligine sahiptir.
(iv) Eger bir dairesel matris tekil degilse, tersi de dairesel matristir.
(v) Dairesel matrislerin transpozu da dairesel matristir.

(vi) Dairesel matrisler normal matrislerdir.

(vii) Ik satin (a,,a,,85,......., &, ,)0lan nxn mertebeli bir dairesel matris ve
w, w" = 1denkleminin farkli ¢oziimlerinden biri olmak iizere dairesel matrisin
Ozdegerleri,

A =85 AW, + W, +....@y (W,

formiilii ile bulunur. Ayrica dairesel matrisin ilgili 6zvektorleri,
X; = (LW, W ..., W,..,) " olur,



BOLUM 3
OZEL SAYI DIiZILERI
3.1. Fibonacci ve Lucas Sayi Dizileri

Tanmm 3.1.1.F, =0 ve F =1 olmak iizere; F , =F, +F,, yineleme bagintisi ile

verilen {F,}” seklindeki tamsay: dizisine Fibonacci sayi dizisi denir. Fibonacci

1+\/§ 1—\/§
5 ve ﬂ:T

dizisinin Binet benzeri formili « = olmak {izere

F _a =P seklindedir. Binet formiiliinden hareketle Iimi =a oldugu

a—-pf N

kolayca goriilmektedir. Buradaki o sayist “Altin Oran” olarak adlandirilmaktadir.
Altin Oran, bir saymin insanlik, bilim ve sanat tarihinde oynadig:i inanilmaz bir
roldiir. Altin oran dogada, bitkilerde, ¢iceklerde, ideal insan viicudunda, mimari
eserlerde ve birgok alanda karsimiza c¢ikar. Altin oran, evren ve yasami anlama
konusunda bizlere yeni kapilar agmaya devam etmektedir. Fibonacci sayilarinin

tirete¢ fonksiyonu

0 n X
90 =D F X" =——
n=1 1

—X—X
seklinde olup Simpson formiilii

F.F,-F=(-D"

n+l’ n

bagintist ile tanimlanir.

Tamm 3.1.2.L, =2 ve L =1 olmak iizere; L., =L,+L,; yineleme bagmntisi ile

verilen {Ln}::o seklindeki tamsay1 dizisine Lucas say1 dizisi denir. Lucas dizisinin

++/5 :1—\/3
2

Binet formiili o =1T ve S

olmak iizere L,=a"+ " seklindedir.



. L
Binet formiiliinden hareketle lim—% = & oldugu kolayca goriilmektedir. Bu deger

n>wo |

sayesinde Lucas sayr dizisi de en az Fibonacci say1 dizisi kadar onemli hale
gelmistir.  Fibonacci sayilar1 ile Lucas sayilar1 arasinda asagidaki bagintilar

mevcuttur.

L.,+L, ,=5F

n+1 n-1 n

FL,=F

n=n "~ " 2n

L2 —5F% = 4(-1)"
Lucas sayilarinin tirete¢ fonksiyonu

2X% + X
1-x—x?

g(x) = Lx" =
n=1
seklinde olup Simpson formiilii

Lyl — Li =5( _1)n_1

bagintisi ile tanimlanir. Kismi toplam formiilii

seklinde verilir (Koshy, 2001).

Fibonacci ve Lucas sayilar1 i¢in Koshy ‘nin (2001) kitab1 6nemli bir kaynaktir.
3.2. Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas Dizileri

Tamm 3.2.1. j, =0, J, =1 olmak lzere; j,,=],+2],, yineleme bagintisi ile
verilen {jn}::o seklindeki sayr dizisine Jacobsthal sayi dizisi denir. Yineleme

bagmtisinin fark denklemi x* —x—2=0 seklinde elde edilir. Bu denklemin kokleri 2
ve -1 sayilardir.

Jacobsthal sayilar1 i¢in Binet formiilii

X =X 2" —(=D"
) = =
X, — X, 3




(Catalan ozdesligi) n > 0 tamsayisi i¢in
. - . n+l-r . n—r
Jnor Jnir — an = (_l) Jr22
esitligi saglanir.
(D’ocagne 6zdesligi) m,n >0 tamsayilar1 ve m > n i¢in
jm jn+l - jm+1jn = (_2)” jm—n
esitligi saglanir.
Jacobsthal sayilarinin iireteg¢ fonksiyonu

> - Xk _ X
ng WX = T o
dir.
Tamm 3.2.2. ¢, =2, ¢ =1 olmak iizere; C,, =C,+2C,, yineleme bagintisi ile

verilen {Cn}::O say1 dizisine Jacobsthal Lucas say1 dizisi denir. Yineleme bagimntisini

Jacobsthal sayilarinki ile ayni oldugundan kokleri 2 ve -1 sayilaridir. Jacobsthal
Lucas sayilar1 i¢in Binet formiilii
C,=X +X =2"+(-1)"

seklindedir.
Jacobsthal sayilariin iirete¢ fonksiyonu

> 2—-X
P A
1—x—2x?

k=0

ile verilir.
3.3. Pell , Pell Lucas ve Modifiye Pell Sayilar

Tamm 3.3.1.P, =0 ve P, =1 olmak iizere; P,,, =2P, + P, yineleme bagintisi ile

n

verilen {P}::O seklindeki say1 dizisine Pell say1 dizisi denir. Pell dizisinin ilk

n

elemanlant {0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169,...} seklindedir. Pell dizisinin Binet formiilii

a=1+2 ve p=1- V2 olmak iizere P = a -p seklindedir. Negatif indisli Pell

o —

say1 dizisi P, =(-1)""P, seklinde tanimlanr.

Pell sayilarinin iireteg¢ fonksiyonu

o0
> Pan 2;2
n=1 1-2x—X

seklinde olup Simpson formiilii



P

n+1

Pn—l - Pn2 =(_1)n

bagintisi ile tanimlanir. Kismi toplam formiilii

Z I:)k = E(I:)nJrl + I:)n _1)
a 2

seklinde verilir (Horadam, 1971).

Tamm 3.3.2. Q, =2 ve Q, =2 olmak tizere; Q,,, =2Q,+Q,; yineleme bagmntist

n+l
ile verilen {Qn}::O seklindeki tamsay1 dizisine Pell Lucas say1 dizisi denir. Pell Lucas
dizisinin ilk elemanlar1 {2, 2, 6, 14, 34, 82, 198, 478,...}dir. Pell Lucas dizisinin
Binet formiili @ =1++/2 ve B =1-+2 olmak iizere Q, =a" + A" seklindedir. Pell

Lucas sayilarinin tirete¢ fonksiyon

2—2X

% ann: 2

n= 1-2x—-X
seklinde tanimlandiktan sonra Simpson formiili
Qn+1Qn—l - an =8 (_1) i

bagintisi ile tanimlanir. Kismi toplam formiilii
4 1
ZQK = _(Qn+1 + Qn - 2)
P 2

seklinde verilir.

Tamm 3.3.3. ¢, =1 ve g, =1 olmak iizere; (,,; =2q,+0,, yineleme bagintisi ile

verilen {qn}::o seklindeki tamsay1 dizisine modifiye Pell say1 dizisi denir. Modifiye

Pell dizisinin ilk elemanlart {1,1,3,7,17,41,99,238,...}dir. Modifiye Pell dizisinin

Binet formiili a=1++2 ve p =1-+/2 olmak iizere q, = @ ;'B seklindedir.

Negatif indisli Modifiye Pell say1 dizisi q_, =(-1)""q, seklinde tanimlanur.

10



Modifiye Pell sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

o oon . 1-X
g(X)_éqnx _1_2X_X2

seklinde tanimlandiktan sonra Simpson formiili

OpetOy — G =2(-1)"*

bagintisi ile tanimlanir. Kismi toplam formiilii

n

ZQk =%(Qn+l+Qn_2)

k=1
seklinde verilir (Catarino, Vasco, 2013).

P (x), Q,(x) i¢in Temel Ozellikler

Pell ve Pell Lucas sayilari i¢in asagidaki esitlikler gecerlidir:
1) PhQn =Pon

2) P =2R,Q,—(-D"R,,

3) Qn=2P; + (="

4) Q,p =2Q, —2(-1)"

5) P

n+1

+P_,=Q =2P +2P
6) Q... +Q,, =8P,

7) PaPma+PniPo= Py

8) PuPni—PmiaPa=(-1)"p,.,
9) Pi+Pru=Pans

10) Pi—Pii=2P2

11



11) Ponat Pon = 2pi+1_2p§_(_1)n
12) Pﬁ+P§+3=5P2n+3

2 _
13) 2Pn+1pn _2Pn - P2n

14) Z[ ]2 Pk = Pan

15) Z[ JP Pok=2"Pn
16) Q§k+1_Q2k—1Q2k+3 =32

17) Q2kQ2k+l Q4k+l
18) sz =8 +Q2k+1Q2k—1

19) QuQy1 = Q2k+3Q2k—2 -80 = 2( Paki2 Pk _6)

1,1

m 2_1 1
20) |§Opl _4Q2m+2 p2m+4

k

Sk
T

s (S s (S
22) p25= Z( jzf pr: Z( jzs_rpsr
r=1\ I r=0\ I

23) Pynaa+ Pan=2P51—2P5 —(—l)r1
24) (_1)nPan = Pn+apn+b - PnPn+a+b
25) Pn+r P Pn+1+Pr 1Pn

26) Pan = Pn(Pn+l+ Pn—l)

12



P, Q, i¢in Temel Toplam Formiilleri

a) i;{)Pi >

n +Q, -4
b) ZQi_Qm—l Qn

i=0 2

n + -2
C) Zqi_qm—l qn

i=0 2

f LP =(R.+R-1)2

g) é.er :(Q2n+1 _2)/2

h) aner—l :(an _2)/2

r=1

|) gQr :(Qm+1 +Qm _2)/2

[%1} n-m-1 n—2m-1
DH=%( m ﬁ@

mL[n_—i

K Q=205

}(2)”‘i N0

3.4. k-Pell ve k-Pell Lucas ve Modifiye k-Pell Sayilar:

k-Pell {Pp},., . k-Pell Lucas {Qpn}  ve modifiye k-Pell {a,}  dizileri

asagidaki yineleme bagintilar1 kullanilarak

Pini1=2Pkn+KPkn1, Pko=0 ,Px1=1,

Qk,nzsz,n—1+ka,n—2 Q0:21 Q1:2’

13



qk,nzzqk,n—l+qu,n—2 qk,0=1’ qk,1:1 |

n>2 igin ile tamamlanir (Catarino, Vasco, 2013). Yineleme bagintilarindan

x> —2X —k =0 karakteristik denklemi elde edilir. Denklemin kokleri & =1++/1+k ,

B =1-—+1+k seklinde elde edilir. Denklemin kokleri kullanilarak

a+p=2, a-p=2J1+k ,
a.f=-k a?+ i =4+2k

ozellikleri elde edilir. Binet formiilleri ise sirasiyla

n_ n

Pk,n: < ﬂ

a-p

Qk,n = an+ﬂn

_a'+p
qk,n 2

ile verilir. k -Pell {Py n} . k-Pell Lucas {Qypn}  ve modifiye k-Pell {dp}

dizileri igin bazi bagintilar soyle verilmistir:

Catalan Ozdesligi: Py, Py — P2, =(-1)"""k""pZ, dir.
Ispat i¢in Binet formiilii kullanilir.
n+r n 2
_[a"-B
a-p

o2 L Ocn—r_ﬂn*r an+r_ﬂ
Pk,n—rPk,n+r Pk,n ( C(—ﬂ j( a—ﬁ
—(_ 1\ n-r an—ﬁn 2
=(-1)"k [a_ﬁJ

=(-1)""k""P,

Catalan 6zdesliginde r=1 segilirse Cassini 6zdesligi saglanir.
Cassini Ozdesligi: Py, 1P — P2, =(—1)"k"? dir.

D’Ocagne OZdesligi: Pk,mPk,n+1_ Pk,m+1Pk,n = (_1)nknpk,m—n dir.

Ispat icin Binet formiilii kullanilir.
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B _ am_ﬁm an+1_ﬂn+1 ~ am+1_ﬂm+1 an_ﬂn
PkmPknit— Pkmi1Pkn ( OC_ﬂ J( a_ﬂ J ( O{—ﬂ J[ a_ﬁ J

(@ = B o -
(aﬂ)[ (0B jk [ Y ]

@A)
(“/”)[ (@) J

=(_k )nPk,m—n
=(_1)nknPk,m—n

D’ocagne Ozdesligi: m>n olmak iizere

P«mPxnir— PrkmaaPxn= (_1)nanl+ k (Pk,mn _<1+\/1+k)mn)

) © n_ 2—2X
Ureteg fonksiyonu: n% QunX"= 1-2x—Kx2
© 1-x .
"=———— dir.
n§) GinX 1-2x—kx?

Catalan ézdesligi: 0, 0y, —0i = (—k)"’r(qi‘n —(—k)r) dir.
Catalan 6zdesliginde r=1 segilirse Cassini 6zdesligi saglanir. dir.

Cassini dzdesligi:  q,, ,q,,..—q;,=(-k)" (1+k)

15



BOLUM 4

ELEMANLARI PELL, PELL LUCAS ve MODIFIYE PELL SAYILARI
OLAN DAIRESEL MATRISLERIN NORMLARI iCiN SINIRLAR

4.1. Elemanlar1 Pell Sayilar1 Olan Dairesel Matrislerin Normlari i¢cin Sinirlar

Herhangi bir A=[a;|€ M na(C) igin, dnceki iinitede Frobenious (veya Euclid)

normu ve spektral normu sirasiyla soyle tanimlamistik:
1
m n 212
|Al.=| = % |aij|
i1=1j=1

|Al,= max  zi(A"A)

1<i<n

Buradaki  A; ( AHA)a , A" Amatrisinin 6z degeridir.
Yine herhangi bir A= [aij] eM m,n(C) i¢in, maksimum siitun uzunlugu normu ve

maksimum satir uzunlugu normu sirastyla

A) = max mi 2 A) = max o2
(A= enylil - A= oy & [aii
seklinde tanimlanmisti. Ayrica
|A0B], <ri(A)c.(B) 4.1.1)
|aes], <[4, 12

esitsizlikleri de verilmisti.
AeM m,n(C) verilsin. Frobenious (veya Euclid) normu ve spektral normlari arasinda

asagidaki esitsizlik saglanir:

16



1
— Al <Al <]||A
AL < 1A, <[Al, 4.13)

Pell dizisinin ilk n teriminin karelerinin toplami1 (Horadam,1971) de su sekilde
verilmistir:

S pz= PraPa

k=0 2 (4.1.4)
Lemma 4.1.1. Pell dizisinin ilk n teriminin karelerinin toplami, Pell Lucas sayilari
kullanilarak da asagidaki gibi de verilebilir.

1,1 [Qp 12 neift
kzopk_16 Q,,,—2 ntek

n

(4.1.5)

ispat: Pell say1 dizisinin Binet formulii kullanilarak

o () )

Pk =

>

™

k=0 k=0 2\/5
o (132) "+ (142) —2(-)
“Z 8
B G e G B
8 2(1+42)  2(1-42) -2

1 (Q,,,+2, ncift
16| Q,.,-2, ntek

elde edilir. Pell dizisinin ilk n teriminin kareleri toplami, Pell sayilari cinsinden

|
LN

n

P (4.1.6)

0 16

=~
I

. 1 PantPan2t2, neift
“ P2n+P2n*2_2’ ntek

seklinde yazilir.
Teorem 4.1.2. A= C( Por Piiess PH) Pell sayilarini igeren dairesel matris olsun,

bu matrisin spektral normlari i¢in sinirlar asagidaki gibi verilir:

17



\/szﬁz caf, < Qe 72 (Quit18)

16 4.1.7)
‘\’an_l_z S”A”zg \/(QZn—l_Z)(QZn—1+14) ntek
4 16
Ispat: A matrisi

" Po P. P, - Pai]

Poi Po P1 - Pao

A= Poz Pnat Po ot Poss

L P P Pz - Po i

olarak tanimlanir. (4.1.5) esitliginden ve Pell sayilari i¢in Binet formiiliinden

Q,,,+2, n gift

2 n-1 2:1
A R

elde edilir. (4.1.3) esitsizligi kullanilarak

||A|| B Q,, . +2, ngift
Q,, ,—2, ntek
ﬁIIAIIF <[[Al,

Q,,1+2, ngift
(Ca®, Il
2n-1 !

elde edilir. Ote yandan, A= BoC olacak sekilde B ve C matrislerini segelim:

[ Po 1 1 - 1] 1 P. P2 -* Pna

Pii Po 1 - 1 1 1 Py - Pne

B=|Pn2 Pn:x Po -+ 1|, C=/1 1 1 - Pns
L P1 P2 Ps - POJ _l 1 1 - 1 |

Maksimum siitun uzunlugu normu ve maksimum satir uzunlugu normu kullanilarak

18



r(B) —rlggx\/
— _ Q2n 1 n Qlft

\/g - \/ Q,,,—2, ntek

2 \/Zn:

1 QZn_l+18, n cift
- 4\| Q, ,+14, ntek

\/1+ > Pk

ci(C) =max

1<j<n

CI]

elde edilir. Sonra (2.4) 6zelligi kullanilarak,

(Q2n 1+2)(Q2n 1+18) n(}lft
1(B)C1( )— \/{ (an 1 2)(Q2n 1+14) ek

_ (an l+2)(Q2n 1+18) ngift
AL < 1.(B)ex(0) = —J{ MG 0

esitsizligi elde edilir. Bu sekilde ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.1.3. A= C( Por Piiss Pnfl) Pell sayilarini iceren dairesel matris olsun,

Pell sayilarin1 kullanarak bu matrisin spektral normlari i¢in sinirlar

NP+ Pano+2 < ”A”2

4

\/(PZn +Pon2t 2)(P2n + P2n—2+18)

|A], < e ncift
(4.1.8)
P n+P n— _2
VPert Pane=2 |,
||A||2 < \/(P2n+ P2n—2—2)(P2n+ Pzn—2+14) ntek
16
ile verilir.

Ispat: (4.1.6) ve (4.1.7) kullanilarak ispat bulunur.
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Sonu¢ 4.1.4. A= C(P(Z,, P2,..., Pﬁ_l) Pell sayilarini igeren dairesel matris olsun, bu

matrisin spektral normlari i¢in iist sinir

1A, < 256 2 (Q,,+2)(Q,.+18)  n cift

” ” - 256 (QZn 17 )(Q2n71+14) n tEk

seklinde gosterilebilir.
Ispat: ||AOB||2 < ||A||2 ||B||2 oldugundan ispat Tanim 2.1.6 ve (4.1.7) 6zdesligi

kullanilarak bulunur.

4.2. Elemanlar: Pell Lucas Sayilar1 Olan Dairesel Matrislerin Normlari i¢in

Sinirlar

Lemma 4.2.1. Pell Lucas sayilar1 ilk n teriminin kareleri toplami, Pell Lucas sayilart

kullanilarak asagidaki gibi verilir.

11[Q,,,+2, ncift

ZQ“ { Q,,,+6, ntek

(4.2.1)

Ispat: Pell Lucas sayilarinin Binet formulii kullanilarak

S oi- 5[ (w2 (-2) |
é(l+«/’ ) (1—\/§)Zk+2(—1)k

(V2 -1 (1V2) +2{<—1>“—1}
2(1+42) - 2(1-V2)

1|Q, . +2, ngift
- Q, ,+6, ntek

elde edilir.
Pell Lucas dizisinin ilk n teriminin kareleri toplami, Pell sayilar: kullanilarak

asagidaki gibi verilir.
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nZ—:lQizl Pon+tPonot+2, ngift
k=0 2| P,,+Pa2+6, ntek

(4.2.2)
Teorem 4.2.2. A= C( Qg Qpreesy anl) Pell Lucas sayilarini igeren dairesel matris

olsun, sonra bu matrisin spektral normlar1 i¢in sinirlar

Q2n—l+ S”A”ZS \/(QZn—l+2)(Q2nfl+4) nglft
2 2
T R R
2 2 2
ile verilir.
Ispat: A matrisi
I Qo Ql Qz Qn—l_
Qn—l Qo Ql Qn—2
Qn_3

A= Qn—Z Qn—l QO

_Ql Q, Q - Qo_
bicimindedir. (4.2.1) esitliginden ve Pell Lucas sayilari i¢in Binet formiiliinden

Q,,.+2, n¢ift

A2= n-1 222
e -ns i3 %l

elde edilir. (4.1.3) esitsizligi kullanilarak

1 []Qzat2, ncift 1
2 =—|Al <|A
2\/{ Q2n—1+61 ntek \/ﬁ” ”F ” ”2

elde edilir.

Ote yandan, A= BoC olacak sekilde asagidaki se¢imleri yapalim:

B Q, 1 1 .- 1 1 Q1 Q2 Qn—l
Q. Q 1 -~ 1 1 1 Q - Q.
B= Qn—z Qn—l Qo - 1], C=11 1 - Q“—3
Q. Q, Qy -+ Q] 11 .- 1]
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Daha sonra, maksimum siitun uzunlugu normu ve maksimum satir uzunlugu normu

asagidaki gibi olusur:
max n 2 n-1 ., 1 QZn—l+2 n (;If't
B = HH = = |—
r:(B) 1£i£n\/jz_1b” 2 \/Z{an_l+6 n tek

ci(C) e \/i Cij

:1£j£n =1

2 n-1 1|Q,, ,—4n cift
Z\/1+ZQE= 4 2n-1 ¢
k=1 21Q,,,+8n tek

1 [[(Q,,,+2)(Q,, ,—4)n cift
IIAllzsrl(B)cl(C)sg\/{( o Lo <8N ek

(2.4) ozelligi kullanilarak, ispat tamamlanir.
Sonu¢ 4.2.3. A= C( Qg Qpeesy anl) dairesel matris olsun, sonra Pell sayilari

kullanarak bu matrisin spektral normlari igin sinirlar

NPan+Pan2+2 < ”A”2

2

\/(PZn +Pan2t 2)(P2n + P2n—2+4)
2

|A], < , n cift
T (4.2.3)
JPutPust®
”A”z < \/(P2n+ P2n—2+62)(P2n+ Pzn—2+8) h tek

seklinde elde edilir.
Ispat: (4.2.2), (4.2.3) 6zellikleri kullanilarak ispat bulunur.

Sonu¢ 4.2.4. A=C (Q S,Qf,...,Qi_l) Pell Lucas sayilarini iceren dairesel matris

olsun, bu matrisin spektral normu igin tist sinir
1 .
”Anz SZ(Q2n71+2)(Q2n71—4) n Qlft

1
||A||2 SE(Q2n71+6)(QZn,1"‘8) n tek
ile elde edilir.

Ispat: ||AOB||2 < ||A||2 ||B||2 oldugundan ispat Tanim 2.1.6 ve (4.2.2) 6zdesligi

kullanilarak bulunur.
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Sonu¢ 4.2.5.A=C( P,, P,,.., P )ve B=C( Q, Q... Q,,) dairesel
matrisler olsun, bu matrislerin Kronecker ¢arpiminin spektral normlari igin alt ve {ist

sinirlar

1 1 .
E(QZn—l )<”A®B” \/(an 1+2) (QZn—1_4)(Q2n—1+18) n Q'ft

1
m\/(Qan_z)(Qan )<||A®B” <_\/{(Q2n 1 2)(Q2n 1 6) n tek

ile verilir.
Ispat:  (4.1.2), (4.2.1) kullanarak ispat kolayca goriiliir.

4.3. Elemanlar1 Modifiye Pell Sayilar1 Olan Dairesel Matrislerin Normlari i¢in

Sinirlar

Teorem 4.3.1. A= C( Qs Qprees qnfl) modifiye Pell sayisini igeren dairesel matris

olsun, bu matrisin spektral normlar i¢in sinirlar

\/qm 1+1—||A|| \/(an 1+1)(q2n 1 )v ncift
E\/an—l 3<[Al, < \/(an 1+3) (0o g +7), Niek

(4.3.1)

ile gosterilir.
Ispat: (4.2.1) esitliginden ve modifiye Pell sayilari i¢in Binet formiiliinden

2Q,, ,+2, ncift
8 2q,,,+6, ntek

1 ({9,,,+1 n cift
5,/{ o <|Al,
Q,,,+3 ntek

23
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elde edilir.

Ote yandan, B, C matrislerini A=BoC esitligini saglayacak sekilde secelim:

I do 1 1 .- 1 _1 d, 9, = d,.,
.- Yo 1 - 1 1 1 qd, -+ d,,
B=lg,, 9. 9 - 1},C=1 1 1 - q,,
B Q, O3 - Q¢ _1 1 1 - 1 |

Maksimum satir uzunlugu normu ve maksimum siitun uzunlugu normu asagidaki

gibi elde edilir.

max n

2 [ 11{29,,,+2, ncift
= . Z = Zqi: p— 2n-1
1<i<n\ija k=0 8|29,,,+6, ntek

2 n1 11(2q,,,+1, ngift
i 2_ |2 n
2 C'J‘ \/ quk \/8{ 2q,,,+3, ntek

||A|| <l (an—1+1)' n(s:lft
2 4\| (g, ,+3), ntek

r:(B) bij

(2.4) ozelligi kullanilarak, ispat tamamlanr.
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BOLUM 5

ELEMANLARI k-PELL , k- PELL LUCAS VE MODIFIYE k-PELL
SAYILARI OLAN DAIRESEL MATRISLERIN NORMLARI iCIN
SINIRLAR

5.1. Elemanlar: k-Pell Sayilar1 Olan Dairesel Matrislerin Normlari i¢cin Simirlar

Teorem 5.1.1. k-Pell sayilari i¢in ilk n teriminin kareleri toplami

ril sz’i _ 1 l:szk,znz_Qk,Zn_Zk_Z 2(_k)n_l (5.1.1)

+
i=0 4 + 4k k?—2k -3 k+1

seklindedir.

v, wlai-gl)
Ispat: ¥ P’ = Z[a 2 ]
i=0 i=0 o—

al+ pi-2ap

=0

n_l(azwﬁz‘ —2(@3)‘}

_ 1 [aZn_1+ﬂ2n_1 Z(Qﬁ) —1:|
4 + 4Kk

a’-1 ﬂz—l_ aff -1
1 @) (@) (@ ) (e )2 (k)
4+4k | (aB)’~(a?+p°)+1 k-1

o [l ) (e
T4+ 4k k?—(4+2k)+1 T

25



— 1 kZQk,Zn—Z_Qk,Zn_Zk_z ) (_k)n_l
4 + 4k k?—2k -3 k+1

Teorem5.1.2.A=C( P,y P, Py,.) kPell sayilarini igeren dairesel matris

olsun, bu matrisin spektral normlar i¢in sinirlar asagidaki gibi verilir

4 + 4k k?—2k -3 k+1

2 — —2K— —k)" -
\/ 1 [k Qk,zn—z QK’Z” 2k 2+2( k) 1]<“A“2

2 _ _ _ _ n_
”A”ZSJ 1 {an—z Quuu2-2_, () 1]

4 + 4k k?—2k -3 1+k
s 1 szk,Zn—Z_Qk,Zn_Zk_z+2(_k)n_1
4 + 4k k?—-2k -3 1+k
(5.1.2)
Ispat: A matrisi

i Po Pki Px2 Pk,n—l_

Pkn-i Pxo  Pxi " Pk

A=|Pin2 Pxni1 Pxo * Pins

| Pka Px2 Pxs =+ Pko |

olarak tanimlanir. (5.1.1) esitliklerinden ve Pell Lucas sayilar1 i¢in Binet

formiilinden

- 2 _ _ ok — k)" =
o=t Qa2 L0

4 + 4k k?—(4+2k)+1 " k+1

elde edilir. (4.1.3) esitsizliginden

1 1 | k*Qup,—Qu—2k-2 _(-k)'-1

elde edilir. Ote yandan, A=BoC olacak sekilde ayn1 tipten B ve C matrislerini

asagidaki gibi secilsin:
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Po 1 1 -1 [1 Pk1 Px2
Pin-1 Pko 1 -1 1 1 Pa
B=|Pkn2 Pikn1i Pxo ==+ 1 |, C=|1 1 1
| Pz Px2  Pxs = Pxo] 11 1 1

Maksimum siitun uzunlugu normu ve maksimum satir uzunlugu normu

max n
rl(B) _1<|<n Z

_ 1 kZQk,Zn—Z_Qk,Zn_Zk_z ) (_k)n_l
4+4k k?—(4+2k)+1 k+1

&(C) - max Jn

1<j<n

Z ZPk

1+2Pk

T kZQk’ZH_Z—QkVZH—Zk_z+2(_k)n_1
4+4k|  K*—(4+2k)+1 ki1

olarak elde edilir. Sonra (2.4) deki 6zellik kullanilarak,

||A||2 <ry(B)c.(C)
_ 1 szk,Zn—Z_Qk,Zn_Zk_z+2(_k)n_1
4 + 4k k?—(4+2k)+1 k+1

1+ 1 szk,Zn—Z_Qk,Zn_Zk_z+2(_k)n_1
4 + 4k k’—(4+2k)+1 k+1

elde edilir. Bu sekilde ispat tamamlanir.
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5.2.Elemanlari k-Pell Lucas Sayilar1 Olan Dairesel Matrislerin Normlari i¢in

Sinirlar

Teorem 5.2.1. k-Pell Lucas sayilar1 i¢in ilk n teriminin kareleri toplami

ot 2 kZQan—z_Qan_Zk_z (—k)n—l
i = ’ ’ +2

5 { k?-2k-3 k+1

dir.

Ispat: k-Pell Lucas sayilari igin Binet formiilii kullanilarak

=5 (o + g +2(ap))

i=0

S0z =5 (o) =%

a1 ﬂ2 1 aff—1

[ -1 g (aﬂ)n—l}

T AR ey
(aﬂ)z—(a2+ﬂ2)+1 R
k2 o+ B 2) ( 2”+[5’2”)—(4+2k)+2 2(—k)n—l
k?—(4+2k)+1 Tk
ka2n2 Qk2n B +2(_k)n_l
k?—2k-3 k+1

Teorem 5.2.2. A= C( Quor Quurens Qk,n—l) k- Pell Lucas sayilarini i¢eren dairesel

matris olsun, sonra bu matrisin spektral normlari i¢in sinirlar

1 szkZ—Z_QkZ —2k-2 (_k)n 1 <
- 2N 2N A
\/ﬁ{ k2—2k -3 +e k+1 A,

2 _ ok AL
||A||23\/[k Qk,2n—22 Qy2n—2K 2+2( k) 1:|
k:—2k -3 1+k

2Qk2n2 Qan _2+2(_k)n_1
k?—2k -3 k+1

28
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Ispat: A matrisi

Qk,o Qk,l Qk,z Qk,n—l
Qk,n—l Qk,o Qk,l Qk,n—z
A= Qk,n—Z Qk,n—l Qk,O Qk,n—3

Qk,l Qk,z Q-k,3 Qk,o_

bi¢imindedir. (5.2.1) ve k- Pell Lucas sayilar1 i¢in Binet formiiliinden

o K'Quzns~Quan—=2k-2 (K)"~1
A2 _ 2_: k,2n-2 k.2n 2
[Al: =nZ Qi n{ K’ -2k -3 TR

1 | k®Qu = Qpn—2k-2 _(-k)'-1
ﬁ{ k’2k22—2|22—3 2! k)+1 }<”A”2

elde edilir. Ote yandan, A= BoC olacak sekilde asagidaki gibi secim yapalim:

Qk,o 1 1 1 1 Qk,l Qk,Z Qk,n—l_
Qk,n—l Qk,o 1 1 1 1 Qk,l Qk,n—z

B= Qk,n—z Qk,n—l Qk,o 1|, C=|1 1 1 Qk,n—3
L Qk,l Qk,z Qk,a Qk,o_ _1 1 - 1 i

Daha sonra, maksimum siitun uzunlugu normu ve maksimum satir uzunlugu normu

asagidaki gibi olusur.
max [o 2 | K*Qyon o~ Quan—2k—2 _(-k)"-1
B) = = 2= k,2n-2 k.2n +2
"(B) =1 cicn i =& \/[ k?—2k-3 k+1

cl(C) max \/i

:lSan i1

2 N1 k’Q,.,. ,—Q,, —2k-2 2(—k)n—1+k
<=1 2: k,2n-2 k.2n
ci \/+k§Qk \/ K—2k—3 Tk

29



”A”z < rl( B )Cl(C) S

\/{kZQanz_Qk,zn_2k -2 ) (_k)n_l

k?—2k-3 1+k

o +
k‘—2k-3 k+1

bu sekilde ispat tamamlanir.

Sonu¢ 5.2.3. D=C (Qi,O’Qi,l""’Qi,n—l) k- Pell Lucas sayilarinin karelerini igeren

dairesel matris olsun, sonra bu matrisin spektral normlari i¢in {ist sinir

444Kk

2 . ol Y 1|
ol s

k?—2k -3 k+1

{1+ 1 |:k2Qk2n2Qk2n2k2+2(k)nl

4+4k

k?—2k -3 k+1

seklinde gosterilebilir.

ispat:  ||D|, =|AoB], <||Al,[B]|, oldugundan ispat (5.2.1), (5.2.2) 6zdeslikleri

kullanilarak bulunur.

Sonu¢ 5.24.A=C( P,y P Py) Ve B=C( Qg Qs Q) dairesel

matrisler olsun, bu matrislerin Kronecker ¢arpiminin spektral normlart igin sinirlar

Jn

!

4+ 4k

k*—2k -3 1+k

T oy +
k“—2k -3 1+k

1 |:k2Qk2n2_Qk,2n_2k -2 2 (_k)n_l

1 l:szk,ZnZ_Qk,Zn -2k -2 ) (_k)n 1:|

}SHA®BL

1 szk,Zn—Z_Qk,Zn_Zk_2+
k?—2k -3

2<—k>“—1}
1+k

(—k)"-1

2
1+ 1 kZQk,Zn—Z_Qk,Zn_Zk_2+2
' 4+ 4k k2-2k -3
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szk,zn—Z_Qan_Zk _2 + 2 (_k)n_l
' k?—2k -3 1+k

.\/1+[k2Qk,zn2Qk2n2k2+2(_k) _]}

k?—2k -3 1+k
ile verilir.
Ispat:  (2.6), (5.1.2), (5.2.2) kullanarak ispat kolayca goriiliir.
5.3.Elemanlar1 Modifiye k-Pell Sayilar1 Olan Dairesel Matrislerin Normlar i¢in

Sinirlar

Teorem 5.3.1. Modifiye k-Pell sayilari igin ilk n terimin kareleri toplami

oo 1 kzqun—Z_Qan_Zk_z (_k)n_l
== : ' +2 531
quk" 4{ k2-2k —3 k+1 3.

seklindedir.
Ispat: Modifiye k-Pell sayilar1 igin Binet formiilii kullanilarak

nt o, nd iy i’ Inte o, 2i i
quk,izgo[azﬂ] :ZE)(Q +p +2(aﬂ))

—(a2n+ﬁ2n)+(0{ﬂ)2(a2n_2+182n2)_(a2+182)+2 2(_k)n—1
() ~(a+ )41 -

N

|

k*—2k -3 k+1

_ l kzqk,Zn—z_qk,Zn_Zk_z+2(_k)n_]}

elde edilir.

Teorem 5.3.2. A= C( Oior Gygreos qk'n_l) modifiye k-Pell sayilarini iceren dairesel

matris olsun, sonra bu matrisin spektral normlari i¢in sinirlar

2 | K2y pn o= O —2k=2 _(-k)"-1
B a2 00
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2 n
A Lk qk,2n—2_qk12n_2k—2+2(_k) 1
4 K—2k—3 T

\/kzqk,ZnZ_qk,Zn_zk -2 N 2(—k)n+ 2+4k
-ak-3 k1 (5.3.2)

ile verilir.
Ispat: (5.3.1) ve modifiye k-Pell sayilari icin Binet formiilii kullanilarak
1 {kzqk,an _qk,Zn _2k _2 + 2 (_k)n_l:|

2_ o, 1
”A“F_ng;qui_n 4 k2-2k -3 k+1

2 | KU —COeon—2k—2 _(-k)"'-1
R

elde edilir.

Ote yandan, A= BoC olacak sekilde asagidaki gibi secim yapalim:

Qi o 1 1 .- 1 1 Oi Oy qk,n—l_

Oenr Oio 1 -1 11 O " Oknee
B= Ocnz Ykpr Ok 1,C=1 1 1 - Qs |-
| Ui Oz Ok Oig _1 1 - 1 i

Daha sonra, maksimum siitun uzunlugu normu ve maksimum satir uzunlugu normu

asagidaki gibi olusur:

B) — max n
n(B) _1sisn\/,-z-1

bij ,

= 2 —Q,,,—2k-2 _(—k)"'-1
2 _ Zlqi,izl K qk,2n—22 Gy 2n +2( )
i=0 2 k —-2k-3 k+1

max n

kzqk,Zn—Z_qk,Zn_Zk -2 2(—k)n+2+4k

ci(C)

= +
i1 2\/ k?—2k -3 k+1

2 n-1 1
cij =\/1+ 2 0=

:1sj3n i1
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Al =[BoCl, < r:(B)es(C) <

1\/[k2qk,2n2_qk,2n_2k -2 ) (_k)n_l

4 k?—2k -3 k+1

kzqk,Zn—Z_qk,Zn_Zk -2 N 2(—k)n+ 2+4k
' k?-2k -3 Kl

bu sekilde ispat tamamlanir.
Sonu¢ 5.3.3. A=C (Qi,on§,1v---’Qi,n-1) modifiye k-Pell sayilarini igeren dairesel

matris olsun, sonra bu matrisin spektral normlari igin tist sinir

2 n
||A||2si{k Ghzr == 2K2 5 () -1}
16 k?—2k -3 k+1

kzqk,Zn—Z_qk,Zn_Zk -2 N 2(—k)n+2+4k
' k2—2k -3 K+l

seklinde gosterilebilir.

ispat: |AoB|, <||A|, |B|, oldugundan ispat (2.1.6), (5.3.2) 6zdeslikleri kullanilarak

bulunur.
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BOLUM 6

PELL VE PELL LUCAS SAYILARI OLUSAN r-DAIRESEL MATRISLER
ICIN ALT VE UST SINIRLAR

6.1. Elemanlari Pell Sayilar1 Olan r-Dairesel Matrislerin Normlari icin Simirlar

Bu bolim (Tirkmen, Gokbas, 2016) referansindan yararlanilarak yazilmistir. Bu
boliimde elemanlart Pell ve Pell Lucas sayilari olan r-dairesel matrislerin spektral
normlart i¢in sinirlar elde edilerek Kronecker ve Hadamard ¢arpimlari igin de sinirlar
elde edilmistir.

Teorem 6.1.1. A, elemanlar1 Pell sayilarindan olusan bir r-dairesel matris olmak

uzere
(i)r > 1i¢in
\/P2n 0+ 2R gy FLSLE 2(-1)"P,
9 2 9
(ii)r <1igin

‘r|\/P2n+n+2(—1)”Pn <A <\/(n—1)(P2n+n+2(—1)”Pn)
9 — = 9

esitsizlikleri saglanir.

Ispat: A matrisi

P P P, Pia

P P P P2

A= rPn—z rIDn 1 Po Pn—3
rB P, rkB - By

(i)r >1i¢in
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n-1 n-1 2
JALZ = (n—-1)R2 + > k|r| B?
k=0 k=1
n-1 n-1 n-1
> (n-1)j¢+ > kje =n> ¢
k=0 k=1 k=0

=[P, +2(-1)"P,+n]

©O|>S

1 . 1
SR+ 2R 0 <A <A,

Diger yandan A= BoC seklinde ayni tipten B ve C matrisleri segilsin:

rP, 1 1 ... 1] P B P ... P,

re., IR 1 ... 1 1 B B ... P,
B=|rP, P, rR ... 1],C={1 1 B .. Pl
i re P, P . rF{)_ _1 1 1 R ]

n 2 n 2 50 ) _‘r| -
rl(B)zrngiil)n( Z|bij - Z‘bnj‘ - r| Zpk _5\/P2n+n+2(_1) P
== j=1 j:]- k=0
n 2 n 2 n-1 1
c.(C) =max > Je;| = X [cin|" = 3 B =2 Py + 04 2(-1)"P,
=lsn Vo i—1 k=0

kullanilarak asagidaki elde edilir.

A, < 5(®)C) = Py + 26077, 0

%\/P2n +2(-1)"P,+n<|A], < ‘g [P, +2(-1)"P, +n]

Buradan (i) nin ispati tamamlanur.

(ii)r <1 igin

n-1 n-1 2
|l = > (n= k)R + > Klr| R’
k=0 k=1

> nf: (n- k)‘r|2 P2+ ni k‘r|2 P = n‘r|2ni P2
k=0 k=1 k=0
2
r| n
9

[P, +2(-1)"P, +n]
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Buradan
Irl
3

VP 2R <A, <A,

esitsizligi elde edilir.

Diger yandan A= BoC seklinde B ve C matrisleri se¢ilsin:

I:)0 1 I:)o T P

PO Pn—l I:)0 I:)l Pn—2

B=|r Po , C = Pn—z Pn—l Po Pn—3
L r r r Po_ L Pl Pz PS PO i

1<i<n

n 2 n-1 1
c,(C)=max [>|c;|" = [Y P == [R, +n+2(-1)"P, .
i=n \ T k=0 3

(n=-)(P,, +2(-1)"P, +n)
9

n(®) = max [, =R =y(-D),

Buradan

|, < r.(B)c,(C) :\/

elde edilir. Bu iki sonug birlestirilirse asagidaki esitsizlik elde edilir.

‘g\/Pzn + 2(_1)“ Pn +n< ”A”2 < %\/(n _1)(P2n + 2(_1)n Pn +n)

Boylece ispat tamamlanir.

6.2. Pell Lucas Sayilar1 Olusan r-Dairesel Matrislerin Normlari i¢cin Sinirlar

Teorem 6.2.1. A, elemanlar1 Pell Lucas sayilarindan olusan bir r -dairesel matris
olsun.

(i)r > 1igin

\/PZn =2(-1)"Py +n <[], < \/(4+\r|2 (Popy = 2(-1)"Py +n—4))(Popy - 2(-1)"P, +n-3)

36



(i))r <1igin

F[\Pon +n—2(-1)Py <[[Al, <yn(Pan +n-2(-1)"Ry )
esitsizlikleri saglanir.
ispat:
(r>1 igin

n-1 n-1 2
[Al: =" (n=k)Q?+ X k|r| Q7
k=0 k=1

n-1 n-1 n-1
> (n-k)Q¢+ > kQf =ny Q¢
k=0 k=1 k=0

=n[ P, —2(-1)'P, +n ]

V=27 n <A, <4,

Diger yandan A= BoC olacak sekilde B ve C matrisleri segilsin:

e 1 1 .1 1 Q Q ... Qnt
rQn—-1 Qo 1 ... 1 1 1 Q ... Qn2
B= rQn_2 rQn_l QO 1 ,C: 1 1 1 Qn_3 .
| rQq rQp rQz -+ Q| 11 1 - 1

n n-1
r,(B)= rlgig>n<\/2|bij|2 :\/z
== =1 =1

by,

2 _ ) 2 n-1 5 — 2 n-1 )
= o+ Ear = e S
k=1 k=1

= Ja+|rf[p,, +n-2(-1"P, - 4],

n n n-1
cl(C):r]Eja<>n< /Z‘cij ? = /Z|Cin|2 = 1+|r|22‘Qk =\/P2n +n-2(-)"P, -3,
= i=1 k=1

bu sonugclar kullanilirsa,

Al < \/(4+\r|2 (Pop +n—2(-1)" By = 4)(Pop +n-2(-1)" Py -3)

37



elde edilir.

(ii)r <1i¢in

n-1

_ n-1 n-1
(n- k)‘r|2Qk2 +y k‘r|2Qk2 = n‘r|zZQk2
=0 k=1 k=0

> n-1 ) 1
208 < =M. <[4,

=Py —2(~1)"P, +n)

saglanir. Diger yandan A= BoC olacak sekilde ayni tipten iki matris segelim:

2
I >

k

r 11 ...1 'Q @ Q, ... Q
r r 1 ...1 Qn—l QO Q1 e Qn—2
B=r rr ... 1,C=|Q., Q. Q Q

rror -r 1 Q Q Q - Q|

r,(B) = max Zn:|bij|2 =vn
=1

I<i<n

n n-1
6. (©)=max ¥ fe,| = >Qf =[P, +n—2D"R,
T i=1 k=0

|Al, <n(B)ci(C)< \/n(PZn ~2(-1)" Py +n)

|r|\/P2n ~2(-1)" Py +n <||A], < \/n(PZn —2(-1)" P, +n)
buradan ispat tamamlanmis olur.
Sonu¢ 6.2.2. A clemanlar1 Pell sayilarindan olusan bir r-dairesel matris, B
elemanlar1 Pell Lucas sayilarindan olusan bir r-dairesel matris olmak iizere olmak
tizere bu iki matrisin Hadamard ¢arpimi1

()r>1 igin

P, +2(-1)'P, +n
9

A-B

\/(4 +[rf (P, +n—2(-1)"P, - 4)(P,, +n-2(-1)"P, -3)

| <Ir
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(ii)r <1igin

AcB, < \/(n—l)(PZn +;1_2(—1)n Pn)(n(Pzn IS n))

seklinde elde edilir.
Sonu¢ 6.2.3. A clemanlar1 Pell sayilarindan olusan bir r-dairesel matris, B

elemanlar1 Pell Lucas sayilarindan olusan bir r-dairesel matris olmak iizere bu iki

matrisin Kronecker ¢carpimi

()r>1 igin

|A®B], = \/( Tt 2(_91) i n](PZn —-2(-1)"P, + n)
(iDhr <1i¢in

|A®B|, = \/(P,, +n—2(-1)"P,)(P,, + n—2(-1)"PF,)
seklinde elde edilir.
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BOLUM 7
SONUC VE ONERILER

Bu calismamizda elemanlar1 Pell ve Pell Lucas olan dairesel matrislerin spektral
normlari i¢in siirlar elde edilmistir. Pell ve Pell Lucas bir genellestirilmis dizisi olan
k -Pell ve k -Pell Lucas dizisi elde edilerek bu diziyle olusturulan dairesel matrislerin
spektral normlari i¢in siirlar elde edilmistir. Ayrica Pell ve Pell Lucas sayilarindan
olusan dairesel matrislerin 6zel bir tiirii olan r- dairesel matrislerin normlar1 i¢in de

sinirlar elde edilmistir.

Tezimizle ilgili Gaziantep’te diizenlenen 6. Uluslararasi Multidisipliner Caligsmalari
Kongresi adli konferansta “Pell ve Pell Lucas Dairesel Matrislerinin Normlari i¢in

Sinirlar” adl ile bir sunum yapilmustir.

Bu galismaya benzer olarak farkli genellestirmelerle elde edilebilecek Pell ve Pell
Lucas dizileriyle olusturulan cesitli tipteki dairesel matrislerin spektral normlar1 i¢in

de simnirlar elde edilebilir.
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