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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

SIS
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: Parametreler kiimesi

: Esnek baz

: Esnek eleman sinifi

: F’nin esnek tiimleyeni

: F’nin elemanter esnek tiimleyeni
: X ’in kuvvet kiimesi
: Bos esnek kiime

: Esnek reel sayilarin sinifi

: X tizerindeki tim esnek kiimelerin sinifi

: X ’nin tim esnek elemanlarinin sinifi

: B esnek eleman simifinin tirettigi esnek kiime

: Esnek alt baz

: Esnek topoloji

: Esnek eleman siiflarinin topolojisi
: Elemanter esnek topoloji

: Elemanter Esnek Topoloji
: Evrensel kiime

: Mutlak esnek kiime

: Bir esnek eleman

: Esnek alt kiime

: Esnek iist kiime

: Esnek birlesim

: Esnek kesisim

: Esnek fark
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: Elemanter esnek birlesim
: Elemanter esnek kesisim
: Elemanter esnek fark

: Esnek elemant

: Esnek elemani degil



OZET

Anahtar kelimeler: Esnek kiime, esnek eleman, elemanter esnek islemler, elemanter
esnek topoloji, esnek baz, yogun esnek kiime, sayilabilir esnek uzay, ayrilabilir esnek
uzay, Lindelof esnek uzay.

Bu tezin amaci, elemanter esnek topolojik uzaylarda sayilabilirlik, ayrilabilirlik ve
Lindel6f 6zelliklerini tanimlamak ve temel topolojik 6zelliklerini incelemektir. Bu
amag dogrultusunda asagidaki ¢aligmalar yapildi.

L.

Elemanter esnek topolojik uzaylarda yogun esnek kiime kavrami tanimlandi ve
ornekler verildi.

Birinci sayilabilir elemanter esnek topolojik uzay tanimlandi, 6rnekler verildi ve
birinci sayilabilir elemanter esnek uzayin hem kalict hem de topolojik 6zellige
sahip oldugu ispatlandi.

Ikinci sayilabilir elemanter esnek topolojik uzay tanimlandi. Ikinci sayilabilir
uzaym kalic1 ve topolojik 6zellige sahip oldugu gosterildi. Ikinci sayilabilir
elemanter esnek uzayin her alt kiimesinin her esnek agik ortiisiiniin bir sayilabilir
esnek alt ortiiye sahip oldugu ispatlandi. Ikinci sayilabilir uzayla birinci sayilabilir
uzay arasindaki iliski incelendi.

Elemanter esnek topolojik uzayda ayrilabilirlik kavrami tanimlandi. Ornekler
verildi. Ikinci sayilabilir uzayla iliskisi incelendi. Ayrilabilir elemanter esnek
uzayin topolojik ozellige sahip oldugu ancak kalici 6zellige sahip olmadigi
gosterildi.

Lindeldf elemanter esnek uzayr tanimlandi. Ikinci sayilabilir uzayla iliskisi
incelendi ve Lindelof elemanter esnek uzayinin topolojik 6zellige sahip oldugu
gosterildi. Lindelof elemanter esnek uzaylarinda kalici 6zellik sadece esnek kapali
alt uzaylar i¢in saglandig1 ispatlandi.

Vi



COUNTABILITY IN ELEMENTARY SOFT TOPOLOGICAL
SPACES

SUMMARY

Keywords: Soft set, soft element, elementary operations, elementary soft topology,
soft base, dense soft set, countable soft space, separable soft space, Lindel6f soft space.

The aim of this thesis is to define countability, separability and Lindelof’s properties
in elementary soft topological spaces and to examine their basis topological properties.
For this purpose, the following studies has been performed.

1.

The dense soft set in elementary soft topological spaces has been defined and
some examples have been given.

The first countable elementary soft topological spaces has been defined, some
examples have been given. It proved that the first countable elementary soft
topological space has the hereditary property and topological property.

The second countable elementary soft topological spaces has been defined. It
showed that the second countable elementary soft topological space has the
hereditary property and topological property and proved that every soft open
covers of each soft subset in a second countable elementary soft topological space
have a countable soft sub-cover. Second countable space was compared with first
countable space.

The concept of separability in elementary soft topological spaces has been defined
and some examples have been given. The relationship between separable space
and second countable space was examined. It showed that the separable
elementary soft topological space has the topological property, but it hasn’t
hereditary property.

Lindel6f’s elementary soft space has been defined. The relationship between
Lindel6f’s space and second countable space was examined. It showed that the
elementary soft Lindelof’s space has the topological property. It proved that
hereditary property of Lindelof’s elementary soft space is satisfied only for its
closed soft subset.

vii



BOLUM 1. GIiRiS

Miihendislik, ekonomi, c¢evre bilimleri ve sosyal bilimler gibi alanlarda dogruluk
degeri goreceli olan kavramlar sonucu ortaya ¢ikan belirsiz problemleri, matematiksel
olarak modellemek ve ¢ozmek icin Aristo mantig1 ve klasik kiimeler teorisi yetersiz
kalabilir. Bu tiir problemlerle basa ¢ikabilmek i¢in olasilik teorisi, bulanik kiimeler
teorisi, yaklagimli kiimeler teorisi, sezgisel bulanik kiimeler teorisi, aralik matematigi
teorisi ve esnek kiimeler teorisi gibi bircok teori gelistirilmistir. Bu teorilerin en
onemlilerinden biri L. A. Zadeh tarafindan gelistirilen ve belirsizlik kavramiyla biiyiik
Olctlide basa ¢ikabilen bulanik kiimeler teorisi bir¢ok alana basariyla uygulanmistir [1].
Fakat iiyelik fonksiyonlarindan yararlanilan bu teoride her bir durum igin iyelik
fonksiyonunun insa edilmesi kolay degildir. D.Molodtsov bu zorluklari ortadan
kaldirmak i¢in esnek kiimeler teorisini ortaya atmistir [2]. Esnek kiimeler teorisinde,
bulanik kiimeler teorisindeki reel degerli tiyelik fonksiyonunun aksine kiime degerli
bir doniisiim kullanilmakta ve bir esnek kiime, bir parametre kiimesinden bir evrensel

kiimeye bir donilisiim olarak tanimlanmaktatir.

D. Molodtsov esnek kiimeler teorisini oyun teorisi, olasilik teorisi, optimizasyon
teorisi, siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar, Riemann integrasyonu, Peron
integrasyonu ve yoneylem aragtirmasi gibi alanlara basarili bir sekilde uygulamigtir
[2,3]. Ayrica D. Molodtsov ve arkadaslar1 esnek sayi, esnek tiirev ve esnek integral
gibi kavramlar1 tanitarak esnek kiime teorisi temelinde bir analiz insa etmeye
calismiglardir [4]. P. K. Maji ve arkadaslar1 esnek kiimelerin bazi 6zelliklerini
incelemis, esnek kiime teorisini karar verme problemlerinde kullanmis ve bulanik
esnek kiime kavramini tanitmislardir [5-7]. Bunun disinda bir¢ok arastirmaci da esnek
kiimeleri ve esnek kiime islemlerini farkli sekillerde yorumlayarak gelistirmeye
calismistir [8-17]. D. Pei ve D. Miao esnek kiimelerin bilgi sistemlerinin bir sinifi

oldugunu gostermiglerdir [18]. Son yillarda esnek kiimeler {izerine bir¢ok



matematiksel yap1 kurulmustur. Bu baglamda esnek kiimeler teorisinde grup, halka,

ideal vb. cebirsel yapilar lizerine ¢ok sayida ¢alisma yapilmis [ 19-24].

Ik kez 2011 yilinda M. Shabir ve M. Naz esnek kiimeler iizerine topolojik yapilar
kurmuslardir [25]. W. K. Min bu esnek topolojik uzaylarda esnek ayirma aksiyomlari
ile ilgili calismalar sunmustur [26]. 2012 yilinda H. Hazra ve arkadaslari Shabir ve
Naz’in tanimladigi esnek topolojiden farkli bir topoloji tanimlamislardir [27]. Bu
siiregte A. Aygiinoglu, B. P. Varol ve H. Aygiin esnek kiimeler ve bulanik esnek
kiimeler iizerine topolojik yapilar kurup bir¢ok topolojik kavrami incelemislerdir[28-
31]. 1. Zorlutuna ve arkadaslar1 esnek topolojik uzaylarda esnek nokta kavramini
kullanarak esnek i¢ nokta, esnek komsuluk, esnek siireklilik ve esnek kompaktlik gibi
kavramlar1 tanitmiglardir [32]. Bunlarin disinda bir¢ok yazar esnek nokta kavramini
kullanarak esnek topolojik uzaylar ile ilgili ¢cok sayida yeni ¢alisma yapmislardir [33-

36].

2012 yilinda S. Das ve S. K. Samanta, esnek reel kiime, esnek reel say1 ve onlarin
Ozelliklerini [37], 2013 yilinda esnek kompleks kiime, esnek kompleks say1 ve onlarin
Ozelliklerini [38] inceledikten sonra ayn1 y1l esnek eleman ile esnek kiimeler lizerinde
elemanter esnek kiime islemlerini tanitarak bu islemlere gore esnek kiimeler iizerine
esnek metrik yapilar1 kurmuslardir [39]. S. Das, S. K. Samanta ve bir¢ok yazar esnek
eleman kavramini kullanarak esnek vektor uzaylari, esnek normlu uzaylar, esnek i¢
carpim uzaylar1 gibi ¢esitli matematiksel yapilar lizerine ¢alismalar yapmislardir [40-

45].

K. Taskoprii, 2017 yilinda doktora tezinde literatiirde bilinen esnek topolojik
yapilardan farkli olarak, esnek eleman temelinde esnek kiimeler iizerinde tanimlanan
elemanter islemler ile elemanter esnek topolojik (EET) yap1 kurmus, literatiirdeki
bir¢ok temel topolojik kavram bu yeni yapiya uygun sekilde tanimlanmis ve onlarin

ozellikleri ispatlanmistir [46].



Bu tezin amaci ayrilabilir, birinci sayilabilir, ikinci sayilabilir ve Lindelof EET
uzaylar1 tanimlamak ve bazi temel 6zellikleri ispatlamaktir. Bu amaca uygun olarak

asagidaki ¢aligmalar yapilmistir.

Ikinci boliimde, sonraki bolimlerde kullanilacak esnek kiime ve temel 6zellikler,
esnek eleman, esnek kiimeler iizerinde elemanter islemler, esnek metrik uzaylar, EET

uzaylar ve EET uzayinda bazi temel kavramlar verilmistir.

Ugiincii béliimde esnek fonksiyon kavrami ile EET uzaylarinda esnek siirekli
fonksiyon ve bazi temel 6zellikler verilmistir. Bu boliimde esnek homeomorfizm
tanimt yapilmis ve EET wuzayinda bir esnek kiimenin kapanis 0Ozelliginin

homeomorfizm altinda korundugu ispatlanmistir.

Tezin esas boliimii olan dordiincii boliimiinde, birinci sayilabilir, ikinci sayilabilir,
ayrilabilir ve Lindelof EET uzaylar1 tanimlanmis ve temel 6zellikleri ispatlanmistir.
Bu boéliimde ilk 6nce EET uzaylarinda yogun esnek kiimeler tanimlanmig ve 6rnekler
verilmistir. Sonra birinci sayilabilir EET uzay1 tanimlanms, bir ka¢ 6rnek verilmis,
birinci sayilabilir EET uzayin kalici ve topolojik oOzelliklere sahip oldugu
ispatlanmigtir. Aym1 zamanda ikinci sayilabilir EET uzayr tanimlanmis, kalici ve
topolojik 6zelliklere sahip oldugu ispatlanmistir. Her ikinci sayilabilir EET uzayinin
birinci sayilabilir oldugu gosterilmistir. EET uzayinda esnek acik ortii kavrami
tanimlanmis ve ikinci sayilabilir EET uzayda bir esnek kiimenin her esnek agik
Ortiistinlin bir sayilabilir esnek alt ortiiye sahip oldugu ispatlanmistir. Daha sonra
ayrilabilir EET uzay1 tanimlanmus, ikinci sayilabilir EET uzayt ile iliskisi verilmistir.
Ayrilabilir EET uzayinin topolojik 6zellige sahip oldugu ispatlanmis ve kalic1 6zellige
sahip olmadigina bir 6rnek verilmistir. Son olarak Lindel6f EET uzay1 tanimlanmus,
ikinci sayilabilir EET uzayi ile iligkisi verilmis, Lindelof EET uzaymnin her esnek
kapali alt uzayi bir Lindel6f uzay oldugu ve bir Lindel6f EET uzayinin esnek siirekli

fonksiyon altindaki goriintiisiiniin bir Lindel6f EET uzay1 oldugu ispatlanmustir.



Tezin son boliimii olan sonuglar ve oneriler boliimiinde, bu tezde elde edilen sonuglar
ve tez kapsamindaki ¢alismalarin devami niteliginde olan ¢aligsmalar i¢in baz1 6neriler

verilmistir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde esnek kiime, esnek kiime islemleri, esnek eleman, esnek sayi, esnek
kiimeler lizerinde tanimlanan elemanter iglemler, esnek metrik uzaylar, esnek topolojik
uzaylar ile ilgili 6zet bilgiler [2,5,13,37,38,39]’den yararlanilarak verilmistir. Ayni1
zamanda elemanter esnek topolojik uzaylar ve bu uzayda bazi kavramlar verilmistir.
Elemanter esnek topolojik ile ilgili kavramlar K. Taskoprii’ niin c¢aligmasindan

alimmustir [46].
2.1. Esnek Kiimeler

Tamm 2.1.1. [2] X # O bir evrensel kiime ve 4 #J bir parametreler kiimesi olsun.

F:A4— P(X) doniisiimine X iizerinde bir esnek kiime denir ve (F,A) ikilisi ile
gosterilir. Bagka bir ifade ile X kiimesinin alt kiimelerinin parametrelendirilmis bir

ailesine X iizerinde bir esnek kiime denir. Her A € 4 i¢in F () kiimesi, (F, A4) esnek

kiimesinin A -yaklasimli elemanlarinin bir kiimesi olarak g6z 6niinde bulundurulabilir.

Boylece X kiimesi iizerinde bir (F, 4) esnek kiimesi
(F.4)={(2.F(4)):Ae Ave F(A)< X|

seklinde ifade edilir.

A parametre kiimesi tarafindan parametrelendirilmis X evrensel kiimesi tizerindeki

biitiin esnek kiimelerin sinifi S, (X)) ile gosterilir.



Tanmm 2.1.2. [5,13,16] X iizerinde (F, 4) ve (G,B) esnek kiimeleri verilsin.

Her Aed i¢in F(A)=0Q ise (F,A) kimesine bos esnek kiime denir ve @ ile

gosterilir.

Her Aed igin F(A)=X ise (F,A) kiimesine mutlak esnek kiime denir ve X ile

gosterilir.

Ac B veher 2e 4 i¢in F(A)= G(A) ise (F, A) kiimesine (G, B) esnek kiimesinin
esnek alt kiimesi denir ve (F,A)&(G,B) ile gosterilir. (G, B) kiimesine de (F, A)

esnek kiimesinin esnek iist kiimesi denir ve (G,B) 5 (F, A) ile gosterilir.

(F,A) kiimesi, (G,B) kiimesinin esnek alt kiimesi ve (G,B) kiimesi de (F,A)
kiimesinin esnek alt kiimesi ise (F,4) ve (G, B) kiimelerine X iizerinde esit esnek

kiimeler denir.

C=AUB veher 1eC igin

F(2) , A€A-B
H(A)= G(2) , AeB-4
F(A)uG(A) , AednB

olmak iizere (H,C) esnek kiimesine (F,A4) ve (G,B) esnek kimelerinin esnek

birlesimi denir ve (H, C) = (F, A) C)(G, B) ile gosterilir.

C=ANB ve her 1€C igin H(/l)zF(/i)mG(/i) olmak Tizere (H,C) esnek
kiimesine (F,4) ve (G,B) esnek kiimelerinin esnek kesisimi denir ve

(H,C)=(F,A)A(G,B) ile gosterilir.



C=AN\B ve her 1eC i¢in H(A)=F(A)\G(A) olmak iizere (H,C) esnek
kimesine (F,4) ve (G,B) esnek kiimelerinin esnek farki denir ve

(H, C) = (F,A)\~(G,B) ile gosterilir.

F:4—P(X) doniisimii her 1eA4 i¢in F°(A)=X-F(A) olmak iizere X
tizerindeki (F C,A) esnek kiimesine (F, A4) esnek kiimesinin esnek tiimleyeni denir

ve (FC,A) = (F,A)C ile gosterilir.

Onerme 2.1.3. [13,16] (F,4), (G,4) ve (H,A), X iizerinde esnek kiimeler olmak

lizere asagidaki esitlikler saglanir.

L. ((F.A4)0(G,4)) =(F.,4) A(G,4) ,
2. ((F,A)A(G,4)) =(F,4) O(G,A),
s (R A)AGA)I(H, A =((F,A)S(H, ) A((G,4) S(H, 4),
4. ((F.A)O(G,4))A(H,4A)=((F,A)A(H,4))O((G,4)A(H, 4))

2.2. Esnek Elemanlar

Tezin bundan sonraki kisminda bir 4 # & parametre kiimesi ile ¢alisilacagi i¢in esnek

kiimenin gosteriminde (F ,A) yerine kolaylik i¢in sadece F' kullanilmistir.

Tanim 2.2.1. [37] X = bir kiime ve 4= < bir parametreler kiimesi olsun. Bir

&:A— X fonksiyonuna X kiimesi lizerinde bir esnek eleman denir.

&, X lzerinde bir esnek eleman ve bir FeS, (X ) verildiginde her 1€ 4 igin

e(A)eF () ise & esnek elemam F esnek kiimesine aittir denir ve £&F ile

gosterilir.



Her A€ 4 i¢in F(A)c X tek elemanli bir kiime ise F' kiimesine tek elemanli esnek

kiime denir. Boylece her tek elemanli esnek kiime ayni zamanda bir esnek elemana

karsilik gelir.

Her A€ 4 i¢in F (/1) # & olacak sekilde X {izerinde tanimli tiim esnek kiimeler ile
@ bos esnek kiimenin olusturdugu smf S ()~( ) ile gosterilir. FeS§ ()~( ) esnek

kiimesinin tiim esnek elemanlarinin siifi da SE (F ) ile gosterilir.

Tezin bundan sonraki kisminda esnek elemanlar icin X,),Z,... gOsterimi

kullanilmistir.

Onerme 2.2.2. [39] Bir Fe S ()~( ) esnek kiimenin esnek elemanlarinin bir sinifi, bu

esnek kiimenin bir esnek alt kiimesini tiretir. 2, X mutlak esnek kiimesinin esnek

elemanlarinin bir smifi olmak lizere 2 smifinin iirettigi esnek kiime SS (25’ ) ile

gosterilir.

Onerme 2.2.3. [39] Herhangi bir F S(f() esnek kiimesi i¢in SS(SE(F)) =F olur.

Ancak X mutlak esnek kiimesinin esnek elemanlarmin bir 2 smifi i¢in

SE(SS(8))= % olur.

Uyan 2.24. ﬁ,ﬂ?chE()?) olmak iizere B, B, olsun. Her 1€ 4 igin

B, (ﬂ) =5, (ﬂ,) ise SS(Q?1 ) = SS(Q&’Z) olur.

Ornek 2.2.5. [46] A={A,u} ve X ={a,b,c} olsun. Bu durumda



olmak tzere SE()?):{)NCP)?Z,...,)NCQ} olur. 23’1={)?1,3?2}, 23’2={)~c1,5c2,i4,)~c5} ve

B, ={%,%,.%,.%,} esnek eleman smiflar ele alinirsa

F=55(2)=55(.) = (4 {a.b}). (s {a.5})}.
G=55(%,)={(4{.b)). (1 {ab.c})}

olup B, c SE(F), B, = SE(G) ve B, =SE(F) elde edilir.

Onerme 2.2.6. [39] Herhangi F.Ge€ S (f( ) esnek kiimeleri i¢in F kiimesinin her

esnek elemant G kiimesinin de bir esnek elemani ise F & G olur.
Uyar12.2.7.[39] F,G e S(X) verilsin.

1. X€F UG ise X &€ F veya X €G olmasi gerekmez.
2. F, G esnek kiimelerinin esnek kesisiminin veya esnek tiimleyeninin § ()~( )

sinifina ait olmas1 gerekmez.

Ornek 2.2.8. Omek 2.2.5. iizerinden H = {(ﬂ,{a,c}),(y,{c})} e S()?) ve
= {(/1, {a,b,c}),(1.{b, c})} esS (f( ) esnek  kiimeleri  verilsin.  Buradan
{ ﬂ, @) ,u,{a} }e S( ) olur ve FOUH = {(ﬂ,{a,b,c}),(,u,{a,b,c})} olup

X, EFOUH  olmasma ragmen X, ¢F ve X #H olur. Ayrica

FﬁH:{(ﬂ,{a}),(y,@)} eS(X’) olur.
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2.3. Elemanter Esnek islemler

Bu kisimda esnek kiimeler iizerinde esnek elemanlar kullanilarak yapilan elemanter
esnek birlesim, elemanter esnek kesisim ve elemanter esnek tiimleyen olarak

adlandirilan elemanter esnek islemler ve bu islemlerin bazi yeni 6zellikleri verilmistir.

Tamm 2.3.1. [39] F,G e S()?) esnek kiimeleri verilsin.

B = {)Z EX:XEF veya ¥ & G} olmak iizere F'U G =SS () esnek kiimesine F' ve

G esnek kiimelerinin elemanter birlesimi denir. Diger bir ifadeyle

FuG=SS (SE (F)USE (G)) olarak tanimlanir.

‘Bz{iéf(:féF ve )EéG} olmak iizere F MG =SS(2) esnek kiimesine F ve

G esnek kiimelerinin elemanter kesisimi denir. Diger bir ifadeyle

FaG=SS (SE (F)NSE (G)) olarak tanimlanir.

B = {i EX:XEF C} olmak iizere F© = SS(/B) esnek kiimesine F esnek kiimesinin

elemanter tiimleyeni denir. Diger bir ifadeyle F© =SS (SE ( F¢ )) olarak tanimlanir.

ng{iéf(:iéF\NG} olmak iizere F\G=SS(8) esnek kiimesine F ve G

esnek kiimelerinin elemanter fark: denir. Diger bir ifadeyle F'\ G =SS (SE (F N G))

olarak tanimlanir.

Onerme 2.3.2. [39, 46] F,GeS(X) iki esnek kiime olsun. Asagidaki esitlikler

saglanir.

1. FuG=FJG,
2. FAF =,



3. Heriel icin F,=SS(B)ise [UF =SS

S
~
5
Q
IN

FAG,

5. FC & F¢

AN
~
-—
Q
M
B
e

G,

UF & X,

~J
&y

8.  Heriel igin F,=SS(B)ise [NF 2SS

|

(1’&1

Uz

iel

Nz

J

|
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Uyan 2.3.3. [46] Herhangi F,Ge S ()~( ) esnek kiimeleri i¢cin MG =®d olmasi

F &GS ve GEF© olmasim gerektirmez. Omegin X={a,b,c,d} ve Az{ﬁ,y}

olmak tzere

esnek kiimelerini ve onlarin elemanter tiimleyenlerini ele alalm. FMG=® ve

F mH=® olmasima ragmen FZG(C veya G;ZZFC ve FZH(C veya H)&/F(C elde

edili. Fakat H“ & F ve F°&H olur. Ayrica GAH #® olmasina ragmen

G"MH® =d olur.

Onerme 2.3.4. [46] F,GeS ()N( ) esnek kiimeleri verilsin. FMG=® ve

FF\GES()?) ise F &G ve GE FC olur.

Onerme 2.3.5. [46] Herhangi F,Ge S ()~( ) esnek kiimeleri i¢in asagidakiler saglanir.

1. SE(FmG)=SE(F)NSE(G),
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2. SE(FUG)>SE(F)USE(G),
3 (FRG)UHE(FUH)M(GUH),

4. (FUG)MHS(FMH)Y(GMH).

Uyan 2.3.6. Yukaridaki onermeye gore elemanter birlesim ve elemanter kesisim
islemleri S ()~( ) lizerinde dagima ozelligine sahip degillerdir. Ornegin; Uyar

2.3.4°deki F, G ve H esnek kiimeleri i¢in (F M G)W H = H olmasina ragmen
(F U] H) m (G w H) = {(i,{c,d}),(,u,{a,b,c,d})}

olur. Ayrica (F U G)m H = {(l,{c,d}),(y, {a,b} )} olmasina ragmen

(F 0 ) w(Gn ) ={(4{e.d}). (b))
olur.

Hangi sartlarda elemanter birlesim ve elemanter kesisim islemlerinin S ()N( ) iizerinde

dagilma 6zelligine sahip olacagi asagidaki 6nermede verilmistir.

Onerme 2.3.7. [46] Herhangi F,G,H €S (f( ) esnek kiimeleri verilsin. Bu durumda

asagidaki esitlikler saglanir.

1. FAGeS(X)ise (FAG)WH=(FUH)M(GUH),

2. FAHeS(X)ve GAHeS(X)ise (FUG)MH=(FAH)W(GAH).

Onerme 2.3.8. [46] Herhangi F,GeS ()~( ) esnek kiimeleri verilsin. Bu durumda

asagidaki esitlikler saglanir.
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. F'AG #®ise (FUG) =F AG",
2. (FAG) #® ise (FAG) =F UG,
3. FOAG #®, FC2® ve G°2® ise (FUG) =F°AG®,

4, FAG=D, FC#®d ve GC;tCDise(FrmG)(CzF@LLUGC.

Uyan 2.3.9. Yukaridaki onermelerde gorildigi gibi esnek kiimeler iizerinde
elemanter islemler dagilma 6zelligini ve De Morgan kurallarim1 genelde saglamaz.

Eger verilen esnek kiimelerin esnek kesisimleri, esnek tiimleyenleri ve esnek

tiimleyenlerinin esnek kesisimleri § ()? ) sinifina ait ise dagilma 6zelligi ve De Morgan

kurallar1 elemanter iglemler i¢in de saglanir.

2.4. Esnek Reel Sayilar

Tanim 2.4.1. [37] B(]R), R reel sayilar kiimesinin bostan farkli tim sinirli alt

kiimelerinin sinift olsun. F': A —>B(R) doniisiimii ile birlikte £ esnek kiimesine

esnek reel kiime denir. Eger F' esnek reel kiimesi tek elemanli esnek kiime ise F

kiimesine karsilik gelen esnek eleman ile iligkilendirerek bu esnek kiimeye esnek reel

sayt denir. Tiim esnek reel kiimelerin sinifi R (4), tiim esnek reel sayilarin simfi R (A)
ve negatif olmayan esnek reel sayilarin smifi R (A) ile gosterilir. R(4)=SE (I@)

oldugu aciktir. Esnek sayilar igin 7,5,7,... ile ve 6zel olarak her A€ A4 igin F(/i) =r

ise 7 ile gosterilir.

RS ]R(A) esnek reel sayilar1 verildiginde bu esnek reel sayilarin siralamasi, her
Aed igin 7F(A)<5(A) ise F<5; F(A)=5(A) ise 7>§; F(A)<5(A) ise 7<35;

r(ﬂ,) > 5 (/1) ise 7> § seklinde tanimlanir.
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Uyar1 2.4.2.[37] R (A) esnek reel sayilar sinifi izerinde toplama, ¢ikarma, ¢carpma ve
bolme islemleri R(A) iizerindeki islemlere benzer sekilde yapilir. Ornegin;
7,5 €R(A4) verildiginde bu iki esnek reel saymmn toplami her AeA igin
(7F+5)(A)={a+b:a=F(A),b=5(A)} olmak iizere 7+3 bigiminde ve bu iki esnek
reel sayimin ¢arpimi her A€ A igin (7.§)(A)= {a.b ca=7(4),b= §(A)} olmak tizere

7.5 bi¢giminde tanimlanir.
2.5. Esnek Metrik Uzaylar

Bu kisimda esnek metrik uzay tanimi ve esnek metrik uzayin bazi 6zellikleri, esnek

elemanlar iizerinden verilmistir.

Tamm 2.5.1. [39] X # O bir evrensel kiime ve A4 # & bir parametreler kiimesi olmak

uzere ve d : SE ()~( ) x SE ()E' ) - R(A)* esnek doniisiimi asagidaki sartlar1 saglarsa d

doniistimiine X {tizerinde esnek metrik denir.

EMI. Her %, 7€ X igin d(%,7)30,

EM2. Her %, 7€ X igin d(%,7)=0 &%= 7,

EM3. Her %,7& X igin d(%,5)=d(5,%),

EM4. Her %,7,2EX icin d (% 7)2d(%2)%d (7).

X mutlak esnek kiimesine iizerindeki d esnek metrigi ile birlikte esnek metrik uzay

denir ve ()~( , d,A) veya ()N( ,d ) ile gosterilir. (EM1)-(EM4) aksiyomlarina da esnek

metrik aksiyomlart denir.

Onerme 2.5.2. [39] {d A€ A} , bir X klasik kiimesi tizerindeki klasik metriklerin

herhangi parametrelendirilmis ailesi olsun. Bu durumda her X, y € X veher Le4 igin
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d(%,7)(4)=d, (i(l), )7(2)) seklinde tanimlanan d doniisimii X iizerinde bir

esnek metrik olur.

Onerme 2.5.3. [39] p, bir X klasik kiimesi iizerindeki herhangi bir klasik metrik
olmak iizere, her %, 7€ X ve her e 4 icin d(%,7)(2)= p(i(ﬂ),f/(ﬂ)) seklinde
tamimlanan d:SE ()N( ) x SE ()~( ) — R(A)* donlisimii bir esnek metrik olur. Bu

sekildeki bir esnek metrige p klasik metrigi tarafindan iiretilen esnek metrik denir.

Boylece X tizerindeki herhangi bir metrik bir esnek metrige genisletilebilir.

Ornek 2.5.4. R iizerindeki Oklid metrigi tarafindan iiretilen esnek metrik,
d:SE(R)xSE(R) > R(4), VAie 4 ve VE,FER, d(%7)(4)=|%(2)-7(2)

seklinde tanimlanir.

Uyan 2.5.5. [39] Klasik metriklerin herhangi bir parametrelendirilmis ailesi esnek
metrik  olmasmma ragmen, herhangi bir esnek metrik klasik metriklerin
parametrelendirilmis bir ailesi degildir. Boylece esnek metrik, klasik metriklerin

herhangi bir parametrelendirilmis ailesinden daha genel ve daha kapsamlidir.

Ornek 2.5.6. [39] X ={x,y} ve A={a,p} olsun.

fi={(ax). ()} %={(ap).(B5)),
% ={(a.x).(B2)}s % ={(a.).(B.y)]

olmak tizere SE ()N( ) ={X,X,,%,,%,} olur. X iizerinde esnek ayrik metrik her X, j € X

igin
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d(%.7

il
=1 =
h |l

<

ile tanimlansm. Buradan her 1 € 4 ve her X,y € X icin

olur. Bdylece her A€ 4 igin d,, X iizerinde metrik degildir.

Teorem 2.5.7. [39] X # O bir evrensel kiime ve 4= bir parametreler kiimesi
olsun. X fiizerinde bir d:SE (f( )><SE (f( )—)R( A)* esnek metrigi (EMS5) sartini
saglarsa her % 7&X icin d, (i(ﬂ,),f(l)):d(%,fz)(ﬂ) seklinde tammlanan

d,: XxX —>R" her 1€ 4 i¢in X iizerinde bir metriktir.

EM5. Her  Aed, her XJ€X ve her (n&)eXxX  igin
k

{d(%,7)(A):%(A)=n.7(A) =&} tek elemanl bir kiimedir.

Tanim 2.5.8. [39] ()~(,d, A) esnek metrik uzay ve F e S()N() esnek alt kiimesi
verilsin. d, :SE (F )>< SE (F ) - ]R(A)* esnek doniisiimii, her X,y€F igin
d, ()E, )7) =d ()E, )7) olmak iizere F iizerinde bir esnek metriktir. Bu esnek metrige F

iizerine indirgenen esnek alt metrik ve (F ,d., A) ticliisiine de esnek alt metrik uzay

denir.
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*

Tanim 2.5.9. [39] ()?,d,A) esnek metrik uzay, a € X veie R(A) olsun.

B(a.F)={§&X:d(%a)<7| < SE(X),
Bla,7]={3& X :d(%.a) 7| < SE(X),
S(a,7)={¥e X :d(%a)=F} cSE(X),

smiflarma sirasiyla @ merkezli 7 yarigapli agitk yuvar, kapali yuvar ve kiire,
SS (B(&,F)), SS(B[&,F]) ve SS(B(&,?)) esnek kiimelerine de sirasiyla @ merkezli

7 yarigapli esnek acik yuvar, esnek kapali yuvar ve esnek kiire denir.

Tamm 2.5.10. [39] F, ()N( ,d,A) esnek metrik uzayinda bir esnek kiime olsun. Bir

a&F esnek elemani i¢in a € B(a,7) = SE(F) olacak sekilde 7 e R(A)* var ise a
elemanina F kiimesinin bir i¢ elemani denir ve F' kiimesinin tiim i¢ elemanlarinin
kiimesi /nt(F) ile gosterilir. Buradan SS (Int(F )) esnek kiimesine de F esnek

kiimesinin esnek ici denir.

Tanim 2.5.11. [39] ()~(, d,A) esnek metrik uzay ve 8 SE()N() siifi bostan farkl

olsun. % smifinin her elemani i¢ eleman ise 25 sinifina ()~( ,d, A) i¢inde aciktir denir.

Buradan SS () kiimesine de esnek agik kiime denir.

Teorem 2.5.12. [39] Bir esnek metrik uzayda her agik yuvar bir agik kiimedir ve

boylece her esnek agik yuvar bir esnek agik kiimedir.

Tamm 2.5.13. [39] ()N(,d,A) esnek metrik uzay olsun. Bir FeS(f() esnek

kiimesinin esnek tiimleyeni i¢in F* € S ()N( ) ve F°, ()N( ,d ,A) icinde esnek acik ise

F kiimesine esnek kapali kiime denir.
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Tamim 2.5.14. [39] ()?,d,A) esnek metrik uzay, e X ve N(a)c SE(f() olsun.

aeB(a,7)c N(a) olacak sekilde 7e R(A)* var ise N(a) smifina a elemaninin

komsulugu denir ve SS (N (d)) kiimesine de a elemaninin esnek komsulugu denir.

Teorem 2.5.15. [39] ()~( ,d ,A) bir esnek metrik uzay olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler dogrudur.

1. ® ve X esnek kiimeleri esnek agiktir.

2. Herhangi sayida esnek ag¢ik kiimenin elemanter birlesimi esnek aciktir.

Uyar1 2.5.16. [39] SS(B,)mSS(2,)# SS(B, nB,) oldugundan herhangi iki esnek

acik kiimenin elemanter kesisimi esnek acik olmayabilir.

Ornek 2.5.17. [39] X ={x,y,z} ve A={4,u} olsun.

Y ={(Ax) 1w} =40y 5 ={(4,2),(2)],
X =), (1)), X =i ). (12)), X ={(4,2),(4,%)}

olmak iizere B, ={%.%,.%} ve B, ={%.X,.X;,%} smflar verilsin. Bu durumda
SS(B)=X ve SS(B,)=X olup SS(B,)MSS(B,)=X elde edilir. Fakat

B,NB, ={%} olup SS(B,"B,)=X olur.

Onerme 2.5.18. [39] (f( ,d,A) esnek metrik uzayr (EMS) sartin1 saglasin. (f( ,d,A)
igindeki her A€ 4 ve B(a,7) agik yuvan igin SS(B(a,7))(2)=B(a(2).7(2)),

(X ,d a) metrik uzayi i¢inde bir a¢ik yuvardir.
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Onerme 2.5.19. [39] ()~( ,d,A) esnek metrik uzayr (EMS5) sartin1 saglasin. F',
()}' ,d,A) icinde esnek agik olmasi igin gerek ve yeter sart her A€ 4 i¢cin F (i) ,

(X ,d A) metrik uzay i¢inde agik olmasidir.

Teorem 2.5.20. [39] ()~( ,d, A) esnek metrik uzayr (EMS) sartini1 saglasin. Bu durumda

()N( ,d, A) i¢inde iki esnek acik kiimenin elemanter kesisimi esnek acik kiimedir.

2.6. Elemanter Esnek Topolojik Uzaylar

Bu kisimda elemanter esnek topolojik (EET) uzayin tanimi ve bu uzayimn bazi

kavramlar verilmistir.

Tanmim 2.6.1. [25] 7 = S, (X) olmak iizere

1. O, Xer

5

2. {E}ielcrigin LNJF;EZ',

iel

D

3. {F} crigin(Fer,

1|
—_

sartlar1 saglanirsa 7 sinifi X iizerinde bir esnek topoloji ve (X ,r,A) licliisiine esnek

topolojik uzay denir.

Ornek 2.6.2. [25,28] (X,T,A) bir esnek topolojik uzay olsun. Her A€ 4 i¢in
T, = {F (2):(F.4)e r} sinifi X {izerinde bir topolojidir. Bu topoloji A -parametre

topolojisi olarak adlandirilir.
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Tamim 2.6.3. [27] 7, X lzerinde A ile parametrelendirilen esnek kiimelerin bir sinifi

veher e A igin 7, ={F(1): F ez} olsun. Eger 7, sifiher 1€ 4 igin X iizerinde

bir topoloji ise 7 simfina X iizerinde esnek kiimelerin bir topolojisi denir.

Tanim 2.6.4. [46] T P(SE ( X )), esnek elemanlarin smiflariin bir koleksiyonu

olmak tizere
1. @, SE(X)e%,

2. {B}_ cTicin|JB eT,

1
iel

3. (B} =% i¢in ﬁﬂi‘l €T
i-1

sartlar1 saglanirsa S koleksiyonu X {izerinde bir topolojidir. Bu topoloji esnek

elemanlarin siniflarimin olusturdugu topoloji (EES topoloji) olarak adlandirilir ve

(1\7 %, A) ticliisiine de EES topolojik uzay adi verilir.

Ornek 2.6.5. [46] (X, T, 4), EES topolojik uzay olsun. Her 1 4 igin
<, :{25’/1 cX:%(4) EQS’A,V)EEQ?G‘I}

simifi X tlzerinde bir topolojidir.

Tanim 2.6.6. [46] 7 c S ()~( ) olmak tizere
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sartlar saglanirsa 7 sinifi X iizerinde bir esnek topolojidir. Bu topolojiye elemanter

esnek topoloji (EET) ve (A} , T,A) licliisiine de elemanter esnek topolojik uzay adi

verilir.

Ornek 2.6.7. Her esnek metrik uzay bir elemanter esnek topolojik uzay degildir.

Ciinkii esnek metrik uzayda iki esnek acik kiimenin elemanter kesisimi esnek acik

olmayabilir (bakiniz Uyar1 2.5.16 ). Fakat (EMS5) sartin1 saglayan ()? ,d,A) esnek

metrik uzaymda tiim esnek agik kiimelerin sinifi Teorem 2.5.15. ve 2.5.20.’den esnek
kiimelerin elemanter birlesim ve elemanter kesisim islemlerine gore bir topoloji olur.

Bu topolojiye elemanter esnek metrik topoloji denir.

Ornek 2.6.8. [46] X ={x,y,z} ve 4={A,u} olmak iizere

z

B ={(A {0} (%2}
£ ={(2 42} o).

F={(42) (021}

esnek kiimeler olsun. Bu durumda 7; ={®, X, F,,F,| smifi X iizerinde hem bir
elemanter esnek topoloji hem de Tanim 2.6.1. ve 2.6.3.’¢ gore bir esnek topolojidir.
T,={®,X,F,F,} smifi X iizerinde ne bir elemanter esnek topoloji ne de bir esnek
topolojidir. 7, ={®, X.F.F,| smfi X iizerinde bir elemanter esnek topolojidir.
Ancak, X iizerinde Tamm 2.6.1. ve 2.6.4’¢ gére bir esnek topoloji degildir.
Gergekten, F AF, :{(,u,{z})}sz:T3 olur ve 7, ={®,X,{x,z},{y,z}} simfi X
iizerinde bir topoloji degildir. Son olarak T, ={®, X.F;. F, F,} smfi X iizerinde bir

elemanter esnek topoloji ve Tanim 2.6.1.”e gore bir esnek topoloji olmasina ragmen

Tanim 2.6.3.”e gore bir esnek topoloji degildir.

Asagidaki 6nermeler ve teoremler, EET ile diger topolojiler arasindaki iligkileri verir.
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Onerme 2.6.9. [46] 1. (/\7 T, A) bir EET uzay olsun. Eger bostan farkli her U,V € T

esnek kiimeleri icin UMV = ® ise 7 smifi ayn1 zamanda X iizerinde bir esnek

topolojidir.

2. ()~( ,T,A), Tanim 2.6.3.’e gore bir esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda
T = {U S S()?) :U(A)er,,Vie A} smifi ile X iizerinde bir EET

topolojidir.

3. ()~( ,‘Z,A) bir EES  topolojik uzay olsun. Bu  durumda

T = {U eS (X’ ) :SE (U ) e i{} sinifi X iizerinde bir elemanter esnek

topolojidir.

Onerme 2.6.10. [46] ()?,T,A) bir EET uzay olsun. Eger U,V eT icin
UF\VES(;() ise her Aed igin 7,={U(A):UeT} smfi X iizerinde bir

topolojidir.

Tanmim 2.6.11. [46] (/\7 T, A) bir EET uzay olmak iizere 7 sinifinin her bir iiyesine

esnek acik kiime denir.

Bir K eS(f() esnek kiimesi verildiginde K° eS()?) ve K€eT ise K esnek

kiimesine esnek kapali kiime denir.

Onerme 2.6.12. [46] (X, T, 4) bir EET uzay olsun.

1. ® ve X esnek kapaldr.

2. {K,. el } , ()? , T,A) uzayinda esnek kapali kiimelerin bir sinift olsun. Bu

durumda K = M {K, :i eI} esnek kapaldr.
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3. KF MK, #® ile K, ve K,, (/\7 , T,A) uzayinda iki esnek kapali kiime olsun.

Bu durumda K, U K, esnek kapalidir.

Tamm 2.6.13. [46] (X, T, A) bir EET uzay ve £&X olsun. Bir N eS(X) esnek

kiimesi icin X €U & N olacak sekilde U €7 esnek agik kiimesi varsa N esnek
kiimesine x esnek elemaninin esnek komsulugu denir. X esnek elemaninin tiim esnek

komsuluklarmmn smifi N, (X) veya 7 anlasiliyor ise N(X) ile gosterilir.

F,NeS§ (f( ) esnek kiimeleri icin F&U & N olacak sekilde N e7 esnek acik

kiimesi varsa N esnek kiimesine /' esnek kiimesinin esnek komsulugu denir.

Tamm 2.6.14. [46] (X, 7, 4) bir EET uzay ve FeS(X) olsun. Bir ¥&F igin

XU C F olacak sekilde bir U €7 var ise X elemanima F' kiimesinin bir esnek i¢
elemani denir. F' kiimesinin tiim esnek i¢ elemanlarinin sinifi intF ile gosterilir. F

kiimesinin tiim esnek i¢ elemanlarinin siifinin iirettigi esnek kiimeye de /' kiimesinin

esnek i¢i denir ve F* = SS(intF) ile gosterilir.

Teorem 2.6.15. [46] ()?,T,A) bir EET uzay ve F,GeS(f() olsun. Asagidaki

ozellikler saglanir.

1. F°, F kiimesinin esnek acik alt kiimelerinin elemanter birlesimine esittir,
2. F*, F kiimesinin en biiyiik esnek agik alt kiimesidir,

3. F esnek aciktir & F°=F,

4, X=X ve ® =0,

5. F&Gise FPF &G,

6. (F7) =F,

7. FFaG =(FnG),
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8. F°LLUG°6(F@G)°.
Tanim 2.6.16. [46] (/\7, T,A) bir EET uzay, F € S(f() ve ¥& X olsun. Eger her bir

NeN, ()”c) icin FmN=® ise X elemanina /' kiimesinin esnek kapanis elemani

denir. /' kiimesinin tiim esnek kapanis elemanlarinin sinifi c/F ile gosterilir. F

kiimesinin tiim esnek kapanis elemanlarinin sinifinin {irettigi esnek kiimeye de F

kiimesinin esnek kapanisi denir ve F=SS (ClF ) ile gosterilir.

Eger FAN=® ve FANeS(X) olacak sekilde en az bir N eN, (%) var ise

¥& X, F kiimesinin bir esnek kapanis elemani degildir.

Teorem 2.6.17. [46] (X T,A) birEET uzay ve F € S (X) olsun. Asagidaki 6zellikler

saglanir.
1. F , F kiimesini kapsayan esnek kapal1 kiimelerin elemanter kesisimine esittir.
2. F kiimesini kapsayan en kiiciik esnek kapali kiimedir.

F,
3. F esnek kapahdir < F=F .

7. F°MG°#® ise FUG=(FUQG),

8. (FMG)EFMG.

Onerme 2.6.18. [46] ()N( T, A) bir EET uzay olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler

saglanir.

1. FeS()N() ise (f)cz(FC)o,

2. F,FCES()?) ise (F")C:(F(c).
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Tanim 2.6.19. [46] (/\7,T, A) bir EET uzay, F € S(f() ve ¥& X olsun. Eger her bir

NeN, (%) i¢in F @(N\{)E}) #® ise X elemanmna F kiimesinin esnek yigilma

elemani denir. F kiimesinin tim esnek yigilma elemanlarinin smifi limF ile

gosterilir. F' kiimesinin tim esnek yigilma elemanlarinin simifinin iirettigi esnek

kiimeye F kiimesinin esnek yigilma elemanlarimn kiimesi denir ve F =SS (limF)

ile gosterilir.

Eger F@(N\{i}) =®d ve FF\(N\{)?}) ES()?) olacak sekilde en az bir N € N (%)

var ise ¥&X, F kiimesinin bir esnek yigilma elemani degildir. Ayrica F & F

oldugu agiktir.

Teorem 2.6.20. [46] ()?,T,A) bir EET uzay ve FeS(f() olsun. Bu durumda

asagidaki esitlikler saglanir.

1. FUF esnek kiimesi esnek kapalidir,
2. F=FUF ,
3. F esnek kapalidir & F & F.

Tamim 2.6.21. [46] Bc S <)~( ) esnek kiimelerin bir sinifi olsun. Eger B sinifi

asagidaki sartlari saglarsa bu siifa, X iizerindeki bir elemanter esnek topoloji igin

esnek baz denir.

Bl. Her ¥&X i¢in X & B olacak sekilde en az bir B B esnek kiimesi vardir.
B2. B.,B,eB i¢in ¥€X ve XEB MB, ise ¥&B, & B MB, olacak sekilde

B, € B esnek kiimesi vardir.

Ornek 2.6.22. [46] X = {x, y,z} ve A= {/”t, ,u} olmak {izere



26

B ={(A{x }) (u,{ D Bo={(A4). ()} Bo={(4{x). ({2},
B, ={(4.{x, X B ={(2 4w 2}). (1))
{

esnek kiimeleri i¢in B=1{B,.B,,B;,B,,B } olsun. B smifi X iizerindeki bir EET i¢in

esnek bazdir.
Coziim. X mutlak esnek kiimesinin esnek elemanlari

X ={(4,0),(1,0)}, X, ={(4y),(u.x)}, X =1{(4,2),(1,x)},
={(4,x), (. ¥}, X5 ={(L»),(.y)}, X ={(42), (1Y)},
X ={(A4,x),(1.2)}, X, ={(A4y).(u2)}, X =1(4,2),(4,2)}

olmak tizere SE(X) = {%.%,.%,,X,, %5, %, X,. %, %, } olur. Bu durumda

Bl.  X.X,,X,X,, X, % €B, ve X;,X.X, €B; olur.

B2. B MB,=BeB,B,MNB,=B,eB, B,AB,=B,€B, BMNB, =B B,
B,MB;=B,€B, BN B;=B,eB ve B,mB,={(4.{x}).(xt. X)} =B, 2B
olur. Burada B, esnek kiimesi i¢in X, € B, € B,, X, €B, & B, ve X, €B, & B,

elde edilir.

Dolayistyla B esnek bazdir.

Uyan 2.6.21. [46] B, X iizerindeki bir EET igin esnek baz ise B,B, €B igin
B M B, kiimesinin B smifina ait olmasi gerekmez. Ornegin; Ornek 2.6.22.°de

B,, B, € B oldugu goriilmesine ragmen B, M B, = B, ¢ B olur.
Onerme 2.6.22. [46] Bc S ()~( ) , X tizerindeki bir EET icin bir esnek baz olsun.

T,={UeS(X):V¥& X icin IBeB > ¥EBE U}
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smifi X iizerinde bir elemanter esnek topolojidir.

Tanmim 2.6.23. [46] Onerme 2.6.22.°de verilen 7 sinifina B esnek bazi tarafindan

tiretilen elemanter esnek topoloji denir.

Bu tanima gére B < 7,4 oldugundan B smifinin elemanlari esnek agik kiimelerdir.

Onerme 2.6.24. [46] ()N( , T, A) bir EET uzay ve B, 7 topolojisi i¢in bir esnek baz

olsun (7 =7y). Bu durumda her esnek agik kiime, B smifinin bazi elemanlarmin

elemanter birlesimi olarak ifade edilebilir.

Ornek 2.6.25. Ormek 2.6.22.°deki esnek baz B smifinin X iizerinde iirettigi

elemanter esnek topoloji

Uy = {440, (1, 131}, Uy =14, 100, (a61x, v3) 3, Uy =14, 1)), (4, X)),
Uy = (4460, (1, 109)5, Us = 1A 100, (4, 1%, 23) 5, Uy = (4, 4%, v1), (1, X)),
Uy ={(Ax3), (dz)))s - Ug =1(A4x0), (14, 20)5, - Uy ={(4,1x,23), (1, X))}

olmak iizere 7 ={®, X,U,.U,.U,,U,.U,.U,,U,,U.U,} olur.

Teorem 2.6.25. [46] (X T,A) bir EET uzay ve B<7 olsun. Asagidaki (B.) sarti

saglanirsa B siifi7 i¢in bir esnek baz olur.

B.. Her UeT veher X&U icin X & B & U olacak sekilde B e B vardr.

Ornek 2.6.26. B = {SS(B()E,€)) ‘fEX vees 6} , (f(,d,A) esnek metrik uzayinda

esnek acik kiimelerin bir sinifi olsun. ()E' ,d,A) esnek metrik uzayr (EMS5) sartini

saglarsa BB smifi Ornek 2.6.7."deki elemanter esnek metrik topoloji i¢in bir esnek baz

olur.
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Tamim 2.6.27. [46] ()? ,T,A) EET uzay ve ¥&X bir esnek eleman olsun. %

elemanini igeren esnek agik kiimelerin bir sinifi B; olmak iizere X elemanini igeren

her U esnek agik kiimesi i¢in X € B, CU olacak sekilde B € B, var ise B, smifina

X elemaninin esnek yerel bazi denir.

Onerme 2.6.28. [46] B, X iizerindeki bir elemanter esnek topoloji igin esnek baz ve

X € X olsun. B esnek bazinin X elemanini iceren elemanlart X esnek elemani i¢in

bir esnek yerel baz olusturur.

2.7. Elemanter Esnek Alt Uzay

(f( ,T,A) elemanter esnek topolojik uzay olmak iizere elemanter islemler ile bu
uzaym bir esnek alt uzayini elde etmek her durumda miimkiin degildir. Ornegin,
herhangi F €S ()N( ) esnek kiimesi i¢in 7, ={F MU :U € T} smufi F esnek kiimesi
iizerinde bir elemanter esnek topoloji degildir. Ciinkii, her i e/ i¢in V; €7, esnek
kiimelerinin herhangi elemanter birlesimleri 7, smifina ait olmayabilir. Gergekten;

her iel icin V,=F MU, olacak sekilde U, €7 vardir. Bu durumda elemanter

] 1

kesigim ve birlesim islemlerinin genelde dagilma 6zelligi olmadigindan

Wy =W(Fauv)aFalUy,

iel iel icl
elde edilir.

Herhangi bir (/\7 T, A) elemanter esnek topolojik uzay1 ve F €S ()~( ) esnek kiimesi

verildiginde 7 topolojisinden indirgenen 7, smifinin F iizerinde elemanter esnek

topoloji olmasi asagidaki onermede verilmistir.
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Onerme 2.7.1. [46] ()? T, A) elemanter esnek topolojik uzay ve F e S ()N( ) olsun.

Her UeT i¢in FF\UES()?) ise 7, ={FMU:UeT} smfi F iizerinde bir

elemanter esnek topolojidir.

ispat. 1. FA®=® ve FmX =F oldugundan ®,F €7, olur,

2. V.,V, €T, olsun. Bu durumda V;=F AU, ve V,=F MU, olacak sekilde
U,U,eT vardir. Buradan V,mV,=(FaU,)M(FmU,)=Fm(U, mU,) olur.

Boylece U, MU, € T oldugundan V;, MV, € 7,. elde edilir.

3. Her i e igin V; €7, olsun. Bu durumda V; = F MU, olacak sekilde U, € T

vardir. Buradan her Ue7 i¢in FAU €S ()~( ) oldugu goz oniinde bulundurularak

Onerme 2.3.10.°dan (UJV, =\UJ(FmU,)=F m|{UJU, olur. Boylece (UJV, 7, elde

iel iel iel iel

edilir.

Tamm 2.7.2. [46] (f( , T,A) elemanter esnek topolojik uzay olmak tizere herhangi
FeS ()N( ) esnek kiimesi icin Onerme 2.7.1.’deki 7 topolojisinden F esnek kiimesi
iizerine indirgenen 7, elemanter esnek topolojisine elemanter esnek alt uzay topolojisi

ve (F,T,,A) uzayma da ()? ,T,A) uzayinin elemanter esnek alt uzay1 denir.

s L

Ornek 2.7.3. [46] Ornek 2.6.8."¢ gore X iizerinde 7; elemanter esnek topolojisi ve
F :{(ﬂ,,{x, z}),(y,X)} esnek kiimesi verilsin. Her U €7, igin FAU eS(f()

oldugu kolayca goriiliir. Buradan

FRd=d, FaX=F,

FaF={(A{x)(alx2)} =V Pk ={(4{z) (w2} =7,
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olmak tizere 7, = {d),F WV, V2} smifi F lizerinde elemanter esnek alt uzay topolojisi

olur.



BOLUM 3. ESNEK FONKSIYONLAR

Bu boéliimde esnek doniisiim tanimi ve esnek doniisiimiin 6zellikleri esnek elemanlar
tizerinden ve esnek siireklilik tanimi1 EET uzaylar {izerinde verilmistir. Ayrica EET
uzayinda esnek homeomorfizm tanimlanarak bir esnek kiimenin kapanisinin esnek

homeomorfizm altinda korundugu ispatlanmistir.
3.1. Esnek Fonksiyon

Tamim 3.1.1. [46] X ve Y bostan farkli herhangi iki kiime ve A bostan farkli

parametreler kiimesi olsun. f:SE ()N( ) —SE (17 ) dontlistimiine bir esnek doniisiim

denir.

Ornek 3.1.2. [46] X ve Y bostan farkli herhangi iki kiime, A bostan farkl

parametreler kiimesi ve {f, : A€ A}, X *den Y ’ye klasik doniisiimlerin herhangi bir
parametrelendirilmis ailesi olsun. Bu durumda her Xxé X ve her Aed i¢in
F(X)(A)=1, (fc(ﬂ)) seklinde tanimlanan f:SE ()N( ) —SE (17 ) doniisiimii bir esnek

doniistim olur.

Ornek 3.1.3. [46] X ve Y bostan farkli herhangi iki kiime ve 4 bostan farkl
parametreler kiimesi olsun. g: X — Y, bir klasik doniisiim olmak iizere her X € X ve
her 1ed icin f(%)(4)= g(i(l)) seklinde tanimlanan f': SE(f() — SE(Y)
doniigiimii bir esnek doniisiim olur. Bu sekildeki bir esnek doniisime g klasik

doniistimii tarafindan tiretilen esnek doniisiim denir. Boylece, X ’den Y ’ye herhangi

bir klasik doniisiim bir esnek doniisiime genisletilebilir.
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Uyan 3.1.4. Ornek 3.1.3.%iin tersi dogru degildir (Ornek 3.1.5.’¢ bakimiz). Klasik
doniisiimlerin herhangi parametrelendirilmis ailesi bir esnek doniisiim olmasina
ragmen bir esnek doniisiim klasik dontistimlerin herhangi parametrelendirilmis ailesi
olmayabilir. Boylece esnek dontisim klasik doniisiimlerin  herhangi bir

parametrelendirilmis ailesinden daha genel ve daha kapsamlidir.

Ornek 3.1.5. [46] X ={a,b}, Y ={c,d} ve A={A,u} olsun. Bu durumda

5i={(La)(wa)l, 7i={(Ae).(me)},
%, ={(Aa).(ub)}. 5 ={(Ac).(u.d)},
H={(b).(ma)f. 7 ={(2d).(se)}.
£ ={(A0).(b)) 5, ={(2d). (1))

olmak iizere SE(X):{)NCI,)EZ,)@,@} ve SE(I?)z{jzl,ﬁz,373,)74} olur.
[:SE(X)—>SE(Y) esnek déniisimii f(%)=3,, f(%)=3. f(%)=75.

/(%) =7, seklinde tanimlansin. Buradan

S(E)A)=5(A)= 1.(5(A) =1, (a)=d
S(®)A)=5(2)= fi(%(4) = f.(a)=¢
f(®E)A)=5(A)= 1, (%(2))= £:(b)=¢
FENA)=55(2)= f,(%(2))= 1, (b)=d

oldugundan f,: X =Y bir doniisiim degildir.

Teorem 3.1.6. [46] X ve Y bostan farkli herhangi iki kiime ve A bostan farkl

parametreler kiimesi olsun. f:SE ()~( ) —SE (f ) esnek doniisiimii asagidaki ( f.)
sartin saglarsa, her ¥ & X ve her e X icin )7:(2,) = ¢ olmak iizere f (f) = f(fc)(ﬂ,)

ile tanimlanan f, : X =Y, her bir A€ 4 icin bir klasik doniisiimdiir.
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(ﬂ) Aed ve §eX igin {f()?)(/l) FEX> )E(ﬂ,) = 5} tek elemanli bir kiimedir.
Tamim 3.1.7. [46] f:SE ( ) — SE ( ) bir esnek doniisiim olsun.

FeS ()~( ) esnek kiimesinin f altindaki goriintiisii f (SE (F )) olarak tanimlanir ve

F kiimesinin f altindaki esnek goriintii kiimesi SS( f(SE (F))) € S(f’ ) esnek

kiimesidir.

F 'eS()7 ) esnek kiimesinin f altindaki ters goriintiisii ' (SE(F ')) olarak
tanimlanir ve F' kiimesinin f altindaki esnek ters gorintii  kiimesi

SS(f’1 (SE(F’))) e S(X’) esnek kiimesidir.

Uyan 3.1.8. f:SE(f()—)SE(I?) bir esnek doniisim ve FeS()N() olmak tizere

Onerme 2.2.3. geregi f(SE(F))c< SE(SS(f(SE(F)))) olur.

Uyar 3.1.9. FeS( ) ve QS‘CSE(X) icin SS(B)=F ve f: SE( )—)SE( ) bir
esnek doniisim olsun. Bu durumda 2 < SE(F) oldugundan f(B)c f (SE (F))
olur. Buradan da SS( /(%)) < SS( f(SE(F) ) olur. Fakat f esnek doniisiimii ( f.)

sartin1 saglarsa her 1€ 4 i¢in f 2? =f (SE ) olacagmdan Uyan 2.2.4.

geregi SS(f(2))= SS(f(SE(F))) olur.

Tamm 3.1.10. [46] ( f.) sartim1 saglayan bir esnek doniisiime esnek fonksiyon adi

verilir.

3.2. Esnek Siireklilik
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Tamim 3.2.1. [46] (/\7 ,T,A) ve ()7 ,T',A) elemanter esnek topolojik uzaylar,
f:SE ()? ) —> SE (17 ) esnek doniisimii ve ¥&X esnek elemani verilsin. Her
N'eN,. (f(fc)) esnek komsulugu i¢in f(SE(N)) < SE(N') olacak sekilde en az
bir N € N, (%) esnek komsulugu varsa f esnek doniisiimiine X esnek elemaninda
esnek siireklidir denir. f esnek donlisimii her bir X € X esnek elemaninda esnek

siirekli ise f esnek doniisiimiine (f( ,T,4 ) tizerinde esnek siireklidir ya da sadece

esnek stireklidir denir.

Teorem 3.2.2. [46] ()? T ,A) ve (f’ ,T',A) elemanter esnek topolojik uzaylar,
f:SE (f( ) —> SE (17 ) bir esnek doniisiim olsun. f* doniisiimiiniin esnek siirekli olmast

i¢in gerek ve yeter sart her U’ € 7" igin SS(f‘1 (SE(U'))) e7 olmasidir.

Onerme 3.2.3. [46] (f( T ,A) ve (f’ T ',A) elemanter esnek topolojik uzaylar olsun.
S ()N( ) ve S ()7 ) siiflarina ait esnek agik kiimelerin sonlu elemanter kesisimleri,
S (f( ) ve S (I; ) smiflarma ait olsun. f:SE ()~( ) —SE (I? ) esnek fonksiyonunun
()N( ,T,A) tizerinde esnek siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart her A€ 4 ve her
XEX icin f, (fc(l)) = f(%)(A) ile tammlanan f,: X —Y doniisiimiiniin (X, 7, )

uzerinde surekli olmasidir.

Ornek 3.2.4. [46] Ornek 3.1.5.’de verilen X ve Y mutlak esnek kiimeleri izerindeki

elemanter esnek topolojiler
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olmak tizere sirasiyla 7 = {)~(,®,U1,U2} ve 7' :{Y,GD,VI,VZ} olsun. Bu durumda f
esnek doniisiimii X, elemaninda esnek siirekli, fakat X, elemaninda esnek siirekli

degildir. Gergekten N, (,) = {Uz,f(} ve N, (f( )) {V Vv, Y} olmak tizere

SS(f(SE(U,)))={n} €W,
SS(f (SE()))={m} &7,
SS(f(SE()”()) _Vev

oldugundan f, X, elemaninda esnek siireklidir. N (il):{Ul,f( } ve

Ny (f(il)):{l/pf} olmak tizere SS( (SE(U )))= &V, oldugundan f, X,

elemaninda esnek siirekli degildir.

Teorem 3.2.5. [46] ()N( T ,A) ve ()7 T ',A) elemanter esnek topolojik uzaylar,

f:SE ( )—)SE ( ) bir esnek doniisiim ve F €S ( ) olsun. f esnek doniisiimii

¥&X clemaninda esnek siirekli ve ¥ € clF ise f(¥)e cl(SS(f(SE(F)))) olur.

Sonu¢ 3.2.6. [46] ()?,T,A) ve ()7,7 ’,A) elemanter esnek topolojik uzaylar,

f:SE ()N( ) —>SE (17 ) esnek siirekli bir doniisim ve F € S(f( ) olsun. Bu durumda

SS(f (clF)) = SS(f(SE(F))) olur.

Teorem 3.2.7. [46] (f( T ,A) ve ()7 T ',A) elemanter esnek topolojik uzaylar,
B T’ smifi 7' topolojisi i¢in bir esnek baz, S’ 7" simift 7' topolojisi igin bir
esnek alt baz ve f:SE (AN’ )—)SE (17 ) bir esnek fonksiyon olsun. Bu durumda

asagidakiler denktir.
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1. 1, ()? ,T,A4 ) uzayinda esnek siireklidir,
2. Her S'e S’ igin SS(f“(SE(S’)))eT olur,

3. Her B'eB icin sS(f'(SE(B')))eT olur.
3.3. Esnek Homeomorfizm

Tanim 3.3.1. ()? ,TI,A), (17 ,T2,A) iki elemanter esnek topolojik uzay ve

f:SE ()~( ) —SE (Y ) bir esnek fonksiyon olsun.

f (SE (f( )) =SE (17 ) (yani f (X’ ) =Y ) ise, f esnek fonksiyonuna orten esnek

fonksiyon dentir.

Her X¥#p ile X,ye SE()?) icin  f(x)=f(7)e S(?) saglaniyorsa f esnek

fonksiyonuna bire bir esnek fonksiyon denir.

Her U € S(X) esnek acik kiimesi i¢in SS(f(SE(U))) =Ge S(f) esnek acik kiime

ise f'esnek fonksiyonuna esnek agik fonksiyon denir.

Her F e S()~() esnek kapali kiimesi i¢in SS(f(SE(F))) =He S(f) esnek kapali

kiime ise f'esnek fonksiyonuna esnek kapali fonksiyon denir.

£, bire bir, 6rten, siirekli ve /' esnek fonksiyonu siirekli ise, f'esnek fonksiyonuna bir

esnek homeomorfizm denir.

Uyan 3.3.2. (/\; ,TI,A), ()7,7"2,14) iki elemanter esnek topolojik uzay ve

f:SE ()N( )—)SE (17 ) bir esnek fonksiyon olsun. Teorem 3.2.2 gbdz Oniline alinirsa

asagidaki ifadeler denk olur.
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1. £, bir esnek homeomorfizmdir.
il. £, bire bir, orten, siirekli ve esnek acgik fonksiyondur.

iii.  f, bire bir, orten, siirekli ve esnek kapali fonksiyondur.

Tanimm 3.3.3. ()? ,T,A) elemanter esnek topolojik uzaymnin sagladigr bir 6zellik

uzayin tiim esnek alt uzaylari i¢in de saglaniyorsa bu 6zellige kalici 6zellik denir.

Tanim 3.3.4. ()N( ,T,A) elemanter esnek topolojik uzayinin sagladigi bir 6zellik,

(f( T, A) uzayina esnek homeomorf olan tiim esnek uzaylar i¢in de saglaniyorsa bu

ozellige topolojik ozellik denir.



BOLUM 4. SAYILABILIR ELEMANTER ESNEK UZAYLAR

4.1. Yogun Esnek Kiimeler

Tamm 4.1.1. ()?,T,A) bir EET uzay ve F#®, G#® olmak ilizere F,G e S(f()

esnek kiimeler olsun.
1. F & F~ ise F kiimesine kendi i¢inde yogun esnek kiime denir.

2. Eger F &G ise F esnek kiimesine G icinde yogun esnek kiime denir.

3. F=® ise F kiimesine ()N( , T,A) uzayinda hi¢ bir yerde yogun olmayan

esnek kiime dentr.

4. F=X ise F kiimesine ()~( ,T,A) uzaymda her yerde yogun esnek kiime

denir.

Ornek 4.1.2. A={a, B} ve X={x,y,z,t} olsun.
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%0 ={(@42).(B.42) fu ={(@ 1)) (8.0}
%= {(@d2).(B.4) %o ={(en{t}).(B.42)}
%= {(e (1)), (8.4} %o ={(en {1}).(B41)}

F={(aX)(4. (o)}

B ={(enfr.z}).(8.X)].

E={(a{n20).(Axr.2}),

Fo={(e{x2.0),(B.An. 20}

F={(a{va).(5.002))

Fo={(a{z0).(A.(v.20)))

F ={(a{z1}).(8.{r.2})}

esnck kiimeler olmak iizere T ={®,F,F,,F,F,,F,,F,,F,, X}, X iizerinde

elemanter esnek topolojidir. 7 topolojisine gore esnek kapali kiimelerin sinifi,

K, ={(afx}).(B.41})}.
K, ={(a{3}).(B.0x})}.
K= {(e{3)).({x0})}.
K, ={(efx.0}).(B.4x)-
K, ={(e0.{x,3}).(8.{x.1})}

olmak tizere IC:{Q),K3,K4,K5,K6,K7,)~(} olur.
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F= {(a,{x}),(ﬂ,{x,t})} e S()~() ve G = {(a,{x,y,z}),(ﬂ,{x,t})} S S()E') iki esnek

kiime olsun.

17“:{(a,{x,y}),(ﬂ,{x,t})}=K7 ve F &G oldugundan F, G iginde yogun esnek

kimedir.

F =® oldugundan F, ()? ,T,A) uzayi i¢inde hi¢ bir yerde yogun olmayan esnek

kiimedir.

G=X oldugundan G esnek kiimesi ()N( , T,A) uzay1 i¢inde her yerde yogun esnek

kiimedir.

Uyar 4.1.3. Bir kiimenin i¢i bos olmasina ragmen kendisi bir kiime i¢inde veya her

yerde yogun esnek kiime olabilir. Ornegin yukaridaki ornekte verilen G esnek

kiimesinin i¢ci G =® olmasma ragmen G = X oldugundan G her yerde yogun esnek

kiimedir.

4.2. Birinci Sayilabilir Elemanter Esnek Uzaylar

Tamm 4.2.1. (f( , T,A) bir EET uzay olsun. Eger her ¥& X esnek elemaninin bir

sayilabilir esnek yerel bazi varsa ()Z' , T,A) uzayina birinci sayilabilir esnek uzay

denir.

Ornek 4.2.2. 4 sonlu parametreler kiimesi olmak iizere, (R, 7, A) esnek reel topolojik

uzay birinci sayilabilir esnek uzaydir. Gergekten her X € R(A) igin

B(fc)={(i—l,i+1]: V A€ A4 igin l(/”t)=leN}
n n

n n
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esnek acik araliklarin ailesi X esnek elemaninin bir sayilabilir yerel bazidir.

Ornek 4.2.3. EM(5) sartin1 saglayan her (f( ,d,A) elemanter esnek metrik uzay1

birinci sayilabilir uzaydir.

Ornek 4.2.4. (R’P(R),A) elemanter esnek ayrik uzay: birinci sayilabilir uzaydir.
Gergekten )?ER(A) i¢in B()Nc)z{)?} kiimesi esnek agiktir ve x esnek elemanini
iceren her esnek agik (U ,A) kiimesi igin X € {)?} c (U ,A) oldugundan B ()Nc) = {)?}

bir esnek yerel bazdir ve sayilabilirdir.

Teorem 4.2.5. ()N( T ,A) birinci sayilabilir EET uzayi ve (F,4)eS ()~( ) esnek

kiimesi verilsin. Bu durumda (F ,TF,A) elemanter esnek alt uzayr birinci

sayilabilirdir.

ispat. X&(F,A4) olsun. (F,A)eS(f() oldugundan ¥& X olur. ()N(,T,A) birinci
sayilabilir oldugundan x & X esnek elemanmin 7 topolojisine gore bir sayilabilir

B(x)= {(Bn ,A)eS ()~( ) :neN } esnek  yerel  bazi  vardi.  Bdylece

B

(£.4)

(%)= {F MB,: neN, FAB, € S(AN’)} , X esnek elemaninin 7. topolojisine

gore bir sayilabilir yerel bazidir. O halde (F 1., A ) birinci sayilabilir elemanter esnek

uzay olur.

Teorem 4.2.6. Birinci sayilabilir uzay olma 6zelligi bir topolojik 6zelliktir.

Ispat. (/\7 ,’]],A) bir birinci sayilabilir EET uzay, ()7 ,TZ,A) bir EET uzay ve
f:SE ()~( )—)SE (f ) bir esnek homeomorfizm olsun. ()7 ,TZ,A) uzayimin birinci

sayilabilir elemanter esnek uzay oldugunu gosterelim. ﬁéf herhangi bir esnek

eleman olsun. f bire bir ve 6rten oldugundan f ()?) =y olacak sekilde x & X esnek
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eleman vardir. (/\7 1, A) birinci sayilabilir oldugundan her U € 7, esnek agik kiimesi
icin xe B&U ile 7, topolojisinin B (fc) = {Bn :neN } say1labilir yerel baz1 vardir.
f esnck agik fonksiyon oldugundan f(%)e f(SE(B))& f(SE(U)) ile
SS(f(SE(B))) =B ve SS(f(SE(U))) =V agik kiimeleri vardir. Bu durumda
y=f(X)&B' &V olur. fbire bir, agik ve B(X), X esnek elemanimn sayilabilir yerel
bazi oldugundan B'(y)={B,: neN} j esnek elemanimmn bir sayilabilir yerel bazi

olur.

Ornek 4.2.7. Sonlu tiimleyen elemanter esnek topolojik uzay birinci sayilabilir

degildir
4.3. ikinci Sayilabilir Elemanter Esnek Uzaylar

Tanim 4.3.1. ()N( v ,A) EET uzay olsun. Eger 7 topolojisinin bir sayilabilir esnek

bazi varsa ()? T, A) uzayina ikinci sayilabilir elemanter esnek uzay denir.

Ornek 4.3.2. Omnek 4.2.2 deki (RT , A) elemanter esnek reel topolojik uzay1 ikinci

sayilabilirdir. Gergekten,
B={B=(%7): VAeAigin ¥(1),5(1)eQ, (1)< (1)}

ailesi 7 esnek topolojisi i¢in bir elemanter esnek bazdir. Ciinkii

ailest, (R, ’Tl) standart topolojik uzayinda bir bazdir.
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Ornek 4.3.3. (R,P(R),A) ayrik esnek wuzayr ikinci sayilabilir degildir.
Bz{{fc}: )EE]R(A)} ailesi P(]R) topolojisi igin bir esnek bazdir. Fakat R(A4)

sayllamaz oldugundan B ailesi sayilamazdir.

Uyan 4.3.4. Bir birinci sayilabilir esnek uzayin ikinci sayilabilir olmas1 gerekmez.
Ornegin, (RP(R),A) uzayi birinci sayilabilir esnek uzaydir fakat ikinci sayilabilir

esnek uzay degildir.

Uyan 4.3.5. Birinci sayilabilir elemanter esnek uzay olma 6zelligi bir yerel ozellik,

ikinci sayilabilir elemanter esnek uzay olma 6zelligi bir evrensel 6zelliktir.

Teorem 4.3.6. Her ikinci sayilabilir elemanter esnek uzay birinci sayilabilirdir.

Ispat. ()~( ,T,A) ikinci sayilabilir EET uzay1 ve B, 7 topolojisinin bir esnek bazi
olsun. Her ¥€ X i¢in B(¥)={BeB: < B} ailesi ¥& X noktasmin bir esnek yerel
bazidir. B sayilabilir oldugundan B(fc) ailesi de sayilabilirdir. Buradan (f( , T,A)

birinci sayilabilir esnek uzaydir.

Teorem 4.3.7. Ikinci sayilabilir elemanter esnek uzayin her elemanter esnek alt uzayi

da ikinci sayilabilirdir.

ispat. ()N(,’T,A) bir EET uzay FeS()N() bir esnek alt kiime ve (F,’TF,A) bir
elemanter esnek alt uzay olsun. (f( ,T,A4 ) ikinci sayilabilir oldugundan bir sayilabilir
B esnek bazi vardir. B, = {F MB: YBeBveFNBe S(f()} ailesi 7, topolojisi

icin bir sayilabilir esnek bazdir. O halde (F,7,,, 4) ikinci sayilabilir elemanter esnek

s L s

uzaydir.

Teorem 4.3.8. Ikinci sayilabilir uzay olma &zelligi bir topolojik dzelliktir.
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Ispat. ()N( ,’TI,A) bir ikinci sayilabilir EET uzay, ()7 7, A) bir EET uzay ve

s 45,
f:SE ()? )—)SE (17 ) bir esnek homeomorfizm olsun. (17 ,T2,A) uzaymin ikinci
sayilabilir elemanter esnek uzay oldugunu gosterelim. ()N( , 7, ,A) ikinci sayilabilir
elemanter esnek uzay oldugundan her U €7, esnek agik kiimesi ve her ¥ &U igin
X&B, &U olacak sekilde ne N vardir 6yle ki 7, topolojisinin bir B= {Bn cne N}
sayilabilir esnek bazi vardir. f siirekli oldugundan her f(%)e f(SE(U )) i¢in

f(x)ef (SE (B, )) cf (SE (U )) olacak sekilde bir B, € B esnek agik kiimesi vardir.

fesnek acik fonksiyon oldugundan
SS(f(SE(B,)))=B; ve SS(f(SE(U)))=V

kiimeleri S (f’ ) siifinin esnek acik alt kiimeleridir. f'esnek agik fonksiyon ve B agik

smif oldugundan her B, €B igin SS ( f(SE (Bn)))=B,', esnek aciktir. f esnek
fonksiyonunun siirekliliginden her V € 7, esnek agik kiimesi i¢in B/ &V ile B e B'
esnek kiimesi vardir. f'bire bir ve B, sayilabilir oldugundan B'= {B,’, :nelN } sinifi
sayilabilirdir. /' 6rten oldugundan B', 7, topolojisinin bir sayilabilir esnek bazidir. O

halde ()7 7, A) ikinci sayilabilir elemanter esnek uzaydir.

Tanim 4.3.9. ()? , 1,4 ) elemanter esnek topolojik uzay, FeS ()~( ) ve
G= {U,- € S()Z') ciel } c S()~() esnek kiimelerinin bir ailesi olsun. /& -MIU" ise ¢

ailesine F' kiimesinin bir esnek Ortiisii denir.

Eger ¢ = {Ui € S()N() cieliginU, e T} < 7 esnek acik kiimelerinin bir ailesi ise G

ailesine /' kiimesinin bir esnek agik ortiisii denir.
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Tamm 4.3.10. ¢ ailesi, /' kiimesinin bir esnek acik ortiisii olsun. Eger F' & Y U,

ise G, = {Un :nelN } ailesine G ailesinin bir sayilabilir esnek acik alt ortiisii denir.

Teorem 4.3.11. ()N( ,T,A) bir ikinci sayilabilir EET uzay, F €S ()~( ) ve G, F

kiimesinin bir esnek agik ortiisii ise ¢ ailesinin bir sayilabilir alt ortiisii vardir.

Ispat. B, 7 igin sayilabilir esnek baz olsun. Her ¥& F igin F &U {U U eg}
oldugundan en az bir U, € G icin X €U, yazilabilir. B bir esnek baz oldugundan
Xe B, cU; olacak sekilde bir B; € B vardir. Buradan F EU{B.: X€F} olur.
{B;C i XE F} c B oldugundan sayilabilirdir. Boylece {B;C i XE F} c {Bn i ne N}
yazilabilir. Buradan her n e N i¢in bir U, € G secilebilir oyle ki B, U, olur. Bu
durumda F CU {Bn :n EN} cu {Un 'n eN} yazilir. Buradan @G, ={Un i n eN} , G

ailesinin bir sayilabilir agik alt ortiisii olur.
4.4. Ayrilabilir Elemanter Esnek Uzaylar

Tamim 4.4.1. F bir esnek kiime olsun. SE(F') sayilabilirise F' kiimesine sayilabilir

esnek kiime dentr.

Tanim 4.4.2. ()~( 7, A) bir EET uzay B c SE ()N( ) esnek elemanlarin bir smifi olsun.

Eger B sayilabilirise F =SS(B)eS ()~( ) kiimesine sayilabilir esnek kiime denir.

Tanmim 4.4.3. ()N( , T,A) bir EET uzay olsun. Eger sayilabilir her yerde yogun bir

FeS ()~( ) esnek kiimesi varsa (/\7 ,T,4 ) uzayima ayrilabilir elemanter esnek uzay

denir.
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Ornek 4.4.4. Ornek 4.1.2 deki (/\7 ,1,A ) EET uzay1 ayrilabilirdir. Ger¢ekten G, X

icinde her yerde yogundur ve sayilabilir bir esnek kiimedir.

Ornek 4.4.5. A sonlu parametreler kiimesi olsun. (]R,’T ,A), her A€ A4 ve her

7ER icin d(%,7)(4) =|5c(ﬂ,)—)7(/t)‘ ile tamimlanan ve EM(5) sartin1 saglayan

Rad

(R,d,A) esnek metrik uzayimin trettigi elemanter esnek topolojik uzay olsun.

@ c S(I@), her X € @ ve her A€ 4 icin fc(ﬂ) €Q ile tanimlanan esnek rasyonel

sayilar kiimesi olsun. @ -R oldugundan (I@,T , A) EET uzay1 ayrilabilirdir.

Ornek 4.4.6. (R,P(R),A) ayrik elemanter esnek uzayi ayrilabilir degildir. Ciinkii
S (]R) kiimesinin biitiin alt kiimeleri hem esnek acik hem esnek kapalidir. Dolayisiyla

kapanisi R kiimesine esit olan kiime R kiimesinin kendisidir. Yani SE (R) = R(A)

sayilabilir degildir.

Teorem 4.4.7. Her ikinci sayilabilir EET uzayi ayrilabilirdir.

Ispat. ()N( , T,A) bir ikinci sayilabilir EET uzay olsun. Bu durumda bir sayilabilir
B={B,:neN} esnek baz1 vardir. Her neN igin bir %, € B, segelim. Bu durumda

F=5S5 ({)"cn ‘ne N}) cS ()N( ) esnek kiimesi sayilabilirdir. F=X oldugunu

gosterelim. F veFUF =X oldugundan F WU F® = F oldugu veya buna denk

&
olarak her ¥&F® i¢in ¥ F oldugu gosterilirse ()N( , T,A) ayrilabilir olur. Bunun
icin F = F UF~ oldugundan her ¥ & F© i¢in X € F~ oldugunu gdstermek yeterlidir.
U, X esnek elemanini igeren esnek agik kiime olsun. Bu durumda B, c U olacak
sekilde en az bir B, € B vardir. Boylece X, €B, CU olacak sekilde bir X, & X

vardir. Buradan X, # X oldugundan %, € F elde edilir. O halde ¥ € F~ olur.
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Uyan 4.4.8. Yukaridaki teoremin tersi dogru degildir. Yani ayrilabilir EET uzayimin

ikinci sayilabilir uzay olmasi gerekmez. Ornegin; A sonlu parametreler kiimesi ve

T = {G = (% 7]:V 2 € 4 igin X(1), 5(A) € R, K(A)<H(A) }

olmak iizere (RT,A ) bir EET uzay olsun. Her 4 €4 igin (R,'Z}) uzayi ayrilabilir

ancak ikinci sayilabilir uzay olmadigindan (IR,T , A) uzay1 ayrilabilirdir fakat ikinci

sayilabilir degildir.

Teorem 4.4.9. EM(S) sartin1 saglayan her ayrilabilir elemanter esnek metrik uzay

ikinci sayilabilirdir.

Ispat. ()~( ,d,A), EM(5) sartim saglayan bir metrik uzay olsun. Bu durumda
(X.7,,4) bir EET uzaydir. X aynilabilir oldugundan bir sayilabilir yogun ¥ € S(X)

esnek kiimesi vardir. B, merkezi ¥&F ve yarigapt 750, 7&€Q olan biitiin agik

yuvarlarin iirettigi esnek kiimelerin bir ailesi olsun. Yani
B={SS(B(%,7)): X F,F50,F Q)

olsun. Bu durumda B ailesi sayilabilirdir. B ailesinin 7, topolojisi i¢in bir esnek baz
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in her U € 7, esnek agik kiimesi ve her EU igin
SS (B()E,F)) e B olacak sekilde en az bir y € B(X,7) < SE(U) oldugunu gosterelim.
yeSE (U ) oldugundan y e B( ¥, 77) c SE (U ) acik yuvari vardir. F, X icinde her

yerde yogun esnek kiime oldugundan /' birden fazla esnek elemana sahiptir. Boylece

d ()E, )7) 2% olacak sekilde y € F' esnek elemani vardir. X elemanter esnek metrik

% olacak sekilde 7 & Q" esnek sayisini

uzay oldugundan M(4) sartindan — <7, <

W | ™
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alabiliriz. Bu durumda B(%,7) < B(X,7)=SE(U) olur. Ayrica SS(B()E,F)) eB
oldugundan SS(B(%,7))eB elde edilir. O halde B, X iizerinde 7, topolojisi igin

bir sayilabilir esnek bazdir.

Teorem 4.4.10. Ayrilabilir olma 6zelligi bir topolojik 6zelliktir.

Ispat. (/\7 ,TI,A) bir ayrilabilir EET uzay, ()7 7T, A) bir EET uzay ve
f:SE ()~( ) — SE (Y ) bir esnek homeomorfizm olsun. (f( ,Tl,A) ayrilabilir
oldugundan bir sayilabilir her yerde yogun F €S ()~( ) esnek kiimesi vardir. Boylece
SE(F) sayilabilirdir. f bire bir oldugundan f(SE(F))cSE(Y) ailesi
sayilabilirdir. Yani G=SS ( f(SE(F ))) es ()7 ) sayilabilirdir.  f bir esnek
homeomorfizm oldugundan f(clF)=cl (SS ( f(SE(F )))) =clG olur. Ayrica F =X

ve f orten oldugundan G =Y yazilabilir. O halde (¥,7,, 4) ayrilabilirdir

Uyar1 4.4.11. Ayrilabilir uzay kalic1 dzellige sahip degildir. Ornegin, Ornek 4.4.5 deki

(R,T ,A) elemanter esnek uzayi ayrilabilirdir. Ancak (Q,T@,A) alt uzay1 ayrilabilir
degildir. Ciinkii her F & S(Q) sonsuz esnek kiimesi, £ :@ mSS ((a,b)),
F=QmS8S([a,b)), F=QmSS((a,b]) veya F=QmSS([a,b]) seklindedir. Her
ded igin  F(2)=QmsSS([a,b])(2)=Q(2)mSS([a(2).6(2)])=Q[a.b]
kiimesi TQ( ;) topolojisine gore @Q rasyonel sayilar kiimesinin bir alt kiimesidir ve
F(A)=Qn[a,b]=[a,h]#Q oldugundan Q kiimesinin bir sayilabilir yogun alt

kiimesi yoktur. Yani Q ayrilabilir degildir. Dolayisiyla (@,’]:@,A) ayrilabilir degildir.

Ornek 4.4.12. ()N( T, A) sonlu tiimleyen EET uzay1 ayrilabilirdir.
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Coziim. X iizerinde sonlu tiimleyen elemanter esnek topolojisi

’T:{d),UeS()Nf):U(c sonlu ve U" eS()N()}

biciminde tanimlanir. Eger SE ()N( ) sayilabilir ise X, ()? ,T,A) uzayinin bir yogun
esnek alt kiimesidir. Yani (X,7,4) sayilabilirdir. SE(X) ailesinin sayilabilir
olmadigini kabul edelim. Bu durumda bir numaralanabilir F € S()~( ) esnek kiimesi

vardir. Sonlu tiimleyen elemanter esnek topolojisine gore her sonlu F' € § ()~( ) kiimesi

ve X esnek kapali kiimelerdir. Boylece sonlu olmayan F kiimesinin esnek kapanisi

X olur. O halde (X, 7, 4) aynlabilirdir.

Ornek 4.4.13. ()~( T, A) ayrik EET uzaymin ayrilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

SE ()N( ) esnek kiimesinin sayilabilir olmasidir.

Coziim. Her Fe§ ()~( ) kiimesi hem esnek acik hem esnek kapalidir. Boylece X

kiimesinin yogun esnek alt kiimesi X esnek kiimesinin kendisidir. O halde X

kiimesinin sayilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart SE ()~( ) esnek elemanlarin

siifinin sayilabilir olmasidir.
4.5. Lindelof Elemanter Esnek Uzaylar

Tanim 4.5.1. ()? ,’T,A) bir EET uzay olsun. X esnek kiimesinin her esnek acgik

Ortiisiiniin bir esnek sayilabilir alt ortiisii varsa ()~( T, A) uzayina Lindelof esnek uzay

denir.

Ornek 4.5.2. ikinci sayilabilir her esnek uzay bir Lindeldf uzayidir. Teorem 4.3.11 de
F =X almak yeterlidir.
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Ornek 4.5.3. Esnek sayilabilir bir X esnek kiimesinin her 7 elemanter esnek

topolojisine gore (/\7 , T, A) uzayi bir Lindelof esnek uzaydir.

Ornek 4.5.4. (X 73( ) ) uzay1 bir Lindel6f esnek uzay olmasi igin gerek ve yeter

sart X esnek kiimesinin sayilabilir olmasidir.

Ornek 4.5.5. (R 73( ) ) ayrik esnek uzayi Lindel6f esnek uzay degildir. Ciinki R

esnek kiimesi sayilabilir degildir.

Teorem 4.5.6. Bir Lindeldf esnek uzaymin her esnek kapali alt uzay:1 Lindelof esnek

uzaydir.

ispat. ()~( 7, A) bir Lindel6f EET uzay, F €S ()~( ) esnek kapali kiime ve {U el }
F esnek kapali kiimesinin bir esnek acik ortiisii olsun. F“e S ()~( ) ve FCeT ve
X=FUF° oldugundan {F ‘ U :iel } , X esnek kiimesinin bir esnek acik Ortiisi

olur. X Lindeldf esnek uzay oldugundan bu ortiiniin sayilabilir bir {F SU :ne I\}

esnek acik ortiisti vardir. Dolayisiyla {U :neN } , F kiimesinin bir esnek oOrtiisii olur.

n

O halde F’ Lindelof esnek uzaydir.

Teorem 4.5.7. Bir Lindelo6f esnek uzayin esnek siirekli fonksiyon altindaki goriintiisti

de Lindelof esnek uzaydir.
Ispat. (f( ,TI,A) bir Lindel6f EET uzay, ( Y, 7, A) bir EET uzay ve

f:SE(f()—)SE(Y) esnek siirekli fonksiyon olsun. ( ) ( ( ( )))éf

uzaymin Lindelof esnek oldugunu gosterelim. { ciel } ( ~) esnek kiimesinin

bir esnek agik ortiisii olsun. f'siirekli oldugundan her U, igin SS ( f (SE(UI,))) =V,
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(/\7 ,TI,A) uzayinda esnek acik kiimelerdir. Boylece {K:ie]} ailesi X esnek

kiimesinin bir esnek agik ortiisiidiir. X Lindelof esnek oldugundan X = v V. olur

Yani {Vn :nelN } ailesi X esnek kiimesinin sayilabilir bir alt ortiisiidiir. Boylece her
neN i¢in SS(f(SE(¥,)))£U, oldugundan f(X)& U U, elde edilit. O halde

neN

F ()~( ) bir Lindelof esnek uzaydir.

Sonug 4.5.8. (X,7;,4) bir Lindelof EET uzay ve (¥,7,,4) bir EET uzay olsun.

f:SE ()~( ) —SE (17 ) esnek fonksiyonu Orten ve siirekli ise (}7 7, A) Lindelof esnek

uzaydir.

Sonug 4.5.9. Lindel6f esnek uzay olma 6zelligi bir topolojik 6zelliktir.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde, elemanter esnek topolojik uzaylarda sayilabilirlik ve ayrilabilirlik iizerine
calisildi. Ik 6nce elemanter esnek topolojik uzaylarda yogun esnek kiime kavrami
tanimlandiktan sonra birinci sayilabilir elemanter esnek topolojik uzay ve ikinci
sayilabilir elemanter esnek topolojik uzay kavramlar1 tanimlandi. Her iki uzayin da

temel ozellikleri ispatland1 ve aralarindaki iliski verildi.

Sonra elemanter esnek topolojik uzayda ayrilabilirlik kavrami tanimlandi, ayrilabilir
elemanter esnek topolojik uzayin temel ozellikleri ispatland1 ve ikinci sayilabilir

elemanter esnek uzayla iliskisi incelendi.

Son olarak Lindel6f elemanter esnek uzay kavrami tanimlandi. Lindelof elemanter
esnek uzayin temel 6zellikleri ispatlandi ve ikinci sayilabilir elemanter esnek uzayla

iliskisi incelendi.

Bu tezde yapilan calismalardan faydalanilarak elemanter esnek topolojik uzaylarda
kompaktlik, dizisel kompaktlik, sayilabilir kompaktlik kavramlari tanimlanabilir,
temel Ozellikleri ispatlanabilir. Bu uzaylarla Lindel6f elemanter esnek uzaylar

arasindaki iliskiler incelenebilir.
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