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OZET

Bu tezde oncelikle eliptik degerli metrik uzaylara bazi ornekler verilmistir. Daha
sonrasinda eliptik degerli metrik uzaylarda ¢cember tanitilmis ve bu uzaylarda sabit
¢emberler arastirilmistir. Son olarak eliptik degerli metrik uzaylarda sabit gemberlerin
varlig1 ve tekligi gosterilmistir.

Bu calisma yedi boliimden olusmaktadir. ilk boliim giris kismia ayrilmis olup bu
boliimde sabit nokta teorisi i¢in kisa bir literatiir arastirilmasi verilmistir. Ayrica sabit
cember ve eliptik metrik uzaylara da deginilmistir.

Ikinci bolimde konu hakkinda temel kavramlar catist altinda tanimlar ve teoremlere
yer verilmistir.

Ugiincii béliimde eliptik degerli metrik uzaylarda daha iyi calisabilmek adina bu
uzaylara baz1 6rnekler verilmistir.

Dordiincii boliimde ise tglincii bolimde orneklendirilen eliptik degerli metrik
uzaylarda bazi cember 6rnekler verilmistir.

Besinci bolimde eliptik degerli metrik uzaylarda hangi kosullar altinda sabit
cemberlerin elde edilecegine dair teoremler verilmis, bu teoremler sabit ¢emberlere
sahip olan ya da olmayan bazi1 doniisiim 6rnekleri ile 6rneklendirilmistir.

Altinc1 boliimde eliptik degerli metrik uzaylarda sabit ¢emberlerin teklik kosullar
incelenmistir.

Son olarak yedinci boliimde bu tezden elde edilen sonuglar ve bu sonuglar 15181nda
yapilabilecek calismalara deginilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta, Eliptik degerli metrik uzaylar, Sabit gember, Metrik
uzay, Teklik teoremleri

Temmuz, 2023; 77 sayfa
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ABSTRACT

In this thesis, firstly, some examples of elliptic valued metric spaces are given. Later,
circles are introduced in elliptic valued metric spaces and fixed circles are investigated
in these spaces. Finally, the existence and uniqueness of fixed circles in elliptic valued
metric spaces are shown.

This study consists of seven chapters. The first chapter is devoted to the introduction,
and in this chapter, a brief literature review for fixed point theory is given. In addition,
fixed circle and elliptic metric spaces are also mentioned.

In the second part, definitions and theorems are given under the umbrella of basic
concepts about the subject.

In the third chapter, some examples of these spaces are given in order to study elliptic
valued metric spaces better.

In the third chapter, some examples of the elliptic valued metric spaces are given in
order to study these spaces better.

In the fifth chapter, theorems about the conditions under which fixed circles can be
obtained in elliptic valued metric spaces are given, and these theorems are exemplified
by some transformation examples with or without fixed circles.

In the sixth chapter, the uniqueness conditions of fixed circles in elliptic valued metric
spaces are examined.

Finally, in the seventh chapter, the results obtained from this thesis and the studies that
can be done in the light of these results are mentioned.

Keywords: Fixed point, Elliptic valued metric spaces, Fixed circle, Metric space,
Uniqueness theorems

July, 2023; 77 pages
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1. GIRIS

Sabit nokta, bir muhafaza islemindeki tekrarli bir devrin sonucunun degismeyen bir
noktasidir. Basit¢e ifade etmek gerekirse, bir islevin sabit noktasi, bu islevi
kullandigimizda kendisini veren bir giris degeridir. Yani, f(x) = x kullanimlarini
saglayan x degeri sabit noktadir. Matematikte sabit noktalarin bir¢ok uygulama alan

vardir. Bunlardan bazilarz;

1. Analiz ve Miihendislik: Sabit noktalar diferansiyel denklemler ve integral
denklemler gibi muhafazali modellerin ¢6ztiimiinde kullanilir.

2. Optimizasyon: Birden ¢ok optimizasyonu, bir islevin sabit noktalarini veya en
kiigiik/sabit noktalarini bulmay1 hedefler.

3. Bilgisayar Bilimi: Sabit nokta kavrami, agiklamalarin analizi ve veri yapilari
gibi alanlarda 6nemli rol oynar.

4. Oyun Teorisi: Sabit noktalar, oyun teorisi gibi birgok stratejik etkilesimli alan
analizinde Onemli bir rol oynar. Bir oyun sabit noktasi, oyuncularin
stratejilerini degistirme ihtiyacin1 duymadan devam eden bir noktay1 temsil

eder.

Bunlar sadece sabit noktalarin bazi uygulama kullanimlardan birkagidir. Matematiksel
Ol¢iilerde ve diger bir¢ok boliimlerde sabit noktalarin kullanimi olduk¢a yaygindir.
Sabit noktalar, sistemlerin analizinde ve problemlerin ¢éziimiinde énemli bir arag

olarak kullanilir.

Sabit nokta teorisi bilimin bir¢ok alaninda sayisiz uygulamalara sahip oldugu i¢in
matematigin en popiiler alanlarindan biridir. Banach, Banach biiziilme doniisiimii
ilkesini yayinladiktan sonra bu sonucu ilerletme ve genellestirmeyi adanmis bir dizi
calisma yapilmistir. Biiziilme kosulunun genellestirilmesi ile ilgili olan bu ¢aligsmalarin
cogu metrik uzaylarda yapilmistir. Gahler metrik uzay fikrini genellemis ve 2-metrik
uzayi tanitmustir [1, 2], 1992 de Dhage D-metrik uzayi [3], 2012 de Sedghi vd. metrik
uzaylara bir diger genellemesi olan S-metrik uzaylari [4], daha sonra 2015°te Abbas
vd. S-metrik uzaylari bir genellemesi olan A-metrik uzaylari tanitmistir [5]. En
sonunda 2016 da Ughade vd. A-metrik uzaylari da iceren Ap,-metrik uzaylar

tanitmustir [6].



Son yillarda Ozgiir ve Tas sabit noktanin bir genellemesi olan sabit cemberler iizerine
calismistirlar. Oncelikle herhangi bir metrik uzayda sabit ¢ember kavramini

tanimlayip Caristi nin sabit nokta teoremindeki

d(x,Tx) < p(x) — ¢(Tx)

esitsizligini kullanarak sabit gember teoremleri elde etmis ve bunu S-metrik uzaylarda
da genellestirmislerdir. Bu ¢alismalar i¢in [7-11] kaynaklar1 6rnek verilebilir. Bu
calismalar 1s18inda Erginar de farkli metrik uzaylarda farkli sabit egriler lizerinde

caligmis ve sabit noktanin bir genellemesini elde etmistir [12].
i* = p tammlanan say: sistemine genellestirilmis kompleks say1 sistemi denir. C,,
C, ={x+iy:x,y € Ri* =p}.

say1 sistemini temsil eder. Bu p —kompleks diizlemde toplama ve ¢ikarma, genelde

oldugu gibi karsilikl1 elemanlarla yapilir. z;, z, € C, igin ¢carpma

MP(z1,2;) = (1% + pYy1Y2) + i(X1Y2 + X2)1).

bigiminde tanimlidir. Bu tanim p nin -1,0 ve 1 olmasina bagl olarak alisildik, Study
ve Clifford ¢arpimlarini olusturur. Dikkat edilirse C,, yanlizca p < 0 i¢in, toplama ve
p-carpimi altinda bir cisimdir. Bu sistem p nin degerlerine gore farkli sekillerde
isimlendirilir. p < 0 ise sistem eliptik say1 sistemi olarak adlandirilir, 6zel olarak p =
—1 ise sistem kompleks say1 sistemidir, p = 0 ise sistem parabolik ya da dual say1
sistemi ve son olarak p > 0 ise elde edilen sistem hiperbolik say1 sistemi olarak

isimlendirilir [13].

Azam vd. kompleks degerli metrik uzaylarin1 tanitmistirlar [14]. Daha sonra buna

benzer bir metot kullanarak Oztiirk vd. eliptik degerli metrik uzaylarini tanitmistirlar

[15].

Bu calismada 6ncelikle eliptik degerli metrik uzaylarda bazi sabit gember teoremlerini

arastirilmis, daha sonra sabit gemberlerin varlik ve teklik kosullar1 incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim iki alt boliimden olugsmakta olup tezin diger boliimlerinde kullanilacak temel
tanim ve teoremler, tezi baska kaynaklara bagvurmadan anlasilir kilmak icin ilgili

kaynaklar esas alinarak ve 6zetlenerek verilmektedir.
2.1 Sabit Nokta Teorisi

Tamim 2.1.1: G bos olmayan bir kiime ve *, G de bir ikili islem olsun.(G,*) cebirsel

yapist asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa bir grup denir.
G,: (G,*) de bir ikili islem olsun.V a,b € G igin a * b € G dir. (Kapalilik 6zelligi)
G,:Va,b,c €EGicinax* (bx*c)=(axb) = cdir. (Birlesme 6zelligi)

G3: * isleminin G de birim eleman1 vardir. Yani Va € G isina*xe =e*xa =a

olacak sekilde 3 e € G vardir.

G4: * isleminin G deki her elemanin bir tersi vardir. Yani a € G i¢in a*xa™! =

a~1 x a = e olacak sekilde 3 a~! € G bulunabilir [16].

Tammm 2.1.2: (G,*) bir grup ve Y a,b € G icin a * b = b * a degisme Ozelligi de
saglaniyorsa gruba degismeli grup veya abel grup denir [16].

Tamim 2.1.3: H bostan farkli bir herhangi bir kiime @ ve © da H Uzerinde ikili
islemler olsun. Bu taktirde asagidaki aksiyomlar1 saglaniyorsa, (H,®,O)

sistemine bir halka denir.
H{:Va,b,c € Higina @ b € H dir. (@ nin kapalilik 6zelligi)

H,:Va,b,c €H icin a@® (b D c)=(a®b)Dc dir. ( nin Birlesme
ozelligi)

H;: @ isleminin H de birim eleman1 vardir. Yani V a € H i¢in

a®e=e@a=a olacak sekilde 3 e € H vardir. ( @ ya gore etkisiz eleman

ozelligi)



H,: @ isleminin H deki her elemanin bir tersi vardir. Yani a € H igin

a®al=a1®a=e olacak sekilde 3a~! € H bulunabilir. (@ ya gore ters

eleman o6zelligi)
Hs:Va,b,c €EHicina @ b = b P a dir. (@ nin degisme 6zelligi)
H¢:Va,b,c € Higina © b € H dir. (O nin kapalilik 6zelligi)

H;:Va,b,c €H i¢gin a® (b Oc)=(@®b)®c dir. (O nin Birlesme
ozelligi)

Hg:Va,b,c €EH igin a®O b Pc)=@Ob)P (a®¢) dir. (O nn @
tizerine soldan dagilma 6zelligi) ve (a @ b) O c=(a O c) @ (b © ¢) dir. (O nmn
@ tizerine sagdan dagilma o6zelligi) [16].

Tamim 2.1.4: Birimli, degismeli H halkasinin sifirdan farkli her elemani tersinirse bu

halkaya cisim denir. Yani V x € H igin;

e x.x1=1,€H

* X.y=Y.X
L 1H¢OH

sartlarin1 saglayan her halka cisimdir [16].

Tamim 2.1.5: Bos kiimeden farkli X kiimesi tizerinde tanimli gercgel degerli  d: X X
X — [0,00) fonksiyonu, Vx,y,z € X i¢in asagidaki Ozellikleri sagliyor ise, d’ye

metrik denir.

My) dlx,y)=0=x=y

M,) Vx,y € X icind(x,y) = d(y, x) (Simetri)

M3) Vx,y,z € X i¢ind(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (Uggen esitsizligi)
(X, d) ikilisine metrik uzay denir [17].

Tanmm 2.1.6: X bir metrik uzay ve {x,},=, bu uzayda bir dizi olsun. Her bir e > 0



icin n =n, oldugunda, d(x,,x) < € olacak sekilde bir ny = ny(e) € N varsa,
{xn}n=o dizisine x € X noktasma yakinsar denir ve x noktasina da bu dizinin limiti

denir [11].

Tamim 2.1.7: X bir metrik uzay ve {x,},-o bu uzayda bir dizi olsun. Her bir ¢ > 0
icin m,n = n, oldugunda, d(x,, x,,) < € olacak sekilde bir n, = ny(e) € N varsa,

{xn}n=o dizisine Cauchy dizisi denir [11].

Tanmm 2.1.8: X bir metrik uzay olsun. Bu uzaydaki her {x,},—, Cauchy dizisi

yakinsak ise, X uzayma tam metrik uzay denir [18].

Tamim 2.1.9: X bir vektor uzayi olsun ve K cismi R olmak tizere,

|| . |]: X = K fonksiyonunun x noktasindaki degeri ||x/|| ile verilsin. Bu fonksiyon;
Ni|x]| =0 x=0

N,.Va € KveV x € X icin ||a.x|| = |al. ||x]|

N3.Vx,y € Xigin [lx + y|| < [lx]| + [[¥]l

sartlarini saghyorsa ||. || fonksiyonuna X {izerinde bir norm, (X, ||.||) ikilisine de

normlu uzay denir [9].

Tamim 2.1.10: X normlu vektor uzayi olsun. X uzayi, d(x,y) = ||lx — y|| (x,y € X)
norm metrigine gore tam ise X e Banach uzay1 denir. X in reel veya kompleks
vektor uzay olusuna goére Banach uzay: da reel veya kompleks Banach uzay1 olarak

adlandirilir [19].

Tamim 2.1.11: X bir metrik uzay ve T: X — X bir Lipschitzian doniisiimii olsun. Eger

Vx,y € X icin;

e(Tx,Ty) < h.d(x,y)

olacak sekilde en az bir h € [0,1) sayisi bulunabiliyorsa T ye contraction déniigiimii

veya daraltan doniisiim denir [12].



Tamm 2.1.12: X bos olmayan bir kiime ve T:X — X herhangi bir doniisiim olsun.
Tx = x olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T ’nin sabit noktasi denir ve T

nin tiim sabit noktalarinin kiimesi Fr, F(T) veya Fix(T) ile gosterilir [12].
Teorem 2.1.1: (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — X olsun. Eger x € X i¢in;

d(x,Tx) < p(x) — o(Tx), (1.1

olacak sekilde X in negatif olmayan reel sayilara esleyen bir ¢ alt yar1 siirekli

fonksiyon varsa T’ nin bir sabit noktas1 vardir [18].

Tamim 2.1.13: Bir X kiimesi iizerinde yansima, ters simetri ve gegisme 6zelliklerine

sahip bir < bagintis1 varsa X kiimesine kismu sirali kiime denir.

Tamm 2.1.14: C, = {x + iy: x,y € R, i* = p} bi¢cimindeki kiimeye genellestirilmis

kompleks sayilar kiimesi denir.

Teorem 2.1.2: C, genellestirilmis kompleks sayilar kimesi, 73, 7, € C, ve

uzerinde J; = vy + iw; ve T, = v, + iw, olmak lizere;
LD T = (v +vp) + i(wy +wy)

biciminde tanimh

®:C, xC, - C,
ve

7O T = vy + pwiwy) + i(v.wy + vp.w,)

biciminde tanimli

©:C,xC, - C,

islemleri ile birlikte (C,,D,©) sistemip < 0 i¢in bir cisimdir.



Ispat: (C,,,,0©) sisteminin cisim aksiyomlarmi sagladig gosterilmelidir.
Hi=vitiwy, T, =v, +iw,, T3 = v3 + iwz € C, ve e = x + iy olsun.

Hy:V7,7,€ Cyicin T; @ 7, = (v; + vp) +i(wy +wy) € C,
dir.

H,:V 7,73,7; € C, igin

71D (D T3) = (v +iwy) @ [(v + iwy) B (V3 + iws)]
= (v +iwy) @ [(vy +v3) +i(w, +w3)]
= (v, + (vy + v3)] + i[wy + (W, + wy)]
= [(vy + v2) + v3] + i[(wy + wy) + ws]
= [(v1 +vy) +i(wy + wo)] + (V3 + iws)
= [(v; + iwy) + (Vg + iwy)] + (v3 + iws)
=D DT;

elde edilir.
H3:VT7 € C,icin 73 P e = e T}, = T; olacak sekilde bir
e =x +iy € C, eleman var oldugunu gosterilmelidir.
Ti®e= (v +x)+i(w; +y)

ifadesinden e = x + iy = 0 +i0 € C, elde edilir. e @ 7; iginde benzer islemlerle

ayni e = 0 + {0 eleman1 bulunur.

H,: V7 €Cpicin 77 D 7,7 = e olacak sekilde bir ;7' € C, elemani var

olmalidir. ;™" = v, + iw;’ olsun.
:Ti@ 71_1 =e= (U1+U1’)+i(W1+W1’) =0+4+i0
:>171+171’ =0 VeW1+W1,:0

= V1 = 7.71, ve wq = W1,



olup 73~ = —v; — iw; elde edilir. Benzer sekilde 7;7* @ 7; i¢inde yapilarak

7,7 = —v; — iw; oldugu goriilir.
Hs5:V 73,7; € Cpigin
71T = +v) +i(wy +wy)
= (v, +vy) +i(wy, +wy)
= (v, + iwy) + (vy +iwy)
=0 N
olup ; & 7, =7, @ 7; elde edilir.
Hg: V7,7, € Cyigin T} © T3 = [(v1.v5 + pwy.wy) +i(v1.wy + wy.13) € G,
dir.
H7:V 71,7;,73 € C, olmak lizere;
71O @GOT) = +iw) O [(vy +iwy) O (v + iws)]
= (v, +iwy) O [(V2.v3 + pwz.w3) + (V2. w3 + Wy v3)]
= [v1 (V3. v3 + pwa.w3) + pwy (V3. w3 + W v3)]
+i[v, (V. w3 + Wy v3) + Wy (V5. V3 + pwy.ws)]
= [v1. V5. V3 + p(V1. Wy W3 + V. Wi W3 + V3. Wy Wy) ]
+i[vy. vy W3 + V1. V3. Wy + U 3. Wy + p(Waweaws)] (D)
1O ) O T3 = +iwy) O (V2 +iwx)] O (vs + iws)
= {[v1.v2 + p(W1. w3)] + i(vy. Wy + wy.12)} O (v3 + iws)

= {[v1.v; + p(Wy. W) ]. v3 + p(V1. W, + Wy.1,). W3}



+i{[v,. v, + p(Wy.wy)].v3 + p(V1. Wy + Wy 1,). w3}
= [v1. V5. V3 + p(V1. Wa. W3 + V. Wy W3 + V3. Wy W) ]
+i[v1. V3. W3 + V1. V3. Wy + Uy V3. Wy + p(Wiwyaws)] (2)
olup (1) ve (2) esitliklerinden 73 © (I, © T3) = (77 © T5) © T3 elde edilir.
Hg: V7,7, 7; € C,
DT O T3 =[(v1 +iwy) @ (V2 +iwy)] O (v + iws)
= [(v1 + v2) + i(w; + wy)] O (v3 +iws)
= {(v1 + v2).v3 + p[(w; + wy). w3}
+[(v1 + vy). w3 + (Wy + wy). v3]
= [v1.v3 + V3. V3 + p(Wy. w3 + Wy w3)]
+i(v. w3 + V. W3 + Wy U3 + W, V3)
= {[vy.v3 + (W1 w3)] + [v2. v3 + p(wz. w3)]}
+i(v. w3 + wy.v3) + (V. W3 + Wy 3)
= (O B)DTO %K)
dir. Benzer sekilde 7; O (I, @ T3) = (7, © ) @ (71 © T3) elde edilir.
Hy:V T, € C, ve i* = p olmak iizere
710e=e0ONn =7,
olacak sekilde bir e = x + iy € C, var olmalidur.
T70e=7=w +iw) O (x+1iy) =v +iwy

= W x +p.wy) +i(v.y +wix) = v +iwyg



olup

vl.x + ley - vl

vl.y‘l'Wl.x = in (3)

denklem sistemi x e gore ¢oziiliirse x = 1 elde edilir. Bu deger (3) de yerine yazilirsa
y = 0 bulunur. Boylece e = x + iy = 1 4+ i0 elde edilir. Benzerolarak e O 73 = 73
esitliginde e = 1 4+ 0 bulunur.

Hq19: V73, 7, € G, igin;
7O TG =.v3 +p.wi.wy) +i(v.wy + v.wy)

= (vz.vl + p'WZ'Wl) + i(vz.Wl + vl.Wz)

=505
dir.
Hy1: VT €Cpyigin 773 O 7,71 =771 © 7, = e olacak bi¢cimde bir 7; * € Cp var
olmalidir. 7,* = v, + iw; olsun.
O t=e=> W +iw) O (v +iwy) =1+1i0
= (v.vy +p.wiw) +i(vy . wy +vywy’) =140
olup

vl.vll + p- Wl.Wll =1

vll.Wl + 171W1' =0

Denklem sistemi v;' ne gore ¢oziiliirse

ve
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elde edilir. p < 0 oldugundan

_ , V1 . (—wy)
T l=v +iw, = > s+i—; > € G,
V1" —pwWq U1 —pwq

elde edilir. Boylece (C,, €@, ©) sistemi p < 0 igin bir cisimdir.
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2.2 Eliptik Sayilarin Cebirsel Ozellikleri ve Eliptik Degerli Metrik Uzaylar

Bu béliimde eliptik sayilarin bazi cebirsel 6zellikleri ile eliptik degerli metrik uzaylarin

tanimi1 kaynagindan 6zetlenerek verilmektedir. [13] kaynagindan 6zetlenerek E,,;
E,={e=v+iw:v,w €R,i* =p < 0}.

say1 sistemini gostersin. Bir € = v + iw eliptik sayisi i¢in, v gercel sayisi € nin reel

kismi olarak ve w ise € nin sanal kismi olarak adlandirilir.
I.  Eliptik sayilarin toplam1 €; = v; + iw; Ve €, = v, + iw, olmak iizere;
€1+€,=v +v, +i(w; +wy)
bigiminde tanimlanir.

ii.  Bireliptik €; € E,, sayisimin skaler bir 4 € R ile ¢arpimi
A€y = (v; + iwy) = Av; + Aiw, olarak tanimlanir.

Ayrica iki eliptik say1 €;, €, € E,, olmak tizere bu iki eliptik sayinin ¢arpimi
€1.€, = (V1 +iwy). (Vv + iwy) = (Vv + pWw,) + i(V W, + vowy).
bi¢giminde tanimlanir.
iii.  Bir € eliptik sayisinin eslenigi € ile gosterilir ve
€ =Re(e) —Im(e) =v—iw
bigiminde tanimlanir.

iv.  Eliptik bir say1 i¢in normu

lelle = Veé = Jv? — pw?.

bi¢imindedir.
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E, nin R cismi iizerinde toplama ve skaler ile ¢arpma ile birlikte iki boyutlu bir vektor
uzay1 oldugu agiktir. Dolayisiyla, bire bir esleme E,, den R? ye olusturulabilir ve her
bir e = v + iw eliptik sayis1 (bilinen) diizlemde tek bir sekilde ifade edilebilir. Bu
diizlem eliptik diizlem olarak adlandirilir ve eliptik bir diizlemde iki eliptik say1

arasindaki uzaklik, €; = v; + iw; Ve €, = v, + iw, Olmak lizere;

lle, — exllg = \/(Ul —v3)% —p(wy — wy)2
bi¢iminde tanimlanir.

Bu eliptik diizlemde, orijinden 1 birim uzakta bulunan tiim eliptik sayilarin kiimesi

elipstir ve v2 — pw? = 1 denklemiyle ifade edilir [13].

Bu ¢alisma boyunca 6, E, uzaymin sifir vektoriinii gostermektedir. Simdi, E,

tizerinde bir < kismi siralamasi
€1 =V, +iw; EE, , €, = v, +iw, € E, olmak lizere,
€1 < € & Re(€;) < Re(ey), Im(€;) < Im(ey). 4)
bi¢iminde tanimlansin.
Asagidaki ifadelerden herhangi biri gegerliyse, €, < €, olur:

i. Re(e;) = Re(ey), Im(€,) < Im(ey);
ii. Re(€;) < Re(ey), Im(€,) = Im(ey);
iii. Re(€;) < Re(ey), Im(€;) < Im(e,);
iv. Re(€e;) = Re(ey), Im(€,) = Im(ey).

Ozel olarak i, ii ve iii den biri saglaniyorsa €; s €,(e; # €,) ifadesi, iii saglaniyorsa
sadece €; < €, ifadesi kullanilacaktir. < kismi siralamasinin E,, lizerindeki bazi temel

ozellikleri asagidaki gibi verilebilir:

. 0<e€;5e€yise|lellg < ll€llE dir.
Il. € <€, €6 — €, < 0 ifadesine esdegerdir.

1. Egere; <€,Vee, < €;513€ €; < €5 dir.
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IV. Egere; < e, veA (A€ R),ise Ae; SA€;y.

V. 6 <¢€;vel < ey, 0lmast 8 < €€, anlamina gelmez.

Tamm 2.2.1: E bos olmayan bir kiime olsun. Bir e: £ x E — [E,, fonksiyonu asagidaki

Ozellikleri sagliyorsa e, E lizerinde bir eliptik degerli metriktir.

(E,) Vo,c € Eicin 8 < e(o,¢),
(Ex) e(o,0) =0 0 =g

(E3) e(o,¢) = e(g,0) Vo,¢ € E.
(E,) Vo,¢, T € Zicine(o,¢) < e(o,7) + e(t,¢).

Bu durumda, (&, e) ikilisine eliptik degerli metrik uzay denir [19].
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3. BAZI ELIPTIK DEGERLI METRIK UZAY ORNEKLERI

Bu boliimde eliptik degerli metrik uzaylar igin bazi 6rnekler verilecektir.

Ornek 3.1: [15] T; = vy +iw; , T = v, +iw, € E, olmak iizere;
e[, ) =lvi—vy llg+illwy— wy lg

bi¢iminde tamimlanan e: E, X E, — E, doniisiimii bir metriktir ve (]Ep, e) bir eliptik
degerli metrik uzaydir. e doniisiimiiniin bir metrik oldugunu gostermek i¢in My,

M, ve M3 metrik aksiyomlarinin saglandig1 gosterilmelidir.
M)V 7,7, € Eyicin e(T},73) =0 © T, = T, oldugu gosterilmelidir.
T =v; +iw; ve T, = v, + iw, olmak iizere;

lvy —va llg+i|lwy— wy [[g=0+01

vy —v, =0ve wy —w, =0 olup v; = v,ve w; = w, ve dolayisiyla 7; = T, elde

edilir.
M)V 7,7, € E,icine(T;,T3) = e(T;,77) oldugu gosterilmelidir.
T = v, +iw; ve T, = v, + iw, olmak iizere;

e(, )= |lvi—vy lg+illwy— wy |lg
= (v =13 )2 +i(wg —wy)?
= (v —v )2+ iy (wy—wy)?

=e(T,71)
elde edilir.
M3)V 71,7,,7; € Ey,icine(T;,T3) < e(77,73) + e(T3,73) oldugu gosterilmelidir.

7= v, —iw, T, = v, —iw, Ve I3 = vz — iw; olmak iizere;
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e(T1,73) =V (v — v )% +i/(wg —wy)?

< \/(Ul— V3 — vy +v3)% + \/(W1— W3 — Wy + w3 )2

V(1= v3) 2+ (v3 =2 )2+ iy (W —w3)2+iy/(ws —wy)?

= (v —v3)2+iJ (Wi —w3 )2+ (V3 —v2)2 +i+/(Ws —wy )2
=e(7,73) +e(T3,73)

olup (77 ,73) < (71, T3) + e(T3, T3) elde edilir. Boylece (E,, , e) eliptik degerli bir

metrik uzaydir.
Ornek 3.2: 73 = v; +iw; , T = v, +iw, € E, olmak iizere;
e(LR)=ilh-Nl e@T)=ilH -7 |

bigiminde tanimlanan e: R X R — [E,,, doniisiimii bir metriktir ve (R, e) bir eliptik
degerli metrik uzaydir. e doniisiimiiniin bir metrik oldugunu géstermek i¢in M, M, ve

M3 metrik aksiyomlariin saglandigi gosterilmelidir.
M)V 7,7, € Eyicin e(77,7;) = 6 & T} = T, oldugu gosterilmelidir.
T, = vy +iwy ve T, = v, + iw, olmak lizere;
i lvy=v[=0+0i & vy —v, =0
S v —v,=0

<:>171:U2

elde edilir.
M;) V7,7, € Eyicine(T;,T3) = e(T;,77) oldugu gosterilmelidir.

T = v, +iw; ve T, = v, + iw, olmak iizere;
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e =ilh-Nl=ilvy-vl=ilv,-vI=ilhH-T1=e,%)

elde edilir.
M3)V 71,7,,7; €E, icine(T;,T3) < e(71,73) + e(T3,73) oldugu gosterilmelidir.
T=v—iw, T = v, —iw, Ve T3 = v3 — iws olmak iizere;
V7,73,7; € E, i¢in mutlak deger fonksiyonun 6zelliklerinden

v —v ISlvy—v3 | +lv3—vy
oldugu bilinmektedir. O halde;

IR -HISiIIK-T1 +ilT3-T7|
olup
e(71,72) < e(71,73) + e(73,73)

elde edilir. Boylece (R, e) eliptik degerli bir metrik uzaydir.
Ornek3.3: 7, =v, +iw;, T, =v, +iw, € E, olmak iizere;

o T) = 15~ T lls e 6, € [0, 02

bi¢iminde tanimlanan e: E, X E, — ]Ep+ doniistimii bir metriktir ve (IEp , e)bir eliptik
degerli metrik uzaydir. e doniistimiiniin bir metrik oldugunu géstermek i¢in M4, M, ve

M3 metrik aksiyomlariin saglandigi gosterilmelidir.
M)V 7,7, € Eyicin e(77,7;) = 6 © T} = T, oldugu gosterilmelidir.
T = v, +iw; ve 7, = v, + iw, olmak iizere;

T = Tyisee(T;,7,) = 6 oldugu agiktir.

n(p—-1)
8p

Tersine e(7;,7;) = 6 ise yan1 |7} - T, ||ge®®? = 6 ise 0, € [0, igin
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6 < e oldugundan; ||7; - T ||z = 6 olup

|71 - T3 |lg = (w1 — v2)2 — p(wy — w,)2 = 0 dir ve bdylece v, = v, Ve wy = w,

olup 7; = 7; elde edilir.
M)V 7,7, € E,icine(T;,73) = e(7;,7;) olmahdir. T} = vy + iw; Ve

T, = v, + iw, olmak iizere;

V1 —12)2 —p(wy —wy)? €% = /(v —11)2 — p(w, — wy)? e’
olupe(77,7,) = e(T;,,T7) elde edilir.
M3)V 71,7,,7; € Ey igine(T;,73) < e(71,73) + e(T3,73) oldugu gosterilmelidir.

T=v,—iw, T, = vy, —iw, ve T3 = v3 — iw; olmak iizere;

e(1,7) = \/(Vl —12)2 —p(w; —wy)? el = \/(Ul — V3 + V3 —3)? — p(Wy — w3 + w3 — w,)? el

< \/(Ul —v3)? — p(wy — w3)? e'fr + \/(773 —13)? — p(w3 — w,)? el
<e(@,7) te(T,73)

olup e(7; ,73) < e(9;,T3) + e(T3, T3) elde edilir. Boylece (E,, , e) eliptik degerli bir

metrik uzaydir.
Ornek3.4: 7, =v, +iw;, T, = v, +iw, € E, olmak iizere;
e (71,73) = max{|lvy — v, |lg, || Wi — wy g}

bi¢iminde tanimlanan e: E,, X E, — [E, doniisiimii bir metriktir ve (]Ep , e) bir eliptik
degerli metrik uzaydir. e doniisiimiiniin bir metrik oldugunu géstermek i¢in M1, M, ve

M3 metrik aksiyomlarinin saglandigi gosterilmelidir.
M)V 7,7, € Eyicin e(T7,73) = 8 & T; = T, oldugu gosterilmelidir.

T =v; +iw; ve T, = v, + iw, olmak tizere;
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e(7,7;) = 0 = max{||v; —v; g || wy — wy ||g}i = 0+i0
dir. ||wy — wy [lg < |lvy — vy |lg oldugu varsayalim. Bu durumda
lvy — v [|gi = 0+ 0i
olup
lwi — wy [[gi =0
olmalidir. Boylece
e, )= 0=|vi—v lg=0A|lwy— wy [lg=0

2>, -1, =0Aw;—w, =0
Sv=v,Aw; =w,
> =1,

elde edilir. ||v; — v, ||[g < ||wi —w;y || olmast durumunda da benzer islemlerle

e(71,73) = 0 =T, =T, bulunur. 7; =7, ise (73,7;) = 6 oldugu agiktir.
My)VT,,T; € E,icine(T;,T;) = e(%,7y) oldugu gosterilmelidir.
T, = vy +iwy ve T, = v, + iw, olmak lizere;

e(7,73) = max{|| vy — v, ||g,llwi —wz |[g }i
=max{|| v; — vy ||, llwz — w1 [lg }i
=e(72,71)

olup e(73,7;) = e(T3, T7) esitligini saglar.

M3)V 71,7,,7; € By igine(T;,T3) < e(71,73) + e(T3,73) oldugu gosterilmelidir.
e(7,73) < e(71,T3) + e(33,72)
oldugu gostermek i¢in, 3 = vy — iwy, T, = v, — iw, ve I3 = v3 — iw; olsun.
e(71,73) = max{|[v; — v ||g || wp — w2 |[g }i
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e(71,73) = max{||v; — vs3 ||g, || w1 — w3 ||g }i
ve
e(73,7) = max{||vz — vy ||| ws — wy |Ig }i

olmak tizere;
max{ [[v; = v, ||g [l w1 — w2 |l }i < max{||vy —vsllg,|lwi —wsllg}i +max{ [[vs —v;|lg |l ws —wa |l }i
oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in asagidaki durumlarin incelenmesi gerekmektedir;

L llwy = wallg < vy — v g llwy —wsllg < vy — vs llg Ve [lws — wallg < lvs — v, [l ise
vy —va llg < vy — v llg + llvs — v, llg
olup
lvy — vy llgi < llvy — vs llgt + llvs — vy llgd
olur. Boylece e(77,75) < e(31,T3) + e(T3,7) elde edilir.
i wy —wallg < vy = vz llg, llwy — wsllg < llvg — v llg Ve llvs — vz llg < llws — wa |l ise

lvy = v llg < Nl —vs g + llvs — v2 e
<llvy—vsllg + llwz —wsllg
olup
lvy — vy llgi < llvg — vs gl + llws — walgt
olur. Boylece e(71,75) < e(71,T3) + e(T3,T,) elde edilir.

iii. lwy —wallg < llvy — ol vy — w3 llg < lwy — wsllg Ve [lws — wyllg < [lvs — v, |l ise

lvy — v llg < v —vs g + llvs — v2 llE
< |lwy = wsllg + llvs — vz llg
olup
lvy — vy llgi < llwy —wsllgi + llvs — vz [Igi
olur. Boylece e(77,75) < e(71,T3) + e(T3,7,) elde edilir.

iv. lwy = wallg < lvy — v, g, lvy — s llg < llwy —wsllg Ve |lvs — v, g < llws — wylg ise
vy — v llg < llve —vsllg + llvs — vz llE

< lwg —wsllg + [lwz — wy|lg
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olup

lvy — v; llgi < [lwg — wsllgi + [lwz — wy||gi

olur. Boylece e(77,7;) < e(71,T3) + e(T3,T3) elde edilir.

V. vy — v, llg < llwy = wyllg, llwy — wsllg < llvg — w3 llg Ve llws —wallg < v — v, || ise
[lwy = wallg < llwg — w3 +wz —wsllg
< |lwy —wsllg + llws —wsllg
< lvy = vsllg + llvs — v, llg
olup
lwy —wsllgt < |lvg — vsllgi + llvs — vallgi
olur. Boylece e(71,T5) < e(71,T3) + e(T3,T,) elde edilir.
vi. vy — vo llg < llwy —wyllg, llwy — wsllg < llv; — w3 llE Ve llvs — vyllg < llws — wy (| ise
lwy = wallg < llwy —wsllg + [lws —w; |Ig
< vy —vs3llg + llws — wallg
olup
llwy = wallgi < lvg — vsllgi + llwz — wyl|gi
olur. Boylece e(77,75) < e(71,T3) + e(T3,7,) elde edilir.
vii. vy — v, llg < llwg = wyllg, lvy — vsllg < llwy — ws llg Ve llws — wallg < v — v, || ise
llwy —wallg < llwy —wsllg + [lws —w; [Ig
< [lwy —wsllg + llvs — vallg
olup
llwy = wallgi < [lwy — wslgi + [[vs — v gL
olur. Boylece e(77,75) < e(71,T3) + e(T3,7,) elde edilir.
viii. vy — v, llg < llwy = wyllg, lvy — vsllg < llwy — ws llg Ve llvs — v;llg < llws — wy || ise

llwy —wyllg < [lwg —wsllg + [lwz —w, g
< [lwy —wsllg + llws — wslg

olup
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lwy = wallgi < [lwy — wsllgi + |lws — w|gt
olur. Boylece e(77,7;) < e(71,73) + e(73,T;) elde edilir. Boylece (IEp,e) eliptik

degerli bir metrik uzaydir.
Ornek35: 7, = v, +iw;, T, = v, +iw, € E, olmak iizere;
e, 7)) =il =72 lle

bi¢iminde tamimlanan e: [E,, X E, — E,, doniisiimii bir metriktir ve (IEp , e) bir eliptik
degerli metrik uzaydir. e doniistimiiniin bir metrik oldugunu géstermek i¢in M4, M, ve

M3 metrik aksiyomlarinin saglandigi gosterilmelidir.
M,)V7,T; € Eyicin e(7;,73) = 6 © T3 = T; oldugu gosterilmelidir.

T =v,+iw,ve T, = v, +iw, vep < 0 olmak iizere;

i Ti—T lg=0 =iy —v)2 —p(wy —wy)2 =0+ 0i

= (1 —v2)2 —p(wy —w,)? =0
> -V, =0A wy—w, =0
>V =v; Awy =w,
ST =7
elde edilir.
M)V 7,7, € Eyicine(T;,T3) = e(T;,77) oldugunu gosterilmelidir.

T, = vy +iwy ve T, = v, + iw, olmak lizere;

e(T, ) =il T, =T |lg = i (v1 — v2)% — p(wy — wy)?

= i\/(vz —v1)? — p(Wp — wy)?

=i[| T2 =T lle
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= e(T;,71)
elde edilir.
M3)V 7,,7,,75 € E,igine(77,7,) < e(71,73) + e(T3,73) olmalidir.

T=v—iw, T = v, —iw, Ve T3 = v3 — iws olmak iizere;

7= llg = iV W1 —v2)2 — p(wy — wy)?

= i\/(v1 —v3 + V3 — )2 —p(Wy — w3 + w3 —w;)?

< iy (U = 3)% + (13 — 12)2 — p[(wy — w3)? + (W3 — w)?]

<[y —v3)?2 + p(wy — w3)?] + [(v3 — v2)% — p(ws — wy)?]

S V(W1 —v3)2 + p(wy — w3)? + /(3 — 1) — p(ws — w,)?
<e(1,73) +e(®,7;)
elde edilir. Boylece ([Ep ,e) eliptik degerli bir metrik uzaydir.

Ornek 3.6: 7; = v; +iwy, T, = v, + iw, € E, olmak iizere;

e (T1,7) =llvi —vy llg +iIplllwi— wy |lE

bi¢iminde tanimlanan e: E, X E,, - E,, doniisiimii bir metriktir ve (IEp , e)bir eliptik
degerli metrik uzaydir. e doniisiimiiniin bir metrik oldugunu gostermek i¢in M1, M, ve

M3 metrik aksiyomlariin saglandigi gosterilmelidir.
M)V 7,7, € E,yicin e(T7,73) = 8 & T; = T, oldugu gosterilmelidir.

T = v, +iw; ve T, = v, + iw, olmak iizere;

e(71,73) = 0=>|lvy—v, llg+ivIplllwy — wy |l[g=0+i0

=i =12 lg=0A[[wy — wy [lg =0
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:171_772=0/\ W1—W2=0
>V =v; Awy =w,

=h=17
elde edilir. Tersine 7; = T iken e(7; ,7;) = 6 oldugu agiktir.

M)V 7,7, € E,icine(T;,T3) = e(T;,77) oldugu gosterilmelidir.
T =v, +iwg ve T, = v, + iw, olmak iizere;
e(T1,73) = lvy — vz lle + i /Ipl l wy = w; Ile
=llvo = vy lle +iVIpHlwz = wy Il
=e(%,71)
elde edilir.

M3)V 7,7, 7, € B, igin e(%; , T3) < e(T;, ) + e(%3 , %) oldugunu

gosterilmelidir. I} = vy — iwy, T, = v, — iw, Ve I3 = v3 — iw; olmak iizere;
e(T1,73) =|lvi — v llg +ivIplllwy — wa g
=|lvi —vs+vs—v; l[g+iIpllwy—ws+ws — wy |Ig

< lvi —vsllg +lvs —vs g + iy IpIC(ll Wy —ws |[g + [ ws —ws |IE)

< [”'71 —vsllg+ iJIipl|lwy—ws ”]E] + [[lvs—v, [lg+ i\/|p| || wg —wy |[lg]

<e(,%) +e(T,72)
elde edilir. Boylece ([Ep , e) eliptik degerli bir metrik uzaydir.
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4. BAZI ELIiPTIK DEGERLiI METRIK UZAYLARDA CEMBER
ORNEKLERI

Bu boliimde 3. boliimde tanimlanan eliptik degerli metrik uzaylarda bazi ¢ember

ornekleri verilmektedir.

Tamim 4.1: E, eliptik sayilar kiimesi olmak tizere pozitif eliptik sayilar kiimesi ]Ep+

ile gosterilir ve [Ep+ = {ZT EENO0<T } biciminde tanimlanir.

Tamm 4.2: £ bos olmayan bir kiime, E,, eliptik sayilar kiimesi, e:E X £ — [E,, bir
metrik, (&, e) eliptik degerli bir metrik uzay, Jo = vy +iw, € E, ver =1 +ir, €
[Ep+ U {6} olmak tizere T;, dan r birim uzakliktaki noktalarin kiimesi eliptik degerli

. . o ond E E . .
bir ¢cember olarak isimlendirilir ve goTopr veya (50 Wo(rurs) biciminde gosterilir.

Ornek 4.1: Ornek 3.1 ‘de tanimlanan ([Ep , e) eliptik degerli metrik uzayi ele alinsin.

e:Ey XE, > E,, 3 =v; +iwy, T, =v, +iw, € E, olmak lizere;
e(T1,%) =|lvy — vy |lg+ i || wi — wy || bigiminde tanimlanmaktadir.

T=x+iy,Ty=2+1i,r =1+ 2i olmak iizere J, merkezli r yarigaph p?ﬁr

¢emberi
Py =T €B, e, T) =7}
={T€B, | llx—2llg+illy—1llg =1+2i }
={T€E,|lx€ {13} ve y€ {-1,3}
={1-i,3—i,1+3i,3+3i}
bi¢imindedir.
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. . E
Sekil 4.1.Diizlemde 50(2”, D(12)"

Ornek 4.2: Ormek 3.1 de tanmimlanan ([Ep, e) eliptik degerli metrik uzay1 ele alinsin.

e:Ep, XE, > E, ,J3 =v; +iw;, I, =v, +iw, € E, olmak lizere;
e (@,%) =|lvi — vy ||g+ i || wg — w, || bigiminde tanimlanmaktadir.
T =x+yi,5=2+i,r = 3ialinirsa J, merkezli r yarigapl @i:r cemberi
50?2’7‘1)’(0‘3) ={T€E,|e(@,T,)=r}
={T€E, | lx=2llg+illy—1lg=3i}

= {2 +4i,2 - 2i}

bigimindedir.
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Sekil 4.2. Diizlemde XJI(EZP:L) ©3)°

Ornek 4.3: Ornek 3.1 de tanimlanan ([Ep , e) eliptik degerli metrik uzay1 ele alinsin.

e:Ey XE, > Ep, 3 =v; +iwy, T, = v, +iw,; € E, olmak lizere;
e (@,T) =|lvi — vy |lg + i || wg — w, || bigiminde tanimlanmaktadir.
T =x+1iy,Ty =3+ 4i,r = 2i olmak lizere T, merkezli r yarigapl pf.:r ¢emberi
E
Papn, =T EE | e([T T)=r}

={T €, |Ix=3llg+illy—4llg=2i}

={T ek, | J(x—3)2+i/(y—4)?=2i)
={T€E, | Ix—3|+ily—4| = 2i}
= {3+ 2i,3 + 6i}

bi¢imindedir.

27



z
G ® 2
4.

z
2 @'
0 2 4 6
_2-

Sekil 4.3. Diizlemde 50?3” £,02)°

Ornek 4.4: Ornek 3.2 de tammlanan (R, e) eliptik degerli metrik uzay1 ele almnsin.
e:RXR - E,, 7} =v;, ,=v, €ER olmak iizere; e(7,7;) =017 —7;|
bi¢giminde tanimlanmaktadir. T = x, Ty =4, r = 2i olmak iizere J, merkezli r

yarigapl gog% r cemberi

sof(Ef,o),(o,z) ={TeR|e(T,T)=r}
={T eR|ilx—4| = 2i}
={2,6}
bigimindedir.
4
3
. ol o2
-2 0 2 4 5 8
2

Sekil 4.4. Diizlemde 0,7y 02
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Ornek 4.5: Ornek 3.2 de tanimlanan (R, e) eliptik degerli metrik uzayi ele alinsin.
e:RXR - E,, 73 =v;, T,=v, ER olmak iizere; e(7,7,) =il7 —7T; |
bi¢iminde tanimlanmaktadir. 77 = x, Ty = 1, r = 3i olmak iizere T, merkezli r

yarigapl 50% » cemberi

Pl o0n =(TERIe(T,T,) =1}
={TeR|ilx—1|=3i }
= {-2,4}

bi¢imindedir.
s
5 |
4 —.? 0 2 EZZ 6
5]

Sekil 4.5. Diizlemde JOI(Efo) ©03)°

Ornek 4.6: Ornek 3.2 de tammlanan (R, e) eliptik degerli metrik uzay1 ele alinsin.
e:RXR - E, 73=v;, l,=v, €ER olmak iizere; e(7,7,) =i|17 —7T; |

bigiminde tanimlanmaktadir. 7 = x + yi ,Jy = 2 ,r = 5i olmak {izere 7, merkezli r

E .
yarigapli goT: . ¢emberi

E
So(zp,o),(o,S) ={TeR|e(T,T,)=r}

—(TEeR|ilx—2| =5}

bi¢imindedir.
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Sekil 4.6. Diizlemde golfzpo) ©05)°

Ornek 4.7: Ornek 3.3 de tanmimlanan ([Ep, e) eliptik degerli metrik uzay1 ele alinsin.

e:E, XE, > E, 7} =v, +iw;, T, =v, +iw, € E, olmak lizere;
e(T1-T)=||Ti- T, ||g e ,0p € [0,2\/%] bi¢iminde tanimlanmaktadir.

T=x+1iy,7,=0+i0 ,r=2+i0vep = —golmakﬁzere% merkezli r yarigaph

57, cemberi
50%.0),(2.0) ={TeE,|e(T. %) =1}
={T€E, | 1T =T 1l pe’™ =7}
={7 €E, |l x+iyllge® =26}
={7 €k, |Jx2-py=2,p=-1]
={7 eE, 1 X+ =1

bi¢imindedir.
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Sekil 4.7. Diizlemde golfé’ 0,(2.0)°

Ornek 4.8: Ornek 3.5 de tanimlanan ([Ep , e) eliptik degerli metrik uzay1 ele alinsin.

e:E, XE, - E,, 7} =v; +iwy, T = v, +iw, € E, olmak lizere;
e (71,7,) =ill7; — Lllg, p < 0 bigiminde tanimlanmaktadir.

T=x+1iy, Ty=—2+1i,r =3i ve p=—3 olmak tizere T, merkezli r yarigapl

E .
P
5. r ¢cemberi

E
P a0 = 1T EEp e (T,T) =7}

{7 eB, | |(x— (=2) + 0= D1 = 31)

={T€E, | iy +2)? - (-3)(y - 1)? = 3i}

={T€E, | (x+2)*+3(y-1)?=9}
@+2)? | (r-1)?
={:re15p|—+—=1}

9 3

bi¢imindedir.
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Sekil 4.8. Diizlemde goI(EfZ D,0,3)°

Ornek 4.9: Ornek 3.1 de tanimlanan ([Ep ; e) eliptik degerli metrik uzay1 ele alinsin.

e:Ey XE, > E,, T} =vy +iwy, T, =v, +iw, € E, olmak lizere;
e (T,%) =|lvi — v, ||g + i|| wi — wy || bigiminde tanimlanmaktadir.

T=x+iy,Ty=2-3i,r =1+ 3i olmak iizere T, merkezli r yarigaph 5050’;

¢emberi

E
@(;—3),(1,3) = {T €EE,|e(T,T) = r}

={T €Ep llx—2llg +illy = (-3)lle = 1+ 3i}
={7eE, |J(x—2)2+i/(y+3)2=1+3i}
={T€E,|lx—2|+ily—3]=1+3i}
={1,1-6i,3,3 — 6i}

bi¢imindedir.
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Sekil 4.9. Diizlemde 50?2”_3) (13)"

Ornek 4.10: Ornek 3.6 da tanmimlanan ([Ep, e) eliptik degerli metrik uzay1 ele alinsin.

e:E, XE, > E, Ty =v,+iwy, T, =v, +iw, € E, olmak iizere;

e (71,72) =llvi = vz llg + iy/Iplllwy = wy |[g, p < 0 bigiminde

tanimlanmaktadir.

T=x+1iy,7y=3—"7i,r =1+ 3ivep = —9 olmak iizere T, merkezli r yarigapl

S’J%r ¢emberi
E
80(3?,—7),(1,3) = {T € ]Ep | e (:T ,7:)) = r}

={T €k, |lx=3llg+i/Iplly— Dlg=1+3i}
={2-6i,2—-8i,4—6i,4 —8i}

bi¢imindedir.
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Sekil 4.10. Diizlemde 502” (L3

ORNEK 4.11: Ornek 3.5’te tanimlanan (IEp ,e) eliptik degerli metrik uzayini ele

alalm. e:E, x E, » Ep,, 7} = v, +iwy, T, = v, +iw, € E,, olmak lizere;
e (71,7,) =i||77 — Lllg, p < 0 bigiminde tanimlanmaktadir.

T=x+iy,Ty=4+2i,r=4ivep=—4 olmak iizere T, merkezli r yarigapl

E .
goT:r cemberi

Oy, ={TEE, e T)=r}=(T €k, |e(T,7) =7)

={T €E, | llx— 4llg +illy — 2|l = 4i }

={T€E, | iy —D? - p(y - 2)% = 4i}

—{T€E, | iy&r—97= (-0 - 2)? = 4i}

={T €k, |iJy(x—4)?2+4(y — 2)? = 4i}

={T€E,| x—4?*+4(y—2)* =16}

={TeIEp | (x164)2+(y_42)2 = 1}

bi¢imindedir.
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Sekil 4.11. Diizlemde 9,7, .

Ornek 4.12: Ornek 3.6 da tanimlanan ([Ep , e) eliptik degerli metrik uzayini ele alalim.

e:E,xE, > Ep,, T3 =v1 +iwg, T =v, +iw, € E, olmak lizere;

e(71,73) =|lvy — v, llg + i+/Iplll wi — wy |lg,p < 0 bigiminde

tanimlanmaktadir.

T=x+iy ,Ty=5+4i,r=2+2i ve p=—16 olmak iizere T, merkezli r

yarigapli goip’r cemberi
O on =T EB, e T) =} = (T €B, (. 7) =)
= {7 €E, | llx—5lls + i T T6llly — 4lly = 2+ 2i}
= {7 €Ey | llx = 5llg + 4illy — 4llg = 2 + 2i}
={3+2i3+2,5+21,5+24}

bicimindedir.
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5. ELIPTIK DEGERLiI METRIK UZAYLARDA SABIT CEMBERLERIN
VARLIGI TEOREMLERI

Bu boliimde metrik uzaylar {izerinde bazi kosullar altinda sabit ¢gember teoremleri
verecegiz. Sabit ¢gemberlere sahip olan ya da olmayan bazi doniisiim ornekleri elde

edecegiz.

Tamim 5. 1: (E, ) bir eliptik degerli metrik uzay ve g)ip’r ={T € E:e(J,,T) = r}bir
cember olsun. Bir T:Z — Z kendi kendine doniisiimii icin V T € Soi%r icin
TT =T ise goifr ¢emberine T nin sabit ¢emberi denir.

(1.1) esitsizligini kullanilarak sabit bir ¢ember i¢in bir varlik teoremi asagida

verilmektedir.

Teorem 5.1: (&, e) bir eliptik degerli metrik uzay ve @i}pr, E tizerindeki herhangi bir

gember olsun. VT € E igin;
e(T) =e(T,7) (2.1)

olacak bigimde ¢: E — [Ep+ U {6} doniisiimiinii tanimlayalim. Bir T:Z - £ kendi
kendine doniistimii asagidaki Ozellikleri saglayacak sekilde varsa 505:1 T nin sabit

¢emberidir.
VT € goiﬁr i¢in;
11.e(T,TT) < o(T) — o(TT)
ve
I,.r < e(TT,T;)

dir.

Ispat: ¢, (2.1) de tammlanan déniisiim ve T € go;”lr olsun. I'y kosulunu kullanarak
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e(T, TT) < o(T) — o(TT)
= e(T,TT) — e(TT, Ty)
=r—e(TT,Tp) (2.2)

elde edilir.

I, Kosulu nedeniyle TT noktasi pipr ¢emberinin lizerinde veya disinda bulunur.

Dolayisiyla iki durum s6z konusudur. r < e(TT,T;) ise (2.2) den e(T,TT) < 6
celiskisi elde edilir.

Bu nedenle e(TT, J;) = r olup yine (2.2) kullanilarak

e(T,TT)<sr—e(TT,Tp) =r—r =20

yani e(T,TT) < 0 elde edilir ve boylece TT = T dur. Dolasiyla VT € go?:m icin

TT = T olup pf.zr, T nin bir sabit cemberidir.

Ornek 5.1: Ornek 3.1 de tanimlanan ([Ep, e) eliptik degerli metrik uzay1 ele alinsin.
ey X Ep > E,, I3 =v; +iwy, T =v, +iw, € E, olmak lzere;

e (71,7) =|lvy — vyllg + il wi — wyl|g bigiminde tanimlanir.

011 SEMbEri Ve V T = v + iw € E,, igin

Ep
TT ={ T2 T €810
4 + 4i,diger durumlarda

olacak sekilde T: [E, — E, kendi kendine dniisiimii tanimlansin. Bu durumda
p(T)=e(T,T) = llv—=2lg+illw—1g

dir.
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E ..
I,. VT € 50(2”‘1)(1’2) icine(T,TT) < @(T) — @(TT) olmaldir.

e(T,TT)=e(T,T)=26
ve
p(@) —(TT) = e(T,7,) —e(TT,T)
= [llv = 2[lg + illw — 1llg] = [llv = 2llg + illw — 1][g]

=0+0i=20

olup (T,TT) < ¢(T) — o (TT) dir. Dolayistyla I saglanir.
I VT €O 0y isin e(TT,T) = e(T,T)=r olup r<e(T,T,) dr.
Dolayisiyla I, saglar.

Boylece I, ve I, sagladigindan golf; D.(12) T nin bir sabit cemberidir.

Ornek 5.2: Ornek 3.1 de tanimlanan ([Ep, e) eliptik degerli metrik uzay1 ele alinsin.
ey X E, > E,, Iy =v; +iw;, T =v, +iw, € E, olmak lizere
e (71,7,) =|lvy — vallg + i|l wy — wy||g bigiminde tanimlanir.

T =x4+yi,7y=2+i,r =3i olmak iizere 7, merkezli r yarigaph 50?2”,1)'(0,3)
cemberini ele alalm ve TT = 2+ i olacak sekilde T:E, — E, kendi kendine

doniisiimiinii tanimlansin.
E ..
I, VT € 50(2”'1),(0,3) icine(T,TT) < @(T) — @(TT) olmalidir.

e(T,TT) =e(T 241 =|lv-2g+illw— 1g
ve
o) —o(TT) = e(T,7,) — e(TT, T5)
= e([T,T)—e(2+1,7,)
=|lv=2|lg + illw — 1lg — [II2 = 2[lg + il[1 — 1[g]

= |lv = 2llg + illw — 1llg

olup (T, TT) < ¢(T) — o (TT) dir. Dolayistyla I saglanir.
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VT €PL. 0 isin e(TT,T) = e(2+i,2+10) = 12— 2llg + ill1 - 1]lg = 6
ver =3iolup r < e(TT,T,) esitsizligi dogru olmadigindan I, aksiyomu saglamaz.
Dolayistyla golfz 1.(03) cemberi T nin bir sabit cemberi degildir.

Ornek 5.3: Ornek 3.1 de tanimlanan ([Ep, e) eliptik degerli metrik uzay1 ele alinsin.
e, X E, > Ep, I =v; +iwy, T, =v, +iw, € E, olmak lizere

e (71,7;) =|lvy — vallg + i|l wy — wy||g bigiminde tanimlanir.

T=x+1iy,Ty=3+4i,r=2i olmak lizere 7, merkezli r yarigapl 50?54) ©02)

¢emberini ve TT = 3 + 7i olacak sekilde T:E, — E, kendi kendine doniigiimii

tanimlansin.

I,.e(T,TT) < (T) — (TT) = e(T,TT) < e(T ,T,) — e(TT,T,) olmalidir. Yani

Jv =3 +iJ(w=72<J(v=3)2+iJ(w=4)2 - [J(3=3)2+i/(7-4)7
lv-3|+ilw—-7|<|lv-3|+ilw—4|-3i (5.3.1)
esitsizligi saglamalidir.

T =3 + 2i (5.3.1) esitsizliginden yerine yazilirsa 5 < —iolup I = 3 + 2i i¢in I

aksiyomu i¢in saglamaz.
Benzer olarak T = 3 + 6i i¢in (5.3.1) esitsizliginde yerine yazilirsa i < —i

olup T = 3 + 6i igin I aksiyomu igin saglamaz. Bu durumda I, aksiyomu

saglamamaktadir.
I,.r < e(TT ,T,) olmalidir. r = 2i ve e(TT ,T,) = e(3 + 7i,3 + 4i) = 3i olup

r < e(TT ,T,) esitsizligi dolayisiyla I, aksiyomu saglamaktadir. Bu durumda I, I,
aksiyomu saglandigi halde, I, aksiyomunu saglamadigindan goI(ES” £,02) cemberi T nin

bir sabit gemberi degildir.
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Ornek 5.4: Omek 3.2 de tanimlanan (R, e) eliptik degerli metrik uzay1 ele almsin.
eeRXR - E,, 77=v;, T,=v,€R olmak iizere; e(7},7,) =i |7 — 7T, |

bi¢giminde tanimlanmaktadir.

Ty = 4, r = 2i olmak lizere T, merkezli r yarigapl 50&0)‘(0’2) ¢emberini ele alinsin

e | TTEpR,
5,diger durumlar

olacak sekilde T: R — R kendi kendine doniisiimii tanimlansin.
I,.VT € go]ao)l(o,z) icine(T,TT) < @(T) — @(TT) olmalidir.
e(T,TT)=e(T,T)=6
ve
o(T) — o(TT) = e(T,T;) — e(TT, T;)

=e(T,4) —e(T,4)

=ilv—4|—ilv-—4|

olupe(T,TT) < @(T) — @(TT) dur. Dolayisiyla I saglar.

I, VT €000 icine(TT,T,) = e(T,T,)=ilv—4] olup T =2 ign
e(TT,T,) = 2ive T = 6i¢ine(TT,T;,) = 2i dir. Ayricar = 2i oldugunda

r < e(J7,T,) olup I aksiyomu saglamaktadir. O halde ¢ gy o,y semberi T nin bir

sabit cemberidir.

Ornek 5.5: Ornek 3.2 de tanimlanan ([Ep, e) eliptik degerli metrik uzay1 ele alinsin.
eeRXR > E, , 73=v, T,=v, ER olmak iizere e(7,7,) =i |7 — 7T, |

bigiminde tanimlanmaktadir.
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Ty = 1, r = 3i olmak tlizere T, merkezli r yarigcaph 50]51,0)‘(0’3) ¢emberini ele alinsin

TT — 1,T E p]égl‘o)’3
3,diger durumlar

olacak sekilde T: R — R kendi kendine doniisiimiinii tanimlansin.
I,.VT € 505'0)'(0’3) icine(T,TT) < o(T) — (TT) olmalidir.
e(T,TT)=e(T 1) =ilv—-1]|
ve
p(@) —(TT) = e(T,7,) —e(TT,T)
=e(T,1)—e(1,1)
=ilv—1]|
olupT € {—2,4}icin e(T,TT) < @(T) — o(TT) esitsizligi yani I, kosulu saglar.
I, VT € go%‘{l'o)l(os) i¢in;

e(TT,7,) =e(1,1) =0 olup r =3i oldugunda r < e(TT,T,) esitsizligi dogru
olmadigindan I, aksiyomu saglamamaktadir. O halde 50?1,0),(0,3) T nin bir sabit

cemberi degildir.

Ornek 5.6: Ornek 3.2 de tanimlanan ([Ep, e) eliptik degerli metrik uzay1 ele alinsin.

e:RXR - E hi=v,, T,=v, €ER olmak tlizere e(77,7,) =i | T3 — T, |

p 1
biciminde tanimlanmaktadir. J, = 2 ,r = 5i olmak {izere 50]%&2,0),(0,5) ¢emberini ele

alalim ve TT = 2 olacak sekilde T: R — R kendi kendine doniigiimiinii tanimlansin.
I,.VT € 50]%{{2,0),(015) icine(T,TT) < @(T) — o(TT) olmaldir.

e(T,TT)=e(T ,2)=ilv—-2]
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ve
p(@) —(TT) = e(T,7,) —e(TT,T;)
=e(T,2) — e(2,2)
=ilv-2|
olupT € {7,-3}icin e(T,TT) < @(T) — (TT) esitsizligi yani I kosulu saglar.
I,.VT € 501?2,0),(0,5) icin e(TT,T,) = e(2,2) = 0 olup r = 6i oldugunda

r < e(TT,T,) esitsizligi dogru olmadigindan I, aksiyomu saglamamaktadir. O halde

gol(“;‘o)l(o‘g,) T nin bir sabit cemberi degildir.

Ornek 5.7: Ornek 3.2 de tanimlanan ([Ep ’ e) eliptik degerli metrik uzay1 ele alinsin.
eeRXR > E, , 7=v;, T,=v, ER olmak iizere e(7;,7;) =i |7 — T, |
bi¢giminde tamimlanmaktadir. 7, = 1 , r = 3i olmak tizere 7, merkezli r yarigapl
50]%&1,0),(0,3) cemberi ele alinsin ve TT =5 olacak sekilde T: R — R kendi kendine

doniistimiinii tanimlansin.
1.V T € 9§ 003 i¢in e(T, T7) < ¢(T) — ¢(T3) olmalidur.
e(T,77) < e(T,T,) —e(TF,T,) = e(T,5) <e(T,1)—e(51)
=ilv-5|<ilv—1| —4i (5.7.1)
olup

T = -2 (5.7.1) denklemde yerine yazilirsa 7i < i elde edilip 7 = —2 i¢in I

aksiyomu saglamaz.

T =4 (5.7.1) denklemde yerine yazilirsa i < —i elde edilip 77 = 4 i¢in I, aksiyomu

saglamaz.

I,.VT € 9 403 isin e(TT,T,) = e(5,1) = 4i olup r = 3i oldugunda
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r < e(TT,T,) esitsizligi saglar dolayisiyla I, aksiyomu saglamaktadir. O halde

505‘0),(0‘3) cemberini T nin bir sabit gemberi degildir.

Ornek 5.8: Ornek 3.5 de tanimlanan ([Ep , e) eliptik degerli metrik uzay1 ele alinsin.

e:E, XE, > E, 73 =v; +iw;, T, =v, +iw,; € E, olmak lizere
e (71,7) =ill7y — Ll g, p < 0 bigiminde tanimlanmaktadir.

Ty =-2+1i,r=3ive p=-3 olmak iizere T, merkezli r yarigapl gOI(EfZ 1D,0.3)

¢cemberi ele alinsin ve

Ep
TT = { T.T € 50(—2,1),(0,3)
5 + i, diger durumlar

olacak sekilde T: E,, — E, kendi kendine doniistimiinii tanimlansin.
I,.VT € 801?—2,1),(0,5) icine(T,TT) < @(T) — o(TT) olmahdir.
e(T,TT)=e(T,T) =286

ve

p(@) —(TT) = e(T,7,) —e(TT,T)

=e(T,—24+i)—e(T,—-2+1)

olupe(T,TT) < @(T) — o(TT) esitsizligi yani I kosulu saglar.

I;.VT € 95105 isin e(TT,T,) = e(T,T,)

=i/ (v +2)2 + 3(w — 1)2

olup r =3i i¢in r < e(TT,T,) esitsizligi yani I, kosulu saglanir. Bu durumda

5013{1_2,1),(0,3) ¢emberini T nin bir sabit ¢emberidir.
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Ornek 5.9: Ornek 3.5 de tanimlanan ([Ep , e) eliptik degerli metrik uzay1 ele alinsin.

e:E, XE, > E, 73 =v; +iw;, I, =v, +iw, € E, olmak lizere
e (71,7) =illTy — Ll g, p < 0 bigiminde tanimlanmaktadir.

To=-2+1i,r=3ive p=-3 olmak iizere T, merkezli r yarigaph gOI(EfZ,l)’(OS)
cemberi ele almsin ve TT =2+ 5i olacak sekilde T:[E, — E,kendi kendine

doniisiimiinii tanimlansin.

IL.VT =v+iw € 9,103 isin (T, TT) < ¢(T) — o(TT) olmalidir.

e(T,TT) = e(T,2 + 5i) = iy/(v—2)% + 3(w — 5)2
ve

o(T) —o(TT) = e(T,T;) — e(TT,T;)

=iy(v—2)2+3(w—5)2—8i
= 5i

olup e(T,TT) < o(T)—@(TT) esitsizligi  saglamadigindan I;  kosulu

saglanmamaktadir.

I,, VT =v+iwe 50%%—2,1),(0,3) icin e(TT,T,) =e(2+5i,—2+1i)=8iver =3i
olup r < e(TT,T,) esitsizligi dogru olup I, kosulu saglamaktadir. Dolayisiyla

golffz 1.(0,3) ¢emberini T nin bir sabit cemberi degildir.

Ornek 5.10: Ornek 3.6 da tanimlanan (IEp, e) eliptik degerli metrik uzayini ele alinsin.

e:E, XE, > E,, [} =v, +iwy, T, =v, +iw, € E, olmak lizere

e (71,7) = lvy —vallg + i Iplllwy — wyllg, p < 0 bigiminde tanimlanmaktadir.

Th=2-3i , r=1+4+12i ve p=-9 olmak iizere J;, merkezli r yaricaph

Ep '
$(2.-3)(112) semberi ele alinsim ve
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Ep
TT = { T.T €8, 3012
4 + 3i, diger durumlar

olacak sekilde T:E, — E, kendi kendine doniisiimiinii tanimlansm. Buradan

aksiyomlarinin saglandigini bakalim.

ILL.VT =v+iwe€ 50?{2'_3)’(1'12) icine(7,TT) < @(T) — @(TT) olmahdir.
e(T,TT)=e(T,T7) =286

ve

o(T) —o(TT) = e(T,T5) —e(TT,T)

= lv=2llg + i vVI=9lllw + 3llg = llv = 2llg + i VI-9llw + 3llE

elde edilir. Boylece

6 <llv—=2lg +iI=9llw + 3llg = llv = 2l[g + i V[=9]llw + 3llg (5.10.1)

i. T =1+1i(5.10.1)denkleminde yerine yazilirsa

O<l1=2lg+iyI-9l1+3llg—111-2llg+ivI-9l1+3llg=>6<6
olup T =1 + i i¢in I kosulu saglamaktadir.

ii. T =1-7i(5.10.1) denkleminde yerine yazilirsa

O<I1-2lg+iyI-9M-7+3lg—lI1-2llg+iyI-9-7+3llg =6 <86
olup 7 = 1 — 7 igin I kosulu saglamaktadir.

iii. 7 =3+1i(5.10.1) denkleminde yerine yazilirsa

O<I3=2llg+iyI-91+3llg—13=-2l[g+ivI-9l1+3llg=0<86

olup 77 = 3 + i i¢in I kosulu saglamaktadir.
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iv. T =3-7i(5.10.1) denkleminde yerine yazilirsa

6 <I3=2lg+ivI-9l-=7+3llg = lI3=2llg +iVI-9-=7+3l[g=>6 <6

olup 77 = 3 — 7i i¢gin I kosulu saglamaktadir.
Boylece I kosulu saglamaktadir.
I,V =v+iwe€ 5412&2,_3),(1,12) icin
e(TT,T,) =e(T,2 — 3i)
= llv = 2llg + i /1=911lw + 3llg = llv = 2llg + i /I1=91lIw + 3llg
ver =1+ 12i dir.
i. T =1+1i(5.10.2) denkleminde yerine yazilirsa
1+ 120 < 11— 2llg +i+/[-91lI1 + 3llg
1+12i<1+12i
olup T = 1 + i igin I kosulu saglamaktadir.
ii. 7T =1-7i(5.10.2) denkleminde yerine yazilirsa
14120 < 11— 2llg + i/T=91l-7 + 3l
1+12i<1+12i
olup T = 1 — 7i igin I kosulu saglamaktadir.
iii. 7 =3+1i(5.10.2) denkleminde yerine yazilirsa
14120 <113 =2llg +i/1-91111 + 3|l
1+12i<1+12i
olup T = 3 + i i¢in I kosulu saglamaktadir.
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iv. T =3-7i(5.10.2) denkleminde yerine yazilirsa

1+12i < |13 =2||g +i+/[-91l-7 + 3llg
1+12i<1+ 12§
olup I, aksiyomu saglamaktadir. O halde I; ve I, kosullari saglandigindan

E .. o . o
go(z” _3),(112) ¢cemberini T nin bir sabit ¢emberidir.

Teorem 5.2: (E,e) bir metrik uzay ve pi}pr, = deki herhangi bir ¢ember olsun. ¢
dontigimii (2.1) deki gibi tanimlansin. Bir T : £ — £ kendi kendine doniisiimii

asagidaki 6zellikleri saglarsa, Soi,p,r nin, T nin sabit bir ¢gemberidir.
VT € p%r icin;
1.e(T,TT) < p(x) + @(TT) = 2r
ve
L, e(TT,T,) <
dir.

Ispat: (2.1) de tammlanan ¢ déniisiimii dikkate alinsin ve T € gof,:r herhangi bir

keyfi nokta olsun. I7 kosulunu kullanilarak
e(T,TT) S (M) + (TT) —2r =e(T,Ty) + e(TT,Ty) — 21

=e(Tr,Jo) =7 (2.3)

- E . ) ..
elde edilir. I, kosulundan TT" noktasi goT:T ¢emberinin iizerinde veya i¢inde olmalidir.

O halde iki durum s6z konusudur. Eger e(TT,7;) <r ise (2.3) kullanilarak
e(T,TT) < 0 geliskisi elde edilir. Bu nedenle e(TT,T,) = r olmalidir.

e(TT,Ty) = ryine (2.3) kullanilarak;
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e(T,TT) < e(TT,Ty) —r=r—1r=20
elde edilir ve boylece TT = T dir. Sonug olarak A’O;E.:r, T nin sabit bir ¢gemberdir.

Ornek 5.11: Ornek 3.1 de tanimlanan ([Ep, e) eliptik degerli metrik uzayi ele alinsin.

e:Ep XE, » E,, T} =v; +iwy, T, = v, +iw, € E, olmak lizere;
e (71,7;) =|lvy — vy ||g + il wi — wy || bigiminde tanimlanmaktadir.

T = 2 —3i,r =1+ 3i olmak iizere T merkezli r yarigapl JOI(EZ”_3) (13) ¢cemberi ele

alinsin ve

Ep
TT = T.T €85 313

3 — 2i,diger durumlar

olacak sekilde T: E,, — E, kendi kendine doniistimiinii tanimlansin.
VT =v+iwe go[f;_@'(m) icin e(T, TT) < @(T) + o(TT) — 2 olmalidir.
e(T,TT)=e([T,T) =286
ve
(@) +@(TT)—-2r = e(T,T,) +e(TT,T,) — 2r
= e(T,T,)+e(T,T,)—2r
=lv—=2g+illw+3llg+Iv—2+ilw+3|lg—2—6i
dir. Boylece
O<|lv=2|g+ilw+3|g+|lv=2|g+ilw+3|g—2—6i (5.11.1)

esitsizligi saglanmalidir.
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i. T =1(5.11.1) denkleminde yerine yazilirsa;
O<|[1-=2|lg+i0+3|lg+ |11 —2|lg+il 0+ 3||g—2—6i
0<1+3i+1+3i—2-6i
086

olup T = 1 i¢in I7 kosulu saglanmaktadir.

ii. T =3(5.11.1) denkleminde yerine yazilirsa;
O<|I3=2|lg+il0+3|lg+]|I3—2|lg+il 0+ 3||g—2— 6i
0<1+3i+1+3i—2—-6i
0<86

olup T = 3 igin I kosulu saglanmaktadir.

li. T =1-6i(5.11.1) denkleminde yerine yazilirsa;
O<|I1=2lg+il—-6+3|g+I1—=2/g+i —6+3|g—2—6i
0<1+3i+1+3i—2—-6i
080

olup T = 1 — 6i I3 kosulu saglanmaktadir.

iv. T =3-—6i(5.11.1) denkleminde yerine yazilirsa;
O<|3—=2|g+il—-6+3|g+|I3—2|g+il—6+3||g—2—6i
0<1+3i+1+3i—2-6i
080

olup T = 3 — 6i I kosulu saglanmaktadir.
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L,YT =v+iwe gOI(EZP’_3),(L3) icin
e(TT,Ty) = e(T,2 —30) = |lv — 2l|g + illw + 3| (5.11.2)
dir.
i. T =1(5.11.2) denkleminde yerine yazilirsa
e(TT,7y) =11 = 2||g + i]|0 + 3||g = 1 + 3i dir ve r = 1 + 3i oldugundan
e(TT, ) Sr
olup T = 1 i¢in I kosulunu saglamaktadir.
ii. T = 3(5.11.2) denkleminde yerine yazilirsa
e(TT,Ty) =13 — 2l|g + iJ|0 + 3||g = 1 + 3i dir ve r = 1 + 3i oldugundan
e(TT,Ty) ST
olup T = 3 i¢in I kosulunu saglamaktadir.
iii. T =1-6i(5.11.2) denkleminde yerine yazilirsa
e(TT,7y) =11 =2l|g +i|| — 6+ 3||g = 1 + 3i dirver =1 + 3i oldugundan
e(TT,T) <
olup T = 1 — 6i i¢in I kosulunu saglamaktadir.
iv. T =3—6i(5.11.2) denkleminde yerine yazilirsa
e(TT, 7)) =13 = 2llg + il — 6 + 3||g = 1 + 3i dir ve r = 1 + 3i oldugundan

e(TT,T)) Sr

olup 7 = 3 —6i i¢in I; kosulunu saglamaktadir. Boylece I7 ve I5 goI(EZp _a),(13)

¢emberini T nin bir sabit ¢emberidir.
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Ornek 5.12: Ornek 3.1 de tanimlanan ([Ep, e) eliptik degerli metrik uzayi ele alinsin.

e:Ep, XE, » E,, T} =v; +iwy, T, = v, +iw, € E, olmak lizere
e (7,7;) =|lvy — vy ||g + il wi — wy || bigiminde tanimlanmaktadr.

T =2 —3i,r =1+ 3iolmak iizere 7, merkezli r yarigapl golfzp_3) 1.3) cemberi ele

alinsin ve
TT =3 -2i
olacak sekilde T: [E,, — [E, kendi kendine doniigiimiinii tanimlasin.
YT =v+iwe pfzﬁ_mm) icin e(T, TT) < o(T) + @(TT) — 2 olmalidir.
e(T, TT) =e([T,3-20) =lv=3|lg+i|lw+2g+lv-=3llg + il w+ 2| (5.12.1)
ve
o[T)+ o(TT) —2r = e(T,T,) + e(TT,T,) — 2r
=e(T,2-3i)+e(3—-2i,2—-3i)—2—-6i
=llv—=2lg +illw+3|lg + I3 = 2l[g + il| =2+ 3|lg — 2 — 61
=lv-2|+ilw+3]-1-5i (5.12.2)
dir. Boylece
i. T =1(512.1) ve (5.12.2) denklemleri yerine yazilirsa
e(T,TT) =2+ 2ive o(T) + @(TT) — 2r = —2i
olup T = 1 i¢in I7 kosulu saglamamaktadir.
ii. T =3(5.12.1) ve (5.12.2) denklemleri yerine yazilirsa

e(T, TT) =2ve (T) + o(TT) — 2r = —2i
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olup T = 3 i¢in I7 kosulu saglamamaktadir.

iii. T =1-6i(5.12.1) ve (5.12.2) denklemleri yerine yazilirsa

e(T, TT)=2+4ive o(T) + o(TT) — 2r = —-2i

olup T = 1 — 6i i¢in I; kosulu saglamamaktadir.

iv. T =3—6i(5.12.1) ve (5.12.2) denklemleri yerine yazilirsa

e(T,TT) =4ive o(T) + @(TT) — 2r = —2i

olup T = 3 — 6i i¢in I7 kosulu saglamamaktadir.
LYT =v+iwe goI(E;_B),(m) icin

e(TT, %) = e(3—2i,2—3i) =|[1l|g + i||1|lg =1 +iver =1+ 3iolup
1+i= e(TT,7y) < r =1+ 3ioldugundan I kosulu saglamaktadir.

Boylece I3 kosulu saglamayip I5 kosulu sagladigindan 50]2” _3),(1,3) ¢emberini T nin

bir sabit gemberi degildir.

Ornek 5.13: Ornek 3.1 de tanimlanan ([Ep, e) eliptik degerli metrik uzayi ele alinsin.
e:E, XE, » Ep, 73 = v, +iwy, T = v, +iw, € E, olmak lizere
e (71,%) =||lvy — v, ||g + il wy — w; || bigiminde tanimlanmaktadir.
Jo =2 —3i,r =1+ 3i olmak tizere T, merkezli r yarigaplh 50]2_3),(1'3) cemberini
ele alalim ve

( —3+6i,T =1ise

—3—-7i,T = 3ise
TT =< 4+ 30,7 =1-6iise

L4—6i,T:3—6iise
3 —7i,diger durumlar

olacak sekilde T: E,, — E, kendi kendine doniigtimiinii tanimlansin.
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* . E . .
I3. VT =v+iw € 50(2”’_3)'(1’3) icine(T,TT) < @(T) + (TT) — 2r olmahdir. TT
bes farkli deger alabildiginden TT =7j =v; +iw;, j= 12345 bi¢iminde

gosterilsin. Bu durumda;
e(T,TT) = e(T,T)) =llv —vjllg +ill w — willg
=|v—v| +ilw—wj] (5.13.1)
dir ve
(@) +o(TT)—-2r = e(T,T,) +e(TT,T,) — 2r
=e(T,2-3i)+e(@j,2-3i)—2—-6i
=lv=2lg +illw + 3|lg +lv; — 2||g + illw; + 3||g — 2 — 6i
=|v—=2+ilw+3|+ |y —2| +i|lwj +3| -2 -6i (5.13.2)
dir. Boylece;
i. T =1(5.13.1) ve (5.13.2) denklemlerinde yerine yazilirsa
e(T,TT)=4+6ivep(T)+@(TT)—2r =4+ 6i
olup T = 1 i¢in I7 kosulu saglamaktadir.
ii. T =3(5.13.1) ve (5.13.2) denklemlerinde yerine yazilirsa
e(T,TT)=1+3ive @)+ o(TT) —2r =1+ 3i
olup T = 3 igin I; kosulu saglamaktadir.
. T =1-6i(5.13.1) ve (5.13.2) denklemlerinde yerine yazilirsa
e(T, TT)=4+ive(T)+o(TT)—-2r=4+1i
olup T = 1 — 6i igin I7 kosulu saglamaktadir.
iv. 7 =3-6i(5.13.1) ve (5.13.2) denklemlerinde yerine yazilirsa
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e(T, TT)=1ve o(T) + (TT) —2r =1

olup T = 3 — 6i i¢in I7 kosulu saglamaktadir.

I,bL,VIT=v+iwe gOI(EZp'_3)’(L3) icin e(TT,T,) < r olmaldir. TT bes farkli deger

alabildiginden TT = Tj = v +iw;, j = 1,2,3,4,5 biciminde gosterilsin, burada
7 =-34+6i(,7,=-3-7i,73=4+ 30,7, =4 — 6i,T; = 3 — 7i dir. Bu durumda;
e(TT,Tp) = e(T},Tp) = lv; — 2lg + ill w; + 3||g
= |v; — 2| + i|lw; + 3| (5.13.3)
olup ¢emberin tiim noktalari i¢in durumlar incelenmelidir.
I. T =1 (5.13.3) denkleminde yerine yazilirsa
e(TT,Ty) =5+ 9i dirver =1 + 3i oldugundan
olup T = 1 i¢in I kosulu saglamamaktadir.
ii. T = 3(5.13.3) denkleminde yerine yazilirsa
e(TT,Ty) = 2 + 6i dirver =1+ 3i oldugundan
olup T = 3 i¢in I kosulu saglamamaktadir.

iii. T =1-6i(5.13.3) denkleminde yerine yazilirsa
e(TT,Ty) = 2 + 6i dirver =1+ 3i oldugundan
olup T = 1 — 6i i¢in I kosulu saglamamaktadir.
iv. T =3 —6i(5.13.3) denkleminde yerine yazilirsa
e(TT,Ty) = 2 + 6i dirver =1+ 3i oldugundan

olup T = 3 — 6i i¢in I, kosulu saglamamaktadir. O halde (@[(EZ” _3),(1,3) ¢emberini T

Nin bir sabit gemberi degildir.
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Ornek 5.14: Ornek 3.6 da tanimlanan ([Ep, e) eliptik degerli metrik uzayi ele alinsin.

e:E, XE, > E, 73 =v; +iw;, I, =v, +iw, € E, olmak lizere
e (71,7) = lvy — vullg + i/ Iplllwy — wyllg ., p < 0 bigiminde tanimlanmaktadir.

Ty =3—7i,r =1+ 3ivep = —9 olmak lizere T, merkezli r yarigapli 801(55_7) 13)

¢cemberi ele alinsin ve

Ep
TT = { T.T € 50(3,—7),(1,3)
2 —7i,diger durumlar

olacak sekilde T: [E,, — [E, kendi kendine doniisiimii tanimlansin.
L.VYT=v+iwe goI(E;_ﬂ (1,3) i¢in e(T,77) < (T) + o(T7) — 2r olmalidir.

e(T,TT)=e([T,T) =286

ve

(@) + o(TT) —2r = e(T,T,) +e(TT,T,) — 2r

= e(T,T,)+e(T,T,)—2r

=2e(T,T,) — 2r

= 2|lv— 3| + 6il| w + 7||g — 2 — 6i
=2|lv-3|+6ilw+7|—2—6i (5.14.1)

dir. Boylece

i. T =2-—6i(5.14.1) denkleminde yerine yazilirsa ¢ (T") + ¢(TT) — 2r = 6
T = 2 — 6i i¢in I kosulunu saglamaktadir.

ii. T =2-—8i(5.14.1) denkleminde yerine yazilirsa ¢ (T') + @(TT) — 2r = 6
T = 2 — 8i i¢in I] kosulunu saglamaktadir.

iii. T =4 —6i(5.14.1) denkleminde yerine yazilirsa @(T) + @(TT) —2r = 6

T = 4 — 6i i¢in I] kosulunu saglamaktadir.
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iv. T =4 —8i(5.14.1) denkleminde yerine yazilirsa (') + @(TT) —2r = 6

T = 4 — 8i i¢in I] kosulunu saglamaktadir.
* . ]Ep -
I, VT =v+iwe€ P i,-7),1,3) 158

e(TT,7,) = e(T,T,) =|lv—3lg + 3il| w + 7||g
=|v-=3|+3ilw+7| (5.14.2)
dir. Boylece;

i. T =2-6i (5.14.2) denkleminde yerine yazilirsa e(TT,T,) = 1 + 3i olup
r = 1+ 3i oldugundan T = 2 — 6i igin I5 kosulu saglamaktadir.

ii. T =2-8i (5.14.2) denkleminde yerine yazilirsa e(TT,T,) = 1 + 3i olup
r =1+ 3i oldugundan T = 2 — 8i i¢in I5 kosulu saglamaktadir.

iii. T =4-6i (5.14.2) denkleminde yerine yazilirsa e(TT,T,) = 1 + 3i olup
r =14 3i oldugundan T = 4 — 6i i¢in I5 kosulu saglamaktadir.

iv. T =4-8i (5.14.2) denkleminde yerine yazilirsa e(TT,T,) = 1 + 3i olup
r =14 3i oldugundan T = 4 — 8i i¢in I5 kosulu saglamaktadir. Boylece I ve I5

kosullar1 saglandigindan golép _7(L3) ¢emberini T nin bir sabit ¢cemberidir.

Ornek 5.15: Ornek 3.6 da tanimlanan ([Ep, e) eliptik degerli metrik uzayi ele alinsin.

e:E, XE, > E, 73 =v; +iw,, T, =v, +iw, € E, olmak lizere
e (T1,7) = lvy — vallg + i/ Iplllwy — wyllg, p < 0 bigiminde tanimlanmaktadir.

To=3-7i,r=1+3i,p = -9 olmak iizere 7, merkezli r yarigapl goif’_ﬂ (1.3)

¢cemberi ele alinsin ve
TT =2-7i

olacak sekilde T: E,, — E, kendi kendine dontistimiin tanimlansin.

YT =v+iwe 502’,—7)41,3) icin e(T, 7) < @(T) + ¢(7;) — 2r olmalidir.
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e(T,TT) =e(T,2-7i) =|lv—-2|lg + 3i[|w+ 7||g
= v —2| +3ilw + 7| (5.15.1)

ve
(@) +o(TT)—2r = e(T,T,) +e(TT,T,) — 2r

=e(T,T,)+e(2—-7iT,) —2r

=|lv—=3llg + 3il| w + 7|lg + || = 1l[g + 3i|0]| — 2 — 61

=|lv-3|+3ilw+7|—-1—-6i (5.15.2)
dir. Boylece;

i. T =2-—6i(5.15.1) ve (5.15.2) denklemlerinde yerine yazilirsa e(T, TT) = 3i
ve (T) + o(TT) — 2r = =3iolup T = 2 — 6i i¢in I; kosulu saglamamaktadir.

ii. 7 =2-28i(5.15.1) ve (5.15.2) denklemlerinde yerine yazilirsa e(T, TT) = 3i
ve (T) + ¢(TT) — 2r = =3iolup T = 2 — 8i i¢in I] kosulu saglamamaktadir.

lii. 7T =4-6i(5.15.1) ve (5.15.2) denklemlerinde yerine yazilirsa
e(T,TT)=1+4+3ivep(T)+ @(TT)—2r =1—-3io0lupT = 4 — 6i igin I] kosulu
saglamamaktadir.

iv. T =4-8i(5.15.1) ve (5.15.2) denklemlerinde yerine yazilirsa
e(T, TT) =2+3ivep(T)+@(TT)—2r =1-3iolupT = 4 — 8i i¢in I] kosulu

saglamamaktadir.

L,V =v+iwe 50?;_7),(1,3) ise

e(TT,7,) =e(2=7i,3=70) =2=3|lg+3i|| =7+ 7||g
=2 -3|+3i|-7+7|

=1
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dir ve r =1+ 3i oldugundan I kosulu saglamaktadir. Boylece I; kosulu
saglanmayip I, kosulu sagladigindan g)[g’ _7(L3) ¢emberini T nin bir sabit ¢emberi

degildir.

Ornek 5.16: Ornek 3.6 da tanimlanan ([Ep, e) eliptik degerli metrik uzayi ele alinsin.

e:E, XE, > E, 73 =v;+iw;, T, =v, +iw,; € E, olmak lizere
e (71,7) = lvy — vullg + i/ Iplllwy — wyllg ., p < 0 bigiminde tanimlanmaktadir.

T=x+iy,Ty=3-7i,r=1+3ivep = —9 olmak lizere T, merkezli r yarigapl

Ep .
£ i,-7)a,3 semberi ele alinsin ve

(2—5i,T=2—6ise,
|2 —9i,7 =2 —8iise,
TT =<5—5i,T =4 —6iise,
|5—9i,T =4 —8iise,
kl — 5i,diger durmlar

olacak sekilde T: E,, — E, kendi kendine doniistimiinii tanimlansin.

I3V =v+iw e 601(55_7),(113) icine(T,TT) < o(T) + (TT) — 2r olmalidir. TT
bes farkli deger alabildiginden TT =7Tj = v +iw;, j= 1,2,3,4,5 biciminde
gosterilsin, burada 73 =2-5i, 5, =2-9i, T3=5-5i, 7,=5-9i ve
J5; =1 —5i dir. Bu durumda;

e(T,TT) = e(T,T)) = |lv—vjllg + 3ill w — willg

= |v — vj| + 3i|w - le (5.16.1)
ve
oT)+ o(TT)—2r = e(T,7,) +e(TT,T,) — 2r

= e(T,3—70) +e(Tj,3—7i)—2—6i

=|lv—3|lg +3illw+ 7|lg +||lv; — 3|lg + 3il[|lw; + 7||g — 2 — 6i (5.16.2)
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dir. Boylece;

i. T =2-—6i(516.1) ve (5.16.2) denklemlerinde yerine yazilirsa e(7,TT) = 3i
ve (T) + o(TT) — 2r = 3iolup T = 2 — 6i i¢in I] kosulu saglamaktadir.
ii. T =2-8i(516.1) ve (5.16.2) denklemlerinde yerine yazilirsa e(T,TT) = 3i
ve (T) + ¢(TT) — 2r = 3iolup T = 2 — 8i i¢in I; kosulu saglamaktadir.
li. T =4—6i (5.16.1) ve (5.16.2) denklemlerinde yerine yazilirsa e( T, TT) = 3i
ve (T) + @(TT) — 2r = 3iolup T = 4 — 6i igin I kosulu saglamaktadir.
iv. T =4-8i (5.16.1) ve (5.16.2) denklemlerinde yerine yazilirsa e(T,TT) = 3i
ve (T) + @(TT) — 2r = 3iolup T = 4 — 8i igin I kosulu saglamaktadir.

I, VI=v+iwe A’/JI(E;_H(B) icine(T,TT) < (T) + ¢(TT) — 2r olmahdur.
TT bes farkli deger alabildiginden TT =T = v +iw;, j= 1,2,3,4,5 biciminde
gosterilsin, burada 73 =2-5i, ,=2-9i, 73=5-5i, 7,=5-9i ve
J; = 1 — 5i dir. Bu durumda;

e(TT,T;,) = e(T),3 = 71) =||v; — 3|l + 3illw; + 7||g
= |v; — 3| + 3i|w; + 7| (5.16.3)
olup ¢emberin tiim noktalar1 i¢in durumlar incelenmelidir.

i. T =2-—6i(5.16.3) denkleminde yerine yazilirsa e(TT,J;,) = 1 + 6i ve
r=1+3iolupT = 2 — 6i i¢in I, kosulu saglamamaktadir.
ii. T =2—8i(5.16.3) denkleminde yerine yazilirsa e(TT,T;,) = 1 + 6i ve
r=1+3iolupT = 2 — 8i i¢in I, kosulu saglamamaktadir.
iii. T =4 —6i(5.16.3) denkleminde yerine yazilirsa e(TT,T,) = 1 + 6i ve
r =14 3iolup T = 4 — 6i igin I5 kosulu saglamamaktadir.
iv. T =4 —8i(5.16.3) denkleminde yerine yazilirsa e(TT,T,) = 1 + 6i ve
r=1+4+3i olup T =4 —8i igin I, kosulu saglamamaktadir. Boylece I7 kosulu
saglandigi halde I; kosulu saglanmadigindan (@[(E; _7(13) ¢cemberini T nin bir sabit

cemberi degildir.
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Teorem 5.3: (E,e) bir eliptik degerli metrik uzay ve goi:r, = deki herhangi bir

¢ember olsun. ¢ dontisimi (2.1) deki gibi tanimlansin. VT € goiir icin h € [0,1)
olmak iizere asagidaki Ozelikleri saglayacak sekilde bir T:Z — = kendi kendine

doniisiim varsa piﬁr, T nin sabit bir cemberidir.
I7.e(T,TT) < o(T) — o(TT)
ve
Iy.r < h[e(T, TT)] + e(TT,T,)

Ispat: ¢, (2.1) de tanimlanan doniisiim olsun. T € @i:r ve TT # T oldugunu

varsayalim. I7* ve I" kosullari kullanilirsa

e(T,TT) < o(T) —(TT) = e(T,T5) — e(TT,Tp)
=r— e(TT,Ty)
< h[e(T,TT)] + e(TT,Ty) — e(TT, Ty)
= hle(T,TT)]

elde edilir ki bu da h € [0,1) oldugundan bir ¢eliski olup varsayimimiz hatalidir. O

halde TT = T dir ve 0,7, cemberi T nin bir sabit gemberidir.

ORNEK 5.17: Ornek 3.5 te tanimlanan ([Ep , e) eliptik degerli metrik uzayi ele alinsin.

e:E, XE, > E, 3 =v, +iw;, T, =v, +iw,; € E, olmak lizere
e (T1,%) =i||7h — B||g, p < 0 bigiminde tanimlanmaktadir.

To=4+2i, r=4i ve p=—4 olmak iizere T, merkezli r yarigaplh golifz) 0.4)

cemberi ele alinsin ve

Ep
TT = { T.T € 50(4,2),(0,4)
2 —7i,diger durumlar
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olacak sekilde T: E, — E,, kendi kendine doniistimiinii tanimlansin.
I VT =v+iwe p[(EIZ) 04) icin e(T,TT) < @(T) — o(TT) olmaldir.

e(T, TT) =e(T,T)=20

ve

P(T) —o(TT) = e(T,T,) —e(TT,T)

= e(T,4+2i)—e(T,4+20)

=ifyw—42+4w-2)2—-iJ(v—4)2+4(w—-2)2=4
olup I7" kosulunu saglar.
I'’)VI =v+iwe 50[(?,2),(0,4) icin h = [0,1) olmak tizere
r < hle(T,TT)] + e(TT,T,) olmalidir.
hle(T, TT)] + e(TT,T,) = hle(T,T)] + e(T,T;)
=e(T,7)

= e(T, 4+ 20)

=i/ (v — 4)? + 4(w — 2)2

ve r = 4i olup I;" kosulu saglanmaktadir. Boylece I7" ve I5" kosullari saglandigindan

E . . . . . g
80(: 2),(0,.4) ¢emberi T nin bir sabit cemberidir.

Ornek 5.18: Ornek 3.5’te tanimlanan ([Ep , e) eliptik degerli metrik uzay1 ele alinsin.

e:E, XE, > E, 3 =v, +iw;, T, =v, +iw,; € E, olmak lizere

e (T1,%) =i||7i — Bl|g, p <0 bigiminde tanimlanmaktadir. Ty = 4 + 2i, r = 4i

ve p = —4 olmak tizere T merkezli r yarigaph golffz) 0.4) cemberi ele alinsin ve
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TT =4+12i

olacak sekilde T: E, — E, kendi kendine doniisiimii tanimlansin.
I'"' VI =v+iwe gOI(EfZ) ©0.4) icine(7,TT) < @(T) — o(TT) olmahdir.

e(T,TT) = e(T, 4+ 20) = i||T — (4 + 20|

=iy (v — 4)2 + 4(w — 2)2
ve
o(T) — @(TT) = e(T,T,) — e(TT, T)
= e(T, 4+ 2i) — e(4 + 2i,4 + 2i)

= e(T,4+ 2i)

=iy (v — 4)? + 4(w — 2)2
olup I7" kosulu saglanmaktadir.
IV =v+iw€ 50[5:,2),(0,4) icin h = [0,1) olmak lizere
r < hle(T,TT)] + e(TT,T,) olmalidir.
hle(T, TT)] + e(TT,T,) = hle(T,4 + 20))] + e(4 + 2i,4 + 2i)

= hle(T, 4 + 2i)]

= h|if/ (v = D2 + 4w - 22|

dir. r = 4ive h = [0,1) oldugundan I" kosulu saglamamaktadir. Béylece I7* kosulu
saglandig1 halde I5" kosulu saglanmadigindan (@[(Efz) ©0.4) ¢emberini T nin bir sabit

cemberi degildir.
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Ornek 5.19: Ornek 3.6 da tanimlanan ([Ep, e) eliptik degerli metrik uzayi ele alinsin.

e:E, XE, > E, 73 =v; +iw;, T, =v, +iw, € E, olmak lizere;
e (71,7) = lvy — vullg + i/ Iplllwy — wyllg ., p < 0 bigiminde tanimlanmaktadir.
T=x+iy ,Ty=5+4i,r=2+2i ve p=—16 olmak {lizere T, merkezli r

Ep .
yarigapli £ (5.4).(2.2) ¢cemberi ele alinsin ve

Ep
TT = { 7.7 € 5/‘7(5.4),(2.2)
4 + 4i,diger durumlar

olacak sekilde T: E, — E, kendi kendine doniisiimii tanimlansin.
I VT =v+iwe goI(E:4) 22) icine(7,TT) < @(T) — o(TT) olmahdur.

e(T, TT) =e(T,T) =20
ve

¢(T) —o(TT) = e(T,T,) —e(TT,T)

= |[lv—=>5llg +i|-16|llw — 4llg — llv — 5llg — i y[—16]|lw — 4|l
= |v — 5| + 4ilw — 4] — |v — 5| — 4i|w — 4| (5.19.1)

dir. Boylece;

L. T=3+ %i (5.19.1) denkleminde yerine yazilirsa
oT)—@(TT)=2+4i—2—-4i=0olupT =3+ gi icin I7" kosulu saglanir.

ii. T=3+ %i (5.19.1) denkleminde yerine yazilirsa
oT)—@(TT)=24+4i—-2—-4i=0o0lupT =3+ %i icin I7" kosulu saglanir.

. =7+ zi (5.19.1) denkleminde yerine yazilirsa
oT)—@(TT)=2+4+4i—2—-4i=0o0lupT =7+ gi igin I7" kosulu saglanir.

iv. T=7+ %i (5.19.1) denkleminde yerine yazilirsa
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oT)—(TT)=2+4i—-2—-4i=0o0lupT =7+ %i icin I7" kosulu saglanir.

I’ VI =v+iw e goI(E;"LL)’(Z'Z) icin h = [0,1) olmak tizere

r < hle(T,TT)] + e(TT,T,) olmalidir.
hle(T, TT)] + e(TT,T,) = hle(T,T)] + e(T,T,)
=e(T,75)

=e(T,5 + 4i)

= |lv = 5llg + i I-16]llw — 4]lg
= |v — 5| + 4ilw — 4] (5.19.2)

dir. Boylece;

i. T=3+ ;i (5.19.2) denkleminde yerine yazilirsa
hle(T,TT)] + e(TT,T,) = 2 + 2i olup r = 2 + 2i oldugundan T = 3 + 2i igin I3’
kosulu saglar.
ii. T =3+ %i (5.19.2) denkleminde yerine yazilirsa
hle(T,TT)] + e(TT,T,) = 2 + 2iolup r = 2 + 2i oldugundan T = 3 +%i i¢in I
kosulu saglar.
. =7+ gi (5.19.2) denkleminde yerine yazilirsa
hle(T,TT)] + e(TT,T,) =2 + 2iolup r = 2 + 2i oldugundan T = 7 +§i icin I5"
kosulu saglar.
iv. T=7+4 %i (5.19.2) denkleminde yerine yazilirsa

hle(T, TT)] + e(TT,T,) =2 + 2i olup r = 2 + 2i oldugundan T = 3 + gi icin I

kosulu saglar. Boylece I7°ve I;" kosullari sagladigindan golfsp 22) cemberini T nin

bir sabit cemberidir.
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Ornek 5.20: Ornek 3.6 da tanimlanan ([Ep, e) eliptik degerli metrik uzayi ele alinsin.

e:E, XE, > E, 73 =v; +iw;, T, =v, +iw, € E, olmak lizere;
e (71,7) = lvy — vullg + i/ Iplllwy — wyllg ., p < 0 bigiminde tanimlanmaktadir.

T=x+iy,Ty=5+4i,r =2+ 2ivep = —4 olmak lizere T, merkezli r yarigapli

Ep .
P 54,22 cemberi ele alinsin ve

. Ep
— {5 +4,T €0, 0
7 + 5i,diger durumlar

olacak sekilde T: E, — E,, kendi kendine doniistimiinii tanimlansin.
I VT =v+iwe 5034)’(2,2) icine(7,TT) < @(T) — o(TT) olmahdur.
e(T,TT) = e(T,5 + 4i)

= [lv =5l + i v/I=16]llw — 4ls

=|lv — 5[ + 4i|lw — 4| (5.20.1)
ve
p(@) —(TT) = e(T,7,) —e(TT,T)

=e(T,5+4i) —e(5+4i,5 + 4i)

= e(T,5 + 4i)
= |lv = 5llg + iy |-16]llw — 4llg
= |v — 5| + 4ilw — 4 (5.20.2)

dir. Boylece;

i. T =3+3i(5.20.1)ve (5.20.2) denkleminde yerine yazilirsa
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e(T, TT) =2+2ive o(T)—@(TT) =2+ 2i olup T =3+ 3i i¢in I7" kosulu
saglanir.

ii. T =3+5i(5.20.1)ve (5.20.2) denkleminde yerine yazilirsa

e(T,TT) =2+ 2i ve o(T) —@(TT) =2+ 2i olup T = 3+ 5i i¢in I7" kosulu
saglanir.

iii. 7 =7+ 3i(5.20.1) ve (5.20.2) denkleminde yerine yazilirsa

e(T, TT) =2+2ive o(T)—@(TT)=2+2i olup T =7+ 3i i¢in I7" kosulu
saglanir.

iv. T =7+5i(5.20.1) ve (5.20.2) denkleminde yerine yazilirsa

e(T, TT) =2+ 2ive o(T)—@(TT)=2+2i olup T =7+ 5i i¢in I7" kosulu

saglanir.
L'V =v+iwe€ golf&)’(z‘z) icin h = [0,1) olmak tizere

r < hle(T,TT)] + e(TT,T,) olmalidir.
hle(T, TT)] + e(TT,T,) = hle(T,5 + 4i)] + e(5+ 4i,5 + 4i)
= hle(T,5 + 4i)]

=e(T,5 + 4i)

= hllv = 5llg + i /I=16]lw — 4llg]
= h[lv — 5| + 4i|lw — 4|] (5.20.3)
dir. Boylece;

i. T =3+ 3i(5.20.3) denkleminde yerine yazilirsa
hle(T,TT)] + e(TT,T,) = h[2 + 2i] olup r =2+ 2i ve h=[0,1) oldugundan
T =3 + 3ii¢in I3 kosulu saglamaz.
ii. T =34 5i(5.20.3) denkleminde yerine yazilirsa
hle(T,TT)] + e(TT,T,) = h[2 + 2i] olup r =2+ 2i ve h=[0,1) oldugundan
T = 3 + 5i i¢in I" kosulu saglamaz.
iii. T =7+ 3i(5.20.3) denkleminde yerine yazilirsa
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hle(T, TT)] + e(TT,T,) = h[2 + 2i] olup r =2+ 2i ve h=[0,1) oldugundan
T =7 + 3ii¢in I3 kosulu saglamaz.
iv. T =7+ 5i(5.20.3) denkleminde yerine yazilirsa

hle(T, TT)] + e(TT,T,) = h[2 + 2i] olup r =2 +2i ve h=[0,1) oldugundan
T =7+ 5i igin I3" kosulu saglamaz. Boylece I7" kosulu saglandigi halde I5" kosulu

saglanmadigindan g)[(E; 0,2.2) ¢cemberini T nin bir sabit ¢cemberi degildir.

Ornek 5.21: Ornek 3.6 da tanimlanan (]Ep, e) eliptik degerli metrik uzay ele alinsin.

e:E, XE, > E,, 7} =v; +iwy, T, = v, +iw, € E, olmak lizere;

e (71,7) = lvy —vallg + i/ Iplllwy — wyllg, p < 0 bigiminde tanimlanmaktadir.

T=x4+iy,Ty=5+4i,r =2+ 2ivep = —4 olmak lizere T, merkezli r yarigapli

Ep :
P 54,22 ¢cemberi ele alinsin ve

. Ep
— {7 +50,T €04 0
4 + 4i, diger durumlar

olacak sekilde T: E,, = E,, kendi kendine doniisiimii tanimlansin.
IFVT =v+iwepl, ., icine(,TT) < ¢(T) - ¢(TT) olmalidir.
e(T,TT) = e(T,7 + 5i)

= llv=7lls + iv/1=4lllw = 5]l

=|lv = 7| + 2i|lw = 5| (5.21.1)
ve
p(@) —(TT) = e(T,7,) —e(TT,T;)

=e(T,5 + 4i) — e(7 + 50,5 + 4i)
= |lv=>5llg + i vVI=4lllw = 4llg = [I7 = Sl + i V=715 = 4l
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=|v—-5|+2ilw—4|—-2-2i (5.21.2)
dir. Boylece;

i. T =3+3i(521.1)ve (5.21.2) denkleminde yerine yazilirsa
e(T,TT) =4+ 4i ve o(T) — @(TT) = 6 elde edilir T = 3 + 3i i¢in I7" kosulu
saglamamaktadir.
ii. T =3+5i (5.21.1)ve (5.21.2) denkleminde yerine yazilirsa
e(T, TT) =4 ve o(T)—@(TT) =0 elde edilir T =3+ 5i i¢cin I7" kosulu
saglamamaktadir.
iii. 7 =7+3i(5.21.1)ve (5.21.2) denkleminde yerine yazilirsa
e(T,TT) = 4i ve ¢(T)—@(TT) =0 elde edilir T =7+ 3i i¢in I7" kosulu
saglamamaktadir.
iv. T =7+5i(5.21.1) ve (5.21.2) denkleminde yerine yazilirsa
e(T, TT) =0ve p(T) — o(TT) = B eldeedilirT = 3 + 3ii¢in I7" kosulu saglanir.

Ancak ¢emberin diger 3 noktasi i¢in I7" kosulu saglamadigindan 502’ 0,2.2) ¢cemberi

ve T donistimii igin I7" kosulu saglamamaktadir.
' VI =v+iwe€ 50[2’4) (2.2) 160 h =[0,1) olmak lizere

r < hle(T,TT)] + e(TT,T,) olmalidir.

hle(T, TT)] + e(TT,T,) = hle(T,7 + 5i)] + e(7 + 5i,5 + 4i)

=h [”17 —7llg +i+|—4lllw— 5”[E] + 117 = 5|lg + i /|_—4|||5 — 4]y
= hllv = 7| + 2ilw = 5]] + 2 + 2i (5.21.3)

dir. Boylece;

I. T =3+ 3i(5.21.3) denkleminde yerine yazilirsa
hle(T,TT)] + e(TT,T,) = h[4+4i]+2+2i olup r=2+2i ve h=]01)
oldugundan " = 3 + 3i i¢in I3" kosulu saglamaktadir.

ii. T =3+ 5i(5.21.3) denkleminde yerine yazilirsa
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he(T, TT)] + e(TT,T,) =h[4+0i] +2+2i olup r=2+2i ve h=[01)
oldugundan T = 3 + 5i i¢in I" kosulu saglamaktadir.

iii. T =7+ 3i(5.21.3) denkleminde yerine yazilirsa
he(T, TT)] + e(TT,T,) =h[0+4i] +2+2i olup r=2+2i ve h=][01)
oldugundan T = 7 + 3i i¢in I5" kosulu saglamaktadir.

iv. T =7+ 5i(5.21.3) denkleminde yerine yazilirsa
he(T, TT)] + e(TT,T,) =h[0+0i] +2+2i olup r=2+2i ve h=][01)
oldugundan 77 = 7 + 5i igin I" kosulu saglamaktadir. Béylece I5" kosulu saglandigi

halde I7" kosulu saglamadigindan goI(E;" 9,22) ¢emberi T nin bir sabit gemberi degildir.
Teorem 5.4: (2, e) bir eliptik degerli metrik uzay ve 50?0”1, = deki herhangi bir
¢ember ve ¢ doniisiimii (2.1) deki gibi tanimlanan doniisiim olsun. Her 77 € E ve
herhangi bir h > 1 i¢in T: £ = E kendine doniisimii

e(T,TT) < m (5.4.1)

kosulunu saglarsa T = I dur ve @ipr nin, T nin sabit bir cemberidir.

Ispat: T € E ve TT = T olsun. Béylece (5.4.1) ve iiggen esitsizliklerini kullanilirsa
hle(T, TT)] < (T) — o(TT)

=e(T,7;) —e(TT,7,)

<e(T,TT)+e(TT,T,) — e(TT,T,)

=e(T,TT)

elde edilir ve boylece
(h—De(T,TT) <0

olur, ancak h > 1 oldugundan son esitsizlik bir geliskidir. Buradan TT = T ve

T = Iy elde edilir. Sonug olarak @ipr nin, T nin sabit bir ¢gemberidir.
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6. ELIiPTIK DEGERLiI METRIK UZAYLARDA SABIT CEMBERLERIN
BAZI TEKLIK TEOREMLERI

Bu boliimde, 5. boliimde elde edilen sabit ¢emberlerin teklik teoremleri incelenecektir.
Teorem 5.1 deki pipr sabit ¢emberinin tek olmak zorunda olmadigina dikkat

edilmelidir, Benzer olarak (Teorem 5.2, 5.3) deki sabit gemberlerle de tek degildirler.

Boylece asagidaki 6nerme verilebilir.

Onerme 6.1: (,e) bir eliptik degerli metrik uzay olsun. Verilen herhangi goif’r ve
go?fp cemberleri i¢in Z in en az bir kendi kendine T doniisiimii vardir, 6yle ki T,

E E
p p . . .
5 VP ¢emberlerini sabit birakir.

. E E . .
Ispat: gofzr ve goTﬁr, E deki herhangi ¢emberler olsunlar. a, e(a,Ty) #r ve

e(a,77) # p oOzelliginde bir sabit olmak tizere V T € E igin;

E E
TT = {T P TPy, U, (3.1)
@ aksi halde

bi¢giminde T: £ — = kendi kendine doniisiimii tanimlansin. Ayrica
VT €EZ igin

01 (T) =e(T,T) ,
ve

@2 (T) = e(T, 7)),

olacak sekilde ¢4,¢, = E — [0,00) doniisiimlerini tanimlansin. Boylece sirasiyla
@1(T) ve @,(T) doniisiimleri ile birlikte goi]”’r ve pi”,p cemberleri i¢in T tarafindan
I; ve I, kosullarmin saglandig1 kolaylikla kontrol edilebilir. Agikga Teorem 5.1 den

Ep Ep . . .-
[T T nin sabit gemberleridir.
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Sonug 6.1: (E,e) bir eliptik degerli metrik uzay olsun. Verilen herhangi go_fl”rl,

E . E E . .
p . . p p . . . . :‘
goTn’rngemberlerl igin " . 05 ¢cemberlerini sabit birakacak bi¢cimde E in en

az bir T kendi kendine doniistimii vardir.

Ornek 6. 1: (E, e) bir eliptik degerli metrik uzay ve 5051’;1, ’piirn’ = deki herhangi
cemberler olsun. a, e(a,T;) # r; (1 < i < n) olacak bigimde bir sabit olsun. VT € E

icin;

n
E
TT = T;TEUpffn
i=1

a, aksi halde

olacak bicimde T: Z —» Z kendi kendine doniistimiinii ve ¢@; = e(7,7;),(1 <i <n)

olacak bigcimde ¢;:Z — [0,0) doOniisiimlerini tanimlansin. Boylece sirasiyla

goga.zrl, ’&O;E"Zrn ¢cemberleri i¢in /; ve I; kosullarinin T tarafindan saglandig: kolayca

kontrol edilebilir. Sonug olarak goiprl, ,p?:rn cemberleri Teorem 5.1 e gore T nin

sabit cemberleridir. Bu ¢emberlerin ayrik olmasi1 gerekmediginde dikkat edilmelidir.

Bu nedenle, sabit ¢emberlerin tekligini arastirmak oOnemlidir. Bdylece asagidaki

teoremle Teorem 5.1 deki sabit cemberler igin teklik kosullarini tanimlayabiliriz.

Teorem 6.1: (E,e) bir eliptik degerli metrik uzay ve goif"r, & deki herhangi bir

—-~

¢cember ve T:E — E Teorem 5.1 de verilen I; ve I, kosullarin1 saglayan bir kendi

kendine doniigiim olsun. V 7; € goif’r T, € E\goif’r ve herhangi bir h € [0,1) igin ;
I5.e(Tr, Tr,) < h.e(73,T5) (3.2)
Ozelligi T tarafindan saglaniyor ise goifr , T nin tek sabit gemberidir.

Ispat: T kendi kendine doniisiimiiniin iki tane pif’ Ve goipp sabit cemberi oldugunu,

. . E E . C
yani T nin I; ve I, kosullarini goT:r ve SoTlpp cemberlerinin her biri i¢in sagladigini
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varsayalim. 7;, € goiir ve T, € go:[f.ﬁp herhangi noktalar olsun. e(7;,7,) = 0 ve

boylece 7;, = T, oldugu gosterilecektir. I; kosulunu kullanilarak,

e(%, T,) = e(Tr, Tr,) < h.e(T,, T;,)

elde edilir ki bu da h € [0,1) oldugu ig¢in bir ¢eligkidir. Sonug olarak, goif”r T nin tek

sabit cemberdir.

Onerme 6.1 in ispatinda verilen T kendi kendine déniisiimiin (I3) biiziilme kosulunu

saglamadigina dikkat edilmesi gerekmektedir.

Siradaki teoremle Teorem 5.2 deki sabit gemberler i¢in teklik kosulunu veriyoruz.

Teorem 6.2: (Z, e) bir eliptik degerli metrik uzay ve goi:r, = deki herhangi bir gember
ve T:E - E Teorem 5.2 de verilen I ve I; kosullarini saglayan bir kendi kendine

dontigiim olsun. Eger (3.2) de tanimlanmis (I3) biiziilme kosulu V 73 € goif’r , T, €

E\gogz.;r ve herhangi bir h € [0,1) i¢in T tarafindan saglaniyor ise pf.sr ,T nin tek

sabit cemberidir.

Ispat: Teorem 6.1in ispatina benzer olarak elde edilir.
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7.SONUC VE ONERILER

Bu tezde ilk boliimde sabit nokta teorisinden, sabit nokta teorisindeki gelisme ve
genellestirilmelerden bahsedilmistir. Ikinci boliimde sabit nokta teorisindeki temel
tanim ve teoremlere ve eliptik sayilarin temel cebirsel 6zellikleri ile eliptik degerli

metrik uzaylara deginilmistir.

Daha onceki ¢alismalarda eliptik degerli metrik uzaylar tanitilmis ve bu uzaylara bazi
ornekler verilmistir. Bu tezde bu 6rnekler ele alinmig ayrica ilk olarak bu tezde yeni
eliptik degerli metrik uzay oOrnekleri verilmistir. Daha sonraki boliimlerde 6rnek
verilen eliptik degerli metrik uzaylarda bazi ¢ember 6rnekleri verilmis bu 6rnekler

grafiklerle gorsellestirilmistir.

Son boéliimlerde ise tezin temel amaci olan eliptik degerli metrik uzaylarda sabit

¢emberlerin varlik ve teklik teoremleri incelenmistir.

Yapilan bu calismayla sabit nokta teorisi literatiiriine katkida bulunulmustur.

Boylelikle sabit nokta teorisinde yapilabilecek daha ileri ¢aligmalara 151k tutulmustur.
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