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OZET
YUKSEK LiSANS TEZI
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Tez Damismami: Prof Dr. Gabil YAGUB

2017, 29+VI1I

Jiiri: Yrd. Doc. Dr. Taha Yasin OZTURK
Jiiri: Doc. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Bu tezde eliptik denklem i¢in bir optimal kontrol problemi ele alindi. Bu ¢alismanin 3.1
boliimiinde once eliptik denklem i¢in bir optimal kontrol problemi tanimlandi. 3.2
boliimiinde eliptik denklem i¢in birinci gesit sinir deger problemlerinin genellestirilmis
¢oztimlerinin varlig1 ve tekligine ait olan hiikiim ve onu ispat1 verildi. Bu hiikiimden
yararlanarak 4.1 boliimiinde s6z konusu optimal kontrol probleminin ¢oziimiiniin varligt
ve tekligini iceren teorem ispatlandi. 4.2 boliimiinde amag¢ fonksiyonelinin
diferensiyellenebilir oldugu incelendi ve fonksiyonelin gradiyenti igin formiil elde
edildi. Bu formiilden yaralanarak optimal kontrol probleminin ¢6ziimii igin gerek ve
yeterli sart gosterildi. Nihayet ¢alismanin 4.3 boliimiinde optimal kontrol probleminin

¢ozlimil i¢in gradiyent yonteminin algoritmasi verildi.

Anahtar Kelimeler: Eliptik denklemi, Sinir Deger Problemi, Optimal kontrol,

Gradiyent Yontemi
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In this thesis, an optimal control problem for the elliptic equation is discussed. In
section 3.1 of this work, we first defined an optimal control problem for the elliptic
equation. In section 3.2, the provision belonging to the existence and uniqueness of the
generalized solutions, and the provision of it. Utilizing this provision, the problem of
section 4.1 has been proved for solving of the optimal control problem and for the only
expensive theorem. In section 4.2, objective functional were examined for
differentiability and formula for gradient of functional were obtained. It was necessary
and sufficient condition for the solution of optimal control problem. Finally, in section

4.3 of the work, an algorithm for solving of the optimal control problem is given.

Keywords: Elliptic Equation, Boundary Value Problem, Optimal Control, Gradient

Method
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Bu calisma Ibrahim Cegen Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim
dalinda yiiksek lisans tezi olarak hazirlanmistir.

Gelisen ve degisen diinyada 21. Yiizyi1l teknolojisine ayak uydurmamiz
gerekmektedir. Burada bizim i¢in olmazsa olmaz bilim dali, matematiktir. Bu
teknolojiyi yakalamak i¢in, matematik biliminde en azami Olgiide yararlanmamiz
gerekmektedir.

Bu tez galismasi eliptik denklem i¢in optimal kontrol probleminin iyi konulmasi

ve ¢Oziimii igin gerek ve yeterli sartla ilgili meseleler tizerine hazirlanmistir

Calismalarimin planlanmasinda, arastirilmasinda ve olusturulmasinda ilgi ve
destegini esirgemeyen bilgi ve tecriibelerinden yararlandigim, yonlendirme ve
bilgilendirmesiyle calismami bilimsel temeller 1s18inda sekillendiren Saym Prof. Dr.
Gabil YAGUB danisman hocama en igten tesekkiirlerimi sunarim.

Tezin hazirlanma siirecinde manevi destegini her zaman hissetti§im aileme

sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Fatih ARTIS

Agnr-2017
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1. GIRIS

Eliptik denklemler ile ifade edilen sistemler igin optimal kontrol problemleri
dagilmis parametreli sistemler i¢in optimal kontrol problemlerinin bir kismi olup
durgun 1s1 siireglerinin 6grenilmesinde, elastikiyet teorisinde ve diger alanlarda ortaya

cikar [7—9]. Bu nedenle eliptik denklem igin optimal kontrol problemlerinin

Ogrenilmesi, gerek teorik gerekse pratik agidan 6nem tasir.

Soylemek gerekir ki, eliptik denklemler ile ifade edilen sistemler ig¢in optimal
kontrol problemleri 6nceden farkli arastirmacilar farkli konulmalarda incelenmistir
[1—3,6—12,14]. Bu ¢alismalarin ¢ogunlugunda amag fonksiyoneli genelde alttan sinirli

fonksiyonellerdir ve olas1 kontroller kiimesi ise 6l¢iilebilir sinirli fonksiyonlar sinifindan
secilen kapali sinirli kiimelerdir. Ancak sunulan bu tez ¢alismasinda amag fonksiyoneli
goriiniirde alttan sinirli degil ve olas1 kontroller kiimesi de karesel integrallenebilir

fonksiyonlar uzayidir, yani olasi kontroller kiimesi genelde sinirsiz kiimedir.

Sunulan bu tez ¢alismasinda eliptik denklem igin bir optimal kontrol problemi
incelenmektedir. Burada esas amacimiz konulan problemin ¢o6ziimiintiin varligini,
tekligini incelemek, ¢oziim igin gerek ve yeterli sartlar elde etmek ve niimerik ¢6ziim
icin algoritma olusturmaktir. Tez calismasi giris, kuramsal temeller, materyal ve
yontem, arastirma bulgulari, tartisma ve sonu¢ olmak iizere bes boliimden ve
kaynaklardan olugsmaktadir. Tezin 3.1 boliimiinde eliptik denklem i¢in optimal kontrol
probleminin konulmasi verilir. 3.2 boliimiinde eliptik denklem igin 1. gesit sinir deger
probleminin genellestirilmis ¢6ziimiinlin varligi ve tekligine ait dnceden bilinen hiikiim
verilmistir. 4.1 boliimiinde optimal kontrol probleminin ¢6ziimiiniin varligi ve tekligi

ispatlanmustir. 4.2 boliimiinde amag fonksiyonelinin diferansiyellenebilirligi incelenmis



ve fonksiyonelin gradiyenti i¢in formiil bulunmustur. Bu formiilden yaralanarak optimal
kontrol probleminin ¢6zlimii i¢in gerek ve yeterli sart ifade edilmisti. 4.3 boliimiinde
fonksiyonelin gradiyenti i¢in olan formiilii kullanarak bir boyutlu haldeki eliptik
denklem i¢in optimal kontrol problemin ¢éziim algoritmasi agiklanmistir. Tartisma ve
sonug boliimiinde ise bu ¢alismanin daha 6nceki yapilan ¢aligmalardan farkliligi ortaya

konulmus ve tezin 6nemi vurgulanmistir.

Fatih ARTIS

Agn-2017



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bdliimde galisma boyunca kullanacagimiz tanim ve teoremleri verecegiz.

Tanim 2.1: LZ(D) uzay1 Hilbert Uzay1 olup elemanlar1 D bolgesinde olgiilebilir ve

karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin Lebesque uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm

asagidaki gibi tanimlanir:

UV o) = J'u(x)v(x)ix

D
||u||L2(D) = \/<u’u> L(p) < T-

Tamm 2.2: Wzl(D) Hilbert uzay: olup elemanlarinin kendisi ve onlarin j—u j=1n
X .
J

birinci mertebeden genellestirilmig tiirevleri LZ(D) uzayindan olan Sobolev uzayidir.

Bu uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

0
Wzl(D) uzay1 Wzl(D)’nin alt uzay1 olup elemanlar1 D’nin smirinda sifira doniisen

fonksiyonlardir [5] .

Tanmm 2.3: V, X lineer uzayimin bir alt kiimesi olsun. Eger V u,veV ve a €[0,1] i¢in

au+(1l-a)veV oluyorsa, V kiimesine X de konveks kiime denir [4].



Tamm 2.4: Eger B Banach Uzayindan olan {uk} dizisi i¢in Vc e B, |I<im <c, uk> = <C, u)
sart1 saglaniyorsa bu takdirde {uk} dizisi UeB noktasina zayif yakinsiyor denir.

Burada B* uzayi B’nin eslenik uzayidir [4,13].

Tamm 2.5: U, B Banach Uzaymin bir kiimesi olsun. Eger V{uk} eU dizisinden zayif

yakinsayan en azindan bir alt dizi segmek miimkiin ise bu takdirde U kiimesine B de

zay1f kompakt kiime denir [4, 13] .

Tamm 2.6: J (u) fonksiyoneli B Banach Uzaymin U alt kiimesinde tanimlanmis olsun.

k—o0

saglaniyorsa bu takdirde J(u) fonksiyoneline u noktasinda alttan zayif yari siirekli

denir [13].

Tamm 2.7: Diyelim ki B herhangi Banach Uzay1 ve J(u) fonksiyoneli u noktasinin
herhangi bir a)(u,}/):{v:Ve B,||V—u||<]/} komsulugunda tanimlanmis olsun. Eger

fonksiyonelin artisi i¢in

o(h,u)

| =
T

olacak sekilde AJ(u)=J(u+h)-J(u)= <J (), h>B +o(h,u) sartim  saglayan

J' () € B* elemam varsa, bu taktirde J(u) fonksiyoneli u noktasinda Frechet anlaminda

diferansiyellenebilirdir. Burada B* uzayi B’nin eslenik uzayidir [13].

Teorem 2.8: Diyelim ki U, B Banach uzayinin konveks bir alt kiimesi, J(u)

fonksiyoneli bu kiimede 1. mertebeden siirekli tiirevlenebilir konveks fonksiyonel ve

U, = {u eU:Ju)=J,=infJ (u)} kiimesi J(u) fonksiyonelinin minimum noktalar



kiimesi olsun. Bu takdirde Yu* eU, i(;in<J'(u*),u —u*> >0 sartinin saglanmasi gerek

ve yeterlidir. Eger U = Biise, bu takdirde Yu" €U, igin J'(u*):O§art1n1n saglanmasi

gerek ve yeterlidir [13] .

Teorem 2.9 (Weierstrass Teoremi): U, B Banach Uzayinda zayif kompakt kiime

olsun. J(u) fonksiyoneli ise bu kiimede tanimlanan sonlu degerlere sahip ve alttan zayif

yar1 siirekli olsun. Bu taktirde J, =inf J(u) >— , U, = {u eU:Ju)=1J,}=¢ zayif

kompakttir ve U dan olan herhangi minimallestirici dizi minimum noktalar kiimesine

yakinsar [13] :

Lemma 2.10 (Cauchy —Bunjakovski Esitsizligi): u,v e L, (Q) elemanlari i¢in

1
< [I|u|2dxer2 U|v|2dxd r]z
Q Q

j uvdxdz
Q

esitsizligi gecerlidir [5]



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Eliptik Denklem I¢cin Optimal Kontrol Probleminin Konulmasi

Farz edelim ki D € R" n-boyutlu Eucliden uzayinin sinirli, agik kiimesi olsun ve
I'eC? yani T" smir1 2. mertebeden siirekli tiirevlenebilir sinir1 olsun. Asagidaki optimal

kontrol problemini géz dniine alalim.

J,(v)= —,Bﬂu(x;v)— y(x)“dx + aﬂv((x)]zdx (3.1.1)
D D
fonksiyonelinin V =L,(D) kiimesi iizerinde

n a a
i j’“a_xj(a,.k (x)ajﬂi(x)u vx).  xeD (3.12)

u.=0,sel (3.1.3)
sartlar1 altinda minimumunu bulmak gerekir. Burada S >0,a >0 verilen sayilar,

a; (x), a(x) fonksiyonlari 6lgiilebilir smirli fonksiyonlar olup asagidaki sartlari saglar.

a, (x)=a,(x), j.k=1Ln (3.1.4)
2 n 2 0

wl|E Ras%ajk(x)gjgks;ﬁHg L VEER", WX (3.1.5)
O<u,<a(x)<p,, VxeD (3.1.6)

u; =sabit>0 j=03, yeL,(D) verilen fonksiyondur.

Her bir ueV i¢in (3.1.2)-(3.1.3) sartlarindan U = u(x): u(X;V) fonksiyonun bulunmasi
problemi eliptik denklem icin 1. ¢esit sinir deger problemidir. Bu problemin ¢dziimii

olarak; V7 =n(x)eW, (D) igin



] ,n ajk(x)a_ua_7+a(x)un o = [v(x)7(x)x (3.1.7)

integral 6zdesligini saglayan ve Wzl(D) uzayina ait olan U :u(x):u(x;v) fonksiyonu
anlasilmaktadir.
Soylemek gerekir ki (3.1.1)-(3.1.3) tipinde optimal kontrol problemleri g <0 igin

onceki caligsmalarda ele alinmistir ve problemin ¢dziimiiniin varligina ait hiikiimleri

ispatlanmigtir. Simdiki halde (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol problemi g <0 olmasi

nedeniyle 6nceki ¢alismalardan farklidir.

3.2. Eliptik Denklem icin Sinir Deger Probleminin Coziimiiniin Varhg: ve Tekligi

Bu boliimde onceki ¢aligmalardan bildigimiz ve eliptik denklemeler i¢in 1. Sinir deger
probleminin ¢6ziimiiniin varligina ve bir tekligine ait hiikkmii ve onun ispatin1 verecegiz.

TEOREM 3.2.1: Farz edelim ki «;(x), a(x) fonksiyonlari (3.1.4)-(3.1.6) sartlarmn

0
saglasin ve T"eC? olsun. Bu takdirde (3.1.2)-(3.1.3) simr deger probleminin Wzl(D)

uzayina ait olan bir tek genellestirilmis ¢6ziimii vardir ve ¢6ziimii i¢in:

”U”mfg(o) < C0||V||L2(D) (3.2.1)

kestirimi gegerlidir. Burada ¢ sayist ¥’ye bagli olmayan sayidir.
Ispat: Sarta gore a(X) ve a; (X) fonksiyonlari (3.1.4),(3.1.6) sartlarin1 sagladigindan

0

W, (D) uzayinin bildigimiz;

<um >, =I{Za—ua—n+vn}dx (3.2.2)
w; ol i



i¢ carpimina denk olan asagidaki i¢ ¢arpimi verebiliriz:
<u,m7>, :I Zajk(x)a—ua—n+a(x)w] dx (3.2.3)
D| I

bu nedenle (3.1.7) integral 6zdesligini asagidaki gibi yazabiliriz.

<un>, = <u,77>L2(D) (3.2.4)

w; (D)

0
Tespit edilmis vel,(D) icin (3.2.4)’lin sag tarafi 01an<u,77>L ) ifadesi W;(D)’de

0
lineer fonksiyoneldir ve 7 eW,(D)’dir. Cauchy Bunjakovsky esitsizligini kullanirsak:

V1)1 0) < Mo Wl 0y = Co ¥l ki o (325)

burada c, sayist v ve 7’den bagimsizdir. (3.2.5) esitsizligi <u,77>L2(D) fonksiyoneli

sinirlidir ve bu fonksiyonelin normu ¢, ||V||L (o) orm miktari ile sinirlanir. Bu takdirde
2

0
[4] ¢alismasindan bilinen Riesz teoremine gore: V7 €W, (D)

(v 77>L2(D) =(v, 77>V\(l)21(D) (3.2.6)

0
olacak bicimde U € Wz1 (D) fonksiyonu vardir. Bu fonksiyon bir tektir ve bu fonksiyon
i¢in;

Uiy o) = o[Vl 0 (32.7)

0

kestirimi gegerlidir. (3.2.6) ile (3.2.4)’yi karsilastirmis olursak u =u(x)eW21(D)
fonksiyonu (3.1.2)-(3.1.3) sinir deger probleminin bir tek ¢oziimii oldugunu ve bu
¢oziimin (3.1.7 ) integral Ozdesligini sagladigint ve (3.2.1) kestiriminin gegerli

oldugunu elde ediyoruz. Boylece teorem ispatlandi.



Teorem 1°den goziiktiigli gibi U e LQ(D) oldugundan 1. Boliimden ele alinan

fonksiyonelin anlamina sahip goriiyoruz.



4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Eliptik Denklem i¢in Optimal Kontrol Probleminin Céziimiiniin Varhg ve

Tekligi

Simdi (1)-(3) optimal kontrol probleminin ¢dziimiiniin varligi ve tekligini 6grenelim.

TEOREM 4.1.1: Farz edelim ki a(x),a, (x), j,k=Ln fonksiyonlari (3.1.4)-(3.1.6)

sartlarin1 saglasin ve y € LZ(D) olsun. Bunlarin yani sira farz edelim ki o >0, 8> 0
sayilar

a—-24c,>0 (4.1.1)
sartlarin1 saglasin. Bu takdirde (3.1.1)-(3.1.3) optimal probleminin bir tek ¢éziimii var
ve asagidaki sartlar gegerlidir:

*

2 .
LZ(D)Sa_—Z'B%[‘]a(Vm)_Ja(V )] (4.1.2)

va —v
burada v* (3.1.1)-(3.1.3) probleminin ¢oziimii v"™ ise V ’den olan herhangi
minimallestirici dizidir.

ISPAT : Ja(v) fonksiyonelinin  tanimindan  goziiktigii gibi Vv eV  igin
.Ja(v) < 4ooyani;
2 2
~plu- y”Lz(D) + ”V”LZ(D) <Ho (4.1.3)
bu taktirde; inf J_(v) < +oo esitsizligi gegerlidir. Sonucu esitsizlige gore:
inf J,,(v)=inf J, (V™)< -0 (4.1.4)

3.(v")==Blun =YL o + @V o) <M, M 21 (4.1.5)

10



olacak bigimde {Vm}eV dizisi ve M>0 sayist vardir. Burada u, = u(x;vm) (3.1.2)-
(3.1.3) smur deger probleminin v" €V, m=123,... ye karsilik gelen ¢dziimdiir. M>0
sayist ise m’ den bagimsizdir. (3.2.1) kestiriminden yararlanarak her bir m igin;

Ju™ m=123,... (4.1.6)

2 _ m 2
w}(D) COHV L, (D)’
kestirimin elde ederiz. Burada C, >0 sayisi m’e bagh degildir. (4.1.5) esitsizligini
kullanarak bir sonraki esitsizligi yazabiliriz.

o <M Bl -y

L,(D)
Bu esitsizligin sag tarafindaki 2. terimi degerlendirerek bir sonraki esitsizligin gecerli

oldugunu elde ederiz.

m 2 2 2
(ZHV HLZ(D) =iy +2'B||um”|_2(o) +2'B||y”|_2(|3) (4.1.7)
Bu esitsizlikte (4.1.6) kestirimini uygularsak;

2
aHV HLZ(D) <M+ ZﬁCO”um”iz(D) +2’8”y”iz(D)

esitsizligini elde ederiz. Teoremde yer alan (4.1.1) sartin1 kullanirsak sonucu esitsizligi

asagidaki gibi bir bicimde yazabiliriz:
m 2
(a= o v o) <M + 28], )

M+ 2ﬂ||y||i2(D)
(a - ﬂco)

burada ¢, = ile gosterirsek:

ml2

HV L,(D)

<c, m=123,.. (4.1.8)

11



esitsizliginin gecerli oldugunu goriiriiz. Bu esitsizlik {Vm} dizisinin kapali kiiresinde
oldugunu gosterir. LZ(D)’de olan kapali kiire, zayif kompakt ve zayif kapali
oldugundan "} dizisinden veL,(D)’ye zayif yakinsayan W™} alt dizisini
segebiliriz[413]. Kolay olsun diye bu zayif yakinsayan diziyi yine de {"}’i ile
gosterelim bu takdirde;

V" > v L(D) de zayif (4.1.9)
limit bagintisini yazabiliriz. Limit noktasi igin;

M o) <C: (4.1.10)

esitsizligi kolaylikla elde edilir. (4.1.8)’i (4.1.6)’da kullanirsak:
2

w;(D)

<c,,

m=123,... (4.1.11)

v

0
kestirimi elde edilir. Burada ¢, = c,C, ‘dir. Bu esitsizlikte {u, } dizisini W}(D) uzayma

0
ait olan kapali kiirenin elemani oldugunu gdsterir. Wzl(D) uzayr Hilbert uzayi

oldugundan kapali kiire bu uzayda zayif kompakt ve zayif kapalidir. Bu nedenle {um}

0 0
dizisinden W;(D) uzayinda u e W;(D)’ye zayif yakinsayacak alt diziyi segebiliriz.
Yine de kolay olsun diye bu zayif yakinsayan alt diziyi {um} ile gosterelim. Bu takdirde

asagidaki limit bagintilari1 yazabiliriz.

m— oo (4.1.12)
U, =>U, L(D)dezayif (4.1.13
ou, _ou . ,

~ %a_xj’ j=123,...,L,(D) de zayif (4.1.14)

J

12



0
Her bir m igin u, eW,)(D) fonksiyon (3.1.2)-(3.1.3) smur deger probleminin

0
genellestirilmis ¢oziimii oldugundan 7 € Wzl(D) igin;

“ 672777“1( )u77 [dx = jv 7 (x)dx (4.1.15)

integral  Ozdesliginin  saglandigim1 ~ gosterebiliriz.  (4.1.9)-(4.1.13)-(4.1.14) limit

bagintilarim1  kullanarak  (26)  0zdesliginin  gecerli  oldugunu elde ederiz:
0
Vn= 77(X) eWzl(D) i¢in

H SX—U a(x)un dx = jv 7(x)dx (4.1.16)

0
béylece {U,,} dizisinin limit fonksiyonu olan u = u(x) fonksiyonun W}(D)’den oldugu
0
ve (27) 6zdesligini sagladigimi ispatlamis oluyoruz. Simdi u eWzl(D) oldugunu yani
u|_ = 0 oldugunu gosterelim;
Wzl(D) uzayi  L([)’ya kompakt gomiildiiginden {u,}cwy(D) dizisi
u €W, (D)elemanina L,(I")’da kuvvetli yakinsayacak.

u, =>U, L,(D) dekuvvetli (4.1.17)
simdi — Alju(x,v)- y||i2(D) fonksiyonelinin v’ye gore zayif siirekli oldugunu gosterelim.
Bu amagla:

3o(v) = =Bl v)= I o) (4.1.18)

gosterimini yapalim. Bu formiilii kullanirsak asagidaki esitsizligi yazabiliriz;

13



JO(V'“)_ 3,(v)= —ﬂHu(x,vm)— yHiz(D) + ﬁHU(X'V )_ yHZLZ(D)

= e ™)~ y()F (il v) - yGOF e

- —,BJ' _(u(x, vm)— y(x)) (u(x,v)-y(x)) bx

~ [l )y} o) 0P b

bu esitsizligin her iki tarafin1 degerlendirip Cauchy-Bunjakovski esitsizligini uygularsak

asagidaki esitsizligi elde ederiz.

HJo(Vm)— Jo(")” = 2f8u—y|Ju, — U”iz(o) 4 ﬂ”um _uHiz(D)

Bu esitsizligin her iki yanina da m — oo igin limite gegersek (4.1.17) limit bagintisini

kullanirsak:

lim J,(v") = 3,(v) (4.1.19)

m—oo

esitsizligini elde ederiz. Yani bu esitsizlik JO(V) fonksiyonelinin v kiimesine zayif
stirekli oldugunu gostermektedir. Diger yandan « >0 i¢in a||v||i () fonksiyoneli alttan

zayif yart siirekli fonksiyonel oldugundan v ’ye zayif yakinsayan {Vm} dizisi i¢in

asagidaki esitsizligi yazabiliriz.

lim ava

m—oo

2 )
L(D) a”V”LZ(D) (4.1.20)

Bu takdirde (4.1.18) formiilinden ve (4.1.19)-(4.1.20) limit bagintilarindan

yararlanirsak bir sonraki bagintiy1 yazabiliriz.

inf 3, (W)<J,(v)<lim 3, (w)=lim 3, (™ )+ lim ofv"

m-—oo m—o0 m-—>oo

L,(D)
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=1lim J, (/" )=inf J_(w) (4.1.21)

m—oo wev

Esitsizligi elde ederiz. Boylece v €V v € V’nin optimal kontrol probleminin ¢6ziimii

oldugu elde edilir.

Simdi a—-2pc, >0 sart1 altinda Ja(v) fonksiyonelinin kuvvetli konveks fonksiyon

oldugunu gosterelim. Yani Vv,,v, €V = L,(D), Vre[01] i¢in

Ja (Vo ) (T"l (1 z')‘/o )

<A, () +L-2)3,05) - 22 =)y, o[}, o)
(4.1.22)
olacak bigimde y >0 sabitinin var oldugunu gosterelim. (3.1.2)-(3.1.3) smr deger
probleminin v, €V ’ye karsilik gelen ¢6ziimiini U, = uo(x)= u(x,vo), v, €Vye
karsilik gelen ¢oziimiiniiu, = u,(x)= U(X; vl) olarak gosterelim. Bu takdirde denklemin

lineer bigimde yer almasin1 g6z dnilinde bulundurarak asagidaki bagintiy1 yazabiliriz:

ur(x)=ulx v ) =ulx,zv; + (L= 7))

=au(x,v,)+(@—7(x,v,)

=20, (x)r + (1 7)u(x) (4.1.23)
bu formiilii J_(v) fonksiyonelinin ifadesinde yerine yazalim. Bu takdirde asagidaki
esitligi elde ederiz:

3,(v5)= o,y bl

=—ﬂ|| (4~ y)+ - y)(u D o +aleb)+ 2= o) o,
==prllu = Y|, 0,80~ )y yXIL2<D)+MIIV1IIfZ<D)+a(1—f)1|vo||i(n>

—arll-7), - von + Bell-ou vl

15



boylece Ja(VT) icin asagidaki esitsizligi yazabiliriz.

Ja(vT) = z'.]a(v1 + (1— T)Javo)— ar(l— z'mvl - VO||i2(D)

) (4.1.24)
+ ,Br(l— Z'mul - u0||L2(D)

Bu esitsizligin sag tarafindaki sonuncu terimi degerlendirmeye calisalim.

U=u,—U, olarak gosterelim. (3.1.2),(3.1.3) smir deger problemini kullanirsak

kolaylikla U = G(x) fonksiyonun asagidaki smir deger probleminin ¢éziimii oldugunu

elde ederiz.
o O aa _ X
_j,k_la_&(a"k(U)E”(X)“(X)]ZV(X) (4.1.25)
0l =0, sel (4.1.26)

Burada V =V, —V, goriildiigii iizere (4.1.25)-(4.1.26) sinir deger problemi (3.1.2)-

(3.1.3) smir deger problemi bigiminde bir problemdir. Bu taktirde (4.2.1) kestirimine

ayni olarak bir sonraki kestirimi elde edebiliriz.

v 531 < C0||V||iz(a) (4.1.27)

Burada c,>0 sayis1 (4.2.1) kestiriminde yer alan sabittir. Buradan da asagidaki

esitsizligi elde edebiliriz:

o < ColV, = V2||i2(o) (4.1.28)

W2

Juy = ug

bu kestirimden ve asagidaki esitsizlikten:

2

2
lu, = uo | S ColJU, — U o (4.1.29)
bir sonraki kestirimi yazabiliriz.
lu, - u0||2L2(D) < Colu, — u0||2L2(D) (4.1.30)
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Bu esitsizligi (4.1.24)’te dikkate alirsak asagidaki esitsizligi yazabiliriz.

Ja(vr): ‘]a(Nl + (l_T)Vo)

<, (W)+@-7)3,(v) - et~ o, (4.1.31)

+ Brcy(L—7)v, - v0||iz(D)
a—-2pc,>0 oldugundan y=a—-/pC, >0 sarti saglaniyor. Boylece (4.1.30)’de
xy=oa—/[c,>0 sabitini yerine yazarsak (4.1.25) esitliginin gegerli oldugunu elde
ederiz. Bu ise J_(v) fonksiyonelinin & —2fc, >0 sarti altinda kuvvetli konveks

oldugunu gosterir. Kuvvetli konveks fonksiyonel ayni zamanda ciddi konveks

fonksiyoneldir. Ciddi konveks fonksiyonel minumumu var ve bir tektir. Ustte ispat
ettigimize gére a —2/¢, >0 sart1 altinda (3.1.1)-(3.1.3) Optimal kontrol probleminin
en az bir ¢ozlimii vardir ve Ja(v) ciddi konveks oldugundan minimum noktas: bir tek

olacaktir. Boylece (3.1.1)-(3.1.4) optimal kontrol probleminin bir tek ¢6ziime sahip
oldugunu ispatladik.
Simdi teoremde yer alan esitsizligi ispatlayalim. Bu amagla (4.1.22)’i kullanirsak

asagidaki esitsizligi yazabiliriz.
2r Q= = o[ o) <=3, (@, + (L= 7))+ L 7)3, (%) (4.1.32)

Simdi farz edelim ki {Vm}eV herhangi minimallestirici dizi v' eV (3.1.1)-(3.1.3)

kontrol probleminin ¢6ziimii olsun.

7:1, vle%, v,=v alirsak ve bunlari(4.1.32)’te yerine yazarsak asagidaki

esitsizligi elde ederiz:
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%va v, iz(D)_—Ja(—vm L j = m)+%Ja(v*)
<=3+ 3,07)+ 23,0

Buradan da;

v v} ) < 20,0m)- 3,0 )= =2 (,0m)-3,.)

T a2/,

esitsizligini yazabiliriz. Burada

J. = in\l; J.(v) < lim Ja(vm) = J_. olur. Teorem bdylece ispatlanir.

Bu Teoremde o —2pC, >0 sart1 ve kabul edilmis diger sartlar altinda (3.1.1)-(3.1.3)

optimal kontrol probleminin iyi konulmus problem oldugunu gostermektedir.

Boyle oldugu taktirde (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol problemini ¢ézmek i¢in direkt
yaklasik yontemlerini kullanabiliriz. Bu yontemlerden biri grandiyent yontemidir. Bu
sebepten simdi fonksiyonelin diferansiyellenebilir oldugunu inceleyim ve gradiyent i¢in

formil elde edelim.

4.2. Fonksiyonelin Gradiyentinin Bulunmasi

Farz edelim ki w = l//(X) fonksiyonu asagidaki sinir deger probleminin ¢éziimii olsun.

n a 8
_j'k_lgiajk(U)%+a(x)y/]=Zﬂ(u(x)—y) (4.2.1)
y| =0, seTl (4.2.2)
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Burada u =u(x)=u(x,v) fonksiyonu v eV igin (3.1.2)-(3.1.3) smir deger probleminin
¢oziimdiir. Bu probleme (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol problemine eslenik olan

problem denir.

0
Eslenik problemin ¢oziimii olarak; Vi, =n, (X) eW; igin

IJ LZ:_:lajk (X)%]:%+a(x)l/ﬁ71 dx = Zﬁl(u(x)— y(X)m,(x) ) (4.2.3)

0
integral Ozdesligini saglayan Wzl(D) uzayina ait olan 1//=(//(X)=1//(X,V)fonksiy0nu
anlagilir.

Goriildiigl tizere eslenik problem (3.1.2)-(3.1.3) sinir deger problemi bigiminde bir
problemdir. Burada ueL,(D), yeL,(D) oldugundan 23(u - y)e L,(D) olacaktir. Bu

takdirde Teorem 1’e dayanarak eslenik probleminde bir tek ¢oéziime sahip oldugu ve

¢Oziim i¢in asagidaki kestirimin gecerli olduguna hiikmedebiliriz:
[0y < €3 [u(x) =Y, (4.2.4)
burada c, = 4c, 3 "dir.

Simdi (3.1.1) fonksiyonelinin Yv eV noktasinda artisgin1 bulalim. v’ye Av e LZ(D)
artigim verelim. Bu taktirde (3.1.2)-(3.1.3) sinir deger probleminin VeV igin
¢Ozliimiinii U= u(x) = u(X, V), v+AveV igin ¢oziimiinii:

u, =u,(X)=u(x,v +Av) ile gosterirsek bu taktirde;

Au = Au(x) = u,(x)—u(x) = u(x,v + Av)—u(x,v)

fonksiyonu asagidaki sinir deger probleminin ¢6ziimi olacaktir.

0 OAv
_N' 2 |a =2 Au [=A , 4.2.5
25 [alk x +a(x) uJ v(x) ( )
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Au|_=0, seT. (4.2.6)

Au= AU(X) fonksiyonunun asagidaki 6zdesligi saglamasi agiktir.

Jizn:i(ajkaaix:/+a(x)Aunﬂdx=£Av(x)77(x)dx 4.2.7)

fr=xe.e
(4.2.5)-(4.2.6) problemi (3.1.2)-(3.1.3) sinir deger big¢iminde problem oldugundan

(4.2.1) kestirimine ayni olarak asagidaki kestirimin gegerli olduguna hitkmedebiliriz.

Jul’,

2
s o <5l (4.2.8)

Simdi ¥ € V noktasinda fonksiyonelin artigini yazarsak asagidaki formiilii elde ederiz.

3,00+ Av)=3,(v) = 28] Ul v) - y(x)au(x)x
& (4.2.9)

+ ZGIU(X)AU(X)dX g ﬂ”AU”iZ(D) iz(o)
D

Burada Au=Au(x) (4.2.5)-(4.2.6) siir deger probleminin ¢dziimii u=u(x)=u(x,v)
ise (3.1.2)-(3.1.3) smir deger probleminin ¢oziimiidiir. (4.2.9) esitliginin sag tarafindaki

1. terimi doniistiirmeye ¢alisalim. Bu amagla (4.2.3) integral esitliginde

0l 0l

m =1m(x)=Au(x)eW2(D) (4.2.7) integral 6zdesliginde ise 7, =7,(X)=w(x)eW2(D)

alip elde edilen esitlikleri taraf tarafa ¢ikarirsak bir sonraki esitligi elde ederiz.
Zﬂj X )Au(x))dx = jAv X (X )lx — Zﬁj y(x)Au(x))dx
= —jAV Xy (x
D

esitligi elde edilir. Bu esitligi (4.2.9)’de dikkate alirsak fonksiyonelin artis1 ig¢in
asagidaki esitligi elde ederiz.

A,(v)=d ,(v+Av)-J :I x)+ 2av(x)Av(x)dx + R (4.2.10)

Burada:
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2 2
R=pBlAul, o, +alAv], o, (4.2.11)
(4.2.8) kestirimini kullanirsak R i¢in asagidaki baglantiy1 kolaylikla elde ederiz.
2
R= O(HAV”LZ(D)) (4.2.13)

Boylece (4.2.10)-(4.2.12)’ten yararlanirsak fonksiyonelin artisi igin asagidaki esitligi

elde etmis oluyoruz.

A,() = [ () + 2av(0]av(x)dx +ollav ) (4.2.13)

Fonksiyonellerin Frechet anlaminda tiirevinin [4,13] tanimint  kullanip (4.2.13)
formiiliinden Ja(V) fonksiyonelinin Frechet anlaminda diferansiyellenebilir oldugunu
ve onun gradiyenti i¢in:

3,(v) =y (x)+2a(x)
formiiliinii elde ederiz.
Simdi bu formiilden yararlanarak optimal kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in asagidaki

gerek ve yeterli sart1 getirelim.

TEOREM 4.2.1: Farz edelim ki, Teorem 4.1.1' in sartlar1 saglansin ve
VeV = L2(D) (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol probleminin herhangi ¢6ziimii olsun. Bu
takdirde
3() ==y (x)+ 2av" (x) = 0
sartinin saglanmasi gerek ve yeterlidir. Burada W*(X)E y/(x;v*) fonksiyonu eslenik
problemin V' eV =L, (D) ye karsilik gelen ¢oziimiidiir.

Bu Teoremin ispati kuramsal temellerde yer alan Teorem 2.8 in yardimiyla
gerceklestirilir, baska bir degisle Teoremin ispat1 Teorem 2.8 in sartlarinin saglanmasina

indirgenir.

21



4.3. Optimal Kontrol Probleminin Co6ziimii icin Gradiyent Yontemi

Bu bolimde (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol probleminin bir boyutlu halde ¢6ziim
algoritmasin1 kuracagiz. Bu amagla (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol probleminin bir
boyutlu halini yazalim.

Farz edelim ki;

4

3,00) =~ lu(x v) - y(x) ok + & ((x)Fx (43.)

0

fonksiyonun minumumunu V kiimesi tizerinde:
—%(ao(x)g—i)+a(x)u=v(x), xe(0,1) (43.2)

u(0)=u(¢)=0 (4.3.3)
sartlar1 altinda minimumunu bulmak gerekir. Buradan SB>0,a >0 verilen sayilar,
a(X), a, (X) fonksiyonlart boliim 1°deki sartlar1 saglhiyorlardir. (4.3.1)-(4.3.3)’e karsilik

gelen eslenik sinir deger problemini asagidaki gibi yazabiliriz.

%(%(X)%j+a(X)w =2p(u(x)-y(x)) (4.3.4)
w(0)=y(r)=0 (4.3.5)

bu taktirde gradiyent i¢in olan formiilde agsagidaki bicimde olacaktir.

J,(v)=-w(x)+2av(x) (4.3.6)
olas1 kontroller kiimesi tiim uzay oldugundan (4.3.1)-(4.3.3) problemini ¢6zmek i¢in
gradiyent yontemini kullanabiliriz. [2,13] yonteminin semasina gore ardisik yaklagimlar
asagidaki bicimde insa edilir:

y™Mioym —5 3 (V") m=0412,.. (4.3.7)
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burada v"™ eV baslangi¢ yaklagimidir. 8, >0 yonteminin parametresi olup;

3,(m)<3, (") (4.3.8)
sart1 bulunabilir. J (Vm ) gradiyenti:

J;(Vm)= —l//(X,Vm)+ 2av"(x) (4.3.9)
formiilii ile tanimlanir. Burada l/I(X, Vm) eslenik problemin v =v™’e karsilik gelen

¢Oziimidiir. Bu formiilden gorildiigii lizere her bir adimda iki tane sinir deger
problemini ¢6zmemiz gerekir. Sonra gradiyent i¢in degeri bulmamiz gerekir.

Iterasyon siireci;

M +1 M
-V

v <e (4.3.10)

L2(0,¢)
sarti saglanana kadar devam ettirilir. Gradiyent formiilinde yer alan « parametresi
teorem 2’deki sarttan segilir. Simdi (4.3.1)-(4.3.3) probleminin ¢éziimiinii bilgisayarda

gerceklestirmek icin bu problemin sonlu farkli aynisini insa edelim. (O,K) araligini

X.=jh, j=0,M, h :é yardimi ile aga doniistiirelim. Bu taktirde (4.3.1)-(4.3.3)

]

probleminde yer alan fonksiyoneli ona karsilik gelen fonksiyon ile degistirerek (4.3.2)-
(4.3.3) sartlarim1 uygun farklar semasi ile degistirip bir sonraki optimal kontrol

problemini elde ederiz.
M-1 M-1
3 v]==hBY|u; - y;|+ 2h X v (4.3.11)
j=1 j=1

Fonksiyonunun w=L,,, kiimesi {izerinde

(o, ;)= +aluy=v;, j=1M -1 u,=u, =0 (4.3.12)

sartlarin1 altinda minimumunu bulmak gerekir. Burada:
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U, = i Ty o T
, o % n
i 1 e q _1 2 q
%=y Ja(x)dx a, “h J a(x)dx (43.13)
y) :% szy(x)dx, j=LM -1 (4.3.14)

olur. L,,, uzay1 LZ(O,E) uzayinin sonlu farkli aynisi olup;

M-1
D Vi<
j=1
sartin1 saglayan [v]z [Vl’V27V37 ....... WV _1] elemanlarindan olusur. Bu takdirde fonksiyon
gradiyenti asagidaki bigimdedir.
L;[v)=—v, +2av,, j=LM-1 (4.3.15)

Burada W; ag fonksiyonu asagidaki sistemin ¢oziimiidiir:

o), et =260, -y,) T=IM 1y =y, =0 (4.316)

(4.3.11)-(4.3.12) ayrik optimal kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in gradiyent yonteminin

semas1 asagidaki gibi insa edilir.

vty s () j=1M -1 m=012,. (4.3.17)
Burada o, >0 parametresi;

Ia([vm+l])< I, ([vm]) sartindan segilir. I, q\/m]) gradiyenti (4.3.15) formiilii ile tanimlanir.

Gradiyenti bulmak i¢in her bir adimda (4.3.12) ve (4.3.16) sistemini kovma yonteminin

yardimi ile ¢ozebiliriz [10]. iterasyon siireci:
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sart1 saglanana kadar devam ettirilir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu tez caligmasinda eliptik denklem icin bir optimal kontrol problemi ele alinmistir.
Tezde ele alinan optimal kontrol probleminin onceki c¢aligmalardaki problemlerden
onemli bigimde farklilagmaktadir. Ciinkii bir 6nceki ¢alismalarda fonksiyonelde yer alan

S parametresi adeta negatif sayr olmaktadir. Bu tezde ise pozitif sayidir. Olasi
kontroller kiimesi bir 6nceki ¢alismalarda adeta sinirli kiime olarak kullanilmaktadir. Bu
tez caligmasina ise olasi kontroller kiimesi tiim L,(D) uzayidir, yani smirsiz kiimedir.

Tezde ele alinan problem ¢ok az incelendiginden bu tez galigmasi gerek teorik, gerekse

pratik agidan 6nem tasimaktadir.

Bu tezde eliptik denklem i¢in bir optimal kontrol probleminin ¢6ziimiiniin varlig1 ve
tekligi, ¢ozlim i¢in gerek ve yeterli sartlara ait elde edilen sonuglar giinceldir, 6nceki
yazarlarin c¢alismalarindaki sonuglardan farklhidir ve onlarla ortiismez. Dolayisiyla

onceki ¢aligmalara gore daha gilinceldir.
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