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Bu tezde eliptik denklem için bir optimal kontrol problemi ele alındı. Bu çalıĢmanın 3.1 

bölümünde önce eliptik denklem için bir optimal kontrol problemi tanımlandı. 3.2 

bölümünde eliptik denklem için birinci çeĢit sınır değer problemlerinin genelleĢtirilmiĢ 

çözümlerinin varlığı ve tekliğine ait olan hüküm ve onu ispatı verildi.  Bu hükümden 

yararlanarak 4.1 bölümünde söz konusu optimal kontrol probleminin çözümünün varlığı 

ve tekliğini içeren teorem ispatlandı. 4.2 bölümünde amaç fonksiyonelinin 

diferensiyellenebilir olduğu incelendi ve fonksiyonelin gradiyenti için formül elde 

edildi.  Bu formülden yaralanarak optimal kontrol probleminin çözümü için gerek ve 

yeterli Ģart gösterildi. Nihayet çalıĢmanın 4.3 bölümünde optimal kontrol probleminin  

çözümü için gradiyent yönteminin algoritması verildi. 

Anahtar Kelimeler: Eliptik denklemi, Sınır Değer Problemi, Optimal kontrol, 

Gradiyent Yöntemi 
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In this thesis, an optimal control problem for the elliptic equation is discussed. In 

section 3.1 of this work, we first defined an optimal control problem for the elliptic 

equation. In section 3.2, the provision belonging to the existence and uniqueness of the 

generalized solutions, and the provision of it. Utilizing this provision, the problem of 

section 4.1 has been proved for solving of the optimal control problem  and for the only 

expensive theorem. In section 4.2, objective functional were examined for 

differentiability and formula for gradient of functional  were obtained. It was necessary 

and sufficient condition for the solution of  optimal control problem. Finally, in section 

4.3 of the work, an algorithm for solving of the optimal control problem is given. 
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gerekmektedir. Burada bizim için olmazsa olmaz bilim dalı, matematiktir. Bu 

teknolojiyi yakalamak için, matematik biliminde en azami ölçüde yararlanmamız 

gerekmektedir. 

 Bu tez çalıĢması eliptik denklem için optimal kontrol probleminin iyi konulması 

ve çözümü için gerek ve yeterli Ģartla ilgili meseleler üzerine hazırlanmıĢtır 
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1. GĠRĠġ 

           Eliptik denklemler ile ifade edilen sistemler için optimal kontrol problemleri 

dağılmıĢ parametreli sistemler için optimal kontrol problemlerinin bir kısmı olup 

durgun ısı süreçlerinin öğrenilmesinde, elastikiyet teorisinde ve diğer alanlarda ortaya 

çıkar  97  . Bu nedenle eliptik denklem için optimal kontrol problemlerinin 

öğrenilmesi, gerek teorik gerekse pratik açıdan önem taĢır. 

           Söylemek gerekir ki, eliptik denklemler ile ifade edilen sistemler için optimal 

kontrol problemleri önceden farklı araĢtırmacılar farklı konulmalarda incelenmiĢtir 

 14,126,31  . Bu çalıĢmaların çoğunluğunda amaç fonksiyoneli genelde alttan sınırlı 

fonksiyonellerdir ve olası kontroller kümesi ise ölçülebilir sınırlı fonksiyonlar sınıfından 

seçilen kapalı sınırlı kümelerdir. Ancak sunulan bu tez çalıĢmasında amaç fonksiyoneli 

görünürde alttan sınırlı değil ve olası kontroller kümesi de karesel integrallenebilir 

fonksiyonlar uzayıdır, yani olası kontroller kümesi genelde sınırsız kümedir. 

      

 Sunulan bu tez çalıĢmasında eliptik denklem için bir optimal kontrol problemi 

incelenmektedir. Burada esas amacımız konulan problemin çözümünün varlığını, 

tekliğini incelemek, çözüm için gerek ve yeterli Ģartlar elde etmek ve nümerik çözüm 

için algoritma oluĢturmaktır. Tez çalıĢması giriĢ, kuramsal temeller, materyal ve 

yöntem, araĢtırma bulguları, tartıĢma ve sonuç olmak üzere beĢ bölümden ve 

kaynaklardan oluĢmaktadır. Tezin 3.1 bölümünde eliptik denklem için optimal kontrol 

probleminin konulması verilir. 3.2 bölümünde eliptik denklem için 1. çeĢit sınır değer 

probleminin genelleĢtirilmiĢ çözümünün varlığı ve tekliğine ait önceden bilinen hüküm 

verilmiĢtir. 4.1 bölümünde optimal kontrol probleminin çözümünün varlığı ve tekliği 

ispatlanmıĢtır. 4.2 bölümünde amaç fonksiyonelinin diferansiyellenebilirliği incelenmiĢ 
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ve fonksiyonelin gradiyenti için formül bulunmuĢtur. Bu formülden yaralanarak optimal 

kontrol probleminin çözümü için gerek ve yeterli Ģart ifade edilmiĢti. 4.3 bölümünde 

fonksiyonelin gradiyenti için olan formülü kullanarak bir boyutlu haldeki eliptik 

denklem için optimal kontrol problemin çözüm algoritması açıklanmıĢtır. TartıĢma ve 

sonuç bölümünde ise bu çalıĢmanın daha önceki yapılan çalıĢmalardan farklılığı ortaya 

konulmuĢ ve tezin önemi vurgulanmıĢtır.  

 

 

Fatih ARTĠġ 

Ağrı-2017 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

Bu bölümde çalıĢma boyunca kullanacağımız tanım ve teoremleri vereceğiz. 

Tanım 2.1:  DL2  uzayı Hilbert Uzayı olup elemanları D  bölgesinde ölçülebilir ve 

karesiyle integrallenebilir fonksiyonların Lebesque uzayıdır. Burada iç çarpım ve norm 

aĢağıdaki gibi tanımlanır: 

                                                 dxxvxuvu
D

DL 
2

,  

                                           
     DLDL

uuu
22

, . 

Tanım 2.2:  DW 1

2  Hilbert uzayı olup elemanlarının kendisi ve onların  
jx

u




 nj ,1  

birinci mertebeden genelleĢtirilmiĢ türevleri  DL2  uzayından olan Sobolev uzayıdır. 

Bu uzayda iç çarpım ve norm aĢağıdaki Ģekilde tanımlanmaktadır: 

   
 

    






















D

n

kj jk
DW

dxxvxu
x

v

x

u
vu

1,

1
2

,  

 

                           
   DWDW

uuu 1
2

1
2

,  

 

                                             

 

 DW
0

1

2  uzayı  DW 1

2 ‟nin alt uzayı olup elemanları D‟nin sınırında sıfıra dönüĢen 

fonksiyonlardır  5 . 

Tanım 2.3: V, X lineer uzayının bir alt kümesi olsun. Eğer   ,u v V  ve [0,1]  için 

 1u v V     oluyorsa, V kümesine X de konveks küme denir  4 . 
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Tanım 2.4: Eğer B Banach Uzayından olan  ku  dizisi için c B  , lim , ,k
k

c u c u


  

Ģartı sağlanıyorsa bu takdirde  ku  dizisi u B  noktasına zayıf yakınsıyor denir. 

Burada B  uzayı B‟nin eĢlenik uzayıdır  13,4 . 

Tanım 2.5: U, B Banach Uzayının bir kümesi olsun. Eğer  ku U   dizisinden zayıf 

yakınsayan en azından bir alt dizi seçmek mümkün ise bu takdirde U kümesine B de 

zayıf kompakt küme denir  13,4  . 

Tanım 2.6:  J u  fonksiyoneli B Banach Uzayının U alt kümesinde tanımlanmıĢ olsun. 

Eğer, u U noktasına zayıf yakınsayan  ku U  dizisi için    
______
lim k

k

J u J u


  Ģartı 

sağlanıyorsa bu takdirde  J u  fonksiyoneline u noktasında alttan zayıf yarı sürekli 

denir  13 . 

Tanım 2.7: Diyelim ki B herhangi Banach Uzayı ve ( )J u fonksiyoneli u noktasının 

herhangi bir   , : ,u v v B v u       komĢuluğunda tanımlanmıĢ olsun. Eğer 

fonksiyonelin artıĢı için 

 
0

,
lim 0

B
h

B

o h u

h
  

olacak Ģekilde       '( ), ,
B

J u J u h J u J u h o h u       Ģartını sağlayan 

'( )J u B  elemanı varsa, bu taktirde J(u) fonksiyoneli u noktasında Frechet anlamında 

diferansiyellenebilirdir. Burada B  uzayı B‟nin eĢlenik uzayıdır  13 . 

Teorem 2.8: Diyelim ki U, B Banach uzayının konveks bir alt kümesi, J(u) 

fonksiyoneli bu kümede 1. mertebeden sürekli türevlenebilir konveks fonksiyonel ve 

 : ( ) inf ( )
u

U u U J u J J u      kümesi J(u) fonksiyonelinin minimum noktalar 
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kümesi olsun. Bu takdirde u U

   için  ' , 0J u u u    Ģartının sağlanması gerek 

ve yeterlidir. Eğer BU  ise, bu takdirde u U

   için   0*  uJ Ģartının sağlanması 

gerek ve yeterlidir  13  . 

Teorem 2.9 (Weierstrass Teoremi): U, B Banach Uzayında zayıf kompakt küme 

olsun. J(u) fonksiyoneli ise bu kümede tanımlanan sonlu değerlere sahip ve alttan zayıf 

yarı sürekli olsun. Bu taktirde inf ( )
u

J J u     ,  : ( )U u U J u J       zayıf 

kompakttır ve U dan olan herhangi minimalleĢtirici dizi minimum noktalar kümesine 

yakınsar  13 . 

Lemma 2.10 (Cauchy –Bunjakovski EĢitsizliği):  2,u v L   elemanları için 

1 1

2 22 2

uvdxd u dxd v dxd  
  

   
    
   

    

eĢitsizliği geçerlidir  5 . 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1. Eliptik Denklem Ġçin Optimal Kontrol Probleminin Konulması 

         Farz edelim ki 
nRD   n-boyutlu Eucliden uzayının sınırlı, açık kümesi olsun ve 

2C  yani   sınırı 2. mertebeden sürekli türevlenebilir sınırı olsun. AĢağıdaki optimal 

kontrol problemini göz önüne alalım. 

                                     dxxvdxxyvxuvJ
D D

 
22

;                               (3.1.1) 

  fonksiyonelinin   DLV 2    kümesi üzerinde 

      Dxxvuxa
x

xa
x

n

kj k

jk

j



















 



,
1,

    (3.1.2) 




su ,0          (3.1.3) 

Ģartları altında minimumunu bulmak gerekir. Burada 0,0    verilen sayılar, 

   ,jka x a x  fonksiyonları ölçülebilir sınırlı fonksiyonlar olup aĢağıdaki Ģartları sağlar. 

   , , 1,jk jka x a x j k n         (3.1.4) 

    
02 2

0 1

, 1

, ,
a a

n
n

jk j k
R Rj k

a x R x     


        (3.1.5) 

 2 30 ,a x x D            (3.1.6) 

 DLyjsabitj 2,3,00   verilen fonksiyondur.  

Her bir Vu  için (3.1.2)-(3.1.3)  Ģartlarından    vxuxuu ;  fonksiyonun bulunması 

problemi eliptik denklem için 1. çeĢit sınır değer problemidir. Bu problemin çözümü 

olarak;    DWx 1

2   için 
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         
, 1

n

jk

j k k jD D

u
a x a x u dx v x x dx

x x


 



  
  

   
     (3.1.7) 

integral özdeĢliğini sağlayan ve  DW
0

1

2
 uzayına ait olan    vxuxuu ;  fonksiyonu 

anlaĢılmaktadır. 

Söylemek gerekir ki (3.1.1)-(3.1.3) tipinde optimal kontrol problemleri 0  için 

önceki çalıĢmalarda ele alınmıĢtır ve problemin çözümünün varlığına ait hükümleri 

ispatlanmıĢtır. ġimdiki halde (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol problemi 0  olması 

nedeniyle önceki çalıĢmalardan farklıdır.  

3.2. Eliptik Denklem için Sınır Değer Probleminin Çözümünün Varlığı ve Tekliği  

Bu bölümde önceki çalıĢmalardan bildiğimiz ve eliptik denklemeler için 1. Sınır değer 

probleminin çözümünün varlığına ve bir tekliğine ait hükmü ve onun ispatını vereceğiz. 

 TEOREM 3.2.1: Farz edelim ki    xxjk  ,  fonksiyonları (3.1.4)-(3.1.6) Ģartlarını 

sağlasın ve 2C  olsun. Bu takdirde (3.1.2)-(3.1.3) sınır değer probleminin  DW
0

1

2  

uzayına ait olan bir tek genelleĢtirilmiĢ çözümü vardır ve çözümü için: 

 
   DLDW

vcu
2

0
1
2

0       (3.2.1) 

kestirimi geçerlidir. Burada  sayısı ‟ye bağlı olmayan sayıdır.  

 Ġspat: ġarta göre  x  ve  xjk  fonksiyonları (3.1.4),(3.1.6) Ģartlarını sağladığından 

 DW
0

1

2  uzayının bildiğimiz; 

 
dxv

xx

u
u

D

n

kj jkDW
 





























1,

0
1
2

,     (3.2.2) 
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iç çarpımına denk olan aĢağıdaki iç çarpımı verebiliriz: 

 
   0

1
2 , 1

,
n

jk
W D j k k jD

u
u a x a x v dx

x x


 



  
    

   
    (3.2.3) 

bu nedenle (3.1.7) integral özdeĢliğini aĢağıdaki gibi yazabiliriz. 

 
 DL

DW

uu
2

0
1
2

,,        (3.2.4) 

Tespit edilmiĢ  2v L D  için (3.2.4)‟ün sağ tarafı olan
 DL

u
2

,  ifadesi  DW
0

1

2 ‟de 

lineer fonksiyoneldir ve  DW
0

1

2 ‟dir.  Cauchy Bunjakovsky eĢitsizliğini kullanırsak: 

  
         

0
1

2 2 2 2 2
0,

L D L D L D L D W D
v v c v       (3.2.5) 

burada 0c  sayısı   ve  ‟den bağımsızdır. (3.2.5) eĢitsizliği 
 DL

u
2

,  fonksiyoneli 

sınırlıdır ve bu fonksiyonelin normu 
 2

0 L D
c v  norm miktarı ile sınırlanır. Bu takdirde 

 4  çalıĢmasından bilinen Riesz teoremine göre:  DW
0

1

2  

   
0

1
2 2

, ,
L D W D

v v       (3.2.6) 

olacak biçimde  DWu
0

1

2  fonksiyonu vardır. Bu fonksiyon bir tektir ve bu fonksiyon 

için; 

   
0

1
2 2

0W D L D
u c v       (3.2.7) 

kestirimi geçerlidir. (3.2.6) ile (3.2.4)‟yi karĢılaĢtırmıĢ olursak    DWxuu
0

1

2  

fonksiyonu (3.1.2)-(3.1.3) sınır değer probleminin bir tek çözümü olduğunu ve bu 

çözümün (3.1.7 ) integral özdeĢliğini sağladığını ve (3.2.1) kestiriminin geçerli 

olduğunu elde ediyoruz. Böylece teorem ispatlandı. 



 9 

 Teorem 1‟den gözüktüğü gibi  DLu 2  olduğundan 1. Bölümden ele alınan 

fonksiyonelin anlamına sahip görüyoruz. 
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4. ARAġTIRMA BULGULARI 

4.1. Eliptik Denklem Ġçin Optimal Kontrol Probleminin Çözümünün Varlığı ve 

Tekliği 

ġimdi (1)-(3) optimal kontrol probleminin çözümünün varlığı ve tekliğini öğrenelim. 

TEOREM 4.1.1: Farz edelim ki     nkjxaxa jk ,1,,,    fonksiyonları (3.1.4)-(3.1.6) 

Ģartlarını sağlasın ve  DLy 2  olsun. Bunların yanı sıra farz edelim ki 0,0    

sayıları  

02 0  c       (4.1.1) 

Ģartlarını sağlasın. Bu takdirde (3.1.1)-(3.1.3) optimal probleminin bir tek çözümü var 

ve aĢağıdaki Ģartlar geçerlidir: 

 
    *

0

*

2

2

2




  JJ
c

m

DL

m 


     (4.1.2) 

burada *  (3.1.1)-(3.1.3) probleminin çözümü m  ise V ‟den olan herhangi 

minimalleĢtirici dizidir. 

ĠSPAT :  J fonksiyonelinin tanımından gözüktüğü gibi V  için 

  J yani; 

   


22

22 DLDL
yu      (4.1.3) 

bu taktirde;   Jinf  eĢitsizliği geçerlidir. Sonucu eĢitsizliğe göre: 

     mvJvJ  infinf        (4.1.4) 

     2 2

2 2
, 1m

m L D L D
J u y v M M            (4.1.5) 
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olacak biçimde   Vm   dizisi ve M>0 sayısı vardır. Burada  m

m xuu ;  (3.1.2)-

(3.1.3) sınır değer probleminin ,...3,2,1,  mVm ‟ye karĢılık gelen çözümdür. M>0 

sayısı ise m‟ den bağımsızdır. (3.2.1) kestiriminden yararlanarak her bir m için; 

     
,...3,2,1,

2

0

2

2

0
1
2

 mvcu
DL

m

DW

m
     (4.1.6) 

kestirimin elde ederiz. Burada 00 c  sayısı m‟e bağlı değildir. (4.1.5) eĢitsizliğini 

kullanarak bir sonraki eĢitsizliği yazabiliriz. 

      
   

22

22
DLm

DL

m yuM        

Bu eĢitsizliğin sağ tarafındaki 2. terimi değerlendirerek bir sonraki eĢitsizliğin geçerli 

olduğunu elde ederiz.  

             
     

222

222

22
DLDLm

DL

m yuM       (4.1.7) 

Bu eĢitsizlikte (4.1.6) kestirimini uygularsak; 

 
     

22

0

2

222

22
DLDLm

DL

m yucM     

  

eĢitsizliğini elde ederiz. Teoremde yer alan (4.1.1) Ģartını kullanırsak sonucu eĢitsizliği 

aĢağıdaki gibi bir biçimde yazabiliriz: 

 
   

22

0
22

2
DLDL

m yMc    

burada 
 

 0

2

1
2

2

c

yM
c

DL








   ile gösterirsek: 

    
 

,...3,2,1,1

2

2

 mc
DL

m      (4.1.8) 
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eĢitsizliğinin geçerli olduğunu görürüz. Bu eĢitsizlik  m  dizisinin kapalı küresinde 

olduğunu gösterir.  DL2 ‟de olan kapalı küre, zayıf kompakt ve zayıf kapalı 

olduğundan   m  dizisinden  DL2 ‟ye zayıf yakınsayan  mk  alt dizisini 

seçebiliriz  13,4 . Kolay olsun diye bu zayıf yakınsayan diziyi yine de  m ‟i ile 

gösterelim bu takdirde; 

 DLm

2  ‟de zayıf      (4.1.9) 

limit bağıntısını yazabiliriz. Limit noktası için; 

  1

2

2

c
DL
                 (4.1.10) 

eĢitsizliği kolaylıkla elde edilir. (4.1.8)‟i (4.1.6)‟da kullanırsak: 

 
,...3,2,1,2

2

0
1
2

 mc
DW

                   (4.1.11) 

kestirimi elde edilir. Burada 102 ccc   „dir. Bu eĢitsizlikte  mu  dizisini  DW
0

1

2  uzayına 

ait olan kapalı kürenin elemanı olduğunu gösterir.  DW
0

1

2  uzayı Hilbert uzayı 

olduğundan kapalı küre bu uzayda zayıf kompakt ve zayıf kapalıdır. Bu nedenle  mu  

dizisinden  DW
0

1

2  uzayında  DWu
0

1

2 ‟ye zayıf yakınsayacak alt diziyi seçebiliriz. 

Yine de kolay olsun diye bu zayıf yakınsayan alt diziyi  mu  ile gösterelim. Bu takdirde 

aĢağıdaki limit bağıntılarını yazabiliriz.  

      m                    (4.1.12)   

       DLuum 2, ‟de zayıf                (4.1.13 

      DLj
x

u

x

u

jj

m
2,,...3,2,1, 









‟de zayıf              (4.1.14) 
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Her bir m için  DWum

0
1

2  fonksiyon (3.1.2)-(3.1.3) sınır değer probleminin 

genelleĢtirilmiĢ çözümü olduğundan   DW
0

1

2  için; 

       
, 1

n
m

jk m

j k k jD D

u
a x a x u dx v x x dx

x x


 



  
  

   
             (4.1.15) 

integral özdeĢliğinin sağlandığını gösterebiliriz. (4.1.9)-(4.1.13)-(4.1.14) limit 

bağıntılarını kullanarak (26) özdeĢliğinin geçerli olduğunu elde ederiz: 

   DWx
0

1

2   için  

       
, 1

n

jk

j k k jD D

u
a x a x u dx v x x dx

x x


 



  
  

   
              (4.1.16) 

böylece  mu  dizisinin limit fonksiyonu olan  xuu   fonksiyonun  DW
0

1

2 ‟den olduğu 

ve (27) özdeĢliğini sağladığını ispatlamıĢ oluyoruz. ġimdi  DWu
0

1

2  olduğunu yani 

0


u  olduğunu gösterelim; 

 DW1

2  uzayı  2L ‟ya kompakt gömüldüğünden    DWum

1

2  dizisi 

 DWu 1

2 elemanına  2L ‟da kuvvetli yakınsayacak. 

 DLuum 2, ‟de kuvvetli                 (4.1.17) 

Ģimdi  
 

2

2

,
DL

yxu    fonksiyonelinin v‟ye göre zayıf sürekli olduğunu gösterelim. 

Bu amaçla: 

   
 

2

0
2

,
DL

yxuJ                (4.1.18) 

gösterimini yapalım. Bu formülü kullanırsak aĢağıdaki eĢitsizliği yazabiliriz; 
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     
 

 
 

22

00
22

,,
DLDL

mm yxuyxuJJ  
 

          dxxyxuxyxu
D

m

 
22

,,   

          dxxyxuxyxu
D

m

   ,,  

          dxxyxuxyxu
D

m

 
22

,,   

bu eĢitsizliğin her iki tarafını değerlendirip Cauchy-Bunjakovski eĢitsizliğini uygularsak 

aĢağıdaki eĢitsizliği elde ederiz. 

   
   

22

00
22

.2
DL

m

DLm

m uuuuyuJJ  
 

Bu eĢitsizliğin her iki yanına da  m   için limite geçersek (4.1.17) limit bağıntısını 

kullanırsak:  

   00lim JvJ m

m



              (4.1.19) 

eĢitsizliğini elde ederiz. Yani bu eĢitsizlik  0J  fonksiyonelinin v kümesine zayıf 

sürekli olduğunu göstermektedir. Diğer yandan 0  için 
 

2

2 DL
v  fonksiyoneli alttan 

zayıf yarı sürekli fonksiyonel olduğundan  ‟ye zayıf yakınsayan  mv  dizisi için 

aĢağıdaki eĢitsizliği yazabiliriz. 

   

22

22

lim
DLDL

m

m
vv  


             (4.1.20) 

Bu takdirde (4.1.18) formülünden ve (4.1.19)-(4.1.20) limit bağıntılarından 

yararlanırsak bir sonraki bağıntıyı yazabiliriz. 

       
 DL

m

m

m

mm
vJwJJwJ

2

limlimliminf  


  
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          wJJ
w

m

m



 


 inflim             (4.1.21) 

EĢitsizliği elde ederiz. Böylece V ‟nin optimal kontrol probleminin çözümü 

olduğu elde edilir. 

ġimdi 02 0  c  Ģartı altında  J  fonksiyonelinin kuvvetli konveks fonksiyon 

olduğunu gösterelim. Yani    1,0,, 210   DLV  için 

     
    

       
 

2

0101

010

2

11

1

DL
JJ

JJ












                 

(4.1.22) 

olacak biçimde 0  sabitinin var olduğunu gösterelim. (3.1.2)-(3.1.3) sınır değer 

probleminin V0 ‟ye karĢılık gelen çözümünü     Vxuxuu  1000 ,,  ‟ye 

karĢılık gelen çözümünü    111 ;xuxuu    olarak gösterelim. Bu takdirde denklemin 

lineer biçimde yer almasını göz önünde bulundurarak aĢağıdaki bağıntıyı yazabiliriz:   

        012 1,,   xuxuxu  

                 01 ,1,  xuxu   

        xuxu   11                 (4.1.23) 

bu formülü  vJ  fonksiyonelinin ifadesinde yerine yazalım. Bu takdirde aĢağıdaki 

eĢitliği elde ederiz: 

   

 
   

    
 

    
 

 
 

   
   

 
 

 
 

 
 

2

01

2

01

2

0

2

1

2

0

2

1

2

01

2

01

22

22

2222

22

22

11

11

11

DLDL

DLDLDLDL

DLDL

DLDL

uu

yuyu

vyuyyu

uyuvJ















 
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böylece   vJ  için aĢağıdaki eĢitsizliği yazabiliriz. 

   
      

 

 
 

2

01

2

0101

2

2

1

11

DL

DL

uu

vvJvJvJ







 

          (4.1.24 ) 

Bu eĢitsizliğin sağ tarafındaki sonuncu terimi değerlendirmeye çalıĢalım. 

01
~ uuu   olarak gösterelim. (3.1.2),(3.1.3) sınır değer problemini kullanırsak 

kolaylıkla  xuu ~~   fonksiyonun aĢağıdaki sınır değer probleminin çözümü olduğunu 

elde ederiz. 

       
, 1

n

jk

j k j k

u
a u a x u x x

x x




  
   

  
             (4.1.25) 




su ,0~               (4.1.26) 

Burada 01
~ vvv   görüldüğü üzere (4.1.25)-(4.1.26) sınır değer problemi (3.1.2)-

(3.1.3) sınır değer problemi biçiminde bir problemdir. Bu taktirde (4.2.1) kestirimine 

aynı olarak bir sonraki kestirimi elde edebiliriz. 

 

2

0

2

2
1

2

0

~
DL

W

vc               (4.1.27) 

Burada 00 c  sayısı (4.2.1) kestiriminde yer alan sabittir. Buradan da aĢağıdaki 

eĢitsizliği elde edebiliriz: 

 
 

2

210

2

01
2

1

2

0 DL
W

vvcuu                          (4.1.28) 

bu kestirimden ve aĢağıdaki eĢitsizlikten: 

 
 

2

010

2

01 1

2

0
2 W

uucuu
DL

              (4.1.29) 

bir sonraki kestirimi yazabiliriz.  

 
   

2

010

2

01
22 DLDL

uucuu              (4.1.30) 
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Bu eĢitsizliği (4.1.24)‟te dikkate alırsak aĢağıdaki eĢitsizliği yazabiliriz. 

    

       
 

 
 

2

010

2

0101

01

2

2

1

11

1

DL

DL

vvc

vvvJvJ

vJvJ




















                  (4.1.31) 

02 0  c  olduğundan 00  c  Ģartı sağlanıyor. Böylece (4.1.30)‟de  

00  c  sabitini yerine yazarsak (4.1.25) eĢitliğinin geçerli olduğunu elde 

ederiz. Bu ise   J  fonksiyonelinin 02 0  c  Ģartı altında kuvvetli konveks 

olduğunu gösterir. Kuvvetli konveks fonksiyonel aynı zamanda ciddi konveks 

fonksiyoneldir. Ciddi konveks fonksiyonel minumumu var ve bir tektir. Üstte ispat 

ettiğimize göre 02 0  c  Ģartı altında (3.1.1)-(3.1.3) 0ptimal kontrol probleminin 

en az bir çözümü vardır ve  J  ciddi konveks olduğundan minimum noktası bir tek 

olacaktır. Böylece (3.1.1)-(3.1.4) optimal kontrol probleminin bir tek çözüme sahip 

olduğunu ispatladık. 

ġimdi teoremde yer alan eĢitsizliği ispatlayalım. Bu amaçla (4.1.22)‟ü kullanırsak 

aĢağıdaki eĢitsizliği yazabiliriz. 

       
 

      001

2

01 111
2

vJvvJvv
DL               (4.1.32) 

ġimdi farz edelim ki   Vvm   herhangi minimalleĢtirici dizi Vv *  (3.1.1)-(3.1.3) 

kontrol probleminin çözümü olsun. 

 *

01 ,
2

1
,

2

1
   alırsak ve bunları(4.1.32)‟te yerine yazarsak aĢağıdaki 

eĢitsizliği elde ederiz: 
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 
   

     

   *
2

1

2

1

*
2

1

2

1

*
2

1

2

1

2

1

2

1

4

*

*
2

0
2














JJ

JJvJ

JJJv

m

m

a

mm

DL

m















 

  

Buradan da; 

 
       *

2
0

*
2

0
2

22
a

m

aa

m

a
DL

m JvJ
c

vJvJ
x

vv 





 

eĢitsizliğini yazabiliriz. Burada  

    ** liminf
a

m

a
m

a
Vva

JvJvJJ 


olur. Teorem böylece ispatlanır.  

Bu Teoremde  02 0  C  Ģartı ve kabul edilmiĢ diğer Ģartlar altında (3.1.1)-(3.1.3) 

optimal kontrol probleminin iyi konulmuĢ problem olduğunu göstermektedir. 

Böyle olduğu taktirde (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol problemini çözmek için direkt 

yaklaĢık yöntemlerini kullanabiliriz. Bu yöntemlerden biri grandiyent yöntemidir. Bu 

sebepten Ģimdi fonksiyonelin diferansiyellenebilir olduğunu inceleyim ve gradiyent için 

formül elde edelim. 

 

 

4.2. Fonksiyonelin Gradiyentinin Bulunması 

Farz edelim ki  x   fonksiyonu aĢağıdaki sınır değer probleminin çözümü olsun. 

        
, 1

2
n

jk

j k k j

a u a x u x y
x x


 



  
       
     (4.2.1) 

   


s,0       (4.2.2) 
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Burada    vxuxuu ,  fonksiyonu Vv  için (3.1.2)-(3.1.3) sınır değer probleminin 

çözümdür. Bu probleme (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol problemine eĢlenik olan 

problem denir. 

EĢlenik problemin çözümü olarak;  
0

1

211 Wx   için  

            1
1 1

, 1

2
n

jk

j k k jD D

a x a x dx u x y x x dx
x x

 
  



  
   

   
    (4.2.3) 

integral özdeĢliğini sağlayan  DW
0

1

2  uzayına ait olan    vxx ,  fonksiyonu 

anlaĢılır. 

Görüldüğü üzere eĢlenik problem (3.1.2)-(3.1.3) sınır değer problemi biçiminde bir 

problemdir. Burada   DLu 2 ,  DLy 2  olduğundan    DLyu 22   olacaktır. Bu 

takdirde Teorem 1‟e dayanarak eĢlenik probleminde bir tek çözüme sahip olduğu ve 

çözüm için aĢağıdaki kestirimin geçerli olduğuna hükmedebiliriz: 

 
 

 
1
2 2

3W D L D
c u x y        (4.2.4) 

burada 2

03 4 cc  ‟dir. 

ġimdi (3.1.1) fonksiyonelinin Vv  noktasında artıĢını bulalım. v ‟ye   DLv 2  

artıĢını verelim. Bu taktirde  (3.1.2)-(3.1.3) sınır değer probleminin Vv  için 

çözümünü     Vxuxuu   ,,   için çözümünü: 

      ,xuxuu  ile gösterirsek bu taktirde; 

          ,, xuxuxuxuxuu    

fonksiyonu aĢağıdaki sınır değer probleminin çözümü olacaktır. 

    
, 1

n

jk

j k j k

a a x u v x
x x





  
     

  
 ,    (4.2.5) 
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


su ,0 .      (4.2.6) 

 xuu   fonksiyonunun aĢağıdaki özdeĢliği sağlaması açıktır. 

     
, 1

n

jk

j k j kD D

a a x u dx v x x dx
x x


 



   
     

    
     (4.2.7) 

(4.2.5)-(4.2.6) problemi (3.1.2)-(3.1.3) sınır değer biçiminde problem olduğundan 

(4.2.1) kestirimine aynı olarak aĢağıdaki kestirimin geçerli olduğuna hükmedebiliriz. 

 
 

2

0

2

 2
0

1
2

DL
DW

cu        (4.2.8) 

ġimdi  noktasında fonksiyonelin artıĢını yazarsak aĢağıdaki formülü elde ederiz. 

          

   
   

22

22

2

,2

DLDL

D

D

udxxuxu

dxxuxyxuJJ



 








  (4.2.9) 

Burada  xuu    (4.2.5)-(4.2.6) sınır değer probleminin çözümü    ,xuxuu   

ise (3.1.2)-(3.1.3) sınır değer probleminin çözümüdür. (4.2.9) eĢitliğinin sağ tarafındaki 

1. terimi dönüĢtürmeye çalıĢalım. Bu amaçla (4.2.3) integral eĢitliğinde  

     DWxux
1

2

0

11   (4.2.7) integral özdeĢliğinde ise      DWxx
1

2

0

11    

alıp elde edilen eĢitlikleri taraf tarafa çıkarırsak bir sonraki eĢitliği elde ederiz. 

                 

   dxxx

dxxuxyxudxxxdxxuxyxu

D

DDD











 22

  

eĢitliği elde edilir. Bu eĢitliği (4.2.9)‟de dikkate alırsak fonksiyonelin artıĢı için 

aĢağıdaki eĢitliği elde ederiz. 

                RdxxxxJJJ
D

    2            (4.2.10) 

Burada: 
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   2 2

2 2

L D L D
R u                   (4.2.11) 

 (4.2.8) kestirimini kullanırsak R  için aĢağıdaki bağlantıyı kolaylıkla elde ederiz. 

  
2

2

L D
R                  (4.2.13) 

Böylece (4.2.10)-(4.2.12)‟ten yararlanırsak fonksiyonelin artıĢı için aĢağıdaki eĢitliği 

elde etmiĢ oluyoruz. 

        
 

 2

2

2
DL

D

a dxxxxJ                (4.2.13) 

Fonksiyonellerin Frechet anlamında türevinin  13,4  tanımını kullanıp (4.2.13) 

formülünden  J  fonksiyonelinin Frechet anlamında diferansiyellenebilir olduğunu 

ve onun gradiyenti için: 

     xxJ  2'   

formülünü elde ederiz. 

ġimdi bu formülden yararlanarak optimal kontrol probleminin çözümü için  aĢağıdaki 

gerek ve yeterli Ģartı getirelim. 

TEOREM 4.2.1: Farz edelim ki, Teorem 4.1.1' in Ģartları sağlansın ve 

 DLVv 2

*   (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol probleminin herhangi çözümü olsun. Bu 

takdirde  

                                             02 ***  xvxvJ         

Ģartının sağlanması gerek ve yeterlidir. Burada      ** ;vxx    fonksiyonu eĢlenik 

problemin  DLVv 2

*   ye karĢılık gelen çözümüdür. 

          Bu Teoremin ispatı kuramsal temellerde yer alan Teorem 2.8 in yardımıyla 

gerçekleĢtirilir, baĢka bir değiĢle Teoremin ispatı Teorem 2.8 in Ģartlarının sağlanmasına 

indirgenir. 
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4.3. Optimal Kontrol Probleminin Çözümü için Gradiyent Yöntemi 

Bu bölümde (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol probleminin bir boyutlu halde çözüm 

algoritmasını kuracağız. Bu amaçla (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol probleminin bir 

boyutlu halini yazalım.  

Farz edelim ki; 

         



0

2

0

2
, dxxvdxxyxuJa      (4.3.1) 

fonksiyonun minumumunu V kümesi üzerinde: 

       0 , 0,
d du

a x a x u x x
dx dx


 

    
 

    (4.3.2) 

    00  uu       (4.3.3) 

Ģartları altında minimumunu bulmak gerekir. Buradan 0,0    verilen sayılar, 

   xx 0,  fonksiyonları bölüm 1‟deki Ģartları sağlıyorlardır. (4.3.1)-(4.3.3)‟e karĢılık 

gelen eĢlenik sınır değer problemini aĢağıdaki gibi yazabiliriz. 

        0 2
d d

a x a x u x y x
dx dx


 

 
   

 
   (4.3.4) 

    00         (4.3.5) 

bu taktirde gradiyent için olan formülde aĢağıdaki biçimde olacaktır. 

     xxJ  2       (4.3.6) 

olası kontroller kümesi tüm uzay olduğundan (4.3.1)-(4.3.3) problemini çözmek için 

gradiyent yöntemini kullanabiliriz. [2,13] yönteminin Ģemasına göre ardıĢık yaklaĢımlar 

aĢağıdaki biçimde inĢa edilir: 

  ,...2,1,0,'1  mJ m

m

mm       (4.3.7) 
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burada Vm   baĢlangıç yaklaĢımıdır. 0m  yönteminin parametresi olup; 

   mm JJ   1       (4.3.8) 

Ģartı bulunabilir.  mJ 
'  gradiyenti: 

     xxJ mmm  2,'     (4.3.9) 

formülü ile tanımlanır. Burada  mx  ,  eĢlenik problemin m  ‟e karĢılık gelen 

çözümüdür. Bu formülden görüldüğü üzere her bir adımda iki tane sınır değer 

problemini çözmemiz gerekir. Sonra gradiyent için değeri bulmamız gerekir. 

Ġterasyon süreci; 

 
 

,0

1

2L

MM               (4.3.10) 

Ģartı sağlanana kadar devam ettirilir. Gradiyent formülünde yer alan   parametresi 

teorem 2‟deki Ģarttan seçilir. ġimdi  (4.3.1)-(4.3.3) probleminin çözümünü bilgisayarda 

gerçekleĢtirmek için bu problemin sonlu farklı aynısını inĢa edelim.  ,0  aralığını 

M
hMjjhx j


 ,,0,  yardımı ile ağa dönüĢtürelim. Bu taktirde (4.3.1)-(4.3.3) 

probleminde yer alan fonksiyoneli ona karĢılık gelen fonksiyon ile değiĢtirerek (4.3.2)-

(4.3.3) Ģartlarını uygun farklar Ģeması ile değiĢtirip bir sonraki optimal kontrol 

problemini elde ederiz. 

  









1

1

2
1

1

2
M

j

j

M

j

jj hyuhJ 
             (4.3.11) 

Fonksiyonunun MLw 2  kümesi üzerinde  

  0,1,1, 0,,

'

0  Mjj

j

jxjx uuMjuu                      (4.3.12) 

Ģartlarını altında minimumunu bulmak gerekir. Burada: 
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h

uu
u

h

uu
u

jj

jx

jj

jx







 1

,

1

, ,  

   
2 2

2 2

0 0

1 1
,

h h
j j

h h
j j

u u

j

j

u u

a a x dx a a x dx
h h

 

 

               (4.3.13) 

  1,1,
1 2

2

 





Mjdxxy
h

y

h
j

h
j

u

u

j              (4.3.14) 

olur. ML2  uzayı  ,02L   uzayının sonlu farklı aynısı olup; 







1

1

2
M

j

j  

Ģartını sağlayan    1321 ,.......,,,  M  elemanlarından oluĢur. Bu takdirde fonksiyon 

gradiyenti aĢağıdaki biçimdedir. 

   1,1,2'  Mjjjj               (4.3.15) 

Burada  ağ fonksiyonu aĢağıdaki sistemin çözümüdür: 

    0,1,1,2 00  Mjjj
j

xjjx

j Mjyu             (4.3.16)  

(4.3.11)-(4.3.12) ayrık optimal kontrol probleminin çözümü için gradiyent yönteminin 

Ģeması aĢağıdaki gibi inĢa edilir.  

   ,...2,1,0,1,1,'1  mMjm

jm

m

j

m

j               (4.3.17) 

Burada  0m  parametresi; 

     mm    1  Ģartından seçilir.   m

j 
'  gradiyenti (4.3.15) formülü ile tanımlanır. 

Gradiyenti bulmak için her bir adımda (4.3.12) ve (4.3.16)  sistemini kovma yönteminin 

yardımı ile çözebiliriz  [10]. Ġterasyon süreci: 
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                                                        





2

1
1

1

21
M

j

m

j

m

jh  

Ģartı sağlanana kadar devam ettirilir. 
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5. TARTIġMA ve SONUÇ 

Bu tez çalıĢmasında eliptik denklem için bir optimal kontrol problemi ele alınmıĢtır. 

Tezde ele alınan optimal kontrol probleminin önceki çalıĢmalardaki problemlerden 

önemli biçimde farklılaĢmaktadır. Çünkü bir önceki çalıĢmalarda fonksiyonelde yer alan 

  parametresi adeta negatif sayı olmaktadır. Bu tezde ise pozitif sayıdır. Olası 

kontroller kümesi bir önceki çalıĢmalarda adeta sınırlı küme olarak kullanılmaktadır. Bu 

tez çalıĢmasına ise olası kontroller kümesi tüm  DL2  uzayıdır, yani sınırsız kümedir.  

Tezde ele alınan problem çok az incelendiğinden bu tez çalıĢması gerek teorik, gerekse 

pratik açıdan önem taĢımaktadır. 

 

Bu tezde eliptik denklem için bir optimal kontrol probleminin çözümünün varlığı ve 

tekliği, çözüm için gerek ve yeterli Ģartlara ait elde edilen sonuçlar günceldir, önceki 

yazarların çalıĢmalarındaki sonuçlardan farklıdır ve onlarla örtüĢmez. Dolayısıyla 

önceki çalıĢmalara göre daha günceldir. 
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