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OZET

Bu tez calismasinda, eliptik kismi diferansiyel denklemlerde yaklasik seri
¢ozlimlinii bulmak igin pertiirbasyon teorisinde kullanilan yontemler ve ¢esitli
kullanimlari tanitilmistir. Yontemlerin eliptik problemlerde uygulamalari verilmistir.

Bu tez c¢alismasi alt1 boliimden olugmaktadir:

Birinci bolimde konu hakkinda literatiir 6zeti verilmistir.

Ikinci bliimde tez boyunca kullanilan bazi temel kavramlar ifade edilmistir.

Ucgiincii boliimde, asimptotik mertebe sembolleri ve asimptotik yaklasimlar
tanitilmistir. Ayn1 zamanda pertiirbasyon teorisinden bahsedilerek, diizgiin ve tekil
pertiirbasyon uygulamalarina yer verilmistir.

Dordiincii ve besinci boliimde homotopi pertiirbasyon ve homotopi pertiirbasyon
dontisiim yontemleri tanitilarak, uygulamalara yer verilmistir.

Altinc1 boliimde sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Asimptotik yaklasim, Eliptik denklem, Homotopi

pertiirbasyon yontemi, Pertiirbasyon teorisi, Tekil pertiirbasyon
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SUMMARY

In this thesis, the methods used in perturbation theory to find the approximate series
solution in elliptic partial differential equations and their various uses are introduced. The
applications of these methods to elliptic problems are given.

This thesis work consists of six chapters:

In the first chapter, a summary of the literature on the subject is given.

In the second chapter, some basic concepts used throughout the thesis are
expressed.

In the third chapter, asymptotic order symbols and asymptotic approximations are
introduced. Perturbation theory is mentioned, and also uniform and singular perturbation
applications are covered.

In the fourth and fifth chapters, homotopy perturbation and homotopy perturbation
transform methods are introduced and applications are given.

In the sixth chapter, the results are given.

Keywords: Asymptotic approximation, Ellipticequation, Homotopy perturbation

method, Perturbation theory, Singular perturbation
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1. GENEL BILGILER

Diferansiyel denklemler, uygulamali matematik alaninda fiziksel olaylarin
matematiksel modelleme problemlerinde kullanilmaktadir. Diferansiyel denklem bir
takim fonksiyonlar ile bunlarin tiirevleri arasindaki iliskiyi temsil eder. Bu kavram ilk
olarak 1676 yilinda Leibniz tarafindan kullanilmistir ve diferansiyel denklemler uzun
zamandir ¢ok ¢esitli pratik problemin modellenmesi ve ¢oziilmesi i¢in bilim adamlar1 ve
miihendisler tarafindan kullanilmaktadir (Engin ve Cengel, 2008). Ikinci Mertebeden
Kismi Diferansiyel Denklemler; eliptik, parabolik ve hiperbolik denklemler olarak
isimlendirilir ve katsayilarin durumlarina ve zamana ait tiirevin var olmasina gore
siiflandirilir.

Eliptik kismi diferansiyel denklemlerin incelenmesi, Euler, Laplace, Lagrange,
Poisson, Fourier, Green ve Gauss’un ¢alismalariyla, akiskanlar dinamigi, elektrostatik ve
1s1 iletiminin matematiksel teorileriyle iki ylizyildan fazla bir siire 6nce baslamistir
(Volpert, 2011). Literatiirde Eliptik denklemlerin ¢oziimleri igin bazi kaynaklar;
(Tasdelen, 2001), (Tasdelen, 2002), (Ashyralyyev vd., 2017), (Biger, 2022) verilebilir.

Miihendislik ve fiziki bilimlerin birgok alaninda ortaya c¢ikan problemlerin
matematiksel modelleri, eliptik denklemler igerir. Eliptik denklemlerin ¢oziimleri analitik
yaklasim yontemleri kullanilarak hesaplanabilmektedir. Bu yontemlerden en bilineni
pertiirbasyon (asimptotik) metodudur. Lagrange ve Laplace gibi 18. ve 19. ylizyil
matematikcileri pertiirbasyon teorisi yontemlerini genisletmekte ve genellestirmekte
onciilik yapmiglardir. Bu yontem pertiirbasyon miktar1 olarak adlandirilan kii¢iik
parametrelerin varli§ina dayanir. Kii¢iik parametreler icermeyen yontemlerde denklemin
farkli yerlerine eklenen yapay parametreler kullanilir.

1900’1 yillarda L. Prandtl ve J.H. Poincaré pertiirbasyon problemleri adina ilk
caligmalar1 yapmuslardir. Singiiler pertiirbasyon problemi fikri ise L. Prandtl’nin
1904°teki sinir tabaka calismalarinda ortaya c¢ikmustir. Kiiciik parametreler akiskan
mekaniginin klasik Navier—Stokes denklemine ve ters Reynold sayisina dayanmaktadir.
1900 yilindan itibaren bu durumlarla ilgili bir¢ok kisi tarafindan cesitli yontemler
bulunmus ve gelistirilmistir. Bunlarin basinda ise Kadalbajoo ve Reddy gelmektedir.
Kadalbajoo ve Reddy tarafindan singiiler pertiirbasyon problemlerinin yaklagik
coziimlerini belirlemek icin 1908—-1986 yillar1 arasinda gelisen c¢esitli sayisal ve
asimptotik yontemler arastirilmis ve bunun tlizerine ¢alismalar yapilmistir (Kaya, 2019).

Yaklasik analitik ¢oziim bulabilen yontemler arasinda homotopi pertiirbasyon

metodunun 6nemli yeri vardir. He, 1999 yilinda gelistirdigi homotopi pertiirbasyon



metodu ile geleneksel pertiirbasyon yontemindeki giigliikleri ortadan kaldirmistir. Bu
yontem kullanilarak ¢ok cesitli dogrusal olmayan problemlerin yaklasik ¢oztimleri elde
edilmistir. Bu yontem topolojinin temel kavramlarindan biri olan homotopi kavramini ve
klasik pertiirbasyon metodunu kullanarak olusturulmustur. Bu yontem de pertiirbasyon
yontemleri gibi parametre icerir. Ancak bu parametreyi denkleme yerlestirmek
olusturulan homotopi sayesinde son derece kolaydir (Demirtas, 2014).

Homotopi pertiirbasyon yonteminde, ¢6ziilmek istenen diferansiyel denklemde
parametreye bagli bir homotopi denklemi olusturulur ve olusturulan denklemde
pertiirbasyon agilimi yazilarak yaklasik seri ¢oziim elde edilir.

Literatiirde bulunan Homotopi Pertiirbasyon uygulamalarindan bazilarina; (He,
1999), (Akter ve Chowdhury, 2016),(Ghoreishi ve Ismail, 2011), (Merdan ve Khaniyev,
2008), (Merdan, 2009). 6rnekleri verilebilir.

Homotopi pertiirbasyon yontemi uygulanan bir diferansiyel denklem probleminde
oOlusturulan homotopi denkleminde, bir fonksiyonun iki kisma boliinerek incelenebilecegi
varsayimina dayali olarak olusturulan homotopi pertiirbasyon yontemi i¢in kaynak
olarak: (Ahmed, 2016) verilebilir.

Tim bu tanimlara paralel olarak eliptik denklemlere pertiirbasyon uygulamalari
literatiire kazandirilmistir. Bunlardan bazilarina: (Biazar, 2008), (Bulut, 2008), (Elbadri,
2013) (Yildirim, 2008), (Mechee vd., 2017). (Mohyud-Din ve Noor, 2009) ornekleri
verilebilir.

Adi ve kismi diferansiyel denklem problemlerinin incelenmesinde, Laplace,
Fourier, Sumudu, Elzaki, dontistimleri gibi integral doniisiim yontemleri dnemli bir role
sahiptir (Kaya ve Yilmaz, 2019). Integral doniisim ydntemi, baslangi¢ degerleri veya
siir kosullar1 ile diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in yaygin olarak kullanilir.

Integral déniisiimlerinin kullaniminin  19. yiizyihn ilk yarisinda basladig
goriilmektedir. Sembolik doniisiim fikrini ilk olarak 6ne siiren G.W. Leibniz (1646-1716)
dir. Sonralar1 sembolik donilisiim metotlar1 ilizerine 6nemli ¢alismalar yapanlar J. L.
Lagrange (1736-1813) ve P.S. Laplace (1749-1827) dir. Ancak integral doniisiimleri igin
temel adim J.Fourier (1768-1830) ve A.L. Cauchy (1789-1853) tarafindan atilmistir
(Kirdar, 2007).

Integral doniisiim metotlarmin en onemlilerinden bir tanesi Laplace integral
doniisimiidiir. Laplace doniisiimii, matematik ve diger uygulamali bilim dallarinda
kullanilan 6nemli bir doniisiimdiir. Unlii matematik¢i P. S. Laplace (1749-1827)
tarafindan tanimlanmistir. Bu diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde biiylik kolaylik

saglar (Kirdar, 2007).



Diger bir integral doniisiim metodu Sumudu Integral Déniisiimii’ diir. 1993 yilinda
Watugala tarafindan tanitilan Sumudu doniisiimii, adi diferansiyel denklemleri ¢6zmek
icin siklikla kullanilmigtir. Ayrica bazi problemlerde Sumudu doniisiimii, Laplace
doniisiimiine gore daha iyi sonuglar vermektedir (Kaya ve Yilmaz, 2019).

Baska bir integral doniisim metodu Elzaki Integral Déniisiimii’diir Elzaki
doniisiimii, klasik Fourier doniisimiinden 2010 yilinda T.M. Elzaki tarafindan
tanitilmistir. Elzaki dontisiimi, adi ve kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in 6nemli
bir ara¢ olan Sumudu donlisiimiiniin degistirilmis bir seklidir. Ayrica Elzaki doniisiimii,
Sumudu doniisiimii veya Laplace doniisiimii ile c¢oziilemeyen bazi1 diferansiyel
denklemleri ¢6zmek i¢in giiglii bir ara¢ olmustur (Elzaki, 2012).

Kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in Elzaki, Sumudu, Laplace doniigiimleri;
Homotopi pertiirbasyonu ile birlestirilerek tam ¢éziimler elde edilebilirdir. Dolayisiyla bu
kombine ¢oziimler oldukga yetenekli ve giivenilirdir.

Yontem uygulanist sdyledir: Verilen bir diferansiyel denklemde ilk olarak
kullanilacak integral doniisiimii alinir daha sonra baslangi¢ kosullar1 denklemde yerine
yazilarak ters integral doniisiimii alinip homotopi pertiirbasyon yontemi ugulanir.

Yaklasik seri ¢oziimlerinde kullanilan Homotopi pertiirbasyon yonteminin integral
doniisim metotlariyla birlikte kullanildigi  kaynaklara ornek olarak: Homotopi
pertiirbasyon Laplace doniisimii i¢in; (Mishra ve Nagar, 2012), (Kehaili vd., 2020),
(Johnston vd., 2016), (Singh ve Kumar, 2012); Homotopi pertiirbasyon Sumudu
doniisimii i¢in; (Kumar vd., 2011), (Bulut vd., 2013), (Singh vd., 2016), (Kaya ve
Yilmaz, 2019); Homotopi pertiirbasyon Elzaki doniisiimii i¢in; (Elzaki ve Hilal, 2012),
(Elzaki vd., 2019), (Elzaki ve Biazar,2013), (Jasrotia ve Singh, 2022), (Merdan vd., 2022)
verilebilir.

Bu Yiiksek Lisans Tezi kapsaminda, Pertiirbasyon teoremi ile kullanilan yontemler
ve cesitli kullanimlar detayli incelenmistir. Her bir yontem ve kullanim icin eliptik
problemler olusturulup yaklasik ¢oziimler elde edilmistir. Ayni zamanda elde edilen

coziimler i¢in yakinsaklik incelemesi yapilmaistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Analiz ve Fonsiyonel Analizle lgili Temel Tamim ve Kavramlar

Tamim 2.1.1. Bir metrik uzay, bos olmayan bir F kiimesi ve bir metrik (veya
uzaklik) d: F X F — R fonksiyonundan olusan bir (F, d) ¢ifttir, 6yle ki F deki tiim x, y, z
icin asagidaki kosullar gegerlidir (Maddox, 1970):

aQ)d(x,y)=0e=x=y
b) d(x,y) = d(y, x) (simetri)
c) d(x,y) <d(x,z) +d(zy) (liggen esitsizligi)

Tammm 2.1.2. F, bos olmayan bir kiime ve K (R veya C) bir cisim olsun. Eger
x,y,Z€ Fvel,p €K igin

+: FXF->F, (x,y) >x+y
-+t KXF->F, A4y) = Ay

fonksiyonlar1 tanimlansin. V x,y,z € F ve A, € K ig¢in,

Ax+y=y+x

by x+y)+z=x+(y+2)

C) Vx € Figinx + 0 = 0 + x = x olacak sekilde bir 0 € F vardir.

d) Vx € F i¢in x + (—x) = (—x) 4+ x = 6 olacak sekilde bir (—x) € F vardur.
e) A+ B)x = Ax + Bx

HAlx+y) =Ax+ Ay

g9) (AB)x = A(Bx)

hyl-x=x

kosullar1 saglaniyorsa o zaman F’ye K cismi lizerinde bir lineer uzay veya vektor uzay
denir. Lineer uzay taniminda K cismine lineer uzayin skaler cismi, K nin elemanlarina
skaler denir. F’nin elemanlar1 ise vektor olarak adlandirilir (Maddox, 1970).

Tamim 2.1.3. F, bos olmayan bir kiime ve K (R veya C) cismi lizerinde bir vektor

uzay1 olsun.



Il =F >R
fonksiyonu V x,y € F ve V a € K igin,

a) llx|l =0
b) x| =0 ©x =8
C) llax|l = |alllx]|

d) llx + Il < llxll + Iyl

sartlarini saglarsa ||-|| fonksiyonuna F {izerinde bir norm ve (F, ||-]|) ikilisine de normlu
vektor uzay (normlu uzay) denir (Maddox, 1970).

Tamm 2.1.4. F normlu uzay ve (x,,), F de bir dizi olsun. Eger V € > 0 i¢in m >
my oldugunda ||x,, — x|| < € olacak sekilde bir my, € N varsa, (x,,) dizisine F de

yakinsak dizi denir ve lim x,, = x veyax,, = x seklinde gosterilir (Kreyszig, 1978).
m—oo

Tammm 2.1.5. y=f(x) bir fonksiyon ve bu f(x) fonksiyonu bir (a, b) araliginda

tanimli1 olsun. Ayni1 zamanda x, € (a, b) oldugu varsayimi altinda

fxo+h) = fxo)
h

|x=x0 = f'(xo) = }li_r)r(l)
degerinin olup olmadigi kontrol edildiginde limit degeri varsa, o zaman bu limit degerine
f fonksiyonunun x = x, noktasindaki tiirevidir denir. Burada x degiskeni, kendi
kontroliimiiz altinda degistirebildigimiz (bagimsiz) degisken tiiriidiir, y degiskeni ise
kendi kontroliimiiz altinda degistiremedigimiz (bagimli) degisken tiirtidiir (Glindogdu,
2017).

Tamum 2.1.6. Bir fonksiyonun belirli bir noktadaki limitini hesapladigimizda

£
li
ek o(e)

biciminde % ya da E belirsizliklerinden birini elde ediyorsak ya da diger
belirsizliklerden biri var ve ifadeyi bu iki belirsizlikten birine doniistiirebiliyorsak
L'Hospital kurali kullanarak limit degerini bulabiliriz.

f(€) ve p(e) fonksiyonlari (&4, €,) araligi lizerinde tirevlenebilir fonksiyonlar ve

bu aralik tizerinde ¢'(€) # 0 sart1 saglaniyor olsun. Ayrica —oo < k < oo olmak iizere

lim € = & olsun. Bu durumda: “lim ££ = Iim £ = k” dir (Cengizci,2014).

gy @' (€) eogg P(8)  e—ogy ¢ ()



2.2. Taylor Seri Ac¢ilim
Matematikte kullanilan 6nemli teoremlerden biri olan Taylor Teoremi ve sonuglari
ozellikle asimptotik yontemlerde ¢okga kullanilmaktadir.

Tanmm 2.2.1. x, e RveVm = 0,1,2, ..., i¢in k,,, € R olmak {izere
Z km(x - xO)m - ko + kl(x - xo) + kz(x - xo)z + k3(x - x0)3 + .-
m=0

seklindeki bir seriye kuvvet serisi denir. Buradaki k,, sayilarina serinin katsayilart adi
verilir. Kuvvet serileri genelde bir fonksiyonun Taylor serisi olarak karsimiza ¢ikmaktadir
(Nayfeh,1993).

Tamim 2.2.2. Bir kuvvet serisi agilimi1 olan f (x) fonksiyonu ele alinsin, dyle ki x =

X, da her mertebeden tiirevleri mevcut olsun. Kuvvet serisinde,

1
d™f
dx™

f(o)(xo) = f(x0) = ko

f(m) 2

esit olur. Iste bu kuvvet serisine yani

Z, £(m)
f(x) = Z fT(!xO)(x—xo)m

m=0

serisine f(x)’in x = x, civarindaki Taylor serisi denir. Burada x, = 0 alinirsa,

o0

(m)
T(x) = Z f (O)xm

m!

m=0

serisine Ozel olarak Maclaurin serisi de denir (Nayfeh,1993).
Ornek 2.2.1. Onemli olan birkag fonksiyonun x, = 0 noktasi civarlarinda Taylor

seri agilimlari


https://tr.wikipedia.org/wiki/Fonksiyon
https://tr.wikipedia.org/wiki/Taylor_serisi

1 1 o _1 mx2m+1
sin(x) =x+=—x3+=—x"+--= D

3! 5! B 2m+ 1)!
m=0
1 1 S (=1)my2m
cos(x)—l—zx +Zx = OW
=

x?
=1+x+5; + = + Z —
olarak 6rnek verilebilir (Nayfeh,1993).

2.2.1. Analitik Fonksiyon
Bir f(x) fonksiyonu ele alinsin, bu fonksiyon x = x, noktasi yakininda Taylor

serisine agilabilsin,

=\ F(m)
Foo =Y Lo
m=0

(m)
= )+ L8 ey e L2

bu Taylor agilimi1 x = x, noktasini igeren agik bir araliktaki tiim x degerleri i¢in f(x)
fonksiyonuna yaklasirsa bu fonksiyon x = x, noktasinda analitik fonksiyon olarak
adlandirilir. Verilen tanimdan yola ¢ikarak analitik fonksiyonlara ornek olarak biitlin
polinom fonksiyonlar soylenebilir c¢iinkii polinom fonksiyonlar her yerde keyfi

mertebeden siirekli tiirevlere sahiptir. Ek olarak e*, sin x, cos x fonksiyonlar1 her yerde

flx

analitiktir. Eger fonksiyon prs ; seklinde ise bu fonksiyonun analitik fonksiyon olabilmesi

icin f(x) ve g(x) fonksiyonlarmin analitik fonksiyon olmasi ve g(x) # 0 olmasi
gereklidir (Kaya, 2019).

2.3. Diferansiyel Denklem

Tamm 2.3.1. Bir fonksiyonun veya birden ¢ok fonksiyonun tiirevlerini barindiran
denklemlerin her birine diferansiyel denklem denir.

Birgok onemli bilimsel alanda, miihendislikte ve ayni zamanda ekonomi
alanlarinda matematiksel modeller kolaylikla diferansiyel denklemler kullanilarak

belirtilir.



Diferansiyel denklemler temel anlamda, adi diferansiyel denklemler ve kismi diferansiyel

denklemler olmak iizere ikiye ayrilarak incelenirler (Okten,2010).

2.4. Adi Diferansiyel Denklem

Tamim 2.4.1. Adi diferansiyel denklemler tek bagimsiz degisken, tek bagimli
degisken (bilinmeyen fonksiyon) ve bu bagimli degiskenin tiirevlerinden meydana gelir.
Kisacas1 tek bagimsiz degisken igeren diferansiyel denklemlere adi diferansiyel
denklemler denir. y bagimli degisken, x bagimsiz degisken olarak kabul edilirse, o zaman

m. mertebeden bir adi diferansiyel denklem su sekilde ifade edilebilir:

F(x,y,d—y,ﬂ, ,ﬂ> =0
dx’ dx? dx™

Adi diferansiyel denklemler, mertebelerine gore, katsayilarinin sabit veya degisken
oluslarina gore farkli farkl sekillerde siniflandirilip incelenir. Bir diferansiyel denklemde
mertebeyi belirlemek icin tiirevlere bakilir, tiirevlerde en yiliksek mertebe diferansiyel
denklemin mertebesi olarak kabul edilir. En yiiksek tiirevinin mertebesi bire esit olan bir
diferansiyel denkleme birinci mertebedendir denir. En yiiksek tiirev mertebesi iki veya
ikiden daha biiyiik olursa bu denklemlere de yiiksek mertebeden diferansiyel denklemler
denir (Okten,2010).

Ornek 2.4.1. xdx + ydy = 0 birinci mertebeden bir diferansiyel denklemdir,

d’y  _dy
w+6a—7y—x

ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemdir.

2.4.1. Baslangi¢-Sinir Deger Problemleri

Yardimct kosullar ile verilen bir diferansiyel denklem probleminde, yardimci
kosullar bilinmeyen fonksiyon ve tiirevleri lizerinde tamami bagimsiz degiskenin ayni
degerinde veriliyorsa bu probleme baslangig-deger problemi denir. Yardimcet kosullar
baslangi¢ kosullaridir. Eger ki yardimci kosullar bagimsiz degiskenin birden fazla
degerinde veriliyorsa bu probleme sinir-deger problemi denir. Yardimci kosullar sinir
kosullaridir (Bronson,1994).

Ornek 2.4.2. y = y(x), x’e bagli bir fonksiyon olsun



d’y _dy . dy
W‘F?)a—e ,y(ﬂ')—l,d—xx=n—2

burada her iki yardimci kosul x = m de verildigi igin bu problem baslangic deger
problemidir.

Ornek 2.4.3. y = y(x), x’e bagli bir fonksiyon olsun

d’y _dy o2 dy
%4‘3(1 ,y(O)—l,ale—l

burada her iki yardimci kosul x = 0 ve x = 1 farkli degerlerinde verilmistir dolayistyla
siir-deger problemidir. y(x) fonksiyonu baslangi¢-deger veya sinir deger probleminin
bir ¢6ziimiidiir, hem diferansiyel denklemi ¢cozer hem de verilen yardimci kosullarin

tamamini saglar.

2.4.2. Lineer ve Lineer Olmayan Diferansiyel Denklem

y = y(x) bilinmeyen fonksiyonu igin verilen

m-—1 m-—2

+a1(x)d 4 () T+ () = ()

m

ary
dxm

diferansiyel denkleme, m. mertebeden lineer diferansiyel denklem denir.

Diferansiyel denklemlerde lineerligi bozan durumlardan bazilar1 sunlardir: Eger ki
diferansiyel denklemin igerdigi bagimli degiskenler iistel, trigonometrik veya logaritmik
olarak ifade edilmigse lineerlik bozulur, diger bir durum ise bazi diferansiyel
denklemlerde bagimli degisken kendisi veya tiirevleri ile carpim veya boliim durumunda
ifade edilmisse ya da bagimli degisken veya herhangi bir tiirevinin derecesi iki ve ikiden
biiyiik ise lineerlik bozulur. Lineerlik tanimina uymayan diferansiyel denklemlere lineer

olmayan diferansiyel denklemler denir (Keles, 2019).

Ornek 2.4.4.
dZ
Sd—x}zl—x3d—y+9y e%x

denklemi lineer diferansiyel denkleme ornektir,
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a3 g *0
2

y
dx2+y3=

denklemleri ise lineer olmayan diferansiyel denklemlere Grnektir.
2.4.3. Diizgiin ve Tekil Nokta

d*y dy
S+ ® () + w0y =0

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemi ele alinsin. Eger denklemde bulunan u, (t)
ve u,(t) fonksiyonlarinin ikisi birden bir t = t, noktasinda analitik oluyorsa bu noktaya
diizgiin nokta denir.
u, (t) ve u,(t) fonksiyonlarinin ikisi birden veya yalnizca biri t = t,, noktasinda analitik
olmuyorsa, 0 zaman bu noktaya tekil nokta denir (Kaya, 2019).

Ornek 2.4.5.

(1—-t2)y"+ty'+6y=0
diferansiyel denklemi incelenecek olursa, dncelikle her iki tarafi (1 — t2)’ye bolerek

144 t ! 6
Yoty t Y =0

t
1-t2

6

elde edilir. u, (t) = 12

ve u,(t) =

fonksiyonlarmin t = 1 ve t = —1 noktalarinda

analitik olmadig1 goriiliir dolayisiyla bu noktalar denklemin tekil noktalar1 olur, bu iki

nokta digindaki her nokta ise analitik oldugu i¢in diizglin noktadir (Kaya, 2019).

2.5. Kismi Diferansiyel Denklem

Tammm 2.5.1. En az iki bagimsiz degisken ile en az bir bagimh degisken
(bilinmeyen fonksiyon) ve bu bagimli degiskenin bagimsiz degiskenlere gore birinci veya
daha fazla mertebeden kismi tiirevlerini barindiran denklemlere, kismi diferansiyel

denklemler denir. Kisacas1 iki veya daha fazla bagimsiz degiskeni iceren diferansiyel
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denklemlere kismi diferansiyel denklemler denir. x;,x5, ..., Xm, ..., X, bagimsiz

degiskenler olsun ve u bagimli degiskeninin bu bagimsiz degiskenlere gore kismi

. . u u
tirevleri u,, = ——, Uy, = —

Uu, = ou ile gGsterilsin
Ax,’ X2 T ax,’ U TEn T 9x, g ’

O halde kismi diferansiyel denklemlerin genel formu;
F(xl,xz, ey Xy Uy s Uy woey Unepys Uy xey s Uy 0 ) =0

seklinde olur.

Kismi diferansiyel denklemler, en yiiksek kismi tiirevin mertebesine, degisken
sayisina, dogrusal olup olmama durumlarina goére ya da katsayilarinin sabit veya
parametrik olusuna gore farkli farkli sekillerde siniflandirilirlar. Her bir durum igin kismi

diferansiyel denklemler kendine has ¢6ziim yontemleri barindirir (Aktas,1995).

Ornek 2.5.1.
Ju Jdu
- h T o 2 2
9% + 3y x> + 2xy + cos(y?)
502u+802u+4 =0

dx? dy? “ g

denklemleri kismi diferansiyel denklemlere drnektir.

Tamm 2.5.2. Bir kismi diferansiyel denklemin mertebesi, denklemde goriilen en
yiiksek kismi tiirevin mertebesi olarak tanimlanir (Cagliyan ve Celebi, 2010).

Tammm 2.5.3. Bir kismi lineer diferansiyel denklem verildiginde en yiiksek
mertebeden kismi tiirevin derecesine 0 denklemin derecesi denir (Cagliyan ve Celebi,
2010).

Tanmm 2.5.4. Bir kismi diferansiyel denklem bilinmeyen fonksiyon ve onun
tiirevlerine gore birinci dereceden ise denkleme lineer kismi diferansiyel denklem denir.
Eger bir kismi diferansiyel denklem lineer degilse o denkleme lineer olmayan kismi
diferansiyel denklem denir (Cagliyan ve Celebi, 2010).

Tamm 2.5.5. Kismi diferansiyel denklemler, homojen ve homojen olmayan olarak
stiflandirilabilirler. Istenilen mertebeden bir kismi diferansiyel denklem, eger denklemin
her terimi bagimli degiskeni veya onun tiirevlerinden birini igerirse, o0 zaman homojen
kismi diferansiyel denklem olarak isimlendirilir; aksi durumda homojen olmayan kismi

diferansiyel denklem olarak isimlendirilir (Okten,2010).
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Tanmm 2.5.6. Bir kismi diferansiyel denklem, denklemde goriilen en yiiksek
mertebeden tiirevlere gore lineer ise, denkleme yari lineer denklem denir (Cagliyan ve
Celebi, 2010).

Tanmm 2.5.7. Bir kismi diferansiyel denklem, denklemde goriilen en yiiksek
mertebeden tlirevlere gore lineer, yani yar1 lineer ve bu en yiiksek mertebeden tiirevlerin
katsayis1 sadece bagimsiz degiskenlerin bir fonksiyonu ise, denkleme hemen-hemen
lineer denklem denir (Cagliyan ve Celebi, 2010).

2.6. Kismi Diferansiyel Denklemlerin Tiirleri
Tammim 2.6.1. x ve y bagimsiz degiskenler olmak iizere iki boyutlu u(x,y)

fonksiyonu ve tiirevleri arasinda verilen
CD(-X' y; uxl u_’y; uxxJ uyy: uxy) = 0

bagintisina ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklem denir.
x ve y bagimsiz degiskenler; A, B, C sadece bagimsiz degiskenlere bagli katsay1

fonksiyonlar1 olmak iizere eger ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemin bagintisi,

Aazu+ZB 0u +C62u+ (
dx? dxdy dy? floyu

Jdu au) _ 0 W

,a,@

bi¢iminde yazilabilirse denkleme, yiiksek mertebeden tiireve gore hemen-hemen lineer
olan ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklem denir.
Yiiksek mertebeden tiireve gére hemen-hemen lineer olan ikinci mertebeden kismi

diferansiyel denklem i¢in; Diskriminant fonksiyonu,
A= B%? — AC

olarak tanimlanir. Diskriminanta bagli olarak denklemin tiirii belirlenebilir:

* (1) denklemi A, B ve C’nin aldig1 degerlere gore ti¢ degisik durumda incelenir;
A=B%2 —AC <0 Eliptik

A= B? —AC =0 Parabolik
A= B? — AC >0 Hiperbolik
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* Belirtilen A, B, C katsayilar1 xy — diizlemindeki bir Q boélgesinde x ve y’nin iki kez
stirekli tiiretilebilir fonksiyonlaridir, ayrica ayn1 anda {igiiniin birden sifir olmadig1 kabul
edilir.

s flisex,y,u, Z—Z ve Z—Z nin fonksiyonudur (Cetinkaya, 2014).

Ornek 2.6.1.

37U 0
dx? dy?

denklemi A =3,B =0,C = 7 ve B2 - AC = —21 < 0 oldugundan eliptik denklemdir.

0%u 0%u
— —10—==0

dx? dy?

denklemi ise A= 1, B =0,C =-10 ve B?-AC=-—(1)(-10) = 10> 0
oldugundan hiperbolik denklemdir.

2.6.1. Hiperbolik Denklemler

Ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemler A= B? — AC > 0 ise hiperbolik
denklemler olarak adlandirilir.

Hiperbolik denklemler kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin bir tiriidir ve
genellikle zamana bagl denklemlerdir. Ortamdaki dalga ve titresimlerin yayilimi
hakkinda bilgi verir. Ozellikle dalga yayilimi1 agirhkli kullanildig: icin dalga denklemleri

olarak da adlandirilirlar. ¢ pozitif reel bir sabit, t zaman degiskeni ve u = u(x, y) olarak

kabul edilirse,
0%u 5 d%u — o
otz oxz

denklemi bir boyutlu uzayda hiperbolik denklemdir.

Bu denklemlerin ¢oziimii, titresim halinde olan [ uzunluguna sahip bir telden t
zaman sonra telin basglangicindan x kadar uzakliktaki enine yer degisimini ifade eder.
Dalga denklemleri ¢ogunlukla titresim problemlerinde ya da yogunluk, basing ve hizdaki
stireksizlik  gibi durumlarin  olusturdugu problemlerde kullanilir.  Hiperbolik

denklemlerde baslangi¢ degerleri ve sinir degerleri bilinir. Yine bu denklemlerin kullanim

13



alanlar1 olarak elektromanyetik, hidrodinamik, ses yayilmasi ve kuantum teorisi gibi

ornekler verilebilir (Ozizmirli, 2011).

2.6.2. Parabolik Denklemler

Ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemler A= B2 — AC = 0 ise parabolik
denklemler olarak adlandirilir.

Parabolik denklemler 1sinin yayilim teorisi ele alinarak olusturulmustur. Bu
denklemlerin ¢6ziimii, izole edilmis bir gubuk tizerinde t aninda olusmus olan, ¢ubugun
bir ucundan x kadar uzakliktaki sicakligini ifade eder.

Basit haliyle parabolik bir denklem;

ou 0%u
ot  0x?

seklinde ifade edilebilir. Parabolik denklemlerde baslangi¢ degerleri ve sinir degerleri
bilinir (Ozizmirli, 2011).

2.6.3. Eliptik Denklemler

Ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemler A= B2 — AC < 0 ise eliptik
denklemler olarak adlandirilir. Bu denklemlerin ¢oziim bolgesinde olan bir noktadaki
fonksiyonunun degerinin bulunabilmesi i¢in bu bdlgedeki biitiin diger noktalarin es
zamanli olarak hesaplanmasi gereklidir.

Eliptik denklemler genellikle, potansiyel adinin verildigi bir biiyiikligiin bolge
icinde meydana gelen degisimini belirtirler. Bu nedenle eliptik denklemlere, potansiyel
denklemler de denilmektedir. Bir biiyiikligin sikliginin 6l¢iimii Potansiyel olarak
adlandirilir. Sicaklik veya konsantrasyon potansiyel biiylikliige 6rnek verilebilir.

Eliptik denklemler genel olarak kararli hal sistemlerini ifade etmek amaciyla
kullanilirlar. Eger zamana gore tiirev so6z konusu degilse o zaman kararli halden
bahsedilebilir. Dolayisiyla, bu denklemler kismi diferansiyel denklemlerde iki boyutlu bir
bilinmeyenin kararli dagilimini hesaplayabilmek amaciyla kullanilirlar.

Hemen hemen lineer eliptik denklemlerin iki boyutlu hali igin genel tanimu,

62u+62u+ ( ou 6u>
0x?%  0y? ! x'y'”'ax'ay
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seklindedir. Bu denklemde A =1, B =0, C = 1 ve B2 — AC < 0 oldugu agiktir.
Eliptik kismi diferansiyel denklemler temelde en c¢ok kullanildig: iki bigimde
incelenebilir. iki boyutlu halde;

burada kq, k, ve a sistemin parametreleridir ayn1 zamanda x,y degiskenlerine bagl
durumda olabilmektedirler. Denklemlerdeki u ise degeri bulunmak istenen biyiikliiktiir,
yani potansiyeldir.

Bu denklemlerde k; = k, = k sabit ve a = 0 sartlar1 uygulandiginda 6zel bir hal

elde edilecektir ki boylelikle denklemler;

0%u N 0%u 4

ox?  dy?

0%u N 0%u — Fx. )
ox?  dy? k4

bi¢ciminde ifade edilebilir. Yeni olusan denklemlerdeki belirtilen ikinci dereceden

tirevlerin toplami genellikle;

2y = 62u+62u B
YT oz ay?

0
seklinde bir ifadeyle gosterilir, buradaki V2 operatoriine Laplace operatorii denir.
Potansiyel teorinin temel denklemlerinden olan Laplace denklemlerinin fiziksel
uygulamalar1 olduk¢a fazladir. Yiizeyleri izole olan bir ortam disiindiigiimiizde bu
ortamda 1s1 dagilimi zamandan bagimsiz ise 0 zaman ortamdaki herhangi bir (x,y)
noktasindaki 1s1 miktarim1 veren u(x,y) fonksiyon Laplace denklemini saglamis olur.
Diger yandan Laplace denklemleri iletkenlerle g¢evrilmis yiiksiiz olan bir bolgede
elektrostatik potansiyel problemlerinde, kaynak olmayan bir akigkanin hiz dagilim
problemlerinde, kararli sicaklik dagilimina sahip ve 1s1 kaynagi olmayan problemlerde

kullanilirlar.
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Poisson denklemleri herhangi bir dis kuvvet etkisinde olan bir telin zamana iligkili
olarak denge durumuna gelmesi ile ifade edilir. Poisson denklemlerine iliskin iki fiziksel
olguyu orneklendirecek olursak, birinci olgu i¢in, negatif bir w elektriksel potansiyelin
olusmasini saglayan p yiik yogunlugunun varligi denilebilir. Bir digeri ise T sicakliginin
olusumunu saglayan, 1 1s1 kaynagimin akigkan iginde bir yayilim olusturmasi denilebilir

(Ozizmirli, 2011; Tezel Ozturan, 2021).

2.7. Yardimel Kosullar ve Tyi-Kétii Konumlu Problemler

Kismi diferansiyel denklemler ¢gogunlukla sonsuz ¢oklukta ¢6ziime sahiptirler. Bir
fiziksel problemin ¢oziimiinii temsil eden tek fonksiyonu belirleyebilmek igin,
modellenen sistemi tanimlayan bazi yardimci kosullarin saglanmasi gerekir. Bunlar iKi

grupta incelenir.

2.7.1. Smir Kosullan

Kismi diferansiyel denklemin saglandigi £ bolgesinin £ smirinin iizerindeki
noktalarda saglanmas1 gereken kosullardir.

Kismi diferansiyel denklemler farkl: tiirde sinir sartlarina sahip olabilirler. Bu sinir
sartlar1 verilis tiirlerine gore isimlendirilirler. Eger ki bir sinir sart1 yalnizca u bilinmeyen
fonksiyonunu igeriyorsa o zaman bu sinir sartina Dirichlet sinir sart1 denir. Sinir sarti
yalmizca u bilinmeyen fonksiyonunun tiirevlerinden olusuyorsa bu sinir sartina Neumann
siir sart1 denir. Son olarak verilen sinir sartt u Ve u’nun tiirevlerini birlikte icerdigi
taktirde verilen sinir sartina Robin sinir sart1 denir.

N < R?, bir acik bolge; 2, bu acik bolgenin yeterince diizgiin sinir1 ve 2 smirmin
herhangi bir noktasindaki normali n ile gosterilsin. Ayrica go(x,v), g1(x,y), g2(x,y)
bilinen fonksiyonlar iken u = u(x, y) iki degiskenli bilinmeyen fonksiyon oldugu kabul
edilsin.

£ bolgesi icinde

0%u N 0%u 3 ( ou E)u) @)
0x?  0y? =/ x'y'”'ax'ay

denklemi ele alinirsa:

Dirichlet probleminde (2) denklemi ile birlikte 2 sinirinda

u= go(x')’)
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sartin1 saglayan u(x, y) bilinmeyen fonksiyonu bulunmak istenir.

Neumann probleminde (2) denklemi ile birlikte 2 sinirinda

du(x,y)

an =gl(x':)})

sartin1 saglayan u(x, y) fonksiyonu bulunmak istenir.

Robin probleminde (2) denklemi ile birlikte 2 sinirinda

Ju
A%+ Bu = g,(x,y)

sartin1 saglayan u(x, y) fonksiyonu bulunmak istenir (Biilbiil,2011).

2.7.2. Baslangi¢ Kosullar

Baslangi¢ sartlar1 sistemin baglangicinda 2 bolgesi boyunca Ssaglanmasi gereken
sartlardir. Baslangi¢ sartlariyla birlikte verilmis kismi diferansiyel denkleme Cauchy
problemi denir.

Ornek 2.7.1. Baslangig sartlari
u(x,0) = cos(x), u,(x,0) =0

olan

0%u(x,y) N 0%u(x,y)

o2 3y =0,0<x<ml<y<l1

eliptik denklem, ikinci mertebeden bir Cauchy problemidir (Diindar, 2009).

2.7.3. Tyi-Kétii Konumlu Problemler

1902 yilinda J.S. Hadamard bir problem igin iyi veya kotii konumlu olmasini
tanimlamastir.

Tamim 2.7.3.1. U ve F iki metrik uzay ve A: U — F bir operator olsun. Belli sartlar

altinda
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Au = f

denkleminin ¢6ziilmesi probleminde asagidaki ozellikleri saglayan bir ¢6ziimii varsa
(U, F) uzay ¢ifti igin Hadamard anlaminda iyi konumlu problem denir.
I.V f € F igin U uzayinda problemin ¢6ziimii vardir.
ii. Problemin ¢6ziimii U uzayinda tektir.
iii. Problemin kosullarinda F uzayinda kiigiik bir degisiklik, problemin ¢6ziimiinde de U
uzayinda kiigiik degisikliklere neden olmalidir.
Bu {i¢ sarttan en az birinin saglanmamasi durumunda problem, (U, F) uzay ¢ifti igin
Hadamard anlaminda kotii konumlu problem olarak adlandirilir.

Hadamard anlaminda kotii konumlu bir probleme 6rnek olarak Laplace denklemi

icin Cauchy problemi verilebilir (Golgeleyen ve Kaytmaz, 2016).

2.8. Integral Déniisiimleri

2.8.1. Laplace Doniisiimii Yontemi

Laplace doniistimii bir integral doniisiimii olup; fizik, mekanik, miihendislik,
matematik ve diger uygulamali bilim dallarinda kullanilan 6nemli bir déniisiimdiir. Unlii
matematik¢i P.S. Laplace (1749-1827) tarafindan tanimlanmistir. Laplace doniisiimii
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde biiyiik kolaylik saglar.

f(), ¥y = 0 i¢in y reel degiskeninin bir fonksiyonu olsun (y < 0 igin f(y) =0
kabul edilir).v > 0 reel veya kompleks bir parametre olmak iizere, y reel degiskeninin

bir fonksiyonu e Y olduguna gore

fo "o fG)dy

integrali var olacak sekilde v parametresi i¢in bir deger bulmak miimkiin oluyorsa bu
integrale f (y) fonksiyonunun Laplace Doniisiimii denir. Bu doniistim L[f (y)] veya F (v)
ifadeleri ile gosterilir.

Laplace integral dontisiimii agagidaki gibi tanimlanir;

oo

LIFO)] = F(v) = f e F(y)dy

0
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F(v), f (y)'nin Laplace doniisiimii olsun, dyle ki;

LIf(»)] = F(),

LIf'(y)] = vF (v) — f(0),

LIf" ()] = v*F(v) — vf(0) — f'(0),

LIf™ )] = v"F () — v 1 f(0) — - = F(*(0)

n—-1
= V"F(v) — Z (et D) £ (0 (),
=0

L[f(y)] = F(v) denklemi, F(v)’nin f(y)’nin Laplace doniisiimii oldugu ve f(y)’nin

F(v)’nin ters Laplace doniistimii oldugu anlamina gelir. Yani,

f) =L F@)]

Kismi tiirevli denklemler i¢in u(x,y) siirekli ve tistel sirali olsun. u(x,y)’nin

Laplace doniisiimii su sekilde yazilir:

o)

Llu(x,y)] = F(x,v) = f e u(x, y)dy
0

u(x,y) Ustel mertebeli ve parcali siirekli bir fonksiyon ve Laplace doniisiimii
Llu(x,y)] olmak {lizere kismi tiirevlerinin Laplace doniisiimleri asagida verilmistir

(Kirdar, 2007).

6u(x y) d[L [u(x, Y)]]

L dx
L 6u(x 2] = vL[u(x,y)] — u(x,0)
L 62u(x,y) _ dZ[L[u(x, Y)]]
_ dx?
L —azu(x y)l Llu(x,y)] — vu(x,0) — aug; 0
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2.8.2. Sumudu Doéniisiimii Yontemi

90’larin basinda Watugala, Sumudu doniisimii ad1 verilen yeni bir integral
doniigiimiini tanitmistir ve bunu kontrol mithendisligi problemlerinde adi diferansiyel
denklemin ¢6ziimiine uygulamistir. Sumudu dontisimii bir dizi fonksiyon {izerinden
tanimlanir.

A ile tanimlanan bir fonksiyon kiimesi olsun;

Iyl
A= {f(y)EIM, T,ve/veya, 7, > 0,|f(y)| < Me™,egery € (—1)/ x [0,00)}

M bir sabit ve t; ve t,'nin sonlu veya sonsuz sabitlerdir.

Sumudu integral doniistimii asagidaki gibi tanimlanir:

o)

sv@n=mw=jeﬁvwww, v € (=117

0

veya

o)

S =Fe) = [ (5)e7 10y € (-1,

0

F(v), f(y)’nin Sumudu déniisiimii olsun, 6yle ki;

SIFO)] = F),
SUFO)] =S [F) ~ FO)]

S0 = o5 [F) ~ £(0) — vf O]

SWWM=%F@—ZMWW4.

k=0

S[f(y)] = F(v) denklemi, F(v)'nin f(y)’nin Sumudu doniisiimii oldugu ve f(y)’nin

F(v)’nin ters Sumudu doniistimii oldugu anlamina gelir. Yani,

f@) =STHF()]
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Kismi tiirevli denklemler i¢in u(x,y) siirekli ve tistel sirali olsun. u(x,y)’nin

Sumudu doniistimii su sekilde yazilir:

[ee]

1 -y
Slulx,y)] = F(x,v) = ;f ev u(x,y)dy
0

u(x,y) ustel mertebeli ve pargali siirekli bir fonksiyon ve Sumudu doniisiimii
S[u(x,y)] olmak iizere kismi tiirevlerinin Sumudu d6niistimleri asagida verilmistir (Kaya

ve Yilmaz, 2019).

S [0u(x,y) B d[S[ulx, y)]]

| Ox B dx

ou(x,y)] 1
S o | S 1S[uC y)] = ulx, 0]
S 0%u(x,y)| d?[S[u(x, ]|

0x2 B dx?

92u(x,y) 1 1 1 du(x, 0)

S a—yzl = U—ZS[u(x,y)] — Fu(x, 0) — > 3y

2.8.3. Elzaki Doniisiimii Yontemi

Elzaki donisimii, 2010 yilinda T.M. Elzaki tarafindan tamitilmistir. Elzaki
dontistimii, adi ve kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in 6nemli bir arag¢ olan
Sumudu doniisiimiiniin  degistirilmis bir seklidir. Elzaki doniisiimii, matematiksel
formiilasyonu asagidaki gibi olan, kolayca uygulanabilir bir doniisiimdiir

Elzaki doniistimii bir fonksiyon kiimesi lizerinde tanimlanir.

A ile tanimlanan bir fonksiyon kiimesi olsun;

ol .
A= {f(y)EIM, 71, ve/veyat, > 0,|f(y)| < Me"j,egery € (—1)/ X [0,00)}
M bir sabit ve t; Ve t,'nin sonlu veya sonsuz sabitlerdir.
Elzaki integral doniistimii asagidaki gibi tanimlanir:

oo

E[f()] = F(v) = f e floy)dy, € (~11,15)

0
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veya

[ee]

E[f(y)]=F(v)=f ves FOdy, v e (=11)

0

F(v), f(y)’nin Elzaki doniistimii olsun, 6yle ki;
E[f(y)] = F(v),
ELf 0] = F () = vf (O),

ELf" ()] = 5 F) — £(0) — vf (0),

E[f(n) (y)] — vinp(v) _ Z vz—n+kf(k)(0)_
k=0

E[f(y)] = F(v) denklemi, F(v)’nin f(y)’nin Elzaki doniisimii oldugu ve f(y)’nin

F(v)’nin ters Elzaki doniisiimii oldugu anlamina gelir. Yani,

f) =EFW)]

Kismi tiirevli denklemler i¢in u(x,y) siirekli ve en fazla iistel mertebeden olsun.

u(x, y)’nin Elzaki doniisiimii su sekilde yazilir:

o)

[u(x,y)] = F(x,v) = vf e%yu(x,y)dy
0

u(x,y) tstel mertebeli ve pargali siirekli bir fonksiyon ve Elzaki dontstimii

E[u(x, y)] olmak lizere kismi tiirevlerinin Elzaki doniistimleri asagida verilmistir (Elzaki

vd., 2019).

2 [uGn) d[E[u(x, y)]]
| Ox B dx
g [ou(x, y)| 1E 0
o |~ [u(x, y)] — vu(x, 0)
g [0%2u(x,y) B dZ[E[u(x, Y)]]
axz | dx?
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0%ulx,y)| _
ayz |

Tablo 1. Elzaki doniisiim tablosu

%E[u(x, ] —ulx,0)—v

f@) =E[F(W)] E[f(y)]1 =F)
vZ

1
y v?
ym,n=0,1,.2,.. nlyn*?
e v?
1—av
sin ay av’
1+ a?v?
cos ay 0
1+ a?v?

Tablo 2. Sumudu doniisiim tablosu

f@) =STHF@)] SIfW1 = F@)

1 1
y v
n-—1 vn—l
h,n = 1,2,
'eay 1
1—av

sinay v

a 1+ a?v?
cos ay 1

1+ a?v?

Tablo 3. Laplace doniisiim tablosu

f@) =L F)] Lf W] =F®)

1 1

v

y 1

UZ

ytn=0,1,2,.. n!

UTL+1
ew 1
v >a

sinay a
v? +a?

cos ay v
v? +a?
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3. PERTURBASYON TEORISi

3.1. Asimptotik Mertebe Sembolleri

0, o ve ~ sembolleri ilk olarak E. Landau ve P. Du Bois-Reymond tarafindan
kullanilmistir. Bir fonksiyonun davraniginin limit islemi altinda dogru bir sekilde ifade
edilebilmesi i¢in mertebe fonksiyonlarindan yararlanilabilir.

Pertiirbasyon yontemlerini kullanirken asil amag, € sifira yaklastiginda limitte
bilinmeyen f (&) fonksiyonlarinin davranigini arastirmaktir. Probleme yaklasma sekli, &
sifira yaklagtiginda bilinmeyen f (&) fonksiyonunu bilinen bir veya birka¢ fonksiyonla
karsilastirmaktir (Nayfeh. 1993).

Ornek olarak f(g) = € ve g(&) = 2 fonksiyonlarinda € — 0 i¢in 0’a yakinsama
hizlar1  karsilastinlirsa  f(e) = ¢ fonksiyonunun  yakinsama hizi  g(e) = &2
fonksiyonunun yakinsama hizindan daha diisiiktiir (Cengizci, 2014).

Tamm 3.1.1. (), € nun bir fonksiyonu olsun;
i. € - g, iken f (&) en fazla g (&) ile ayn1 mertebedendir denir eger,

f(e)

<M, M>0
g(e)

lim
EE&p

ise ve bu iliski

f(&) =0(g(e), e - &

ile gosterilir.
ii. &- g iken f(¢), g(e) dan daha kii¢iik mertebedendir denir (veya f(g), g(e)’dan
cok daha kiiciiktiir denir) eger,

i)
lim =

—=0
e-gg g(€)

ise ve bu iliski

f(e) =o(g(e),e > &



veya

fle)<gle), e-¢g

ile gosterilir (Bender ve Orszag, 1978).
Ornek 3.1.1. Asagida drnekler verilmistir (Jakobsen, 2016).

(1) sin(e) = 0(¢e),e = 0; glinkii

sin(e)
€

lim
-0

(2) sin(e?) = o(€),e - 0; ¢iinkii

~ |sin(e?) 2¢ cos(e?)
lim = —|=0.
£-0 & £-0
(3) 1-—cos(e) =o(e),e > 0; ¢glinkii
|1 = cos(¢) sin(e)
lim|——— = =
£-0 & £-0
4) In(e) =o0(e71),e > 0; ¢iinkii
_|m e
lim|—|=lim|—| =lime = 0.
0| &€ &-0 | & -0

3.2. AsimptotikAg¢ilim

Bazi diferansiyel ve integral denklemlerin analitik anlamda tam ¢6ziimiinii bulmak
miimkiin olamayabilir. Bu problemlerin ¢éziimii yaklagim teorisinin konusunu olusturur.
Bu problemleri ¢ozebilmek i¢in 1886 yilinda Poincaré asimptotik acilimi tanimlamis ve
asimptotik analizi gelistirmistir.

Tanmmm 3.2.1. f(e) ve g(e) fonksiyonlar1 verilsin. € — g, iken f (&) fonksiyonu

g(&)’a asimptotiktir (veya asimptotik olarak denktir) denir eger,
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lim @ =
e-eg g(€)

1

ise ve bu iliski

fle)~gle), e—g

ile gosterilir (Bender ve Orszag, 1978)

1

Ornek 3.2.1. Tanim yardimiyla € — 0 iken ~ 832 oldugunu gosterelim,

—1-¢+e€
1
g2 2¢ 1
lim ==&*e% — | =lim———=lim—=1
el—r>% % el—r>%2(—1—€+e£) 81—1;%2(—1"'98) sl—r}(}eg
&

elde edilir. C6ziim adimlarinda L'Hospital teoreminden yararlanilmustir.

Tanim 3.2.2. {¢,,(€) },,en bir fonksiyon dizisi olsun. Eger her bir n i¢in € — &, iken

Pns1(e) = 0(¢n (5))

ise {¢, ()} dizisine € - &, i¢in bir asimptotik dizi denir (Erdélyi, 1956).
Ornek 3.2.2.

@, (e) = sin(e)™
¢, () = In(e)™™
o ()= (e)"

Asimptotik diziler kavramimi kullanarak, asimptotik ac¢ilim tanimlanabilir (Jakobsen,
2016).
Tammm 3.2.3. {¢,,(€)},en bir asimptotik dizi ve {a,} ey Kkatsayilarin bir dizisi

olsun. Eger her bir N € N i¢in € — ¢, iken

N

fG) = andu(e) + (6w ()

n=0
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saglantyorsa yani

FG)~ ) andn(e)

nenN

ise sagdaki seriye f(x)’in asimptotik serisi (veya f (x) i¢in bir asimptotik agilim) denir.

f (x) fonksiyonunun f(x)~ Y.,en @n @y (€) asimptotik agiliminin katsayilari

a, = lim f(g)
= WX

o f(e) = XNZ0 andn(e)
o dn () N 2

ile hesaplanabilir. Burada f () fonksiyonunun tiirevlenebilir olmasi gerekmez. Kuvvet

serisi, asimptotik agilimlara bir 6rnektir. Fakat asimptotik agilimlar ¢ok daha geneldir

(De Bruijn, 1958).

3.3. Pertiirbasyon Teorisi ve Ornekler

Pertiirbasyon teorisi, istenilen ¢oziimiin, kesin ¢oziimlii problemden sapmanin
miktarii belirleyen "kiigiik" parametre kullanilarak kuvvet serisi terimleri ile ifade
edilmesine Onciiliik eder. Kuvvet serisinin ana terimi, kesin ¢dziimlii problemin ¢éziimii
olurken, diger terimler ise ilk problemden sapma miktarina gore belirlenen, ¢oziimdeki
sapmay1 tanimlar. Bu yontemde yapilan sey seri halinde lineer problemlerin ¢6ziilmesidir.

¢ kiiciik bir parametre olmak iizere X ¢Oziimiine yaklasim igin;

X =%+ X, + %X, + -

serisi yazilsin. Burada X, kesin ¢oziimii bulunabilen baslangi¢ probleminin bilinen kesin
¢Oziimiinii, X, X,, ... belirli bir yontem kullanilarak iterasyonla bulunan daha yiiksek
dereceden ¢oziimleri ifade eder. Kiigiik ¢ degerleri igin bulunan daha yiiksek dereceden
cozlimlerin daha az 6nemli oldugu anlamina gelir. Pertiirbasyon teorisinin etkili sonuglar
verebilmesi i¢in ¢ kiiciik parametresinin uygun olarak belirlenmesi gerekir.

Kiiciik ¢ i¢in serideki bu yiiksek dereceli terimler genellikle art arda kiigiiliir.

Yaklasik bir "pertiirbatif ¢oziim", seriyi keserek, genellikle sadece ilk iki terimi
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koruyarak, nihai ¢6ziimii ilk (tam) ¢6ziim ve "birinci dereceden" pertiirbatif diizeltmenin
toplami olarak ifade edilir. Teorinin isleyisinde genellikle € ile gosterilen kiiciik bir
parametre, ¢ = 0 oldugunda problem c¢oziilebilir olacak sekilde tanimlanir. Verilen

probleme genel ¢éziim bulunmasi ¢ = 0 civarinda bir analiz ile yapilir.
X=Xy+eX (- 0)
Yaklasik ¢oziimde hatanin mertebesi belirtmek igin biiyiik “0” gosterimi kullanilir,
X =X, + X, +0(£?)
Bir¢ok 6nemli problemde kiigiik pertiirbasyonlarin verilmesi, ¢éziimlerin niceleyici
ve niteleyici Ozelliklerini ortaya koyar. Fakat bu o6zellikler, pertiirbe edilmeyen

problemlerin ¢oziimlerinden oldukca farkli olabilirler (Demirtas, 2014).

Ornek 3.3.1. Baslangi¢ kosullart

T
u(0,y) =0, u (E,y) = g cosh(y),

ux(O;Y) = ECOSh()’): uy(xl 0) = 0

olan

= e cos x cosh(y), 0<x,y<

%u(x,y) 0*u(x,y)\ dulx,y)
€ + +
0x? dy? dx

NI

eliptik pertiirbasyon problemini ele alalim.

Coziim: u’nun diizgilin pertiirbasyon agilimi yapilirsa;
u(x,y) =ug + euy + %uy, + - = Z e"uy,
n=0

seklinde ifade edilir. Bu ag¢ilim eliptik denklemde yazilirsa;
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0x? dy?

d(ug + euy + £%uy + )
_I_
ox

<62(uo +euy + %uy + ) N 0%(uy + euy + €2u, + )>
&

= £ cos x cosh(y)

olusan denklem &’nun kuvvetlerine gore gruplandirilir ve &nun benzer kuvvetleri

arasinda esitlik kullanilirsa,

ou, 0*u, 0%*uy, OJu, , (0%u;  0%*u;  du, s
o +€<6x2 Yot )t e T T + ord(e3)

= £ cos x cosh(y)
du,
0.270 _
% —
0%uy 0%u, Ou,
1.
8'6x2+6y2+6x

0

= cos x cosh(y)

, 0%uy  0%uy  Ou,

8:6x2+6y2 dx 0

0*u,_, 0*u,_, OJu,
e =0,n=3
& 2 + dy? + dx 4

olur. Diger taraftan u(0, y) = 0 sartinda sol tarafta pertiirbasyon agilimi kullanilirsa

u(0,v) + eu;(0,y) + €2u,(0,y) + - =0

yazilir. Buradan

u,(0,y) =0,n=0

oldugu goriiliir. uy’1n degerini bulmak i¢in

_ duy,
" 0x

0

£ =0,u,(0,y) =0

problemi ¢oziiliir. Denklemde integral alinirsa (yani tiirevden kurtarilirsa),
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X
[Gen-
0x
0
uo(x,y) —ue(0,y) =0
buradaki u, (0, y) = 0 degeri yerine yazilirsa;
ug(x,y) =0

elde edilir. Bu degerden yola ¢ikarak u, (x,y) degerini bulalim.

o, 0%uy, +62u0 +6u1
" 0x?  0y?  Ox

= cos x cosh(y)

denkleminde uy(x,y) = 0 degerini kullanalim.

ou
—L = cosx cosh(y)

ox

denklemini ¢ozmek i¢in denkleme integral uygulanirsa yani tiirevden kurtarilirsa

X X

Uy
fa— =f cos x cosh(y) dx
0 0

u; (x,y) — u4(0,y) = sin(x) cosh(y)
olur ve burada u, (0, y) = 0 kosulu kullanilirsa
u, (x, y) = sin(x) cosh(y)
degeri bulunur. Simdi u,(x, y) degerini bulalim.

2 2
5 6u1+6 u1+6u2

& oxz dy? = ox =0

denkleminde u, (x,y) = sin(x) cosh(y) degeri yerine yazilirsa;
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du,
ox 0

elde edilir. Bu denklemin integrali alinirsa (yani tiirevden kurtarilirsa),

X

jauzd — 0
ox T

0

uZ(x'y) —UZ(O,Y) =0

olur. Burada u, (0, y) = 0 kosulu kullanilirsa

u,(x,y) =0

bulunur. Simdi genel olarak u,(x,y) = 0,n = 2 oldugunu tiimevarim ile kanitlayalim.
i) u,(x,y) = 0 oldugunu biliyoruz.
i) up_1(x, y) = 0 oldugunu kabul edelim.

iii) n > 3 i¢in

0%Up_y N 0*u,_, OJu,
dx? dy? 0x

denklemi gegerlidir. u,,_, (x,y) = 0 oldugundan

ou,
0x

olur, ve bu denklemin u,, (0, y) = 0 baslangi¢ sartiyla ¢oziimi

u,(x,y)=0

dir. Boylelikle u,(x,y) = 0, n = 2 oldugu kanitlandi. Bulunan

uy(x,y) = 0,u,(x,y) = sin(x) cosh(y) ,u,(x,y) =0,n = 2

degerleri,u nun diizgiin pertiirbasyon a¢iliminda yerine yazilirsa
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u(x,y) = ug + eu, + z e"u,
n=2

u(x,y) = esin(x) cosh(y)

¢Oziimii elde edilmis olur.

Ornek 3.3.2. Baslangi¢ kosullart;
y3
u(0,y) = cosh(yve),  u (0,y) = 3%

u(x,0) = cos(x), u,(x,0) =0

olan

*ulx,y) 0%u(x,y)
& +

2 3y + 9xy = 0, 0<xy<1

eliptik pertiirbasyon problemini ele alalim.

Coziim: u’nun diizgiin pertiirbasyon acilimi yapilirsa;
©o
u=u0+£u1+82u2+---=28"un 3)
n=0

seklinde ifade edilir. Bu agilim eliptik denklemde yazilirsa;

0%(ug + euy + €uy + ) 0%(ug + uy + €%uy + -
. (uo 1 2 )+ (uo 1 2 )+9xy=0
dx? dy?

olusan denklem &’nun Kkuvvetlerine gore gruplandirilir ve &’nun benzer kuvvetleri

arasinda esitlik kullanilirsa;

0%u, 0%u, 0%u, 0%u; 0%u,
9 2 d(e®) =0
(’)y2+ xy+e<axz+ay2 + & 6x2+6y2 + ord(e?)
0%u,
el 372 +9xy =0
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0%uy  0%u;

el Ix2 + ay% 0
0%u, 0%u,
g2 Ix2 + 3y =0
2 2
es”:a Un-1 , 9 un—O,n>3

ax? T day?

Uy degerini bulmak i¢in

0%u
€% ——+9xy =0

dy?

denkleminde iki katl integral alinirsa (yani tiirevden kurtarilirsa);

yy

ff 62u0+9 dydy = 0
oyz T oy |dydy =

00

Y[ (0uy(x,y) 0uy(x,0) y?
L(( 3y — 3y +9§x dy=20

buradaki (311((,3—(:,0) = 0 olarak soruda baslangi¢ kosulunda belirtilmistir bu deger yerine

yazilip tekrar integral alinirsa;

Y auo(x,)/) y2 _
.[(-) ((T—()) +97X)dy =0

3
uy(x,y) —uy(x, 0) + 9%x =0

buradaki uy(x,0) = cos(x) olarak soruda baslangi¢ kosulunda belirtilmistir bu deger

yerine yazilirsa;

3

uy(x,y) = cos(x) — 9%x

uy(x, y) elde edilir, bu degerden yola ¢ikarak u, (x,y) degeri bulunur;
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0%u, 0%u,
1. —
£ Ix2 + 3y? 0

denkleminde uy(x, y) degerinin tiirevi yerine yazilirsa;

0%uy
dy?

= cos(x)
denklemini ¢6zmek i¢in denkleme iki katl integral uygulanirsa yani tiirevden kurtarilirsa;

vy u.
0][( )dydy ffcos(x)dydy

0
jyaud jy ) d
— cos(x
. 3y y = oy Yy

Uy (x,y) = y—ZCOS(x)

U, (x, y) degeri bulunur bu degerden yola ¢ikarak u,(x,y) degeri bulunur;

, 0%uy  0%u,

oz Ty =0

&

denkleminde wu, (x,y) degerinin tiirevi yerine yazilirsa;

0%u, y?
3y7 =?cos(x)

denklemini ¢6zmek i¢in denkleme iki katli integral uygulanirsa yani tiirevden kurtarilirsa;

0
j;) Ed = i icos(x)dy

y4
u,(x,y) = il cos(x)
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u,(x,y) degeri elde edilmis olur.

Bulunan u, u,, u, degerleri, u nun diizgiin pertiirbasyon agiliminda yerine yazilirsa;

3 2 4
u(x,y) = —9x% + 1cos(x) + ¢ (32_ cos(x)> <% cos(x))

y3 had y2n
— 2y n
u(x,y) 3x > + cos(x)z (Zn)!g

y\/—)Zn

u(x,y) = —3xy7 + Cos(x)z ((Zn)'

ulx,y) = —3xy7 + cos(x) cosh(yve)

Coziimii elde edilmis olur. Yakinsaklig1 incelersek,

Iy ”—cos(x)” (0.540)%
0! = = - =10,2812<1
”u0” COS(X) — 9;_){” (054‘0) _E
|l y—4cos(x) el
i = =4 -0,0833<1
ul |22 =
|l - cos(x) "
||u || y—scos(x) S
3 o =%=0,0333<1
”u2” Z—lcos(x) ;

degerlerin 1 den kiiciik oldugu goriiliir.

3.4. Pertiirbasyon Problem Tipleri

3.4.1. Diizgiin ve Tekil Pertiirbasyon Problemleri

Bender ve Orszag (1978)’e gore bir pertiirbasyon problemi, kullanilan pertiirbasyon
serisi, epsilona bagli bir kuvvet serisi bi¢iminde ise ve bu seri sifirdan farkli bir yakinsama
yarigcapina sahip ise bir diizgilin pertiirbasyon problemi olarak tanimlanir. Tiim diizgiin

pertiirbasyon problemlerinin (bu tiir problemleri siniflamak i¢in kullanacagimiz) temel
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bir 6zelligi, kiiglik ama sifirdan farkli |¢| i¢in verilen kesin ¢oziimiin, € sifira giderken
pertiirbe edilmemis veya sifirinct mertebeden ¢oziime diizgiin olarak yakinsamasidir.

Bir pertiirtbasyon problemi, kullanilan pertiirbasyon serisi bir kuvvet serisi
bi¢ciminde degil ise ya da kuvvet serisinin yakinsaklik yarigap1 sifira esit ise bir tekil
pertiirbasyon problemi olarak tanimlanir.

Kurnaz (2019)’a gore P, problemi, kiigiik € > 0 pertiirbasyon parametresine bagli
bir problem olsun. Bu problemin wu, (x) ¢oziimiinin L(u,&) =0 denklemi ile
belirlendigi kabul edilsin. Bu tiir problemlere pertiirbe olmug problem denir.

€ = 0 durumundaki, P, probleminin ¢6ziimii, diger bir ifadeyle L(uy,0) =0
bagintist ile tanimlanan problemin ¢6ziimi u, olsun. P, problemine; P, problemine
uygun indirgenmis problem denir.

Simdi bazi kabuller altinda P, ve P, problemlerinin ¢oziimlerinin bazi 6zelliklerini

inceleyelim. P, problemi, baslangic-deger veya simir-degerler ile beraber P, = 3—Z =

f(x,u, &), baslangi¢ sinir veya karisik kosullar bi¢iminde tanimlanabilir.

Eger, Py (indirgenmis) problemi ile P, problemi ayni tip ve mertebeye sahipse,
ayrica, her iki problemin de bir tek ¢6ziimii varsa, P, problemine diizgiin pertiirbasyon
problem denir. Aksi durumda ise, tekil pertiirbasyon problem denir.

Kisaca, diizgiin pertiirbasyon problem; tanim bolgesindeki tim x’ler i¢in, &€ — 0
iken, u.(x) = uy(x) olacaktir. Eger, tanim bolgesindeki tiim x’ler igin degilde sadece
bazilar1 i¢in u,(x) = uy(x) oluyorsa, boyle problemler tekil pertiirbasyon problemlerdir.
Bununla birlikte verilen denklemin tipi ve mertebesi degisse bile indirgenmis problem
¢Ozilebilir niteliktedir.

Ornek 3.4.1.1. Baslangic kosullari;

u(0,y) =1, u,(0,y) =1
u(x,0) = e”*, u,(x,0) =0

olan

0%u(x,y) 0%u(x,y)
+ €

0 x2 dy2 —u(x,y) =0, -1<xy<1 (4)

eliptik pertiirbasyon problemini ele alalim.

Coziim: ¢ = 0 oldugunda denklem;
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0%u(x,y)

axz —u(x;)’) = O' (5)

olur. Denklem (4) pertiirbe edilmis denklem olarak adlandirilirken, denklem (5) pertiirbe
edilmemis veya indirgenmis denklem olarak adlandirilir. Pertiirbe edilmemis denklemin

gergek bir ¢oziimii oldugunu gormek kolaydir. Denklem (5)’in gergek ¢oziimii;

u(x,y) = C;(y)e* + C(y)e™

fonksiyonudur. Baslangi¢ degerleri kullanirsak;

u(0,y) =1
Ci()e’ + C(y)e® =1
i) +CGQ) =1,

U, (0,y) = 1 sartin1 kullanalim:

uy(x,y) = Ci(y)e* — Co(y)e™
u,(0,y) = 1

(e’ — C(y)e =1

GO -G =1

Bu agsamada C;(y) =1 ve C,(y) =0 oldugu goriliir. Yani pertiirbe edilmemis
denklemin yan sartlar altinda ¢oziimii u(x,y) = e* oldugu bulunur.

Simdi (4) denkleminin ¢dziimii i¢in bir pertiirbasyon agilimi olusturulursa;
(o]
U =1uy+eu; +&%u, + - = Z e"uy,
n=0

seklinde ifade edilir. Bu agilim (4) denkleminde yazilirsa;

0*(ug + euy + €%uy + ) 0% (up + euy +%uy + )
+é&
0x? dy?
— (uo +euy +€%uy; +-+) =0

37



olusan denklem & nun kuvvetlerine gore gruplandirilirsa;

0%uy, 0%u;  0%u, , (0%u; 0%y
axz—u0+e<ﬁ+a—yz—u1 + &€ +—=—

&’nun benzer kuvvetleri arasinda esitlik kullanilirsa;

0%uy,
80: axz U 0
0%u;  0%u,
i gxr Ty =0
0%u, 0%u,
507 Ty =0

0%u, 0*u,_,
en: ax2n+ 6;2 —u,=0n=3

Yan sartlar,

u(0,y) = 1} uo(0,y) +u;(0,y) + - =1 }
u,(0,y) = 1 " up, (0,y) +uy (0,y) + - =1

bigiminde yazilabilir. Buradan,

uo(0,y) = 1}Ve u,(0,y) = 0} u, (0,y) = 0}
uo,(0,y) = 1) u,,(0,y) =0)" " u, (0,y) =0)"

olarak alinabilecegi goriiliir.

U, degerini bulmak igin;

0%u,

oz W0 =0
uo(O')’) = 1:
uox(o')’) =1

oxz = dy? u

> +ord(e3) =0

¢oziilerek uy(x, y) = e* olarak bulunur. u; fonksiyonunu bulmak i¢in
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0%u, 0%u,

1. _ —
£'6x2+6y2 u; =0
denklemini
u,(0,y) = O}
u,,(0,y) =0

yan sartlar1 altinda ¢6zelim:

0%uy
0x2

u(x,y) = G, (y)e* + C(y)e™

+0—u1=0

Genel ¢oziimiinde yan sartlar kullanildiginda u; (x, y) = 0 bulunur.

Benzer sekilde u,(x,y) = 0,n = 2 bulunur.

Bulunan wg, uq, U, ... degerleri, u nun diizgiin pertiirbasyon a¢iliminda yerine yazilirsa;

U =uy+euy +eu, +
u=e*+e-04+?-0+4--

u=e

Coziimii elde edilmis olur.

Ornek 3.4.1.2. Baslangic kosullari; |¢] < 1 i¢in

u(0,y) =1, u,(0,y) =0

u(x,0) = cosx, u,(x,0) =0

olan

. (62u(x. y) N 0*u(x,y)

dx2 dy2 > +u(x,y) = cos(x) (1 — &)

eliptik pertiirbasyon problemini ele alalim.
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Coziim: ¢ = 0 oldugunda denklem;
u(x,y) = cos(x) (7)
olur. Denklem (6) pertiirbe edilmis denklem olarak adlandirilirken, denklem (7) pertiirbe

edilmemis veya indirgenmis denklem olarak adlandirilir.

(6) denkleminin ¢6ziimii i¢in bir pertiirbasyon agilimi olusturulursa;
Z MU, = U + euy + €%uy + -
n=0

seklinde ifade edilir. Bu agilim (6) denkleminde yazilirsa;

0% (ug + euy + e%uy + ) 0%(ug + euy + €2uy + )
€ +
0x? dy?

+ (ug + €uy + €%uy +---) = cos(x) (1 — ¢)

olusan denklem &’nun kuvvetlerine gore gruplandirilirsa;

0*u, 0%u, 0’u; 0%u,
e e 2 e | 3
u0+£<ax2 + 357 +u1>+£ <ax2 + 552 +u2>+ord(e )

= cos(x) — e cos(x)

&’nun benzer kuvvetleri arasinda esitlik kullanilirsa;

% uy = cos(x)

el 062;20 + 662;20 +u; = —cos(x)

g2 a;;zl + a;uzl +u, =0

en (')Zaljcnz_l 651;12_1 —-u,=0n=3
u, degerti;
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0%u, 0%u,

L. %2 +6—yz+u1 = —cos(x)

&

uy = cos(x) degerinin tiirevleri denklemde yazilirsa;

—cos(x) + u; = —cos(x)
ehiuy; =0
u, degeri;

.2, 0%u;, 0%uy

" 0x? + dy?

+u2=0

u; = 0 degerinin tiirevleri denklemde yazilirsa;

0+u2=0

:u2=0

Bulunan u, uy, u,, ... degerleri, u nun diizgiin pertiirbasyon agiliminda yerine yazilirsa;

u= Z gfuy, = cos(x) + 0

k=0

u = cos(x)

¢Ozliimii elde edilmis olur.
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4, HOMOTOPI PERTURBASYON YONTEMI (HPY)

Tamm 4.1. F bos olmayan bir kiime ve &, F in kuvvet kiimesi olan P(F) in bir alt
kiimesi olsun. Asagidaki Ozelikleri saglayan & ailesine F iizerinde bir topoloji (veya
topolojik yap1) denir.

(1) @veF, §’yaaittir.
(if)  &’ya ait herhangi sayida kiimelerin birlesimi §’ya aittir.
(iii)  &8’ya ait sonlu sayida kiimelerin arakesiti §’ya aittir.

Bu takdirde (F, &) ikilisine bir topolojik uzay denir ve kisaca F ile gosterilir. Eger
(F, &) bir topolojik uzay ise §’nun elemanlarina F in agik alt kiimleri denir (Bourbaki
1966).

Tamm 4.2. F ve G iki topolojik uzay; a,b: F — G iki siirekli fonksiyon ve L =

[0,1] olmak lizere V n € F i¢in

p:FXL->G
(x,n) » @(x,n)

stirekli fonksiyonu,

p(x,0) =a(x), ¢@(x1)=>b(x)

sartlartyla tanimlanabiliyorsa yani, biri digerine siirekli olarak deforme oluyorsa bu
durumda a ile b fonksiyonlarina homotopiktir denir ve kisaca a =~ b seklinde gosterilir.

Ayrica ¢ doniistimiine a ile b arasinda homotopi denir (Kamps ve Porter 1997).

4.1. Homotopi Pertiirbasyon

Ji-Huan He, 1999 yilinda yapmis oldugu ¢alismasinda, geleneksel pertiirbasyon
yontemlerinin aksine, bir kii¢iik parametreye gerek duymayan bir yontem gelistirmistir.

Yontemin temel fikrini anlatabilmek i¢in asagidaki genel lineer olmayan problemi

ele alalim:

Alw) —f(r)=0,re Q (8)

belirtilen denklem i¢in sinir kosulu;



Ju
B(u,—) =0,rer
on

seklindedir. Burada A genel diferansiyel operator, B sinir operatorii, f(r) bilinen bir
analitik fonksiyon ve I', Q tanim kiimesinin siniridir.

Genel olarak A diferansiyel operatorii L ve N gibi iki pargaya ayrilabilecek sekilde
yazilabilir ki burada L lineer, N ise lineer olmayan operatordiir.

Boylece (8) denklemi:
L)+ Nw)—f(r)=0

bi¢iminde yeniden yazilabilir. Buradan u,, (8) denkleminin ilk yaklagik ¢oziimii olmak

uzere,
v(r,p):Qx[0,1] - R
homotopisini olusturabiliriz. Bu homotopi p € [0, 1] ve r € Q olmak iizere;

Hw,p) = (1 = p)IL(W) — L(up)] + p[A(w) — f(r)] =0
H(v,p) = L(v) = L(uo) + pL(uo) + p[N(w) - f(r)] = 0 9

esitligini saglar.
Burada (9) denklemine pertiirbasyon denklemi ve p parametresine gomiilii
parametre denir. Bu parametre kiigliik parametre gibi diisiiniilerek klasik pertiirbasyon

yontemi ile ¢ézlim yapilabilir.

(9) denklemine dikkat edersek p = 0 i¢in
H(v,0) = L(v) — L(ug) =0 (10)
p = 1igin ise

Hv,1)=Aw)—f(r)=0 (11)
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orijinal lineer olmayan denklem elde edilir. Bdylece p gomiilii parametresinin 0°dan 1’e
degismesi demek H(v,p) fonksiyonunun (10) denkleminin ¢oziimiinden (11)
denkleminin ¢Ozlimiine donlismesi demektir. Bu isleme topolojide bozulma
(deformation) denir.

Klasik pertiirbasyon yonteminde, problemlerin ¢6ziimlerinin p  kiigiik

parametresinin bir serisi oldugu diistiniiliir ve

v=vy+ pv; +piv, + - = Zp”vn
n=0

serisi denklemde yerine yazilir. vy = u, olarak alindiktan sonra p parametresinin
kuvvetleri cinsinden diizenlenip katsayilar sifira esitlenir. Elde edilen denklemler sirayla
¢ozilip v;, i = 1, 2, ... fonksiyonlar1 bulunur. p parametresi p = 1’e esitlenerek yaklasik
¢oztim bulunur (He, 1999).

Ornek 4.1.1. Baslangig kosullar;

u(0,y) =0, u,(0,y) =y

u(x,0) = x?, uy,(x,0) = x
olan

0%u(x,y) N 0%u(x,y)
0x? dy?

=2cosy —x%cosy, 0<xy<1

eliptik bir denklem ele alalim.
Coziim: Homotopi denklemi g6z oOniine alindiginda, asagidaki homotopiyi

olusturabiliriz;

H(v,p) = (1 —p)[L(v) — L(up)] + p[A(w) — f(r)]

v(x,y) 0%v(x,y) N 0%v(x,y)

62
= — [ _ 2
H(v,p) =1 —p) 957 +p[ 2 372 2cosy +x%cosy

0%v(x,y) 0%v(x,y) 0%v(x,y) 0%v(x,y)
= ~p +p +p

H(w.p) 0x? 0x? 0x? y?

+ p(—2cosy +x2cosy) =0
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olusur. Gerekli yok etmeler yapilirsa;

0%v(x,y) 0%v(x,y)
0x? TP dy?

+p(—2cosy+ x2cosy) =0

denklemi elde edilir, v’nin diizgiin pertiirbasyon agilim1 yapilirsa;

v(x,y) = vy +pvy +pPvy + - = Z p" vy
n=0

seklinde ifade edilir. Bu a¢ilim denklemde yazilirsa;

0%(vy + pvy + pPvy + -++) N 0%(vy + pvy +p%vy + ++)
0x? p dy?

+p(—2cosy + x2cosy) =0

denklemi elde edilir. Bu denklem p’nin kuvvetlerine gore diizenlenirse;

0%v 0’v, 0%v 0%v, 0%v
axzo p (W; + ayzo —2cosy + x? cosy> + p? <6x22 + W;) + ord(p?)
=0
0%v,
P": ox2 0
0%v, 0%v
ph: ale + ayzo —2cosy+x%cosy =0
0%v, 0%y,
pZ: 0x2 + ayZ =0

olusan esitlikte p’nin ayni kuvvetten terimlerin katsayilar1 birbirine esitlenerek

Vg, V4, Uy, ... degerleri bulunur, dolayisiyla;

0%v,(x,
pO; o(x,y) —0

O0x?2

denklemini ¢6zmek i¢in denkleme iki katli integral uygulanirsa yani tiirevden kurtarilirsa;
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[
L"(f')voa(;c ,Y) 6voa(2 y)> — o

)dxdx =0

buradaki W = y olarak soruda baslangi¢ kosulunda belirtilmistir bu deger yerine

yazilip tekrar integral alinirsa;
* (0vy(x,y)
————y]dx=0
[ ()
vo(x,¥) —15(0,y) —xy =0

buradaki v4(0,y) = 0 olarak soruda baslangi¢ kosulunda belirtilmistir bu deger yerine

yazilirsa;
vo(x,y) = xy
vo(x, y) elde edilir, bu degerden yola ¢ikarak v, (x,y) degeri bulunur;

0%v, N 0%v,
Pt 0x? = 0y?

—2cosy+x cosy =0

denkleminde v,(x, y)’nin tiirevi yerine yazilirsa;

0%v,
0x?

= 2cosy —x?cosy

denklemini ¢6zmek i¢in denkleme iki katli integral uygulanirsa yani tiirevden kurtarilirsa;

ff(az )dxdx_ff(z cosy — x? cosy)dxdx

f 1, —fx 2 Yl d
o x i xcosy — 27ycosy | dx
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2 x

v;(x,y) = 2 cos(y) (% - I)

v, (x, y) degeri bulunur bu degerden yola ¢ikarak v,(x,y) degeri bulunur;

0’v, 0%vy

pZ: Ix2 + 3y 0

denkleminde v, (x, y) nin tiirevi yerine yazilirsa;

0%v, x? x*
Fre 2 cos(y) (5 — I)

denklemini ¢6zmek i¢in denkleme iki katli integral uygulanirsa yani tiirevden kurtarilirsa;

ff( )dxdx =ff<2 cos(y) <§_Z_T>) dxdx
00 00

X ov 4 x3  x°

i 0_x2dx =.]; (2 cos(y) <§—§>> dx

4 6
v,(x,y) = 2 cos(y) (% - %)

0%v,
0x?

v,(x, y) degeri bulunur bu degerden yola ¢ikarak v;(x,y) degeri bulunur;

2 2
0°vy 0°v,

p3: EP%) + 32 0

denkleminde v, (x, y)’nin tiirevi yerine yazilirsa;

0%, x*  x®
Fel 2 cos(y) (Z — a)

denklemini ¢6zmek i¢in denkleme iki katli integral uygulanirsa yani tiirevden kurtarilirsa;
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ff(%zxv;) dxdx = ff(Z cos(y) (32—4 - );—T)) dxdx
fox%dx _ fox (2 cos(y) (E—T — x7—j>> dx

6 8
v3(x,y) = 2 cos(y) (% - %)

boylelikle,

X

on(%,) = 2 cos(y) ((zn)! T n+ 2)!>

coziimlerine ulasildig1 goriliir. Bu ¢oziimler pertiirbasyon serisinde yerine yazilirsa;

x? o x* x©
v(x,y) =111_r)£10 lxy+ 2§cosy— ZIcosy+ ZZcosy— ZEcosy
x6 x8 xZn x2n+2
+ZEcosy—2§cosy+---+2cos(y) <(2n)!_(2n+2)!>l

x2 y2N+2
v(x,y) = 711—{210 [xy + Zicosy — 2 cos(y) ml

v(x,y) = xy + x%cosy

¢Oziimi elde edilmis olur. Yakinsaklig1 incelersek,

2 4
o4l 2X cosy — 2% cosy (0,540) —1(0,540)
Toi g = 2 o = 2 =027<1
" Nwoll llxy |l 1 '
1PN 2x4cosy 2x6cosy L.
v x _2X 11
Y = T o 26 _ 00878 <1
4l 2;cosy—25cosy Pyl
6 8
27=cosy —2>-cosy =
v
2:” sll _ < L =2 2-0,0338<1
llv2l 2 cosy—2_cosy|| LT

degerlerin 1 den kii¢lik oldugu goriiliir.
Ornek 4.1.2. Baslangic kosullart;
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u(0,y) = 0, u,(0,y) =e¥ +1

u(x,0) = x + sinx, u,(x,0) =x

olan

0%u(x,y) N 0*u(x,y)
d0x? dy?

+ulx,y) =2xe?,0<x,y<1
eliptik bir denklem ele alalim.
Coziim: Homotopi denklemi g6z oOniine alindiginda, asagidaki homotopiyi

olusturabiliriz;

H(v,p) = (1 —p)[L(W) — L(up)] + p[A(v) — f(1)]

0%v(x,y) *v(x,y) 0%v(x,y)
Hup)=U-p)|—F7|+P|—5z T 9y?

0*v(x,y) azv(x,y)_l_ azv(x,y)_l_ *v(x,y)
0x? P gx2 P g5z p dy?

+v(x,y) — (2xeY)

+pv(x,y) —p(2xe”) =0

olusur. Gerekli yok etmeler yapilirsa;

azv(x,y)_l_ 0%v(x,y)
0x? p dy?

+pv(x,y) —p(2xe¥) =0

denklemi elde edilir, v’nin diizgiin pertiirbasyon agilimi yapilirsa;

v(x,y) = vy + pvy + p?v, + - = Z p"v,
n=0

seklinde ifade edilir. Bu agilim denklemde yazilirsa;

0*(vy + pvy +p?vy + ) N 0%(vy + pvy +p%vy + )
0x? p dy?

+p(vy + pv, + p?v, +-) —p(2xe¥) =0
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denklemi elde edilir. Bu denklem p’nin kuvvetlerine gore diizenlenirse;

0%v, 0%v, 0%y, 0’v, 0%v,
hlhd _ y 2 5 3
3 <6x2 t 5z too = @xe) |+ (G + g v |+ ord ()

=0

olusan esitlikte p’nin ayni kuvvetten terimlerin katsayilar1 birbirine esitlenerek

Vg, V1, Vg, ... degerleri bulunur, dolayisiyla;

0_62v0(x'y) —

O0x? 0

denklemini ¢6zmek i¢in denkleme iki katli integral uygulanirsa yani tiirevden kurtarilirsa;

X X

ff 0°v0) ey = 0
axz xax =

00

f" (6170 (x,y) 0v,(0, y)>
— dx =0
d ox ox

buradaki w = e” + 1 olarak problemin baslangi¢ kosulunda belirtilmistir bu deger

yerine yazilip tekrar integral alinirsa;
* (0vy(x,
f (—0( y)—ey— 1>dx =0
0 ox
vo(x,y) —15(0,y) —xe¥ —x =0

buradaki v,(0,y) = 0 olarak problemin baslangic kosulunda belirtilmistir bu deger

yerine yazilirsa;
volx,y) = xe¥ + x
vo(x, ¥) elde edilir, bu degerden yola ¢ikarak v, (x,y) degeri bulunur;

0%v, 0%v,
_ Y) =
922 + 377 +vy— (2xe¥) =0

p':
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denkleminde v,(x, y) degeri ve tiirevi yerine yazilirsa;

0%v;
ax?

denklemini ¢6zmek i¢in denkleme iki katl1 integral uygulanirsa yani tiirevden kurtarilirsa,

x x 50,
0]!( )dxdx—ff( —x)dxdx

X
v(x,y) = —=

v, (x, y) degeri bulunur bu degerden yola ¢ikarak v,(x,y) degeri bulunur;

0*v, 0%v,
p: +
0x? ~ 0y?

+U1=0

denkleminde v, (x, y) degeri ve tiirevi yerine yazilirsa;

0%v, x3

ox2 3!

denklemini ¢6zmek i¢in denkleme iki katli integral uygulanirsa yani tiirevden kurtarilirsa;

v,(x, y) degeri bulunur bu degerden yola ¢ikarak v5(x,y) degeri bulunur;
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, 0%v3 N 0%v,
P G52 dy?

+172=0

denkleminde v, (x,y) degeri ve tiirevi yerine yazilirsa;

0%v, x5

dx2 5!

denklemini ¢6zmek i¢in denkleme iki katli integral uygulanirsa yani tiirevden kurtarilirsa;

¢Oziimlerine ulasildig goriliir. Bu ¢oziimler pertiirbasyon serisinde yerine yazilirsa;

_ N 3 x5 x7

v(x,y) = xeY + sinx
¢Oziimi elde edilmis olur. Yakinsaklig1 incelersek,

3 1

ol |5 .
: = . = . =0,0448< 1
ool ~ Txe? + Il 2718) + 1

5 1
w5 2
: = . ==0,05<«<1

ol T o] Tk
3! 3!
sl ||-5] 2
U3 71 71

: = = =0,0238< 1
TIPS Y
5! 5!
T
Uy 91 9!

: = ==0,0138< 1
sl T2 T2

X

7!
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11
sl -5

4 =
llvall

1
=2 =0,0090< 1
9!

x9

9!

degerlerin 1 den kiiciik oldugu goriiliir.

4.2. Degistirilmis Homotopi Pertiirbasyon Yoéntemi (DHPY)

DHPY, standart HPY ile karsilastirildiginda seri ¢oziimiin hizli yakinsamasini
gosterir, ayrica degistirilmis algoritma sadece iki yineleme kullanarak problem i¢in kesin
¢Ozlim verebilir.

Standart HP denklemini ele alirsak;
H(v,p) = L(v) — L(u,) + pL(uo) + p[N(w) — f(r)] =0

HPY ’nin degistirilmis formu, f(r) fonksiyonunun f,(r) ve f;(r) olmak lizere iki

kisma boliinebilecegi varsayimina dayali olarak olusturulabilir:

f@) = folr) + f(r)

veya f(r) fonksiyonunun bir dizi ile degistirilebilecegi varsayimiyla f(r)’nin Taylor

serisinde ifade edildigi varsayimi altinda sonsuz bilesenler,

HOEDWAG
n=0

seklinde olusturulabilir.
[k varsayim f(r) = fo(r) + f;(r) gore asagidaki esitligi saglayan bir v(r,p) :
Q % [0,1] = R homotopisi olusturulabilir:

H(v,p) = L(v) — L(uo) + pL(ug) + p[N(w) — f1(")] = fo (1) (12)

buradan yazilan ardisik denklemlerden u, Ve u, bilesenlerinin bulunduklarinda degisiklik
yapilir. Yontemde f;, (1), u, bileseni ile iliskilendirilir; f; (r) = f(r) ve f,(r) = 0 olarak

ayarlanirsa geri kalan f; pargasi u, bileseni ile iliskilendirilir, 0 zaman (12) denklemi
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standart homotopi denklemine indirgenir. Yontemin basarist f, ve f; fonksiyonlarinin
dogru secilmesine baghdir.

Ikinci varsayim f(r) = Y.5_, fo () gbre asagidaki esitligi saglayan bir v(r, p): Q X
[0,1] » R homotopisi olusturulabilir:

H(v.p) = L) = L(uo) + pL(uo) + pN®) = ) p"£,() (13)
n=0

Eger f(r) sadece iki terimden olusuyorsa, o zaman homotopi (13), homotopi
(12)'e indirgenir. Bu durumda f; terimi u, bileseniyle, f; terimi u, bileseniyle, f, terimi
u, bileseniyle, ... iliskilendirilir ve c¢oziimler elde edilir. Bu oneri ug, uq,u,, ...
terimlerinin hesaplanmasini kolaylastiracak ve dolayisiyla seri ¢oziimiiniin hizl
yakinsamasini hizlandiracaktir.

Denklem (12) ve denklem (13)’de verilen homotopiye dayali DHPY
algoritmasinin, her bir bilesende yer alan terimlerin sayisimi azalttigini ve dolayisiyla
standart HPY ile karsilastirildiginda hesaplamanin boyutunun en aza indirildigini
gbzlemlemek kolaydir. Her bir bilesendeki terimlerin bu sekilde azaltilmasi, homotopi
pertiirbasyon ¢oziimiiniin olusturulmasini kolaylastirir (Ahmed, 2016).

Ornek 4.2.1. Baslangig¢ kosullar

u(0,y) = cosy, u,(0,y) =0
ulx,0) =x*+1, u,(x,0) =0

olan

0%u(x,y) N 0%u(x,y) B

352 3y7 12x2 — cosy, 0<xy<1

eliptik bir denklem ele alalim.
Coziim: Homotopi denklemi g6z oOntine alindiginda, asagidaki homotopiyi

olusturabiliriz;

952 3y 12x l = —cosy
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v’nin diizgilin pertiirbasyon acilimi yapilirsa;

v(x,y) = vy +pv; + v, + o = z p"v,
n=0

seklinde ifade edilir. Bu agilim olusturulan homotopi denkleminde yazilirsa;

0%(vy + pvy + pvy + ) + [62(170 +pvy + pPvy + )
p

P 3y - 12le = —cosy

olusan denklem p nin kuvvetlerine gore gruplandirilirsa;

9 92v, 02 0*v, 07
Yo, < 71, 7 12x2> + p? < 2 vl) +ord(p®) = —cosy

ox2 P\ gx2 dy? dx? = 0y?
0. 9%vy —
P53 = —cosy
0%v;  0%v,
L ——2—12x2=0
P ox2 + ay? x
0%v, 0%v,
2, =0
P g2 + dy?
0%vy  0%v,
3, ——2=0
P g2 + dy?

v, degerini bulmak i¢in;

0%v,
0x?

p°: = —cosy

denklemini ¢6zmek i¢in denkleme iki katli integral uygulanirsa yani tiirevden kurtarilirsa;

X X

X X

0%v,
ff(ax2>dxdx —ff(— cosy)dxdx
00 0

0
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[ [(0vy(x, 0v, (0, x
L(( v;;c y)_ v;x y)>>dx=j;) (—x cosy)dx.

91, (0,
burada 222(®)
ox

X a , X
jo <$) dx = fo (—x cosy)dx

2

X
vo(x,y) —1v5(0,y) = —Ecosy

= 0 kosulu kullanilip tekrar integral alinirsa;

elde edilir. Simdi v, (0,y) = cos y kosulu kullanilirsa;

xZ

vo(x,y) = cosy —pcosy

vo(x, y) elde edilir, bu degerden yola ¢ikarak v, (x,y) degeri bulunur;

0%v,  0%v,
pl: %2 +_6y2 —12x2=0

denkleminde v,(x, y) degerinin tiirevi yerine yazilirsa;

it Y % cosy + 127
G2 — COSY —5ycosy x

denklemini ¢6zmek i¢in denkleme iki katli integral uygulanirsa yani tiirevden kurtarilirsa;

X X X X
ffazvldd—ff X cosy + 12x2 ) dxd
axz xax = Cosy Z!COS)/ X xax
00 00
3

fxavld —fx x +125 )4
o X = i X oSy — =7 COSy 7 ) dx

2 x4

x
v (x,y) = x* +§cosy TR

v, (x,y) degeri bulunur. Bu degerden yola ¢ikarak v, (x, y) degeri bulunur;
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0%v, 0%v,

p*: 6x2+6y2=0

denkleminde v, (x, y) degerinin tiirevi yerine yazilirsa;

2 X4

27 COSY — 4y cosy

0’v, x
oxz 2

denklemini ¢6zmek i¢in denkleme iki katli integral uygulanirsa yani tiirevden kurtarilirsa;

X X X X

62172 x?
jf dxdx =ff —cosy——cosy dxdx
00 00

¥ov, x3 x°
f—dx J 3y COSY ~ g cosy dx

x* x6
v(x,y) = 27 COSY —gycosy

v,(x, y) degeri elde edilmis olur, bu degerden yola ¢ikarak v5(x,y) degeri bulunur;

0%vy  0%v,
p3: +
0x? = 0dy?

=0

denkleminde v, (x, y) degerinin tiirevi yerine yazilirsa;

4 6

0%v; x x
W 41 COSY—ECOS)/

denklemini ¢6zmek i¢in denkleme iki katli integral uygulanirsa yani tiirevden kurtarilirsa;

X X X X

0% x®
ff 32 dxdx ff —cosy——lcosy dxdx
00 00

xav3 B X x5 X7
—dx—f 5|cosy—?cosy dx

x® x8
v(x,y) = o COSY —greosy
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v3(x, y) degeri elde edilmis olur.

Bulunan v,, v,, v, degerleri, pertiirbasyon agiliminda yerine yazilirsa;

x? x? x* x4 x©
v(x,y) =cosy — — T cosy + x*+— 57 COSY ~ o7 cosy+ [ COSY — £y Cosy
x6 x8
6' GOy —gr cosy + -
v(x,y) =x*+ cosy
¢Oziimi elde edilmis olur. Yakinsaklig1 incelersek,
1 1 1
_||v1||_ ”x +—cosy——cosy|| (0.540)+Z_Z_15401
0. - 2 1 J
”v0” ||Cosy—9;—!cosy|| 1+E
x4 x® || 1 1
roall e €87 7 g €057 468 _0017<1
1 - x4 1 1 1
l[va x4+—cosy— cosy” sy T2 w
x® 1
lvsll [ cosy =5 cosy| _iTa
Ty w1l = =0,0338< 1
2 Zcosy——cosy” Z_E
IEA X cosy x cosy L2
Vs 8! 10! 5_5
T3 wal = 5 =3 =0,0179< 1
3 2 COSYy — o cosy a—g
lvell x cosy = 5, COS Yy | ! !
Vs 10! 120 E_E
Ty oal =Ty x10 =3 =0,0111<1
4 51 COSy ——cosy E_ﬁ

degerlerin 1 den kiiciik oldugu goriiliir.
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5. HOMOTOPI PERTURBASYON DONUSUM YONTEMLERI

Bu bolim, diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in Laplace doniisiimii yonteminin,
Sumudu doniigiimii yonteminin ve Elzaki doniistimii yonteminin homotopi pertiirbasyon
yontemiyle birlestirilmis bir formunu igerir, yani diferansiyel denklemlerde kesin
coztimler elde etmek i¢in iki giiclii yontemi birlestirme yetenegidir.

Denklemlerdeki dogrusal olmayan terimler, He'nin polinomlar1 kullanilarak
kolaylikla ele alinabilir. Kullanilan homotopi pertiirbasyon yontemi, doniistiiriilmiis
degiskenler cinsinden ¢oziime gotiren yeniden formiile edilmis birinci ve ikinci
mertebeden baslangi¢ deger problemine uygulanmis ve ters doniistimden yararlanilarak
seri ¢oziimi elde edilmistir.

Onerilen teknik, herhangi bir ayriklastirma veya kisitlayici varsayim olmaksizin
¢cOziimii bulmakta ve yuvarlama hatalarindan kagcinmaktadir. Ayrica dogrusal olmayan
problemleri Adomian polinomlarini kullanmadan ¢6zmesi, bu algoritmanin ayristirma

yontemine gore agik bir avantaji olarak kabul edilebilir.

5.1. Homotopi Pertiirbasyon Laplace Doniisiimii Yontemi
Bu yontemin temel fikrini géstermek igin, baslangic kosullari ile genel bir lineer

olmayan, homojen olmayan kismi diferansiyel denklemi ele aliyoruz:

0*u(x,y)
“oxZ + Ryu(x,y) + Ryu(x,y) + Nu(x,y) = f(x,y) (14)
ou(0,y)
0' = , D ————]
u(0,y) = a(x) Ep B(x)
2%u(x,y) ou(x,y) ;. . . .. . .
burada R, = ve R, = oy lineer diferansiyel operatorlerdir, N ise genel

ay?
dogrusal olmayan diferansiyel operator ve f(x,y) kaynak terimdir. (14)’tn her iki

tarafinda Laplace doniisiimiinii (L ile gdsterilir) alinir.

0% ,

L l% + LIR;u(x, ) + RyuCx, )] + LINuCx, )] = LI ()]
0%u(x,y)

L [ 9x2 = —L[Rju(x,y) + Ryu(x,y)] — L[Nu(x, y)] + L[f (x, y)]

ou(0,y)

v2L[u(x, y)] —vu(0,y) — Tx



= —L[Ryu(x,y) + Ryu(x, y)] = L[Nu(x, y)] + L[f (x, y)]

(14)’te verilen baglangi¢ kosullarini uygulayarak;

_at ﬁg) _ ;—Z(L[Rlu(x; ) + Ryu(x, y)] + LINu(x,y)])

LTu(x, y)]

1
+— WG

olusan denklemde ters Laplace doniisiimii alinirsa;

u(x,y) =F(x,y) =L ;—Z(L[Rw(x, y) + Ryu(x,y)] + L[Nu(x, y)])

burada F(x,y), kaynak terimden ve Ongoriilen baslangi¢ kosullarindan kaynaklanan

terimi temsil eder. Simdi, homotopi pertiirbasyon yontemini uygulanirsa;

u(x,y) = Z p u,(x,y)
n=0

ve dogrusal olmayan terim su sekilde ayristirilabilir;

Nu(x,y) = Z p™H,(u)
n=0

bazi He polinomlar1 i¢in Laplace doniisiimii ve homotopi pertiirbasyon yonteminin

|

p'nin ayni kuvvetlerinin katsayilarini1 karsilagtirarak, asagidaki yaklasimlara ulasilir

(Mishra ve Nagar, 2012):

birlesimi ile H,, su sekilde verilir;

(Ry +Ry) Z p un(x,y) + Z p™H, (u)
n=0 n=0

= 1
Z pnun(x'}’) = F(x;J’) - p(L_l |:§L
n=0

p°:uo(x,y) = F(x,y)
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1

Pl () = —L7 (LR, + R)uo(x,y) + Ho(] )
1

priua(0y) = —L7 (S LIR + R (,7) + Hy (] )

1
phius(0y) = —L7 (S LIR: + Ry (1) + Hy ()]

Ornek 5.1.1. Baslangic kosullart;

u(0,y) =1-¢7, u,(0,y) =1
u(x,0) =e*—1, u,(x,0) = -1

olan
Uy T Uy, =¥ —e”,—-1<x,y<1

eliptik denklemi ele alalim.

Coziim: Laplace doniisiimii olusturulursa,

Lluy,, ]+ L[uyy] = L[e*] + L[—e”]

1 —eV
Lle*] = L[-e’] =—
v—1 v
) 1 e’
v2L[u(x,y)] — vu(0,y) — u(0,y) + L[uy, | = —
1—-e¥ 1 1 eV 1
LluGey)] = — =+ 5+ =1y~ 3~ pa bl

ters Laplace dontistimii olusturulursa;

1—-e¥ 1 1 e? 1

L‘l[L[u(x,y)]] = L_l [ +v—2+m—v—3—v—2L[uyy]]

L[ S D i x2e¥
g [ v ]_1_e'L [v_Z]_x'L [_v_3__ 21

0 1 1. 1 A B ¢
L[vz(v—l)]_vz(v—l)_;+v_2+(v—1)
1=4Av.v—1)+B.(v—1) + C.v?
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v=0=>1=—-B=B=-1
v=1=C=1
vV=2=21=2A-144=2A=-2=>4=-1

1 1 1

rlL%;;lJ=Lq[_;_;7+a;?5y%_1_x+ex

L xer (1
uy)=1-e’+x—1-x+e*-——-1 tﬁLhW”

x2e¥ 1
ulxy) = —e’ +e* ———— L7 {U—ZL[uyy]}

simdi homotopi pertiirbasyon yontemini uygulayarak;

o

x2eY 1
Z pMu, (x,y) = —e¥ +e* — TR (Fl {pL[uw]})

n=0

yazilir. p'nin ayni kuvvetlerinin katsayilarini karsilastirdigimizda,

x%eY
2!

pliug(x,y) = —e¥ +e* —

1 (1 x2eY

ey

L[—e¥] = —7,L[—

3

x%eY ey
2!

eY e¥1 x%eY x%*eY

— _gJg-1|__ | =
=-L [v3 ] R TR Y

x%e¥ x*eY

2!+4!

ul(xJ’) =

1 (1 [x%eY  x*e¥
p*:uy(x,y) = —L 1{;1'[“13/3/]}: —L 1{,]_21‘[ 21 + 4! l}

x%eY x*eY| e¥ eY
Lt |=wte
ey ey x*eY x%e¥
= —L_l —5-|——7 = — —
v v 4! 6!
x*eY x%eY
w2 (6 y) =~ ~

p*ius(x,y) = -L7* {%L[uzw]}
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1 x*eY x%eY
=T

(1 e e
R |
[ e e x%e” xPe¥
=t [_W_F = el T a

x%e¥ x8eY

Cozim,
x?e¥ x?e¥ x*e¥ «x*e¥ x%¥ «x%e¥ «x%e¥
— —pY X — -
u(x,y) =—e’ +e TR TRT 4! TR TIT

x2+2
— _pY X 5 _qyn+1__ "~
2 g P <( L 2)!>

u(x,y) = —e¥ +e*

elde edilmis olur. Yakinsaklig1 incelersek,

o 1
u —_— i
o LLLI. 2! 4! 2! 4 _ 03611 < 1
[l ll x2eY 1
Ho ”—ey + e* — -2
2! 2!
T [RECE A [
SLLC 1O | TR | e TR
v [y | T ||x%eY | xteY i+l =0,0794<1
2! 4! 21 a4l
holl B2 L4l
. Us _ ol ol a a ~
“luall ||_x4€y _ x%eY 11 0,0328<1
4! 6! 4 6l

degerlerin 1 den kiiciik oldugu goriiliir.

5.2. Homotopi Pertiirbasyon Sumudu Déniisiimii Yontemi
Bu yontemin temel fikrini gostermek i¢in, baslangi¢ kosullari ile genel bir lineer

olmayan, homojen olmayan kismi diferansiyel denklemi ele aliyoruz:
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0%u(x,y)

Fp + Ru(x,y) + Ryulx,y) + Nu(x,y) = f(x,y) (15)
ou(0,y)
u(0,y) = a(x), Framial 1))
X
2%u(x,y) ou(xy) ;. . . . ) .
burada R, = o V€ R, = oy lineer diferansiyel operatorlerdir, N ise genel

dogrusal olmayan diferansiyel operator ve f(x,y) kaynak terimdir. (15)’in her iki

tarafinda Sumudu dontistimti (S ile gosterilir) alinir.

+ S[Ryux,y) + Ryulx, y)] + S[Nu(x, y)] = S[f (x, y)]

0%u(x,y)
Sl 0x?

1 1 10u(0,y)
;S[u(x, ] — ﬁu(O, y) — o

= =S[Ryu(x,y) + Ryu(x, y)] — S[Nu(x, )] + S[f (x,y)]
(15)’de verilen baslangi¢ kosullarini uygulayarak;

S[u(x,y)] = a(x) + vB(x) — v*(S[Ryu(x, y) + Ryulx, y)] + S[Nu(x, y)])
+v2(S[f(x, D)

olusan denklemde ters Sumudu doniisiimii alinirsa;
u(x,y) = F(x,y) = ST Hv?(S[Ryulx, y) + Ryu(x, y)] + S[Nu(x, y)])]

burada F(x,y), kaynak terimden ve Ongoriilen baslangi¢ kosullarindan kaynaklanan

terimi temsil eder. Simdi, homotopi pertiirbasyon yontemi uygulanirsa:

u(x,y) = z p"un(x,y)
n=0

olur ve dogrusal olmayan terim su sekilde ayristirilabilir;

Nu(x,y) = 2 p™H, (u)
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He polinomlari i¢in Sumudu doniisiimii ve homotopi pertiirbasyon yonteminin birlesimi

|

p’nin ayni kuvvetlerinin katsayilarini karsilastirarak, asagidaki yaklagimlara ulasilir

(Kumar vd., 2011):

ile H, su sekilde verilir;

(R, +R,) Z p™u, (x,y) + Z p™H, (u)
n=0 n=0

Z p"u,(x,y) = F(x,y) —p (5‘1 lvzs
n=0

p%uo(x,y) = F(x,y)

pius(x,y) = =S (WAS[(Ry + Ry)uo(x,y) + Ho(w)])
p*:uy(x,y) = =STH(W?S[(Ry + R)u; (x,y) + Hi(W)])
p*:us(x,y) = =S~ (W?S[(Ry + Ru,(x,y) + H,(w)])

Ornek 5.2.1 Asagidaki baslangic kosullari ile verilen

u(0,y) =cos(y),  u(0,y) =cos(y)
u(x,0) = e*, u,(x,0) =0

olan
Uyy T Uy =0, -1 <x,y<1

eliptik denklemi ele alalim.

Coziim: Sumudu doniistimii olusturulursa,
S[uyy] + Slugl =0
1 1 1
2 S[ule )] = —5ux, 0) = —uy (x,0) + S[uxe] = 0

1 1
ﬁs[u(x:y)] = ;ex - S[uxx] =0

Slux,y)] = e* — V2S[Uy] =0
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ters Sumudu doniisiimii olusturulursa;

S7USTulx, 1] = S7He* — v2S[uy]] = 0,57 [e*] = e*
u(x,y) = e* = STHv?S[uy,l}

yazilir. Simdi homotopi pertiirbasyon yontemini uygulanarak
> PMun () = eX = p(SH2 Sl ]
n=0

elde edilir. p'nin ayn1 kuvvetlerinin katsayilarini karsilastirdigimizda;

p05uo(x;3’) =e*
ptius(x,y) = =S Hv2S[ugy ]} = —SH{v?S[e*]}
= S~ 1{p2e¥}

yZ

u (x,y) = —exi

Phy(x,y) = =S WS U]} = -5 {vzs [‘e"y_zl}

= =S’ [-e*v?]}
— —5_1{—U4€x}

y
u,(x,y) = exz

Cozim

2 4

u(x,y) =ex—ex%+exz—-~

2 4
u(x'y) :ex<1_y_+y__...>

u(x,y) =e* (Z(—l)” (}Z}n)!) = e* cos(y)

olarak elde edilmis olur. Yakinsaklig1 incelersek;
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y2
el =l
0 = =55=0,
ol = Texll 21
y* 1
ol %] 2
e = =2 _0,0833<1
ol = er 2] 7 2
2! 2!
y© 1
T s
. - oll — 6 —0,0333<1
aall = o T L
4! 4!

degerlerin 1 den kii¢iik oldugu goriiliir.

5.3. Homotopi Pertiirbasyon Elzaki Doniisiimii Yontemi
Bu yontemin temel fikrini gostermek i¢in, baslangi¢ kosullar1 ile genel bir lineer

olmayan, homojen olmayan kismi diferansiyel denklemi ele aliyoruz:

0*u(x,y)
ez T Ryu(x,y) + Ryu(x,y) + Nu(x,y) = f(x,y) (16)
ou(0,y)
0’ = , —_—
u(0,y) = a(x) Fp B(x)
2%u(x,y) ou(xy) ;. . . . . .
burada R, = oy V€ R, = % lineer diferansiyel operatorlerdir, N ise genel

dogrusal olmayan diferansiyel operatér ve f(x,y) kaynak terimdir. (16)’nin her iki

tarafinda Elzaki doniistimii (E ile gosterilir) alinir.

B lM + B[R y) + RouCe, )] + EINuCx, )] = Bl (x,)]

O0x?

1 u(0,
L Euey)] — u(0,y) — v 20

= _E[Rlu(xi Y) + RZu(xl Y)] - E[Nu(x: :V)] + E[f(xF Y)]
(16)'da verilen baslangi¢ kosullarini uygulayarak;

Elu(x,y)] = v?a(x) + v3B(x) — v*(E[Ryu(x, y) + Ryu(x, y)] + E[Nu(x, y)])
+v?(E[f (x, y)])
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olusan denklemde ters Elzaki doniistimii alinirsa;

u(x,y) = F(x,y) — E"'[v?(E[Ryu(x,y) + Ryu(x, y)] + E[Nu(x, y)D]

burada F(x,y), kaynak terimden ve Ongoriilen baslangi¢ kosullarindan kaynaklanan

terimi temsil eder. Simdi, homotopi pertiirbasyon yontemini uygulanirsa;

u(x,y) = Z p un(x,y)
n=0

ve dogrusal olmayan terim su sekilde ayristirilabilir;

Nu(x,y) = Z p™H,(u)
n=0

He polinomlari i¢in Elzaki doniisiimii ve homotopi pertlirbasyon yonteminin birlesimi ile

|

p'nin aym kuvvetlerinin katsayilarini karsilastirarak, asagidaki yaklasimlara ulasilir

(Elzaki ve Hilal, 2012):

H,, su sekilde verilir;

v%E

Ry +R) ) phun(oy) + ) pHy )
n=0 n=0

z Pnun(x:)’) = F(x;)’) _p<E1
n=0

p%:uo(x, y) = F(x,y)

ptiuy(x,y) = —E"'(v?E[(R; + Rp)uo(x,y) + Ho(w)])
p*iuy(x,y) = —E7(W2E[(Ry + R)uy(x,y) + Hy(w)])
p¥us(x,y) = —E7(W2E[(Ry + R)u,(x,y) + H(W)])

Ornek 5.3.1. Baslangic kosullart

u(0,y) =sin(y), u,(0,y)=1
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u(x,0) = sin(x), u,(x,0) =1
olan
Uy +Uyy = —sin(x) —sin(y), -1 <xy <1

eliptik denklemini ele alalim.

Coziim: Elzaki doniistimii olusturulursa,

Elu,,] + E[uyy] = E[—sin(x)] + E[—sin(y)]

3

E[-sin(x)] = — E[-sin(y)] = —v?sin(y)

v
v2+1’

173

m - 1.72 Sln(y)

— E[u(x,y)] — u(0,y) — vu, (0,y) + E[u,, | = —

173
1]2—+1 = 1.72 sm(y)
5

v
vZ +1

Elu(x,y)] = v?[sin(y) +v — E[uy, | —

Elu(x,y)] = v?sin(y) + v3 — UZE[uyy] - —v*sin(y)
3

v2+1

E[u(x,y)] = v?sin(y) — v2E[u,, | + v® —v° + —v*sin(y)

ters Elzaki doniisiimii olusturulursa

— vt sin(y)

E7E[u(x, ] = E™ [vz sin(y) — v2E[uy,| + vzvﬁ

3

v2+1

2

l = sin(x),E~[v?*] = %

u(x,y) = sin(y) + sin(x) — "_fsm@) - EH{v?E[uy, |}

u(x,y) = sin(x) + sin(y) ll -—| - E‘l{sz[uw]}

yazilir. Simdi homotopi pertiirbasyon yontemini uygulayarak

[ee)

Z p"u, (x,y) = sin(x) + sin(y) ll ——|-p(E- 1{v2E[uyy]})

n=0
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esitligi elde edilir. p'nin ayn1 kuvvetlerinin katsayilarini karsilastirdigimizda,

p°:iug(x, y) = sin(x) + sin(y) [1 - —

}

p':us(x,y) = —E"Hv2E[ugy, |}

=—FE~ {zEl [1—— sin(y)

=—F~ {v sm(y)El 1+§}

= —E Y (?sin(y))(—v? + v*)}
= —sin(y) E"H{(-v* + v°)}
= —sin(y) l——+—

2 x4-

uy (x,y) = sin(y) 21 ar

olarak bulunur.

pZ;uz(x, y) = —E_l{UZE[ulyy]} = _E—l{

w52

___l__

x% x4
[ 20

u,(x,y) = —E~1 {vz sin(y) E

}

= —E"H{@? sin(y)) (=v* + v®)}
= —sin(y) E~YH(—v® + v8)}

= —sin(y) [—x—4
4 x6
u,(x,y) = sin(y) TRl

elde edilir.

ud:us(x,y) = —E‘l{sz[uzyy]} = —E‘l{

|
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U3(x, }I) 6'

}

x*  x®
—E‘l{v2 sin(y) E l——+—

= —E"Y(v? sin(y))(—v°® + v8)}
= —sin(y) E‘l{(—v8 + v10)}

= —sin(y) l—— + =

x® x8
uz(x,y) = sin(y) ol Bl

olarak devam ettirilirse ¢6zim

xZ 4 x6
u(x,y) = sin(x) + sin(y) |1 — =| + sin(y) T —l + sm(y) TR
, x® x
+ sin(y) la - gl 4
xZTl
u(x,y) = sin(x) + sin(y) * 7lll_r)glo <1 — (2n)!>
u(x,y) = sin(x) + sin(y)
elde edilmis olur. Yakinsaklig1 incelersek,
x4 1 1
hetl s[5 -3 T
roi T = =2 _#_09166< 1
Il sin(x) + sin(y) [1 — —] ” 1-=
. [x*  x© 1 1
ol |smo [E-2) -2
Ty llll 2:: = T =5 =00878< 1
Uy sin(y) Erin o
. [x6  x8 1 1
wll |smo -2 -2
z::: 3:: = O =%—%=00338<1
b’ sin(y) i o el

degerlerin 1 den kii¢iik oldugu goriiliir.
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6. SONUC ve DEGERLENDIRME

Bu tez calismasinda diferansiyel denklemler, diferansiyel denklemlerin tiirleri
(eliptik, hiperbolik, parabolik) tanimlanmis ve eliptik kismi diferansiyel denklemlerin
yaklagik seri ¢Oziimiinii bulmak i¢in pertiirbasyon teoremi tanitilmigtir. Pertiirbasyon
teoremi, eliptik denklemlere uygulanirken, probleme kiigiik terim veya terimler eklenip,
denklem seri acilimlarinin kullanildig1 bir denklem sekline getirilmistir. Ayrica diizgiin
ve tekil pertiirbasyon c¢esitlerine yer verilip, asimptotik yaklagim incelenmistir.

Matematikte siirekli degisimi veya deformasyonu (doniisiimii) tanimlayan
homotopi kavramindan bahsedilmistir. Homotopi pertiirbasyon yonteminin, geleneksel
pertiirbasyon yontemine gore diferansiyel denklem ¢oziimiinde eklenmek istenen kiigiik
parametrenin yerini belirlemede daha avantajli oldugu anlasilmistir.

Integral déniisiimlerine yer verilmis, bu doéniisiimlerin homotopi pertiirbasyon
yontemiyle kullanimlari eliptik problemlere uygulanmistir.
Pertiirbasyon yontemi, diizgiin ve tekil pertiirbasyon, homotopi pertiirbasyon,
degistirilmis homotopi pertiinbasyon ve integral doniisiimleriyle birlikte homotopi
pertiirbasyon ile ilgili her bir yontem ve kullanim i¢in eliptik problemler olusturulmustur
ve yaklasik c¢oziimler elde edilmistir. Elde edilen sonuglara gore, Eliptik problemler
iizerinde kullanilan gesitli pertiirbasyon yontemlerinde tam ¢oziimlere ulagilmistir. Bu da
Eliptik denklemlerde pertlirbasyon ¢oziimlerinin kullanish

oldugunu ifade eder.
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