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ELIPTIN EGRILERIN RASYONEL NONTALARI
Sevda SEZER

Yiiksek Lisans Tezi. Matematik Anabilim Dah
Ocak 1997, 77 Sayfa

Bu ¢aligmada rasyonel sayilar cismi tizerinden eliptik egrilerin rasyonel nokta-
larindan olugan grup incelenmistir. Bu baglamda, sonlu sayida rasyonel nokta kul-
lanilarak sozt edilen grubun tim noktalarimin tretilebilecegini ifade eden Mordell
Teoremi’'nin, ispatinda ileri derecede cebirsel sayilar teorisi kullanildigy icin, ispats
ozel bir durumda (grubun mertebesi iki olan bir rasyonel noktasimn varligr duru-

munda) yapilmigtir. Bunun sonucunda, Soulu Uretilmig Abel Gruplarmm Temel
Teoremi kullamlarak rasyonel noktalar grubunun mertebesi sonlu olan noktalarimm
Nagell-Lutz Teoremi ile belirlenebilecegi ifade edilmig ve Mazur Teoremi yardimyla
da mertebesi sonlu olan noktalardan olusan altgruplarin yapisinin tam olarak belir-
lenebilecegi agiklanmustir. Ayrica. rasyonel noktalar grubunun serbest Abel grubu
kismunin rankinin bliytkligi hakkinda kesin bir sonug elde edilememis olup, hentiz
ranki 16 veya 16 dan bliytik olan eliptik egri 6rnekleri bulunamamigtir.

ANAHTAR KELIMELER : Eliptik egri, eliptik egrilerin rasyonel noktalar,
Mordell Teoremi, sonlu iiretilmig Abel grubu,

serbest Abel grubu, Sonlu Uretilmis Abel Gruplarmm
Temel Teoremi, Nagell-Lutz Teoremi, Mazur Teorems,
serbest Abel grubu, rank.
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ABSTRACT
RATIONAL POINTS OF ELLIPTIC CURVES

Sevda SEZER
M5, in Mathematics
Advisor: Prof. Dr. Halil I. KARAKAS

Jannary, 1997, 77 pages

In this work, we investigate the group formed by the rational points of elliptic
curves over the field of rational numbers. Mordell’s Theorem, which states that this
group can be generated by finitely many rational points, is proved here in a special
case, in the case when the group has a rational point of order 2. The reason for this
restriction is that the proofl of Mordell’s Theorem requires advanced techiniques of
algebraic number theory. As a result of Mordell’s Theorem, the subgroup of elements
of finite order of the group of rational points (of an elliptic curve) can be determined
by using the Fundamental Theorem of Finitely Generated Abelian Groups and the
theorem of Nagell-Lutz, Besides, it is pointed out that the subgroups formed by
clements of finite order can be determined completely by using Mazur’s Theorem.,
Moreover, not much is known about the rank of the free part of the group of rational
points, and, yet, there is no example of elliptic curve with the rank of the group of
rational points greater than 15.

KEY WORDS : Elliptic curves, rational points on elliptic curves, Mordell’s Theorem,
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ONSOZ

Eliptik egriler, kiihik egriler i¢inde oldukca genis bir yere sahiptir. Gintimiizde
¢esitli alanlarda uygulama imkanm olan eliptik egrilerin énemi azimsanamayacak
kadar ¢oktur. (inki, iki degiskenli ve tamsayr katsayil bir kiibik denklemin rasyonel
¢ozimlerini belirlemiek, uygun bir eliptik egri tizerindeki rasyonel koordinath nokta-
lar1 belirlemekle esdegerdir. Ayrica, burada sozii edilen noktalar kiimesinin, sonlu
iiretilmig bir Abel grubu olmasi ve boylece timn rasyonel noktalarin (dolayisiyla,
tim rasyonel ¢éziimlerin) belirlenebilme imkaninm olmasi konu ile ilgilenen mate-
matikgileri eliptik egrilerle caligmaya yénlendirmektedir. Bu da sayilar teorisi ile
egriler kurami arasinda bir baglant: oldugunu géstermektedir.

Eliptik egrilerin uygulama alanlarindan biri de, her ilke icin 6nemli bir yere
sahip olan kriptografi (sifre biliminde) ki, kullanilabilirligidir. Ciinkii, ¢ok biiyik
bir bilegik (asal olmayan) saymm garpanlarina ayrilmas: iginin, say1 biiyidikce
gliclesmekte ve uzun zaman almakta oldugu herkes tarafindan bilinmektedir. Iste bu
fikirden hareketle, ortaya ¢ikan sifreleme yontemlerinde asal garpanlari belirlemek
icin eliptik egriler kullanilarak sifrelerin ¢oziilmesi saglanmaktadir. Bu da, eliptik
-egriler ile ilgili daha fazla caligmalarin yapilmasina ve bu konunun giiniimiizdeki
Sneminin her gegen glin artmasina yol agmaktadir.

Eliptik egrilerin matematik camiasindaki bir diger 6nemi de Fermat’in son teo-
remi olarak bilinen meghur teoremin, bu tinli matematikcinin 6liimiinden ancak 350
yil sonra, eliptik egriler kullanilarak, ispatlanmis olmasindan kaynaklanmaktadir.

Bu tezin birinci bolimiinde, gerekli olan bazi dnbilgi, tamim ve teoremler ve-
rildikten sonra eliptik egri kavramu aciklanarak, konuyla ilgili 6roekler verilmigtir.
Ikinci bolimde ise konuyla ilgili 6nemli teoremlerden biri olan Mordell Teoremi is-
patlanarak, bu teoremin bir kag 6rnek iizerinde uygulamalarina yer verilmigtir. Tezin
son bolimiinde ise sonlu cisimler tizerinden eliptik egri kavram iizerinde durulmusg
ve bunun bir uygulamas: olarak Gauss Teoremi ispatlanmustir.

Bugiine kadar yapmug oldugum tiim galigmalarimda bilgi ve destegini ben-
den hig esirgemeyen damgmanim saymn Prof. Dr. Halil . KARAKAS'a sonsuz
tegekkirlerimi sunarim.
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SIMGELER DIZINi

Simgeler

PxQ P ve @ dan gecen dogrunun kibik egrivi kestigi iiciineii nokta
P4 cliptik egri tizerinde 2 ve () noktalarinim toplam;
O kithik egrinin sonsuzdaki noktas

C(Q) kithik egri tizerindeki rasyonel noktalar

C(R) kiibik egri tizerindeki reel noktalar

C(C) kiibik egri tizerindeki komplex noktalar

Dy S() polinomunun diskriminantf

Z[x] katsayilar1 birer tamsayi olan polinomlar

H(x) x rasyonel sayisimin ytiksekligi

H(P) P rasyone] noktasmin yiksekligi

h(P) H(P) nin logaritmasi

2C(Q) egri lizerindeki rasyonel noktalarin kendileriyle toplam
r = C(Q), egri tizerindeki rasyonel noktalar grubu

T = (0,0), mertebesi iki olan nokta

Q* rasyonel sayilarin ¢arpimsal grubu

Q*? sifirdan farkli rasyonel sayilarin kareleri

I'[2] I' icinde mertebesi iki olan noktalar

C, y? = 23+ pr in belirledigi egri

Cns kiibik egri {izerindeki non-singiiler noktalar

C.s(Q) kiibik egri izerindeki non-singiiler rasyonel noktalar
F, (mod p) ye gore tamsayilar cismi

F, g elemanl cisim

C(Fp) F, tizerindenC iizerindeki rasyonel noktalar

M, F, tizerindenC {izerindeki rasyonel noktalarin sayisi
F,” sonlu bir grubun ¢arpimsal grubu

R F, icinde kiibik residiiler grubu

S, T F,” icinde R nin egkiimeleri

XV, 2], [XYVZ] P,(R) de toplamlar sifir yapan tiglilerin kiimesi
ai, g, Q3 kiibik Gauss toplamlan

P(F) F cismi lizerinden izdiigiimsel (projektif) diizlem
P2(R) reel izdigiimsel diizlem

F(X,Y,Z) izdiisimsel koordinatlarda homojen polinom

[X,Y,Z],[X :Y : Z] izdiigiimsel diizlemde bir noktanin koordinatlar:
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1. GIRIS

17. vy hukukqusu ve ¢ok yonhi matematikei Pierre de Fermal, sayilarm inee-
lenmesinden ibaret olan, savilar kuramiim kurucusu sayihr. Fermat'm ilham Kay-
naklaridan birinin de. M.S. 3. yy da yunanl bilge Diophantus tarafindan yazilnng
olan Aritmetica’nn bir ¢evirisi oldugu hilinmektedir.

(oziimleri tamsayilar veya rasyonel sayilar geklinde ifade editmesi gereken
tam veya rasyonel katsayili polinom denklemler Diophantus denklemleri olarak ad-
Jandirilir. Bundan dolayi, Diophantus denklemler tcorisi sayilar teorisinin 6nemli
bir dalimi tegkil etmektedir.

Diophantus denklemlerine bir ornek olarak; matematikgileri yaklagik 350 yil
hoyunca ugragtiran ve Fermat’im son teoremi olarak bilinen tinli problem diigiiniile-
bilir. Ciinki; bu problem, n > 3 icin X® + Y™ = Z" denkleminin, hepsi birden
sifirdan farkh, X, Y, Z tamsayi ¢oziimlerinin olmadigini veya buna denk olarak; n >
3 i¢in

"4yt =1 » (1.1)

denkleminin rasyonel ¢oziimlerinin sadece ¢ = 0 veya y = 0 olmasi durumunda
gergeklestigini ifade eder.

Bagka bir ornek olarak da; ¢ € Z igin
y2 — ;‘c3 = (12)

denkleminin tamsay: veya rasyonel ¢oziimleri diiginilebilir. Bu denklemin rasyonel
coziimleri ile ilgilenildiginde, denklemin ilging bir 6zellige sahip oldugu belirlenmigtir.
Sozii edilen ozellik; bu denklem igin kathihk formiilii olarak ta adlandinlan bir
formiiliin var olmasidir. Yani; (z,y) € Q? (1.2) denkleminin bir rasyonel ¢6ziimi

ise
xrt — 8cx — 2% — 20c23 + 8¢2

( ;
(2y)° (2y)°
de ayn1 denklem i¢in bir rasyonel ¢6ziim olugturur.

)

Bu 6zelligi 1621 de Bachet adli bir matematikgi kegfettigi i¢in, (1.2) denklemine
Bachet denklemi de denir. Ayrica, baglangictaki (z,y) ¢oziimi icin z.y # 0 ise,
yukaridaki iglem tekrarlanarak sonsuz tane farkli rasyonel ¢oziim elde edilebilir.

érnegin, y? — 3 = —2 denkleminde (3,5) ¢oziimi ile baglamir ve Bachet
kathihk formili uygulanirsa;

129 383 ) (2340922881 113259286337292
1027 10% 7 76602 76602

(3,5), ( )y o

gibi, gittikge biiyliyen sayilarla, bir ¢dztimler dizisi elde edilir.



1650 vilimda Fermat. y? — o = =2 denkleminin tamsayi ¢oziimlerinin sadece
iki tane, (3, 35) , oldugnnu iddia ederek, ingiliz matematik camiasima meydan
oknmngtur. (hinki. sonsuz rasyonel ¢oziim arasindan sadece iki tamsayr ¢oziimiin
olmast likri. beklenilen bir sonug olmadigiy icin. bir tezat olngturmustur. Fermat’m
¢agdaglanndan hi¢ biri bu problemi ¢ézememis ve dogru ispat ancak 150 yil sonra
Axel Thue, tarafindan verilebilmigtiv. 1908 yvilhinda Axel Thue ¢ # 0 i¢in (1.2)
nin sadece sonlu sayida tamsayr ¢oziimlerinin olabilecegini ifade ve ispat ederek,
Fermat'in bu 6zel problemine genel bir cevap vermistir.

n bir ¢ift tamsayr olmak iizere, Fermat'm (1.1) denklemi ry—diizleminde bir
geometrik gekil olarak, diigiiniildiginde, karemsi bir cembere benzemektedir (Sekil
1.1). Fermat’m son teoremindeki iddiaya denk olarak, bu karemsi gember tizerindeki
rasyonel koordinatlar, sadece dort noktadan ( (F1,0) ve (0,F1) ) den ibaret-
tir. n sayisimin tek tamsay: olmasi durumunda ise, Fermat denklemleri farkhliklar
gosterdigi igin, 7 nin ¢ift olmasi durumunda oldugu gibi, grafigi aym sekil {izerinde
incclemek miimkiin degildir. Sirastyla; n = 4 ve n = 5 olmasi durumunda, agagidaki
Sekil 1.1 ve Sekil 1.2 , Fermat denklemlerinin belirledigi egrileri gostermektedir:

©,1)
(—la 0) (la 0)
(0’ —1)
- Sekil 1.1 x4 4 =1 Sekil.l.2' 25+ ys —1

Diophantus denklemlerinin en sade ve basit kismi,
"+ ang2™ M+ a4 ag =0 (1.3)

formundaki, bir degiskenli polinom denklemlerdir. Burada, i = 1,2,---,n olmak
lizere, a; € Z igin (1.3) {in tim tamsay) ve rasyonel say1 ¢oziimlerini belirlemek,
Gauss Lemasi sayesinde, diisiiniildiigi kadar zor degildir. Ciinkii, p/q, sadelestirilmig
bi¢imde verilen, (1.3) {in bir rasyonel ¢bziimii ise, Gauss Lemas, qg|a,vep|a
olmast gerektigini ifade eder. Dolayisiyla, bu lemadan yararlanilarak, miimkiin ola-
bilecek rasyonel ¢oziimlerin bir listesi elde edilebilir. Bu miimkiin ¢oziimlerin hepsi
sirayla (1.3) de denenerek, gercek c¢oziimler belirlenchilir. Béylece, bir degigkenli
polinomlar i¢in Diophantus denklemlerinin ¢6ziimleri kolayca belirlenmisg olur.
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Iki degiskenli Diophantus denklemleri icin istenen ¢éziimleri belirlemek, bir
degigkenli durumdan biraz daha zordur. Bu tir denklemlere 6rnek olarak, daha
onee sozi edilen, Fermat ve Bachet denklemleri verilebilir, Tamsayr katsayih f(or, y)
polinomu i¢in f(.r,y) = 0 denklemine bakildigimda, dogal olarak sn sorular sorula-
bilir:

() f(r,y) =0 1m hi¢ tamsayi ¢oziimii var mi?
(b) f(2.y) = 0 1m hi¢ rasyonel say1 ¢éztimii var nu?
(¢) f(x,y) = 0 mn sonsuz ¢oklukia tamsayr ¢6ztimii var nm?
(d) f(x,y) = 0 n sonsuz ¢oklukta rasyonel ¢oziimii var mi?
Asagida, ozel f(x,y) = 0 denklemleri i¢in, bu sorularin cevaplar irdelenmektedir.

F bir cisim ve f(z,y) € F[x,y] olsun. Bu durumda,

flz,y) = Za;j.riyj olmak tizere sifirdan farkh a;; katsayilari arasindan, ¢ 4 j nin en
4.4
biyik degerine f(z,y) polinomunun derecesi denir ve derf ile gosterilir. Ayrica,

derecesi ti¢ olan polinoma bir kibik polinom , bu polinomun belirledigi egrive de bir
kiubik egri adi verilir.

Yukaridaki, (a) ve (d) sorularinin cevaplandirilmasinda ige basit polinomlarla,
yani derecesi bir olan (iki degiskenli) polinomlarla baglanabilir. Bu tiir polinom-
lara, belirledikleri egriler dogru bigiminde oldugu i¢in dogrusal polinomlar da denir.
Katsayilar1 tamsay: olan, az + by = ¢ dogrusal denklemi igin verilen sorulart ce-
vaplamak oldukga kolaydir. Ciinkii, sonsuz ¢oklukta rasyonel ¢oziim oldugu agiktir.
Ayrica, obeb(a,b) | c ise sonsuz ¢oklukta tamsay1 ¢oziimi var, aksi halde hig tamsay:
¢ozimu yoktur. Bundan dolay), dogrusal denklemler i¢in yukarida verilen sorular:
cevaplamak, bir degiskenli denklemler i¢in cevaplamaktan daha kolaydir.

Derecesi iki olan ve genelde kuadratik polinomlar olarak adlandirlan f(z,y)
polinomlar: diigiinildiigiinde, bunlarin grafiklerinin koni kesitleri oldugu, analitik
geometri bilgilerinden, bilinmektedir. f(z,y) = 0 denkleminin bir rasyonel ¢éziime
sahip olmasi durumunda sonsuz rasyonel ¢éziimii oldugu, geometri kullamlarak ko-
layca elde edilebilir. Bu nedenle, kuadratik egrilerin ¢ok basit oldugunu sdylemek
dogru olmasa bile, bu tir polinom denklemlerin ¢6ziimlerinin. genel olarak belir-
lendigi soylenebilir. Bu da; kuadratik polinomlar i¢in yukaridaki sorularin cevap-
landigr anlamina gelmektedir. Ayrintii bilgi i¢in (Silverman ve Tate 1992) ye
bakiniz.

Derecesi ii¢ olan f(z.y) polinomlar (yani, kiibik polinomlar) icin bu poli-
nomlarin belirledikleri egrilerin ¢ogunun (eliptik egri adi verilen egrilerin ) iizerinde
sonlu ¢oklukta tamsay: koordinatli noktalar oldugu bilinmektedir (Siegel 1926).
Boylece, genel olarak kiibik denklemler icin (a) ve (c) sorular: cevaplandirilmig olur.
Dolayisiyla, burada tamsay: katsayili kiibik denklemlerin rasyonel ¢oziimlerinin olup



olmadigr onem tagir. Bunun i¢in. bu tezin esas konusn Diophantus denklemlerinin
Ozel bir kisminn olugturan, bazi kithik denklemlerin rasyonel ¢oziimlerini, yani, eliptik
cgriler adi verilen egriler fizerindeki rasyonel noktalar incelemekten ibarettir.

e

1.1. Projektif Dizlem ve Eliptik Egriler

Bu tezin konusn; eliptik egriler tzerindeki rasyonel noktalart incelemek oldugn
i¢in, bu boliimde konu ile ilgili temel kavramlar ve on bilgiler tamtilacaktir.

Tanim 1.1.1 : /7 bir cisim ve f(ar.y) € Flr,y] olmak dizere

CiF)={(a.b) : a, b€ Fve fla.b)=0}
kiimesine. F' cismi tizerinden f(x . y) polinomunun bclivledigi ¢gri denir.

Ozel olarak, I cismi yerine rasyonel sayilar cismi olan Q ahndiginda;
CQ) = {(a,b) € Q* : f(a,b) =0}

kiimesine f(z,y) nin belirledigi rasyonel egri ve (a,b) € C;(Q) noktasina da bir
rasyonel nokta adi verilir. .

Tanim 1.1.2 : f(z,y) € Flz,y] ve derf = n olsun. Bu takdirde, f(z,y) =
g(z,y).h(z,y) ve 1 < min{derg,derh} < n olacak sekilde g(x,y),h(z,y) € Flz,y
varsa, f(x,y) polinomuna F izerinden indirgencbilir bir polinom, aksi halde F
lzerinden indirgenemez bir polinomdur denir.

Ornegin; f(z,y) = 23 + 222y + zy® + 32y + 222 + y2 + z + y kiibik polinomu
f(z,y) = (2?2 + 7y + = + y)(z + y + 1) olarak ifade edilebildigi i¢in f(z,y) polinomu
Q da (dolayisiyla, R ve C de) indirgenebilir bir polinomdur.

Eliptik egrileri belirlemede 6nemli bir yere sahip olan izdiigiimsel (projektif)
dizlem agagidaki gibi tamimlanir.

Tamm 1.1.3 : (z,y,2),(2',y’,2') € F*\ {(0,0,0)} igin “~” bagintis:;

(z.y.2)~ (2, )<= T e F\{0} sa =1, y=1ty, z =t

olacak bicimde tammlandiginda. “~" mn bir denklik bagintis1 oldugu (yansima,
simetri, gecigme Ozelliklerini sagladig1) agiktir. Bu durumda; “~” bagintisinin F3 \
{(0.0,0)} {izerinde olugturdugu denklik smmiflar1 kiimesi izdugimsel dizlem veya pro-
Jektif dizlem adi verilerek Po(F) ile gosterilir. Yani,

Po(F) = (F2\ {(0,0,0)})/ ~

dir. Aynica: (x,y,z) yi iceren denklik simfi (X,Y,Z) va da X : Y : Z ile gosterilir.
Burada, P(F) nin tanumindan dolayi, 0 : 0 : 0 noktasinin P2(F) nin bir elemamn:
olmadig1 agiktir.



Reel diizlemdceki egrilerle Py(F) deki egriler-arasinda bire-bir bir egleme vardir.
Ciinku: derf = n ve a;; € Folmakizere f(,y) = Y a;;0'y! polinomunun belirledigi
4 WU, . 7 o Ly (it ¢ g

g ted
ogri Cr(F) ile gosterilecek olursa Po(F) de bu egriye kargilik geleeek egri Cp*(F) ile
gosterilmek tizere €7 (F) egrisiy f(r, y) polinomunun homojenlestirilmesi donigiimii
adr verilen. bir dontigiim ile elde edilen polinomun belirledigi egridir. Kisacas;

I(\)/)_[( WA }:a,, iy iz

N |-
\l

olmak tizere;

C/rF)={(X.Y,2) : F(X,Y,2)=0}
egrisi, projektif dizlemde C;(F) ye karsihik gelen egridir.

Yukaridaki donigiimin bu sekilde yani; f(z,y) polinomunun homojenlestirilmesi
ile tanimlanmasinin esas nedeni, (X,Y, Z) € P,(F) icin F(X,Y,Z) = 0 n temsilci
seciminden bagimsiz olmasini saglamaktir.

Benzer bi¢imde; F(X,Y, Z) = 0 in P,(F) de olusturdugu egri olan C;*(R) ye
kargilik, F(X,Y, Z) nin dehomojenlestirilmesi déntigimi ad1 verilen bir doniigiim ile
elde edilen f(z,y) polinomunun olusturdugu, C;(F) egrisi karsihk gelir. Yani;

f(xvy) = F(z,y, 1)
olmak tlizere C;"(F) egrisine, projektif diizlemde
Cs(F) = {(z,y) € F* : f(z,y) = 0}
egrisi karsilik gelir.

Burada, C;*(F) nin ti¢lincii projektif koordinat1 sifir olan noktalarina sonsuz-
daki noktalar adi verilir. C;"(F) nin sonsuzdaki noktalar1 digindaki tiim nokta-
lar;; X : Y : 1 bi¢imindedir ve C;(F) nin noktalar ile bu noktalar arasinda bire-
bir bir egleme vardir. C;"(F) nin sonsuzdaki noktalar1 C¢(F) nin sonsuzdaki nok-
tasina kargibk gelir. Diger yandan; C;(F) nin (z,y) noktast C;*(F) nin X : Y :
1 noktas: ile ozdeslenerek Cy(F) egrisi C;*(F) nin bir alt kiimesi (veya pargasi)
olarak diginiilebilir. Bundan boyle, C;(F) daima C;*(F) nin altkiimesi olarak
diistiniilecektir.

Tanim 1.1.4 : (xo,y0) € Cs(R) ve 7,7 € N U {0} olmak iizere, Vi + j < k i¢in

9.0 J =
(E) (5-?;) f(:tay)l(:ro,yo) =0

kosulunu saglayan en biytk k& tamsaysina (zg, yo) noktasimin kathhé denir. k =1
ise, (7o, yo) noktasina basil nokta . aksi halde tekil (singiler) nokta veya k kath nokta
denir. Eger, C;(R) nin hig tekil noktas: yok ise, C;(R) tekil olmayan (nonsingiiler)
egri olarak adlandirilir.



Benzer bigimde, projektif egri tizerindeki tekil nokta tanini da agagidaki gibi

verilebilir:

[ Y

(XNo. Yo, Zu) € C7(R) ve i, j.l € NU{0} olmak tizere, Vi 4 7 41 < kicin

17 BN R
RS T U W) [ATER Y N
ax ) (()) ) (()Z) ! (\Q) ) /‘)](-\'O'Y(),Zo) =0

kogulunu saglayan en biytuk & tamsaymsina (Xo, Yo, Zg) noklasin katliligi  denir.
IEger & = 1 ise, (Xg, Yo, Zo) noktasina C;"(R) nin bir basil noktasi , aksi halde,
s0z konusu noktaya C;*(R) nin bir 1¢kil noktas: veya k katl nokiast denir. Ayrica,
C;*(R) nin hi¢ tekil noktas: yok ise, C;*(R) ye fckil (noktasi) olmayan cfri denir.

Bir Cy(R) cgrisi ile projektif diizlemde buna karsihk gelen C/*(R) egrisinin
tekil noktalari arasinda asagidaki gibi bir iligki vardir:

(X, Yo, Zo) noktasi C;"(R) nin bir tekil noktas ise, iki durum sézkonusudur:
1) Zo #0 ise, (%3, %g—) noktasi C;(R) nin bir tekil noktasidir.
il) Zg = 0 ise, C;(R) nin sonsuzdaki noktas: bir tekil noktadir.

Ornek 1.1.1 : f(x,y) = y*> — 23 — 22 nin belirledigi egrinin tekil noktalar belirlen-
mek istensin. Burada, C;(R) nin sonsuzdaki noktas: digindaki noktalar arasinda,
of -2

a(x,y) =32~ 22 =0icinr =0 veyaz = 3

%(a’,y) =2y=0iciny =0

ve f(0,0) = 0 f(32,0) # 0 oldugundan dolay1, (0,0) noktas: egrinin bir tekil
noktasidir. Sonsuzdaki noktamn tekil nokta olup olmadigini incelemek igin de reel
izdligimsel koordinatlara gecildiginde

F(X,Y,Z)=Y%Z - X3~ X?Z

ve boylece,

g—;(X.Y,Z) = —3X’-2X2Z,
gg(x. Y,Z) = 2YZ,

aF o - 2 72
G (X.Y.2) = Y- X

ifadeleri elde edilir. Son dért ifadenin sifira egitlenmesiyle, (0,0, Z) nin C;*(R) nin
tekil noktas: oldugu gorilir. Z = 0 i¢in (0,0,0) ¢ Py(R) oldugundan dolayi, Z #£ 0
olmahdir. Boylece, C;"(R) nin tekil noktasmmn (0,0,1) oldugu goriilir ve bu da
C;(R) nin tekil noktasinin sadece (0,0) noktasindan ibaret oldugunu gosterir.
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Sonug olarak, C;(R) nin tekil noktalarim belirlemek yerine Cp7(R) nin tekil
noktalarimi belirlemek yeterlidir, Tabii ki, burada (0,0.0) € Po(R) oldugu gozoniinde
bhulundurulmahdir.

Tamum 1.1.5 : f(r.y) reel katsayih kiibik bir polinom olmak tizere, eger f(r.y)
polinomu R iizerinde indirgenemez ve C*(R) nin Po(R) de hig tekil noktast yok ise,
Ci(R) ye bir eliptik «gri denir.

Yukandaki tanimlarda reel sayilar ¢ismi yerine herhangi bir F cismi almarak
f(r,y) € Fla.y] i¢in I {izerinden eliptik egri tammm da benzer gekilde verilebilir.

Bir ¢ember yaymn uzunlugu belirlenirken ortaya ¢ikan integral, ters trigono-
metrik fonksiyonlar yardimiyla hesaplanabilir. Elips tizerindeki bir yaym uzunlugu
belirlenirken ortaya ¢ikan integral ise basit fonksiyonlar adi verilen fonksiyonlar
yardimiyla hesaplanamaz. Bu integral {izerindeki ¢aligmalar, eliptik egri kavraminmn
dogmasina yol agmigtir. Geometrik olarak eliptik egri ile elipsin pek az benzer
ozellikleri vardir. Eliptik egri deyiminin kullanilmasi bu egrinin elipse benzemesin-
den degil, elipsin yay uzunlugu ile ilgili integralden ortaya ¢ikmig olmasindandir.
Elips ile eliptik egri arasindaki diger 6nemli bir fark ta, bir elipsi belirleyen f(z,y)"
polinomunun derecesinin 2, eliptik egriyi belirleyen polinomun derecesinin ise 3 ol-
masidir.

Bu agiklamalardan sonra, f(z,y) € Q[x,y] icin C;(R) bir eliptik egri ise,
C;(Q) nun da bir eliptik egri oldugu, tanimdan yararlanilarak, kolayca gosterilebilir.
Benzer sekilde, f(z,y) € R{x,y] ve C;(C) bir eliptik egri ise, C;(R) nin de bir eliptik
egri oldugu goriilebilir.

Teorem 1.1.1 : f(z,y) komplex katsayil bir kiibik polinom olmak iizere,

i) Cy(C) tekil degil ise, f(x,y) C iizerinde indirgenemez,

ii) g(z) kibik polinom ve f(z,y) = y* — g(z) biciminde ise, C;(C) nin tekil
noktasi olmamasi i¢in gerek ve yeter sart, g(z) = 0 1n hig katli kokiiniin olmamasidir.

ispat : i) Kabul edelim ki, f(z,y) C izerinde indirgenebilir olsun. Bu durumda,
f(z,y) polinomu; a,b,c € C ve ¢(z,y) € C[x,y] ikinci dereceden bir polinom olmak
uzere o

f(2.y) = (az + by + ¢).q(z,y)

bigimindedir. Burada; a veya b den birinin sifirdan farkli oldugu agiktir. Eger b # 0

1se
c

a
fla,y)=(y+ 32 +7)bgle,y)
seklinde; a # 0 olmas: durumunda ise, uygun bir sekilde z ve y nin yerleri degistirilerek,
Hz.y)=(y—mz—-r)g(z,y), mreC

yazilabilir. C;(C) nin tekil noktasinin olup olmadigini incelemek icin, projektif ko-
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ordinatlarda
FX.Y.Z) = f(i
XY 7)) = 7
LIXY.Z) = Y —m. \ — ./,
RY
N(NVY. /) = —
2 ) f/([

olmak tzere;

F(X Y, Z) = L{(X,Y,Z).Q(XN,Y, Z)
oldugu kolayca gorilebilir. Ayrica,
PIX.Z)=Q(X,mX +r.2Z,7)

olarak tamimlandiginda, P(X, Z} iki degigkene bagli karese! formda ifade edilebilir.
Bu tiir her karesel form ya 6zdeg olarak sifirdir ya da C tizerinde iki lineer formun
carpimi geklinde yazilabilir. Her iki durumda da, her ikisi birden sifir olmayan oyle
Xu , Yo kompleks sayilar vardir ki; P(XXo, Zg) = 0 dir. Simdi,

YE) = Tn.‘\’o + T.Z()
olarak tanmimlansin. Bu takdirde,
L(‘X’Oa 63 ZO) = Q(‘X’Ov E)a ZO) =0

elae edilir. Diger yandan, F(X,Y, Z) nin kismi tiirevleri hesa.pla,ndlé;ﬁda, .

5F dL(X,Y,Z) 0Q(X,Y, Z)
. — ‘X AY— " _ddml ‘/r > i ke Rk R4
; r A OL(X,Y,Z) 0Q(X,Y,Z)
aY(A,Y,Z) = Q(X,Y.Z). 5y +L(X,Y,Z).—T,
aF - _ - 6L(‘X7 Y'a Z) - aQ(A’v Y; Z)
aZ(‘X7Y7Z) = Q(‘vaaz)' EYA +L(X3yaZ)'T_
oldugundan dolayi, (Xg, Yo, Zo) noktasi i¢in, F(Xo, Yy, Zo) = 0 ve
oF
aA(Yo,Yo,Zo) = 0,
oF
6} (‘X07 }/;)7 ZO) = 07
oF
aZ(YO‘)Y;)’ZO) = 0

oldugu kolayca gortlebilir. Buradan, (XO,YO, Zy) m C;*(R) nin tekil noktas: oldugu
sonucuna varihr. Eger, Z # 0 ise (42 77 ) C;(C) nin bir tekil noktasi, aksi halde, X,
ve Yp aynt anda sifir olmadigs icin. C f( S nin sonsuzdaki noktas: bir tekil noktasidir.
Bu da; C¢(C) nin tekil noktaya sahip oldugunu gosterir. Béylece, eligki elde edilir.

ii) g(z) bir kibik polinom ve f(z,y) = y* — g(z) bigiminde olmak iizere,

eger “C;(C) nin tekil noktas: olmas igin gerek ve yeter sart, g(z) in kath kokiniin
olmasidir” onermesi ispatlanirsa, bu kismin ispat: yapilmig olur.
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(=>): a,b,e,d € C olmak fizere f(x,y) polinomu;

T(r,y) =y — (a2’ + ba* + cx + d)

biciminde yazilabilir. Buradan, izdiigtimsel koordinatlarda
FIX,Y,Z2)=Y?2Z —aX?® - bX?Z —cXZ*-dZ*

olur. Bu ifadenin kismi tirevleri,

(XY, Z) = —3aX?-2bXZ — cZ? (1.1.1)
FXY,2) = 2vz (1.1.2)
(XY, Z) = Y?—bX?—2cXZ — 3dZ2 (1.1.3)

dir. Kabul edelim ki, C;(C) bir tekil noktaya sahiptir. P2(C) nin (X, Yo, Zo) noktas:
yukaridaki ti¢ ifadeyi ayn1 anda sifir yapan nokta olsun.

Zo = 0 durumunda (1.1.1) bagmtisindan, —3aXo? = 0 elde edilir. g(z)
kiibik polinom oldugu igin @ # 0 dir. Dolayisiyla, Xo = 0 olmahdir. (1.1.3)
bagintisinin sifira esit olmasindan da Y, = 0 elde edilir.. Sonug olarak, (0,0,0) ¢
P2(C) oldugundan dolay1, F(X,Y,Z) nin Z = 0 igin hig tekil noktasmin olmadig
goriilir. Dolayisiyla, Zp # 0 olmahdir. Z; # 0 durumunda ( 1.1.2) bagintisinin sifira
esitlenmesiyle Y5 =0 elde edilir. Boylece, '

oF
F( ’0, 0, Zo) = W(XO’O, Zo) =0

ozdegsligi ile " X
Xo Ny
(—) =g (70) =0

6zde§li§i denktir. Bu da, ¢g(z) in Eoﬂ noktasinda katl kokiiniin olmas: demektir.

(<=)-: g(z) in a gibi bir kath kdkii varsa, (a,0) noktasmnmn C;(C) nin tekil
noktasi oldugu kolayca goriilebileceginden dolay: ispat tamamlanmusg olur.

Verilen bir f(z,y) kiibik polinomunun bir eliptik egri tammlayip tammlama-
digin1 incelerken, f(z,y) polinomunun indirgenemez oldugunu kamtlamak zor ola-
bilir. Teorem 1.1.1 in bir sonucu olarak, f(r,y) nin bir eliptik egri tammlamasi
i¢in C4(C) nin P,(C) de tekil noktasi olmadigini gostermek yeterlidir. Ayrica, buna
denk olarak, ileride detayh bir sekilde agiklanacag gibi, f(z,y) bir kiibik polinom
olmak izere, gegitli doniigiimlerle

flz,y)=y* - (:c3+ax2+b'x+c)

bi¢imine indirgenebilir. Burada, Teorem 1.1.1 den yararlanarak, Cs(R) nin bir elip-
tik egri tanimlamas i¢in gerek ve yeter sartin 23+ az? + bz + ¢ = 0 1n kath kokiiniin
olmamas: gerektigi sonucuna varilir ki, bu da verilen egrinin bir eliptik egri olup
olmadigim aragtirirken ¢ok biiyiik kolaylik saglar.
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Ornek 1.1.1 : f(r.y) = 23— 322+ 2r + y2 4+ 2y + 1 kiibik polinomu icin C;(Q) nun
bir eliptik cgri oldugunu iki yolla gorelim.

Coziim 1: C;(Q) nun eliptik egri oldugunu gostermek i¢in, tanim kullamlacak
olursa, oncelikle f(x,y) nin Q da indirgenemez oldugunu ve C*;(Q) nun P»(Q) da
tekil olmadigim gostermek gerekir. Bunlam ayri ayn incelemeden, Teorem 1101, 1)
den Cy(C) nin P2(C) de tekil noktaya sahip olmadigini géstermek yeterlidir. Clinki
bu durumda, f(x,y) nin C de (dolayisiyla Q da) indirgenemez oldugu ve C*((Q)
nun tekil noktaya sahip olmadigy gosterilinig olur.  Bu fikirden harcketle, verilen
f(z,y) polinomu homojenlestirilerek;

F(X,Y,Z) = X3-3X2Z4+2XZ24+Y2Z+2YZ%+ 23 (1.1.4)

SE(X.Y,Z) = 3X?-6XZ+22* (1.1.5)
SE(X,Y,Z) = 2YZ+22? (1.1.6)
(X,Y,Z) = —3X2+4XZ+Y?+4YZ +322 (1.1.7)

elde edilir. Kabul edelim ki, (X, Yo, Zo) noktas: yukaridaki (1.1.4)- (1.1.7) ifadelerini
sifir yapan nokta olsun. Bu durumda; (1.1.6) dan; Zp = 0 veya Yy = Z; olmasi
gerektigi gorilir.

1) Zo =0ise (1.1.5) den Xy = 0 ve (1.1.7) den Yy = 0 olmahidir. Bu durumda; -
(0,0,0) ¢ P2(C) oldugundan egrinin sonsuzdaki noktasmm tekil nokta olmadig;

sonucuna varilir.

ii) Zo = —Yo ise (Zg # 0) kabul edebiliriz. Bu esitlik, (1.1.4) , (1.1.5) ve (1.1.7)
de yerlestirilip, sifira esitlenirse sirasiyla

Xo® 4+ 3X0*Yo + 2XoYe? =0 (1.1.8)
3Xo? + 6XoYo +2Yo* =0 (1.1.9)
—3Xe? - 4XoYo =0 (1.1.10)

oldugu goriiliir. (1.1.9) ve (1.1.10) dan 2Y5(X, — Ys) = 0 ve Y5 # 0 oldugundan
dolay1, Xo = Y, olmas: gerekir. Bu da; (1.1.8) de yerine yerlestirilirse, Xo = 0 ve
dolaysiyla Yy = 0, Zg = 0 olmasim gerektirir. (0,0,0) ¢ P(C) oldugundan, C;(C)
tekil degil ve dolayisiyla f(z,y) C lizerinde indirgenemez (Teorem 1.1.1. i) den )
olmas: nedeniyle Cs(C) bir eliptik egridir. Diger yandan, f(z,y) rasyonel katsayili
olmasi nedeniyle, C;(Q) nun da bir eliptik egri oldugu sonucuna varilir.

Cozim 2 : f(z,y) = 2% — 322 + 22 4 y* + 2y + 1 yeniden diizenlenerek,
fla,y) = (y+1)" = (=2° + 32 — 21)
bigiminde yazilabilir. Burada, y + 1 yerine y ve —z® + 322 — 2z kiibik polinomu

yerine de ¢(z) yazihrsa, f(z,y) = y* — g(«) bigiminde olur. ¢(z) polinomu,
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g(x) = —a(r — 1)(a — 2) biciminde oldugundan, ¢(x) = 0 mn ¢akisik kokii yoktur,
Teorem 1.1.1 den Cp(Q) tekil degil ve f(x,y). Q da indirgenemezdir. Bu da, C;(Q)

nun bir eliptik egri oldugunu ve Teorem 1.1.1 in énemini gosterir.

F(X.,Y,Z) € C|X,Y, Z] olmak lizere, (X, Yo, Zo) noktast /7(X,Y,Z) =0 m
belirledigi egri tizerinde olsun. Bu egriye (Xo, Yo, Zo) noktasmda teget olan dogrunun
denklemi; %(_\'0, Yo, Zo) %(‘\'0, Yo, Zo) ve (‘;—IZ—?(‘\'O, Yo, Zo) m hepsi birden sifir
olmamak kosuluyla,
aF (?F
()X(XOa)OvZO)( - \0) + 5 Y%
dir. Yukaridaki gartlar (Xo, Yo, Zo) noktasimin F(X,Y, Z) = 01n belirledigi projektif
cgrinin tekil bir noktasi olmamas: demektir. Yukanda verilen teget denklemi,

JF oF oF
EX_;(A 0, Y0, 20)- X + —=(Xo,Y0,%0).Y +

oF .
(Xo, Yo, Zo)(¥Y = Yo) + B_Z(Xo’ Yo, Zo)(Z —Zp) = 0

(4X07 }/03 ZO)-Z =0

ay oz
biciminde de ifede edilebilir. Bunun nedeni ise,
oF JF
X. 6X(X Y,Z) + Y (X Y Z) + Z. GZ(X"Y’Z) = (derF).F(X,Y, Z)

esitligine dayanir. Benzer gekilde, burada f(z,y) = F(X,Y,1) olmak {izere, (zq,yo)
noktasinda ¢izilen teget denklemi ise

9 B
a_i(:my yo)(z — z0) + a—’;(a'o, yo)(y —y%) =0
dir.

Agagidaki teorem iki farkli egrinin farkh kesim noktalarinin sayisi hakkinda
bilgi vermektedir (bu teoremin ispat: (Silverman ve Tate 1992) de bulunabilir):

Teorem 1.1.2 : (Bezout) Ortak carpanlan olmayan f ve g polinomlarinin be-
lirledikleri egriler sirasiyla C; ve C, egrileri olsun. Eger, C; NC, # {0} ise kathlik
sayillmak tizere bu egrilerin kesim noktalarinin sayis: der f.derg tanedir

Bezout Teoreminden, bir eliptik egri ile kesigen bir dogrunun (farkli olmasi
gerekmeyen) tam ii¢ tane ortak noktasi olacagi sonucu gikarilir. Bundan dolayi,
C;(R) bir eliptik egri ve P, Q@ € Cy(R) i¢in P ve @ dan gegen dogru L olarak
adlandirlirsa, L ve C;(R) nin ii¢linci bir ortak noktas: olmasi gerektigi sonucuna
varilir. Teoremden de anlagildigr gibi, bu liglinci noktanin P ve Q dan farkli olmas:
gerekmez. Bu gekilde elde edilen tgiincli nokta, P * @ ile gosterilecek olursa, *
igleminin C;(R) eliptik egrisi izerinde bir ikili iglem tanimladig: kolayca anlagilabilir.
Cs(R) eliptik egrisi iizerinde P , Q) ve bu gekilde elde edilen P x @ noktalan cakigik
olabilir. Bu durumda, L ile C;(R) nin P de {i¢ ¢akigik noktas: (yani, kesim katliligs
3) olur ve bu nokta egrinin doniim noktas: olarak adlandirihr. Ayrica, eger P , Q
veya P * @ noktalarindan herhangi ikisi (mesela, P ve @) ) ayni nokta ise L dogrusu
egriye bu noktada tegettir.
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Dogal olarak * ikili iglemiyle heraber, C/(R) tizerindeki noktalarm bir grup
olugturup olugtnrmadigy sorusu akla gelebilir. Ne yazik ki, bu sorunun cevabi, VP €
Cy(R) igin P+ ' = P olacak gekilde bir 17 € C;(R) noktasinm olmamasimdan dolays
olmmsuzdur. Buna ragmen, # isleminden yararlanarak + ile gosterilen yeni bir ikili
iglemin tanmmlanmasiyla Cp(R) fizerindeki noktalarm + ikili iglemine gére bir grup
olugturdngu gosterilebilir. Hatta, + ikili igleminin uygun bir sekilde tanimlanmasiyla
Cy(R) nin tiun rasyonel noktalarindan olugan C;(Q) kiimesi bazi sartlar saglandiginda
C;(R) nin bir alt grubunu olugturur. Béylece elde edilen bu gruplarin yapilar ince-
lenerek. eliptik egrilerin rasyonel noktalari hakkinda daha fazla bilgi edinilebilir.

Bir rasyonel noktasi olan herhangi bir kiibik egri igin bu egriyi olugturan f(r,y)
polinomu, Weiersirass normal formu olarak adlandirilan

J(z,9)=y* —(x®+az?+ bz +c), a,b,c€Q (1.1.11)

formuna doniigtiirilebilir. Dolayisiyla, eliptik egrileri incelemek icin sadece bu form-
daki eliptik egrilerin incelenmesi yeterli olacaktir. Sozii edilen déoniigiimler asagida
adim adim verilmektedir.

C bir kiibik egri, O da C iizerinde bir rasyonel nokta olsun. Egriyi belirleyen
f(z,y) polinomunun normal formda olacak sekilde projektif diizlemde X, Y, Z ko-
ordinatlari agagidaki gibi tanimlansin: O dan gegen teget dogrusu Z ekseni, Z nin
C yi kestigi diger noktadan gizilen teget de X' ekseni olsun. Son olarak, ’

Sekil 1.1.1

O dan gegen ve Z ekseninden farkli herhangi bir dogru da, Y ekseni olarak segilsin
(Sekil 1.1.1 de gorildigii gibi, burada © noktasimm sonsuzdaki nokta olmadig
kabul edildi. Aksi durumda, X ekseni O dan gegmeyen herhangi bir dogru olarak
secilehilir. Eger, eksenler bu gekilde belirlenip z = % , Y = }7 kabul edilirse, bazi
dogrusal kogullar elde edilir. Bu, projektif déniigiim olarak da adlandirilir. Elde

edilen dontigimler f(z,y) = 0 denkleminde yerlestirildiginde,

P +(az+by=c®+dz+e
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ve bu denklemin her iki yanmimin a ile ¢arpilimasivla da,
2 .3 2
(ry)* + (ar + by = ca” + da® + ca
clde edilir. ay yerine yeni bir adlandirma olarak y denirse
¥ 4 (ar + 0)y = ca® + da* 4 cx

olur. Bu son esitligin sol tarafini bir tam kare yapmak i¢in y yerine y — %((wf + b)
yazihrsa; derf = 3 olmak fizere y? = f(«) bi¢imine doniigiir. Burada, f(2) in
bagkatsayis: (23 tin katsayisi ) A ile isaret edilecek olursa, A = 1 olmayabilir, fakat bu
durumda z yerine Az , y yerine de A%y doniigiimleri uygulanirsa, f(z) baskatsayis
1 olan kiibik bir polinom sekline doniigir. Boylece, verilen f(x,y) = 0 denklemi
(1.1.11) normal formuna indirgenmis olur. Burada istenildigi takdirde, x yerine
x — 5 doniigiimi uygulanip, denklem

v =1+ Az+ B, A, B €Q
bi¢iminde de ifade edilebilir.
Bundan sonra, Q cismi iizerinden bir rasyonel noktas: olan kiibik egriler,
C:y*=flz)=(2®+azx®+ bz +¢), a,b,ce€Q
formunda diigiiniilecektir. Burada, X = d?z ve Y = d® igin verilen denklem Y? =
X34+d%.a. X%+ d*.b.X +d°.c olacagindan, d sayisinin yeteri kadar biiyiik secilmesiyle
a , b, c rasyonel sayilarinm paydalar yok edilebilir. Bu nedenle, (1.1.11) dea , b, ¢

katsayilarinin birer tamsayi olarak diigtiniilmesinde bir sakinca yoktur. Bu durumda,
f(z) kibik polinomunun diskriminant: Dy ile isaret edilecek olursa,

Dy = —4d’.c + a®.b? 4+ 18a.b.c — 4b® — 27

dir. A, B € Z olmak iizere 4> = z® + Az + B icin Dy nin, Dy = —4A3 — 27B?
olacagr aciktir.

Asagidaki ¢izelgede diskriminanti kiigiik olan bazi eliptik egriler i¢in f(z,y)
nin y?> = z® + Az + B biciminde ifade edilebilecegi A, B sayilan verilmistir.

13



Cizelge 1.1.1  C;(Q) nun yt =7 4+ Ar+ B Formunda Ifadesi

“f(x) € tzerinden ¢arpanlarina aynlacak olursa, a;, a3, as € C olmak iizere

| C/(Q) [D, TA I3 ]
yitaydy=at—a? -n3 405 16038
yvi=a2 it 48 | 864 -12096
yi=ud —a?t -48 | 864 12096
yi4y= 1' -4 .:" -43 | -432 15120
y? + Iy = P4 rtdor -39 | 621 -12690
yi4y=ad 402 -35 | -1728 30672
vty = 28 | 675 13662
yitay—y=a° 2710 11664
yi+tay+y=a> =26 | 621 9774
yVity=a3+1 42 -19 | 864 132
ytk sy=2> -2+ -15 | =27 8694 |
y4+y=a—-2? -11 | -432 8208
y: 4+ Tzy +2y = 2>+ 4>+ | 15 |-103707 | 8208
Y24 3ry=a 42 17 |-891 4374
yi+y= - 37 ] -1296 11664
Y2+ 2ry—3y=12"—1 37 |-4320 108432
Y 4ary=a3-32% 4z 57 | -1977 -29106

f(z) = (z — a1)(z — au)(z — @) tiir. f(z) in diskriminantinin

bigiminde de ifade edilebilecegi ve ayrica Dy # 0 olmasi igin gerek ve yeter sartin
J(z) = 01n kath kokiiniin olinamasi gerektigi kolayca goriilebilir. Eger, C;(C) bir
eliptik egri ise, f(z) = 0 1n farkll kokleri olacagindan dola,yl kokler i¢in iki durum

DI = (Ckl - 0’2)2.(01 = 03)2.(02 = 03)2

sozkonusudur:

. Durum :

2, Duram :

Sekil 1.1.2.a
cop, myya3 € RO(Sekil 11.2.a) .

~
A

Sekil 1.1.2.b

ap € R ve oy veay karmasik eglenik (Sckil 1.1.2.h)

11
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Bu agiklamalardan sonra; Cy(R) bir eliptik egri ve O € Cy(R) herbangi bir
nokta olmak tizere, VP, QQ € C;(R) igin

P+Q=0x(Px*Q)

ile C4(R) i¢inde bir + ikili iglemi tammlanabilir. Bu, geometrik olarak belirlenceek
olursa; I” 4+ @ noktasi, P’ ve QQ dan gegen dogrunun Cp(R) yi kestigi tigtincii nokta
olan Px() ile O noktalarindan gegen dogrunun Cy(R) yi kestigi tigiincii nokta olarak
tammlamr (Sekil 1.1.3).

+ ikili igleminin C;(R) iizerinde iyi tamml oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica,
O noktasmm keyfi seciminden kaynaklanan herhangi bir sorunun olamayacag, ilerki
kisimlarda gosterilecektir.

/ P+Q

Sekil 1.1.3

Asagidaki teorem, < C;(R),+ > nin bir Abel (degismeli) grubu oldugunu ve :
Cs(Q) # 0 olmak iizere; C;(Q) < Cs(R) oldugunu ifade eder. :

Teorem 1.1.3 : Cs(R) bir eliptik egri ve O noktasi bu egrinin sonsuzdaki noktas da’
olabilen keyfi bir noktasi olsun. Bu durumda, VP, @ € C;(R) i¢in P+Q = Ox(P*Q)
olarak tanimlandiginda;

a ) C4(R) iizerindeki noktalar (@ birim elemanl bir degismeli grup olusturur.

b ) f(z,y) rasyonel katsayili ise C;(Q) nun C;(R) nin bir altgrubu olmas: icin
gerek ve yeter kogul O noktasinin bir rasyonel nokta olmasidir.

Ispat : a ) < C;(R),+ > nin O birim elemenli degigsmeli bir grup olmas: igin;
i)VPeCyR)icn P+0O0 =P, |
H)VPQelC/R)icin P+Q=0Q+ 7P,
il ) VP e Ci(R) icin I(-Q) e C;(R)3 Q+(-Q) = O,

15



iV)VPQRECR)icin (P4 Q)+ R="4(Q4 R)

kogullarinin saglanmast gerekir.

1) O €CyR)igin P ve O dan gegen D dograsu Cy(R) ile tigiinett bir 7+ O
noktasinda kesigir. P4+ O = O+ (P % O) olarak tanmmmlandigmdan dolayy; O ve
P % O dan gegen dogru, yukarida sozii edilen D dogrusuyla ¢akipiktir. (iinki, iki
dogrunun da @ ve P> x O noktalari ortaktir (Sekil 1.1.4). Dolayisiyla;

Sekil 1.1.4
P+O=0x(P+x0O)=P

dir.
ii ) VP, Q € C;(R) i¢in

P+Q=0x(P+Q)=0x(Q*P)=Q+P
oldugu agiktir (Sekil 1.1.5).

/ P+Q

Sekil 1.1.5
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iii ) C/(R) ye O noktasindan cizilen teget, egriyi, bu noktada teget ile Cy(R)
nin ¢akigik iki ortak noktas oldugundan dolays, S = O » O noktasinda keser. Bu
durnmda, YQ € C/(R) i¢in () == QxS =@ (O ) olarak secilirse;

@+(-Q) = 0% (Qx(-Q))
= 0+(Q+(Q+(0+0))
= Ox(0x*0)
= O

elde edilir (Sekil 1.1.6).

Sekil 1.1.6

—~Q nun tektirli belirli oldugu agagidaki gibi gosterilebilir. Kabul edelim ki, Q +
Q' = O ve —Q # Q' olacak sekilde bir @’ € C;(R) noktasi olsun. Bu durumda;

Q+Q' =0 = 0xQ=+Q)=0
= O0x(0x(QxQ)=0%0
=  Q+Q'=0x0

ve ' = Q # (Q * Q') yazlabileceginden dolay1, Q' = Q % (O * O) = —() ¢eligkisi elde
edilir. Dolayisiyla, —Q noktas: tek tiirli belirli olmalidr.

Birlesme 6zelligi ile ilgili olan ispata gegmeden once, ispatta kullanilacak olan
bir teoremin ifadesini verecegiz. Asagidaki teoremin ispat1 {Siegel ve Tate 1992) de
bulunabilir.

Teorem 1.1.3 : (Cayley-Bacharach) () ve (3 projektif diizlemde ortak bilegenleri
olmayan iki kiibik egri ve burada 'y tekil olmayan bir cgri olsun. Bu egrilerden farkh
bir D egrisi €y NCy nin, farkl olmas gerekmeyen, sekiz noktasindan gegerse, () NCYy
nin dokuzuncu ortak noktasindan da gecer.

iv) P,Q, R € Cy(R) herhangi ii¢ nokta olmak tizere, (P+Q)+ R = P+(Q+R) .
oldugunu gostermek igin (P + Q)+ R = P+ (Q + i) egitligini gostermek yeterlidir.
Bunun i¢in, burada kullamlacak teoremlerden biri de yukarida ifade edilen Kiibik
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(‘ayley-Bacharach Teoremi'dir. Verilen O, P, Q, It noktalarvicing P+Q), P+, O+
R ve Q + I noktalan geometrik olarak agagidaki (Sekil 1.1.7) deki gibi belirlenebilir.
Sekil dizerinde de giiriildﬁéi’i'gibi O, P Q, R P«Q, P+Q, QxIR, Q+ I noktalarmm
herbirisi; biri diiz ¢izgili digeri noktalarla ¢izilmig olan iki dogru tizerindedir. 124 Q)
ve R den gegen dogru nokta nokta gizilmig bir dogru ile Q + 12 ve P den gegen
dogru da diiz gizgiyle ¢izilimiy olsun. Bu iki dogrunun kesim noktasma S denilmesi
durumunda § € C;(R) oldugunu gostermek ispati bitirir.  Ciinkii, bu durumda,
(P4 Q)* =P x*(Q+ R) esitligi elde edilmig olur. Bu fikirden harcketle; O, £,
Q,R,PxQ,P+Q,Q+1,Q+ 12, S noktalanindan dejenere olmug iki kiibik

egrinin gegligi diigintlebilir.

(P+Q)"R=P*(Q+]) \n

Sekil 1.1.7

Ciinki, ti¢ dogru denkleminin yanyana getirilip carptimasiyla elde edilen denklem
bir kiibik denklemdir. Bu yiizden; yukaridaki gckildeki noktali olarak cizilen tig
dogrunun denklemleri garpimm bir kiibik denklem verir, benzer sekilde diiz ¢izgiyle
cizilen diger li¢ dogru denklemlerinin garpimi yine bir kibik denklem verir. Bu
sekilde elde edilen kiibik denklemlerden biri C', digeri C, olsun. C; N C, nin dokuz
noktasi oldugu aciktir. Cy(R) ile (*y N C nin sekiz ortak noktasi oldugu bilindigine
gore Kiibik Cayley- Bacharach 'Teoremi’ne gore, S € € N €z oldugundan dolay,
S € Cy(R) olmalidir. Bu da, (P +Q)* R = P* (Q + R) oldugunu gosterir.

b ) f(x,y) nin rasyonel katsayili bir polinom olmasi halinde; Cf(Q) < Cy(R) <=
O € €;(Q) oldugu asagidaki gibi gosterilebilir:

(=) : C(Q) nun Cy(R) nin bir altgrubu olmas durumunda O € C/(Q)
olacag agiktir.



(<) : O € Cp(Q) olsun. Eger P, Q rasyonel nokta ise, I”+ () da rasyonel
nokta oldugundan dolayy, VP.Q € Ci(Q) igin I’ + Q = O * (I’+ Q) € C/(Q) ve
VI €CHQ)icin =P = Px (O 0) € C(Q) dur. Dolayisivla, C(Q) < Cy(R) dir.

Birim eleman olan O noktasmm farkh se¢ilmesivle, C(R) eliptik egrisi fizerinde
sonsuz ¢oklukta farkh toplama iglemi elde edilebilir. Bu. biraz umut kirier olabilir,
ancak, agagidaki teoremin ifadesinden anlasilacag gibi, bu toplama iglemleri birbir-
leriyle yakindan iligkilidir.

Teorem 1.1.4 : O ve O noktalan Cp(R) eliptik egrisi iizerinde iki nokta olsun.
Bu egri iizerindeki I’ ve @ noktalar i¢in P> + Q , O noktasim birim eleman gibi
kullanarak tammlanan toplama iglemini ve ” & Q da @’ yii kullanarak tammlanan
toplama iglemini gostersin. Bu takdirde, P& Q = P4 Q — O’ diir. G, birimi O olan
< C;(R),® > grubunu gostermek iizere, G ile G’ gruplar izomorftur, yani G = ¢’
dur.

ispat:P@Q:O'*(P*Q) oldugu igin
O+(PaQ) = O+0%(PxQ)
= 0% (O'* (0" (PxQ))
= P+Q

olur. —0' =0+ (0O * O) oldugu icin; - - . -
POQ=P+Q+0+(0+O)=P+Q—

oldugu gorilir.
Diger yandan, ¢ : G — G’ doniigimii ¢(P) = P + @’ olarak tanimlandiginda,

HP+Q) = P+Q+Q
= (P+0)4+(Q+0)-0
= o(P)+¢(Q)- 0O
= o(P) @ 4(Q)

oldugundan dolay1, ¢ d6niigimi bir grup homomorfizmidir. ¢ nin bire-bir ve érten
oldugu kolayca goriilebilir. Bu nedenle, G ve G’ izomorf gruplardir.

Teorem 1.1.4 iin bir sonucu olarak, eliptik egri iizerinde @ noktasimin keyfi
secimiyle ilgili elde edilen gruplarin izomorf gruplar olmas: nedeniyle bu gruplara
tek bir grup gozii ile bakilabilir. Bunun igin, eliptik egri {izerindeki izomorf gruplar
£7(R) veya C(R) ile temsil edilebilir. Ayrica, f(z,y) rasyonel katsayih ve C;(Q) # 0
ise O noktas1 O € C¢(Q) olacak sekilde secilebilir. Boylece, Teorem 1.1.4 den, C/(Q)
altgruplar1 C(Q) ile temsil edilecek olursa; C(Q) < C(R) olacag aciktir.

Jimdi, P . @ , R € C(R) farkh ii¢ nokta olsun. Bu durumda; bu noktalarin
dogrudag olmalari igin gerek ve yeter sart P+Q+ R = OO olmasi gerektigi sonucu

kolayca goriilebilir (Niven, Zuckerman ve Montgomery , 1991).
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sliptik egriyi tanmmlayan denklem ve bu egri fizerindeki 7 ve 12 noktalarimm
Iliptik egriyi t fay lenkl! bhu eg leki 1) % noktal
coordinatlarr kullamlarak, I , noktasmn koordmatlarim veren formiil elde
koordinatl kullamlarak, P + P ktasmm koordinat] fi I eld
cdilebilir.

Daha once eliptik egriyi veren denklemin (1.1.11) formunda oldugu ve bu
denklemin diskirminantunun sifirdan farkh olmasi gerektigi vurgulannugti. Ayrica;
(1.1.11) ile tanmimlanan her eliptik egri, egrinin doniim noktas: olan sonsuzdaki 0 : 1 :
0 noktasimi icerdiginden dolay1, O noktast sonsuzdaki nokta olarak se¢ildiginde, egri
tizerindeki ti¢ noktamn toplaminm O olmasi i¢in gerek ve yeter gsart, bu noktalarm
dogrudag olmasidir.

P = (x1,y1) , P2 = (x2,12) cliptik egri tzerinde iki nokta, /3 = P + % =
(ra,ys) ve z1 # z2 kabul edelim. P, ve P, den gegen L dogrusunun egimine m
denilirse; m = f—:i?— dir. Egrinin z— eksenine gore simetrik olmasindan dolayi, L
ile egrinin tgilincu ortak noktast I * P, = —P3 = (23, —ys) tir ve L nin denklemi
y = y; + m(z — ;) seklindedir. Bu (1.1.11) de yerlestirilip, 2y , x2, 3 kokleri
bulunabilir:

2® + (a— m?)2? + (b + 2m’z, — 2yyn)z + (e — (ma; - y1)?) =0

ve bu denklemin kokleri toplamy; ¥y + 2 + 23 = —(a@ — m?) oldugu igin,
Ta=ml—a=x —2x2 ° o (1.1.12)
ys = —y; — m(xz —x1) (1.1.13)

formiilleri elde edilir.

B=(rp3) '
R=(z,y) L& R*B=(z5u)

N\

R+ B=(zy+yy)

Sekil 1.1.8

Iger x; = x, ise, ya y2 = —yi1, bu durumda Py = —Py ve L+ P, = O ; yada
y2 = y olur. Bu durumda da, Py = P, oldugundan, F3 = 2/’ in koordinatlarun

veren formiil agagidaki gibi elde edilebilir:

Egriye P noktasinda teget olan dogrunun egimi m olsun. Boylece, analiz
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hilgilerinden,

:‘.l'lz + 2(!1‘] -+ b
m =
. 2y
olmahdir. Eger yp = 0 ise, dogru dikeydir ve 21 = O dur. Dolayisiyla; gy # 0 icin
ro=m?—a—2ur (1.1.14)
Ys = =y —m(rs — ) (1.1.15)

formiilleri elde edilimig olur (§ekil 1.1.8).

Ornek 1.1.2 flr,y) =y =23+ + i in belirledigi eliptik egri tizerinde P =
(r1,91)=1(0, % ) olsun. P” noktasmin katlar hesaplanmak istenirse, 2P = (3, y3)
icin (1.1.14) ve (1.1.15) den,

_3.0°+200-1

9 1
2.3

—1

m

olur. Boylece,
1
z3=(—1>-0-20=1 ve y3= y. (-1).1-0)=3

elde edilir. 3P = P + 2P oldugundan dolayi, (1.1.12) ve (1.1.13) formiillerinde
(z1,y1) = (0, %) ve (z2,12) = (1, %) almarak, 3P = (-1, —% ) olur. Benzer hesapla-
malarla da.

) 1 2 5 43

1
1P=(2,-3),5P=(5,~3),6P=(6,~5),TP=(~5,~z).

olarak belirlenir.

1.2. Mertebesi Sonlu Olan Rasyonel Noktalar

Bir eliptik egri tzerindeki mertebesi sonlu olan rasyonel noktalarm belirlen-
mesinde agagidaki teorem 6nemli bir kriter gérevini yapar (Silverman ve Tate 1992).

Teorem 1.2.1 : (Nagell-Lutz) a , b, ¢ € Z olmak iizere C;(R) , (1.1.11) in
belirledigi eliptik egri ve (z¢,y0) € C;(R) sonlu mertebeli bir rasyonel nokta olsun.
Bu takdirde, xo, yo € Z ve ayrica ya yo = 0 ya da Dy, f(z) in diskriminant: olmak
lizere, yo’|D; dir.

Nagell-Lutz Teoremi yardimiyla bir eliptik egri izerindeki mertebesi sonlu olan
biitiin rasyonel noktalar belirlenebilir. Bu noktalardan olusan kiime, C;(Q) nun bir
altgrubunu olugturur ve bu gruba burkulma (torsion) grubu adi verilir. Cogu zaman
bu grup 1orsC(Q) veya C(Q)sontu ile sembolize edilir. Egri. yo? { Dy iken bagka
tamsayi girdili noktalar: da igerebilir ama, Siegel Teoremi (Siegel 1926) olarak bilinen
_ bir teoreme gore, boyle noktalarn sayist en fazla sonlu sayidadir. Bu tezin ikinci

bolimiintin sonunda, Nagell-Lutz Teoremi ile ilgili uygulamalara yer verilmistir.
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1orsC(Q) gruplan asagidaki teorem ile tam olarak belirlenmektedir.

Teorem 1.2.2 : (Mazur) C;(Q) wiptik egrisi fizerindeki sonlu mertebeli rasyonel
noktalar grubu olan forsC(Q) asagidaki I5 gruptan birisine izomorftur:

n=1.2. .9 10, 12icinZ, veyan = 1, 2, 3, 4i¢in Zy, & Zy (Iknapp 1992) .

.« o

Mazur Teoremi'nde sozii edilen 15 gruba ornek olarak (Bkz. Cizelge 2.6.1).



2. MATERYAL VE METOD

Bu boliimde bir eliptik egri dizerindeki rasyonel noktalardan olugsan grubun
sonlu diretilmig bir grup oldugunu; yani, sonlu rasyonel nokta kullamlarak egri
fizerindeki tiim rasvonel noktalarm iretilebilecegini, ifade eden Mordell Teoremi is-
patlanacaktir. Bunun i¢in agagida: bu teoremin ispatinda kullanmilacak olan yiikseklik
kavrani aciklanarak, gerekli olan birka¢ lemann ispatia yer verihnigtir.

2.1. Yikseklik Kavram

Tamm 2.1.1 : v = 2 € Q ve obeb([m],|n]) = 1 i¢in H(x) = max{|m|,|n|} ye x
rasyonel saysimin yiksckligi denir.

Bu tanimdan yararlanarak egri iizerindeki bir rasyonel noktamn yiiksekligi de
agagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 2.1.2 : Bir eliptik egri lizerindeki bir P(z,y) rasyonel noktas: i¢in H(P) =
H(z) e bu rasyonel noktann yiksekligi denir. Ayrica, egri lizerindeki Po = (0,0)
rasyonel noktasinin yliksekligi 1 olarak tamimlanir, yani H(Fp) =1 dir.

Eliptik egri lizerindeki bir rasyonel noktanin yiiksekligi ile ilgili olarak yapilan
caligmalarda, bu egri tzerindeki herhangi iki P , R noktasi i¢in H(P + R) nin
H(P).H(R) yardim ile hesaplanabildigi sonucuna varilmigtir. Mordell Teoremi’nin
ispati i¢in, burada oldugu gibi ¢arpimsal degil de, toplamsal 6zelligi olan bir fonksiy-
ona ihtiyag duyulacagindan dolay:; gerekli olan bu fonksiyon = € Q icin h(z) =
logH (z) bigiminde tanimlanabilir. Benzer gekilde burada, P = (z,y) € C(Q) icin
h(P) = logH (z) olacag agiktir.

2.2. P 4+ P’ Noktasinin Yiksekligi
Bundan sonraki gosterimlerimizde
C:y*=2*+az?+bzr+c (2.2.1)

ifadesi; a,b,¢ € Z olmak iizere f(z,y) = y?> — 23 — az? — bz — ¢ nin belirledigi C(R)
eliptik egrisini belirtecektir.

Lema 2.2.1 : VM € R icin {P € C(Q) : h(P) < M} kiimesi sonludur.

Ispat : P = (z,y) € C(Q) igin A{P) = logH(x) olarak tamimlandigindan dolayi;
eger YM € R igin

S={P=(z,y) €C(Q) : H(z) <M}

kiimesinin sonlu oldugu gosterilirse ispat yapilmig olur. Bu fikirden hareketle,
w = [|eM]] olarak tanimlansin. Béylece,

§ = {P=(z,y)€C(Q): H(z)<eM}
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= {P= (((—I(—[) € C(Q) : |a] < w, |b] <, obeb(lal,]b]) =11}
b d

olacagimdan ve istenen ozellikleri saﬁ,‘]a).'an (3, 5) € C(Q) noktalarmm sonlu sayida
olmasi gerektiginden dolayy, VM € Rigin {2 € C(Q) : h(P’) < M} nin sonlu oldugu
sonucnna varihr.

Lema 2.2.2 : I, C cliptik egrisi Gzerinde bir rasyonel nokta ise, a,b,¢ ve I’ ye
bagh éyle bir &' sabiti vardir ki; VI’ € €(Q) igin

P+ P)<20(P)+ ¥
egitsizligi saglanir.

ispat : Bu ispata baglamadan 6nce bazi1 hatirlatmalar yapmak gerekiyor. Bunlardan
birincisi; her P = (x,y) € C(Q) igin obeb(m,e) = obeb(n,e) = 1 olacak gekilde
oyle m,n,e € Z ve ¢ > 0 tamsayilan vardir ki; z = 3 , y = & bicimindedir.
Kisacas;; P = (z,y) € C(Q) nun koordinatlarinin her birinin en sadelegtirilmisg
bi¢imde yazilmasi durumunda; z in paydas: bir tamsayinin karesi, y nin paydas: ise
bu tamsayimn kiipli seklindedir. Bunu gormek i¢in; M > 0, N > 0 olmak tizere

& = % ve y = § olsun. Bu ifadeler (2.2.1) denkleminde yerlestirildiginde,

n? m3 m?

m
N s T Tt

elde edilir. Burada paydalarin egitlenmesiyle de
M3n? = N2m3 + aN*Mm? + bDN?M?*m + cN? M3 (2.2.2)

olur. N2, (2.2.2) esitliginin sag tarafindaki ifadeyi boldiiginden dolayi, N? | M3n?
olmali ve buradan, obeb(n, N) = 1 olmas: nedeniyle de N? | M3 saglanmalidir. Diger
yandan, {2.2.2) den M | N?m?® olmas: gerektigi ve obeb(m, M) = 1 oldugundan
dolay1 da M | N? olacag: agiktir. Buna dayanarak; (2.2.2) esitliginden M? | N?m3
ve boylece M | N olacag gorilir. Son olarak yine (2.2.2) den M3 | N2m? olmas:
gerektiginden dolay1, M3 | N? olmalidir. Bu sekilde elde edilen N2 | M3 ve M3 | N?
ozelliklerinden dolayi, M3 = N? ve boylece M | N olacagi agiktir. e = % olmak
lizere, R
(:‘ZZWZW:A{ ve 6=m:m=N
esitliklerinden, (z,y) koordinatlarinin istenen bigimde, yani z = 5 , y = % bigiminde
yazilabilecegi sonucuna varilir.

Ikinci hatirlatma olarak; P = (%,5) €C(Q) vea,b,c (2.2.1) de ifade edilen
katsayilar olmak tizere, bu katsayilara bagl éyle bir K > 0 sabiti vardir ki;

In| < K.H(P)?

esitsizligi saglanir.



Bu ifadenin kamtn kisaca agagidaki gibi verilebilir:

CP = (5, %) iin koordinatlari, (2.2.1) de yerlegtirilip, ¢ ile carpildiginda

. _. 5 . 1 “
=t 4 ad?m® 4 bt 4 ed®

oldugu gorilir. Bu exitligin her iki yanumm mutlak degeri alimp, iicgen esitsizligi
uvgulamirsa;
4 [} + Jac 2] + b | + |ed?

<
< HPY 4 |alH(PY + | H(PY + |e|H(P)?

I‘II

oldugu goriliir. Boylece; A = \/] + |a| + b] + |¢] olmak {izere istenen esitsizligin
saglandig) sonucuna varihr.

Yukarida yapilan bu hatirlatmalardan sonra, bu adinda, sadece eliptik cgri
tizerindeki iki noktanm toplam igin kullamilan formiili yazip, ticgen esitsizligini
uygulamaktan ibaret olan Lema 2.2.2 nin ispatina gegilebilir: P’ € C(Q) ve P' = O
ise, VP € C(Q), ¥ = 0igin (P + P') < 2h(P) + k' olacagindan dolay: istenenler
saglanir. Ayrica; lemamn P’ # O igin, VP € C(Q) \ {O, P!, —P'} i¢in ispatlan-
masinin yeterli oldugu agiktir. Bundan dolayi; P! = (2',y') # O egri lizerinde bir
sabit nokta, P = (x,y) € C(Q) ve P &€ {O, P, —P'} igin,  # 2’ olacagindan, iki
noktanin toplaminda belirlenen toplam formili kullanilabilir; yani, P+ P’ = (£,7)
olmak iizere h(P + P') = k() olacagindan dolay; £ i¢in (', y') ve (2, y) den yararla-
narak bir formiil elde edilebilir. Birinci boliimde ifade edilen toplam formiillerinden;

(y—y)?

£ (x—x')2—a_$_$,
=9V -+ +a)
(z —')?

olur. Paydadaki carpma iglemleri yapilip y? — z® yerine az?® 4 bz + ¢, y'* — 2" yerine
de az’ +ba' + ¢ yazilirsa; A, B,C, D, E, F, G sayilan (2',y') ve a, b, ¢ nin terimlerine
bagli belli rasyonel sayilar olmak iizere,

(= g 223)
bi¢iminde ifade edilebilir. Burada, £ nin pay ve paydasi A, B, -, G nin paydalarinin
okek i ile carpilirsa, A,B,---,G ler tamsay: olarak da diisiiniilebilir. Burada
onemli olan nokta, egri ve P’ noktasinin belirli olmasi ve ayrica (2.2.3) esitliginin
{0, P, P'} digindaki tiim P noktalar: igin saglaniyor olmasidir. Bu nedenle, ileride
tanimlanacak olan k' sabiti A, B,---,G ye bagli, ama (z.y) ye bagh olmayacak
sekilde secilebilir.

(22.3) de = = & , y = & ifadeleri yerlestirilip, elde edilen ifadenin pay ve
paydasi € ile carpildiginda,

_ Ane + Bm? 4+ Cmé® + De*
- Em?2 4+ Fme? 4+ Get
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esithigi elde edilebilir. Burada pay ve paydanin birer tamsayr olacagr agiktir, ama
bu sayilarm aralaninda asal olup olmadiklar hakkida herhangi biv bilgi elimizde
voktur. Bumm icin. € nin yitkscekligini hesaplamak icin tamm kullamlamaz ama

H(E) < maxd |[Anc+ Bm* + Cmc2 4 DY [I2m? + F'mc® + Ge'] )

vazilabilir. Burada, ¢ < H(I’)% ,m < H(P) ve k sadece a boe katsayilarina bagh

il . . LRV
olmak dizere |n] < K1 (P)? oldugu i¢in. figgen esitsizliginden

< And + | Bw?| + | CinP| + | D

< (JAK]+ 1B+ ]+ [DDI(PY
[Em? + Fme? + Ge?| < [Em?| + [Fme?| + |G|

< (E+IFI+IGNH(P)?

[Ane + Bm?* 4+ Cme? 4+ D

esitsizlikleri elde edilir. Boylece,
H(P + P') = H(€) < maz{|AK| + |B| +|C| +|D|, |E| + |[F| +|G|}.H(P)®

olur ve buradan her iki tarafin logaritmasi ahmrsa; k' sabiti

.

k' =logmaz{|AK|+ |B|+|C|+|D| , |E|+|F|+ G|}
bigimiﬁnde;ﬂ(z', y’)za,b,c ye bagl, fa_kat P = (z,y) den bagimsiz olarak secildiginde
h(P + P') <2h(P)+ K

olur, bu da ispati bitirir.
2.3. 2 P Noktasimin Yiiksekligi

Bir onceki kisimda P + P’ yiiksekliginin yaklagik olarak P nin yiiksekliginin
“iki katindan daha kiigiik oldugu Lema 2.2.2 nin ispatiyla verildi. Bu kisimda ise
9P nin yiiksekliginin P nin yiiksekliinin dort katindan daha biiyik oldugunu ifade
eden lemanin ispatina yer verilecektir.

Lema 2.3.1 :(2.2.1) de ifade edilen a, b, ¢ katsayilarina bagh 6yle bir k sabiti vardir
ki; VP € C(Q) igin,
4h(P) < h(2P)+k

esitsizligi saglanir.

ispat : C(Q) kiimesinin sonlu olmasi durumunda, k sabitinin VP € C(Q) igin
4h{P) < k olacak sekilde secilmesiyle istenilenler saglanir. C(Q) nun sonlu olup ol-
madig hakkinda herhangi bir bilgi verilmediginden dolay1 ispat yapilmig sayilamaz,
ama egri tizerinde mertebesi iki olan, vani 2P = O ozelligindeki, noktalarin sonlu
sayida olmasi nedeniyle, yukaridaki agiklamaya dayanarak, bu tiir noktalarin ispat
diginda birakilmasinda herhangi bir mahsur bulunmamaktadir. Bunun igin, ispat:
2P # O olan P noktalar i¢in yapmak yeterli olacaktir. Bu kabulden hareketle;
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P = (o y) ve O £ 2P = (£.1) olsun. iki noktanin toplannnim koordinatlarin veren,
toplam formiilleri kulla‘mlara.k,*‘ ;
¢ = (3% 4 '.Zu.'r + b)* a2,
(2y)*
(f'(e))? — lay? — S8ry?
1y?

ifadesinde, y? yerine #3 4 ar? 4 br + ¢ yazthp, payda yok edilirse:

(")) = (8 + 4a). f(2)
4.f(r)
4. -

bigiminde ifade edilebilir. Burada, 2P # O oldugundan dolay1, f(z) # 0 ve y* =
f(x) in belirledigi egri bir eliptik egri olacag: igin, f(x) in hi¢ kath koki yoktur,
yani, f(z) ve f'(z) in ortak koki yoktur. Boylece, tamsay: katsayili iki polinomun
boliimii seklinde ifade edilebilen £ nin, pay ve paydasinin hig ortak kokiiniin olmadig;
sonucuna varilir.

h(P) = h(x) ve h(2P) = h(£) oldugundan, eger 4h(z) < h(£) + k oldugu
gosterilebilirse, ispat bitmig olur; bunun i¢in de polinomlarin bolimii ve bunlarin
yiikseklikleri ile ilgili olan agagidaki lemaya ihtiyag duyulur:

Lema 2.3.1* : ¢(x) ve ¢(z) ortak kdkleri olmayan tamsay: katsayili iki polinom ve
ayrica d = max{ deré(z) , deryp(z) } olsun. Bu durumda,

(a) ¢ ve ¢ ye bagh oyle bir R > 1 tamsayis1 vardir ki, her ™ rasyonel sayisi
icin
obeb( nd.qs(%’)‘, nd.d)(%) )| B.

(b) ¢ ve v ye bagl oyle bir k; sabiti vardir ki, ¢ nin kokleri olmayan, her =
rasyonel sayis1 i¢in, asagidaki esitsizlik saglanir:

(%)
()

Lh() k< RS,

ispat(a) : Burada, ¢(x) ve ¥(x) in gerekirse yerleri degistirilerek, der(¢) = d ve
der(y") = e < d kabul edilebilir. d nin bu sekilde belirlenmesiyle,

_ve

m
nd.do(—) =apm®+a.mlnt .-+ ag.n?
n
m _ 1 e
nd.zf'(;) = bo.m®n? ¢ + by.mLntet 4o 4 p, 0

Ny
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birer tamsayr olacagimdan dolayr, bunlarim obeb inden sézedilebilir, Ayrica, hundan
sonra, notasyonlarda kolayhk saglamasi nedeniyle; @(m,n) = n?.o(2) ve Wi, n) =

n () olarak kullamlacaktar.
H

Bu adimda amag: m ve n tamsayilanmdan bagimsiz olarak, obe b(®(ne,u), W, n))
icin bir ifade elde edebilmek olacaktir.

o(r) ve () in ortak kokii olmadigmdan dolayr bunlar, Q[x] ile gosterilen.
katsayilari rasyonel sayr olan polinomlar halkasinda, aralarinda asal polinomlardir
ve bunlar, birim idecali tiretir. Bu durumda; uygun F(z), G(r) € Q[x] igin

F(r).¢(x) + G(x)y(r) =1 (2.3.1)

olur. A tamsayis: yeteri kadar biyiik segilerek; A.F(x) ve A.G/(x) polinomlar: tam-
say1 katsayil olacak bicimde ayarlanabilir. Ayrica;

D = maz{ derF(z) , derG(z) }

olsun. Burada, A ve D nin m ve n den bagimsiz olarak secildigine dikkat edilmelidir.
(2.3.1) de z = 7 alimp, esitligin her iki tarafi A.nP+ jle carpilirsa,

D my d M D My d T 4 Dd
n”. A.F( - ).n®.( n )+ " AG( - )-n®.( = )=An i
ve buradan
{nD.A.F(%)}ﬁD(m,n) + {nDAG(—Zi)}\II(%) = A.nPte
elde edilir.

v = q{m,n) = obeb( ®(m,n) , ¥(m,n)) i¢in v | AnP*? olur. Amacimiz,

v min m ve 'n den bagimsiz belli bir sabiti boldliginti géstermek oldugu igin 7
nmn A.nP+ carpimmi bolmesi, carpimin n ye bagh olmasindan dolay: fazla bir
onem tagimamaktadir. Ama bundan yararlanarak; ap sayisi ¢(z) polinomunun
bagkatsayisi yani, ¢(z) polinomunda z¢ nin katsayis1 olmak tizere v | A.ao?+? oldugu
gosterilebilir.

v | ®(m,n) oldugu icin v,
AnPH 8(m,n) = 4.ae.m? P 4 Aay.m? 0P 4 4 AggnPTE!

esitliginin sag tarafindaki ifadeyi de boler. Bu ifadedeki birinci terim digindaki
tiim terimler A.nP*¢ nin bir kat1 oldugundan dolay1, v | A.ag.mnP+4-1 olmalidir.
Baéylece, 7 | obeb(A.nP+, A.ap.m?.nP+4-1) elde edilir ve buradan, m ile n nin ar-
alarinda asal olmasindan dolayi, v | A.aq.nPtd-1 oldugu sonucuna varilir. Dikkat
edilirse, ag ile ¢arpildiginda n nin ssii bir agag indirgenmis oldu.

Simdide 5y | A.ao.n?t4-2.8(m, n) 6zelliginden yararlanarak, yukaridaki iglemin
tekrarlanmasiyla, v | A.ao®.nP*% 2 olacagr aciktir. Bu sekilde devam edilerek,
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toplam 1) + d tane iglem sonucunda. 5 | A.ap? olarak elde edilir. Burada, I =
AagPt secilmesiyle de. ispatin (a) stk tamamlannng olur.

(b) : Burada sonlu sayidaki rasyonel sayr icin, by sabiti uygun bir sekilde
se¢ilebileceginden dolayi, ispatia bu sayvilarm gozardy edilmesi herhangi bir soruna
neden ohmaz. Bu baglamda. 2 rasyoncel sayilari, ¢(.r) in kokleri olmayacak gekilde
kabul edilebilir. Aynica. (a) sikkindaki notasyonlarm kullamlmasina devam edilerek,

viiksekligi hesaplanmak istenen € igin.

.)
»)

olur. Boylece, € nin iki tamsaymnin bolimi geklinde oldugu biliniekte ama bu
tamsayilarin aralarinda asal olup olmadiklar: bilinmemektedir. Fakat, buna ragmen

H(&) < max{|{®(m,n)|, |¥(m,n)|}

olacag: aciktir. (a) itkinda; m ve n den bagimsiz bir R 2> 1 i¢in, ®(m,n) ve ¥(m,n)
nin obeb ’inin R sayisim1 boldiigi ispatlanmugti; bundan dolay,

1 :
H{¢) > Emaﬂ'{ I(I)(man)l s I\P(man)l}

1 m m
= Emax{ |nd7¢(;)|7 l"dj?/’(;)[}

olur ve burada maz{|al.|b]} > 3(la| + |b]) 6zelliginden de yararlanarak

HE > o= n D)+ o)1)
oldugu goriilebilir.
Diger yandan, (H(%))d = maz{|m|% |n|*} olacagmdan,

HEO 1 {ne@)]+ e
(H(Z)y)? — 2R’ maz{|ml¢, 1}

olur.

Reel degiskenli p(t) fonksiyonu,

_lel)] + [()]
) = e s}

olacak bigimde tamimlandiginda; ¢ nin derecesi d, 1 nin derecesi ise en fazla d
olacagindan dolay, [{| sonsuza yaklagirken sifirdan farkh bir limite sahip olur. Bu
limit; dery < d igin |ag. deryp = d icin de |ag| + |bo| degerine esit olur. Béylece,
p(t) fonksiyonu pozitif degerli oldugundan sifirla simirlanan bir kapali aralik icinde
ver alir. Dolayisiyla, kapali ve simirh bir kiime i¢inde p(t) sirekli fonksiyonunun
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maksimum ve mintimum degerlere sahip olacagn aciktir. Ayrica, kabuliimiiz geregi,
o(r) ve o(r) in hic ortak koki olmamasi nedeniyle, Vi€ R icin p(1) > 0 olur, bu da
p(1)nin minimmunun bir pozitif sayt oldngunu ifade eder, yani: 3e; e R3 Vi€ R
icin ¢p < p{f) olmalidir. Bundan vararlanarak,

esitsizligh elde edilir. Son olarak, burada her iki tarafin logaritmasimin alinmasiyla,
ky = log(3) ohnak iizere
R m
d.h{—)—ky < h(€)
n
oldugu sonucuna varihr ki, bu da Lema 2.3.7% m ve dolayisiyla da Lema 2.3.1 in

ispatim bitirir.
2.4. Homomorfizm Donugumleri

Bu kistmda Mordell Teoremi™nin ispatinda son adin olugturan ve bir sonraki
kisimda ispati verilecek olan bir lemanin, ispat: i¢in gerekli olan bilgilere yer verile-
cektir.

Mordell Teoremi’nin ispatin1 tamamlamak igin [C(Q) : 2C(Q)] indeksinin yani,
C(Q)/2€(Q) bolim grubunun sonlu olduguna dair bir lemamn ispatina ihtiyag
duyulmaktadir; bu da Mordell Teoremi'nin ispatinin en zor kismim tegkil etmek-
tedir. Maalesef; C : y* = f(z) = #® + q12? + bz + ¢ bicimindeki her eliptik egri
i¢in, bugline kadar cebirsel sayilar teorisini kullanmadan, yukarida sozii edilen le-
manin ispat1 yapilamadigindan dolayi, burada en az bir rasyonel kokii olan f(z) =0
icin ispat yapilacaktir. Genel durumda, f(r) = 0 denkleminin herhangi bir s koki
alindiginda ayni ispat metodu ¢ahgir, fakat bunun i¢in Q[s] cisim geniglemesi icinde
¢aligmak gerekeceginden ve ayrica bu cismin ideal sinif grubu ve tersinir elemanlar
grubu adi verilen gruplar hakkinda temel kavramlara yer verilmesi gerektiginden
dolay ¢aligmamzda bu yontem tercih edilmemistir. Bu nedenle, sozii edilen lema,
f(z) = 0 m bir z¢ rasyonel kokii olmasi durumunda ispatlanacaktir.

Bundan sonraki ¢aligmalarinuzda, notasyonlarda kolaylik saglamasi agisindan,
C(Q) grubu yerine I' semboli kullanilacaktir.

flzo) = 0 ve f(x) polinomunun bagkatsayisi 1 oldugu igin, koordinatlarda
degisiklik yapilmasiyla (¢, 0) noktasi yeni koordinatlarda orijin noktasi olacak bicimde
doniustiralebilir. Tabii ki, bu déntigim 5 grubunda herhangi bir soruna neden olmaz
ve elde edilen yeni denklem, a,b € Z olmak iizere

C:y’ = f(x)=2°+az’ + bz

bigimini alir. Bu durumda, T = (0.0) € I' , 2T = O ve f(z) in diskriminants,
D = b*(a® — 4b) olur. Eliptik egri i¢in f(z) in farkl kokleri olmast D # 0 olmasim
gerektirdiginden dolay1; b # 0 ve a®?—4b # 0 olmahdir. Simdi, a’ = —2a , b’ = a?—4b
olmak iizere

i C:y*=flz)=2>+d22+ bz
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egrisini cle alam. C den €' ye, ¢(T') = O . HO) = O ve P = (r,y) € C\ {1.0}
icin, .
by , 22 —-b
b= rtat =" ve y=y(—
T

)

olmak tizere ¢, y) = (¢, y') ile tammlanan ¢ : C — €' doniigiimiini diginelim.
o nin iyi tammlr oldugu yani; (', y") niin € egrisi Gizerinde oldugu. agagidaki gibi
gosterilebilir:

(P +d@)P+0y = (@) +d+ V)
= 7'((z')? - 2ax’ + (a® — 4b))

2 4 2

. (——Za + (a* — 4b))
2 ( 2 __ ar 4bx"

s
2

= %((xubx)?—szx?)
y(=* - b)

)

= ( -

= ()
Bu ac¢iklamalarm yanisira, agagidaki teorem, ilerideki ¢aligmalarimizda biyik ko-
layliklar saglayacaktir:

Teorem 2.4.1 : C ve C’ eliptik egrileri; a,b € Z ve ' = —2a , b’ = a? — 4b olmak
uzere;

C:y*=x>+az’ +bz
C:y’=z+d2®>+ bz

denklemleri ile verilsin. T' = (0,0) € C olmak tizere
(a) C den C’ egrisine
(4,451, P=(sy)eC\{T,0}
é(P) =
o , P=0O veya P=T
ile tammh bir $: C — €’ homomorfizmi vardir ve Gek ¢ = {O, T} dir.

(b) : C igin yapilan iglem C’ ye uygulandiginda; ¢’ : ' — C” doniigiimii elde
edilir. Burada; C"” den C ye (z,y) — (%, %) doniigimi ile C ile C” niin noktalar
arasinda bire-bir bir egleme oldugu gorilur, dolayisiyla bu egriler izomorf olarak
diigtintilebilir. Bu nedenle,

¥ :C" — € donigiimi

12 ! (22—
(W, LX) | P (2y) # O, T

Y(P) =
(@ , =0 veya P =T
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olacak gekilde tanmmlandiginda; ¢ o ¢(17) = 2P, iki kathhk, ozelligini saglar.

Ispat (a) : Daha 6uce ¢ dontigiiniiniin C nin noktalarini €' nitn noktalarma déniigtiirdigi
gosterilmigti.  Bunun igin burada sadece ¢ nin bir homomorfizin oldugu ve Cek
¢ ={0,T} den oldugnnu gostermek yeterlidiv. VI, 1% € C icin

AP+ Py) = o(1) + ¢(1%) (2.4.1)

oldugunu gostermek zordur. Ciinki, burada bircok durum sézkonusudur. P veya
P, den birisinin O ohnasi durumunda (2.4.1) esitliginin dogru olacag: aciktir. P
veya I den birisinin T olmasi durumunda ise, kabul edelim ki Py = T olsun;
VP € C\ {T} icin (T + P) = ¢(P) oldugunu gérmek icin iki noktamm toplammm
koordinatlarim veren formiilleri kullanmak gereklidir. Bu durumda, P = (x,y) icin;
P+T = (f, "7';3) oldugundan ve ayrica bundan sonraki ¢aligmalarimizda, N egri
uzerinde bir nokta olmak tizere *N ve yN gosterimleri, N nin, sirastyla, z ve y
koordinatlarin: isaret edecek sekilde tanmimlanirsa,

P+T=(z(P+T),y(P+T))
ve
HP+T)=(2"(P+T),y(P+T))
olacag agiktir. Burada,

yP+T), = -
J‘(P-l—T))
_ &y
(2)?

y2

:1.2

= «(P)

F(P4T) = (

ve benzer hesaplamalarla,
y(P+T)(z(P+T)2-b)
z(P+T)?
EA(E)
- (2)2
y'(P)
oldugundan dolayi; P # T icin ¢(P + T) = ¢(P) esitligi saglanmsg olur. P = T i¢in

de (T'+ T) = ¢(T) + ¢(T') esitliginin iki tarafi da, @ olmas: nedeniyle, VP € C
icin ¢(P 4 T') = ¢(P) olur. Diger yandan, ¢ fonksiyonu,

H-P) = (z,~y) i

y(P+T) =

Il

—y., —y((@* = b) 4y
= (( ) ’ ) Nelbra, 0
T 2
. ' QQL@| (J‘\‘ :
—o(z,y) - iy,
—o(P) IS

§
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oldugundan dolay1, ¢(—P) = —@( ) ozelligini saglar. Boylece, ¢ nin bir homomor-
fizm oldugunu gostermek icin, Py + P4 5 = O olmak tizere ¢( 1)+ ¢(1%) + (1) =
@ oldugunu gostermek yeterlidir. Cinki, boylece VP, P € Cve P+ P+ P35 = O
i¢in o

S P+ ) = (= Ps) = —(P5) = ¢(Pr) + ¢ 1)
oldugu gosterilmig olur. Ayrica burada, yukanidaki agiklamalara dayanarak; 1y, P, Py
noktalarimn hepsinin O veya 1" den farkh oldugu kabul edilebilir.

Eliptik egri tizerinde, Py + P, + P5 = O olmasi igin gerekli ve yeterli kogulun
bu noktalarin dogrudag olmasi gerektigi konusu daha once agiklannusti. Boylece,
bu noktalardan gegen dogru, y = Az + v olmak iizere; ispatin tamamlanabilmesi
icin; ¢(P1),¢(P2) ve ¢(P3) noktalarimn C’ ile kesisen bir dogru iizerinde oldugu
gosterilmelidir. Burada; v # 0 dir (¢linkii; » = 0 olmas1 durumunda, y = Az + v
dogrusu T = (0,0) noktasindan ge¢mis olur, bu da ¢(P1) , ¢(F,) ve ¢(P3) nokta-
larinin T den farkli kabul edilmesiyle geligir). C' den gecen ve

A,:I/)\—b V,=V2—a1//\+b)\2
v ’ v

olmak tizere, y = Nz + v/ dogrusu tanimlansm. Bn durumda, HP) = Pz, ;) =
(z1',y1') noktas1 y = X'z + v/ dogrusu iizerinde olur. Ciinkii,

A—b 2 _av) +bA\?
v (ﬂ)z_‘_z/ avA +

N+ =
v
(v — by 2 + (v* — avA + bA?)z,?
- I/l’12
_ vMyr® —axi?) = by — ) (y + Azy) + 022y
N Iz

ve ayrlca y; - a:rl = z,3 —{— bz'l s Y1 )\:1:1 = v egitlikleri kullanildiginda,

/\(331 + bl'l) b(y1 + Azry) + va,?

A,.’l.'l' + I/’ =

112
.’L‘12(/\$1 + l/) —_ byl
= 1,'12
2 —-b
_ ( 1 - )yl — yll

Iy

esitligi elde edilir. @(P2) ve ¢(Ps) in de y = XNz + v/ dogrusu iizerinde oldugu,
benzer iglemlerle gosterilebilir. ¢(P;) , ¢(P2) ve ¢(P3) noktalarinin hepsinin farkh
olmas1 durumunda; ¢(P;) + ¢(P2) + ¢(Ps) = O’ ozelligi saglanacagindan dolay: bu
durumda ispat biter. Diger yandan, sozi edilen noktalardan ikisinin veya {i¢iiniin
cakigik olmasi durumunda da, ¢( P )+¢(Pe)+P(Ps) = O 6zelligi saglanir (Silverman
ve Tate , 1992).

o nin tanim geregi, Cek ¢ = {0, T'} oldugu agiktir.
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(b) : C'":y? = 4 ax? + br ve C" 1 y? = 1% 4 4ar? 4+ 16br olmak iizere;

f:¢c — ¢ i&‘!" fery) = (5-4),
g:C" — C icing(a,y) = (40, 8y)

dontigtimleri; fo g2’ y) = (¢.y) ve go f(x,y) = (r.y) yani; fog=1=go [

ozelliging sagladigmdan dolayr; C ve C" arasmda bire-bir bir egleme vardir, hunun
icin gerektiginde C” egrisi C egrisi olarak diigtintilebiliv.

Burada, (a) sikina dayanarak, ¢ homomorfizmine benzer gekilde bir
¢l . C' 3 C”

homomorfizmi tanimlanabilir, bu da C yerine ', a ve b yerine de ¢’ ve V' , diigiintlerek
¢’ niin tammlanmas1 demektir. f ve ¢' iyi tanimli homomorfizmler olacaklarindan
dolay; ¥ = f o ¢/ olmak iizere, ¥ : C' —» C yine iyi tanimh bir homomorfizm olur.

ispatm bitirilmesi i¢in, son olarak v’ o ¢ nin iki kathlik 6zelligine sahip yani;
VP € C igin 9 o ¢(P) = 2P oldugunu gostermek gereklidir. Bu da; egri tizerindeki
iki noktanin toplaminin koordinatlarini veren top]am formiillerinin kullanilmasiyla
kolayca gosterilebilir:

(z2—b)? (22 - b)(2* + 2az® + 6bz? + 2abz + b?)

2P =2(x =
o - . - (T7y). ( 4y2 ? ~ . _ 8y3 )
oldugu, ¢(z,y) = (5,457 , ve Y(a,y) = (L, YLELZY) doniigiimleri kul-
lanilarak,

e el () e Gk D)

postry) =Y, L0 |

45y 8(1)?
NG N G U0 S
A 8y°a?

elde edilir. Burada, y* = z%(2? + az + b)? esitliginden yararlanilarak

(z2 - b)?* (2% — b)(a?*(2? + az + b)? — (a? — 4b)z*

vog(P)=vodlay) = (Fp7, S )
(a2 =0 («® = b)(z* 4 2az® + 6bz” 4 2abz + b?)
= 4y* 8y® )

= 2(z,y) = 2P

oldugu sonucuna varilir. Kolayca gortilebilecegi gibi, toplam formiilleri £ = 0 veya

= 0 digindaki P = (z,y) noktalar: i¢in taniml olur. Dolayisiyla, ispati tamam-
lamak i¢in bu durumlan ayrica incelemek gerckir, bu da fazla zor degildir. Cinkii;
z = 0 i¢in y = 0 olacagindan,

pog(T)=y(0) =0 =2T
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olur. y = 0 icin de iki durum soézkonusu olur:

i) f(x) = 01 di¢ tane farkh 0,y 72, gibi, reel kékii varsa; (0, 0), (4, 0), (2,0)
noktalarnim mertebeleri iki oldugundan dolayi,

0
,(/‘ o (f)(J], ) = l/(]—;, *1—1—2) =0 = 2(;1‘1’0),
v o @(x2,0) = ¢(0,0) = O = 2(x,,0)
csitlikleri saglanmir. Bu da; bu noktalarin iki kathhk 6zelligini sagladigim gosterir.
Ayrica, ¥ o ¢(O) = O = 20 oldugu da agiktir.

it ) f(x) = 0 1n yalmzca bir reel koki varsa, bu kok sifir olacagindan ve bu
durum yukarida incelendiginden dolayi; VP € C i¢in ¢»o¢(P) = 2P oldugu sonucuna
varihir. Bu da ispat1 bitirir.

Benzer hesaplamalarla; ¢oy (2, y') = 2(2’, y') oldugu gosterilebilir ama agagidaki
y6ntem ile bunu gormek o kadar da zor degildir: ¢ homomorfizm oldugundan,
oncelikle, ¢(2P) = ¢(P) + ¢(P) = 2¢(P) ve ayrica, ¢, C den C’ ye orten bir homo-
morfizmdir. Daha dnce, 2P = 1 0 ¢( P) oldugu ispatlanmisti; bunun igin

P o Y($(P)) = (¢ 0 §(P)) = ¢(2P) = 2¢(P)
ve YP' € (' i¢in _:JP<€ CﬁB #(P) = P’ olur. Bu da; ¢ o p(P') = 2P e§it1§§inih

saglandigim gosterir.
2.5. Mordell Teoremi

Bu bélimde, agagida ifade edilen lema ve Inig Teoremi olarak adlandirilan
teoremin ispati verilecek ve boylece temel amaglardan biri olan Mordell Teorem1 nin
~ ispat1 tamamlanacaktlr . ' '

Lema 2.5.1 : [F : 2I'] indeksi sonludur.

Bu lemanin ispatina gegmeden once, ispatta gerekli olan bilgilere asagida yer
verilmistir. Bir onceki kisimdaki gosterimlerin kullamlmasiyla; a,b € Z ve ¢’ = —2q
, b = a® — 4b olmak iizere,

C:y* =2+ az® + bz,

C:y¥=a2+d2*+ Ve
eliptik egrileri igin

6:C—C ve v:0—C

dontigiimlerinin bilegkelerinin, iki kathlik 6zelligini sagladig: bilinmektedir. Buna
gore; I' = C(Q) ve I = C'(Q) oldugu hatirlanacak olursa; ¢ nin tanimindan dolay:
I' dan I” ye bire-bir bir doéniligim oldugu acgiktir. Fakat, buna kargilik T de bir
nokta verildiginde bu noktanin I' daki bir noktanin gériintiisii olup olmadig konusu
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fazla agik degildir; yani ¢ nin orten olup olmadigh kolayea gorillememektedir. Buna
ragmen, I’ daki noktalarin ¢ altindaki gorintiilerinden olugan o(I°) kiimesinin 1
niin bir altgrubu oldugu bilinmektedir.

O(I') He ilgili olarak agagidaki ti¢ iddiay1 ispatlayacagiz.
Iddia : i) O € ¢(I') dur.
ii ) 77 = (0,0) € ¢(I') <= ¥ = «* — 4b bir tamkaredir.

iii) ' # 0 olmak fizere, P! = (2'.y’) olsun. Bu durumda; P’ € ¢(I') <= =’
bir rasyonel sayinin karesidir.

Ispat : i) (O) = O oldugundan O’ € ¢(T') dir.

ii ) ¢ nin tanimindan dolay;

T'e¢(l‘)<=>3(x,y)er‘9;y;=0
oldugu gorilir. Burada, r = 0 olmas: durumunda, (z,y) = (0,0) = T ve ¢(T) = O’
, §(T) # T" oldugundan dolays; z # 0 dir. Dolaysiyla, 77 € ¢(I') olmas: igin gerek
ve yeter gart, I(z,y) €' 5 z # 0,y = 0 olmasidir. Bu da

0=x3+aa:2+bx=x(a:2-{—am+b)

olmasini gerektirir. Denklemin sifirdan farkli bir rasyonel koki olmas: igin gerek ve
yeter sart, 22 + az + b = 0 kuadratik denkleminin rasyonel kokii olmasidir. Bu da;
denklemin diskriminanti olan a? — 4b nin bir tamkare olmasiyla denktir.

iii ) ' # 0 olmak ilizere (z',y') € ¢(T') i¢in ¢ nin tammi geregi 2’ = g
oldugundan dolay1, z’ bir rasyonel sayinin karesidir. Tersine olarak, w € Q olmak
lizere, ' = w? olsun. Bu durumda amag, C {izerinde goriintiisii (z’,y’) olan bir
noktayr bulmak oldugu igin, bu yénde galismalar yapilacaktir. Bununla beraber, ¢
homomorfizminin ¢ekirdegi {O, T} den ibaret oldugu i¢in, ilerideki ¢aligmalarimizda,
(2',y') € #(T') olmak tizere I' min iki elemaninin gorintisiniin (z’,y’) oldugu da
gosterilecektir.

Buradan hareketle,
1 '
T = §(w2 —a+ —yl;) , Y1 = Tp.w,

1 !
x;z—(wz—a—g)

2 w
olmak iizere, : = 1,2 i¢in P; = (7, y:) € C ve ¢(F;) = (2,y') oldugu asagida
detaylica agiklanacaktir. Burada, P, ve P, rasyonel noktalar olduklar igin, (2’,y') €

s Yo = —Ta.w
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o(1') olacak ve bu da ispats bitirecektir.

1 . . 'l’ 2
s = Nt
2
= %((.‘r' - (1)2 — (y,) ),
x
_ _]_((.1')" — 2a(a’')? + @2’ — (y')z)
A axt

ve (y')? = (2')® — 2a(2')? + (a? — 4b)2’ oldugundan dolay1, xy.22 = b olarak elde

edilir. ¢ = 1,2 icin P, = (7;,y;) € C oldugunu gostermek demek;

2
Yi
—=rntat+—
xI; x;

esitliginin saglandigim gostermek demektir. Ciinkd, bu durum
yi2 = 1‘?'3 + axiz 4+ bzx;

egitliginin saglanmasimi ve dolayisiyla da P; € C olmasini gerektirir. y; ile y; nin
tanimlanindan, £ = Fw ve

(2uw? —2a)+a=1+z;+a

[N

w’ =
esitlikleri elde edilir ki, bu da z;.2; = b oldugundan dolay,

2
Yi 2
—=w=ntatzrn=rt+tat+—
m‘z xn

2 2

demektirT

Simdi de; &(F;) = («',y’) doniligiimiiniin gerceklendigi g6$terilecéktir. Busnun

igin,
2 ; 2 -
¥ 7 ve yi(zi® = b) _ yl‘ '
.7:52 :t,'z

olmalidir. Burada birinci esitlik, i = Fai.w oldugundan dolay: kolayca goriilebilir,
clinkii; \

diir. Ikinci esitligin saglandigini gostermek iin de, b = 2.z, ve g nin tammm
kullanmak yeterlidir; ¢iinkii,

y1($12 - b) _ xl.w.(.z'12 _ 1?1.172) _

z;? x,? Sl x2)
wle —b) | _spwled—anw)
o2 2 o
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- !
olur. Burada, ry ve iy nin tanimindan &y — r = £ olmahdir. Bu da;

.'/i(-”i2 - b) ’

. =y
.1'7'2

esitliginin saglandigim ispatlar.

Amacimuz, [I' : 217 indeksinin, yani; I'/2I" holiim grubunun sonlu oldugunu
ifade eden lemayi ispat etmek oldugu i¢in, daha sonra detayhca aciklanacag gibi,
bu adimda [I" : ¢(I")] ve [I" : ¢(I')] indekslerinin sonlu oldugunu gostermek yeterli
olacaktir. Kisacasi; s , V' = a? — 4b nin farkh asal carpanlarmin sayisim, r de b nin
farkli asal carpanlarinin sayisimi gostermek iizere, asagidaki onerme yardimiyla

[[": ¢(IN)] < 2o1 ‘ (2.5.1)
ve
CCpI)] < 2 (2.5.2)
oldugu gosterilebilir.

Burada; (2.5.1) veya (2.5.2) 6nermelerinden birini kanitlamak yeterli olacagindan;
bu galismada (2.5.2) nin kamtina yer verilmistir. (2.5.1) in kamt1 icin de benzer
yontem izlenebilir. 4 i ST

Yukaridaki iddiadaki (z) , (i7) ve (¢i7) 6nermelerinden; ¢(I'’) niin elemanlarinin
O ve z— koordinat: sifirdan farkli bir rasyonel saymm karesi olan (z,y) € I' nok-
talarindan ve ayrica, b bir tamkare olmak tizere, T = (0,0) dan ibaret oldugu
anlagilmaktadir.

Ispat i¢in temel fikir, I'/(I") béliim grubundan sonlu elemanh bir gruba
bire-bir bir homomorfizm bulunabilmesidir. Burada, Q* sifirdan farkli rasyonel
sayllardan olusan ¢arpimsal grubu ve Q*2 de; Q* n elemanlarinin karelerinden
olugan carpimsal altgrubu gostersin; yani,

Q' ={zrcQ:z#0} ve Q¥={s?:2€Q"}

olsun. Bu durumda agagidaki 6nerme ile [I' : ¢(I")] indeksinin sonlu oldugu elde
edilir.

Onerme 2.5.1 : 5:T — Q*/Q*? déniislimii agagidaki gibi tanimlansin:

n(0) = 1 (mod Q%)
2(T) = b (mod Q) vez # 0 olmak iizere ,
n(z,y) = ¢ (mod Q7)

olsun. Bu durumda,
(a) n bir homomorfizmdir.
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(b) Cek 5 = (1) diir ve bu nedenle, temel homomorfizin teoreminden,
]/l/ ) den Q° /Q*z ne bire-bir bir homomorfizm vardir.

(c) b sayrsim bolen farkl asal sayilar py, py, - - - .y olmak dizere; 5 mn goriintiisi
Q*/Q*2 nin bir altgrubu olan { Fp  pyf2---pft : her g5 = 0 veya 1}/ Q"2 iginde
kapsanir.

(d) [I": (1)) < 2% dir.
Ispat : (a) P =0 igin O = —O oldugundan,
n(—0) = (0)=1=n(0)"" (mod Q?),
ve P =T icin de ' = —T olacagindan
n(=T)=n(T)=p(T)" =b (mod Q?),

son olarak, z # 0 olmak tizere, P = (z,y) i¢in

W-P)=nlz,~y) =2 = = =1(z,9)" = p(P)" (mod Q)

oldugundan, % doniigimi I' daki noktalarin terslerini, o noktalarin 5 altindaki
goriintiilerinin terslerine goriintiliyor demektir. Bu neden]e, n-nin bir homomor-
fizm oldugunu ispatlamak i¢in; P, + P, + P5 = O olmak iizere, n(P,).n(P2).q(Ps) =

1 (mod Q*?)nin saglandigini gdstermek yeterlidir.

Birinci bolimde, bir eliptik egri tizerindeki i¢ noktanimn toplaminin sifir olmas
icin gerek ve yeter sart olarak bu noktalarn aym dogru tzerinde, yani; dogrudag
olmalar1 gerektiginden s6z edilmigti. Bu dogrunun denklemi; y = Az + v ve sozii
edilen noktalarin & koordinatlar: sirasiyla z; , 7o , z3 olmak tizere, daha once z; ,
T2 4 X3 iin, . - .
24 (a— 222+ (b-20w)z 4+ (c— ) =0
denkleminin kékleri oldugu agiklanmigti. Bu; y? = 23 + az? 4 bz + ¢ kiibik denklemi
i¢in yapilmigt: ve burada,

2
i+ 22423 = A —a,
.22 + 2. 73+ 1123 = b—2Av,
T1.T92.T3 = V2 —C

oldugu bilinmektedir. Bizim inceledigimiz egriler i¢in ¢ = 0 olacagindan dolays,
T1.79.73 = V2 € Q*z
elde edilir. Bu da; n(P).n(P)n(Ps) =1 (mod Q*?) olmasi demektir.

Burada; P, , P> ve P; noktalarinin hepsinin O ve T den farkli olmas: du-
rumunda ispat bitmig olur. Asagida, bu noktalarin O veya T olmas: durumlar
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incelenmistir. Py = (x1,31) , 12 = (22,y2) , I3 = (x3,y3) ve Py + I = — P53 olmak

lizere;

.

(9) Py = P, = O ise P = O olacagindan,
NPy + Py) = 9(0) = g(=0) = y(=P3) = 9(Ps)™" = g(P)y(F,) (mod Q%)
dir.
(i®) P =0, P # O ise,
NP+ P) = 1.0(P) = n(P)q(P) (mod Q%)
olur.
(iii®) Py = P, =T ise,

n(©0) =1 (mod Q7?),

(P + P2)
¥ =1 (mod Q2

n(P1)-n(F2)

oldugundan istenen ozellik saglanir.

e

(i) =T, P, # T olmast durumunda, daha once,

_ b -—b.yl
T + P2 r (a7 xlz )
olarak elde edildiginden,
b 2
— =b.a; (mod Q)

olur.

(v*)Ps=0Oveya Ps=T dﬁrumlanayn ayr incelenecek olursa; P = O
icin P, = —P, olacagindan, z; = x5 olmaldir. Bu durumda,

NP+ P) =n(0)=1 (mod Q),

n(P).n(P2) = =1 (mod Q*rz)

oldugundan dolay:, istenen 6zellik saglamir. P3 = T ise de P, + P, = T den P; +
(=T) = —P, olur ve bu da P, +T = — P, durumuna doniigiir; bu durum, daha dnce
( iv® ) de incelenmisti. Boylece, (a) sikkinm ispati tamamlanmg olur.

(b) n nm tanimi ve ¢(I') niin tanimindan sonra verilen Iddia i) , if) , iii) den
dolay1, Cek n = ¢(I"') olacag aciktir.

(c) n nin gorintisiniin belirlenmesi igin I egrisi tizerindeki rasyonel noktalarin
x-koordinatlarinin belirlenmesi yeterlidir. (z,y) € T icin obeb(m, e) = obeb(n,e) =1
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olmak lizere x = % ve y = & bigiminde oldugu birinei béliimde ispatlanigti. Bu
ifadcler y? = * 4 ar? + br denkleminde yazilip payda yok edilirse,

n? = m? + am*? + et = m(mz 4 ame? + b(:")

oldugu goriliir. d = obeb(m , m? + ame? 4 be ) olarak tanmmlansin. Bu durumda,
d|m ve obeb(m, ¢) = 1 olmasi nedeniyle, d)b olmahidir.

Boylece, obcb{q;,r;) = 1 olmak tizere,
n* = m(m? + ame? + be') = (Fq," .M - - ¢ )N Fr Mt )

bi¢iminde yazilabilir. Bu da, »? nin bir tamkare olmasi nedeniyle, i = 1,2,--- u
i¢in h; nin ¢ift say1; dolayisiyla, Fq,"'.q2"2 - - - g, carpiminin bir tamkare olmas;
gerektigini ifade eder. Kisacasi, s € Z,¢; € {0, 1} ve b nin farkl asal ¢carpanlar
p1,- -+, p¢ olmak tizere,

€t

m=FspT P py

bicimindedir. Bu nedenle,

2

s

nP)=z=—>3= 2 (FnTp” o™ = FpTp™ ™ (mod Q)

dir ve boylece, 7 mn goriintisiiniin yukarida belirtilen kiime iginde kapsandig is-
patlanmig olur. z = 0 i¢in m = 0 olacagindan, yukarida elde edilen ifadelerin
. saglanamayabilecegi diginiilebilir. Fakat, m = 0 durumunda n = 0 olmasi ne-
deniyle, (z,y) = (0,0) = T ve n min tamm geregi, 7(T) = b (mod Q%) olup,
m = 0 durumu i¢in herhangi bir sorun teskil etmez.

(d) (b) sikkindan, I'/Cek(I") = T'/4(I") = p(T) idi. (c) gkindan da (I') mn
{Fp'p22---p : her &; = 0 veya 1} /Q*? icinde icerildiginden, ve bu grubun
eleman sayisinin 2'*! olmasi nedeniyle; #|I'/¢(I")| < 2*! sonucuna varilir ki, bu

da
[[: (1)) < 2%
oldugunu ispatlar.
Buraya kadar yapilanlar kisaca hatirlanacak olursa; ¢ : I' — I , 9 : I/ — T
homomorfizm déniigimleri elde edildi ve ¢ o v ile ¥ o ¢ nin iki kathihk ozelligini
sagladiklar: ispatlandi. Ayrica, [T : ¢(I")] ve [I : ¢(T')] indekslerinin sonlu oldugu

gosterildi. $imdi de, [I' : 2I'] indeksinin sonlu oldugunu ifade eden Lema 2.5.1 in
ispati: bitirmek i¢in agagidaki lemanin ispatlanmasi yeterlidir.

Lema 2.5.2 : A ve B Abel gruplan ve ¢: A — B, ¢ : B — A déniisiimleri
Vae A i¢in vo¢(a)=2a,
Vbe B icin ¢op(b)=2b

kogullarini saglayan homomorfizmler; ayrica, [B : ¢(A)] ve [A : ¢(B)] indeksleri
sonlu olsun. Bu durumda, [A : 24] sonlu ve daha da fazlasi,

[A:2A] < [A:¢(B)L.[B: ¢(A)]
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csitsizligi saglamr.

CIspat : [A : ¢(B)] sonlu oldugundan, ¥(B) nin A i¢inde sonlu ¢okluktaki
cskiimelerinin temsilcileri olan ay, @, - - -, a,, elemanlari bulunabilir. Benzer bi¢imde,
[B : ¢(A)] sonlu oldugundan istenen ozelligi saglayan by, by, - - -, b, elemanlar segilebilir.
Bu durumda.

S={{a;i+¢(;): 1<i<n , 1<5<m }

kiimesi A/2A eskiimelerinin tim temsileilerini icerir. Bunu gérmek i¢in, « € A
olsun. ay,dsz,---,a, clemanlart A/y:(B) nin egkiimelerinin temsilcileri oldugundan;
a — a; € P(B) ve dolaysiyla, 3b € B 3 a — a; = ¢(b) dir. Benzer sekilde; 3b; € B >
b—b; € $(A) ve Ja € A3 b—b; = ¢(a) olur. Bu durumda;

a=a;+¢(b) = a;+(b;+¢(d))

a; + ¥(b;) + ¥(é(a))
— ot i) + 2

olur.. Bu da; a nin 4/2A daki temsilcisinin a; + z/) (b;) € S oldugunu gosterir.
Buradan [A: 2A] nin sonlu ve ayrica

(A2 2.4] < [A: $(BILIB : (A)]
oldugu sonucuna varilr.

Boylece, Lema 2.5.2 nin yardimiyla Lema 2.5.1 in ispat: tamamlanmig olup,
agagida ispat1 verilecek olan teorem yardimiyla da Mordell Teoremi’nin ispat1 igin
gerekli olan tim hazirhklar tamamlanmig olacaktir.

Teorem 2.5.1 (inig Teoremi) : I' bir degigmeli grup ve h : I' — [0, 00) fonksiy-
onu agagidaki li¢ ozelligi saglasin:

(VM eRicn{PeTl: h(P)<M } sonluolsun,

(b) T nin her P’ eleman igin, oyle bir k' sabiti bulunabilsin ki; VP € T igin
h(P + P’) < 2h(P) + k' esitsizligi saglansin,

(c) Oyle bir k sabiti bulunsun ki; VP € T igin 4h(P) < h(2P) + k olsun.
Ve bunlara ek olarak;
(d) [T : 2T} indeksi sonlu olsun.
Bu takdirde, I' sonlu iiretilmig bir Abel grubu olur.
ispat : [[': 2T] = n ve Ry, Ry, -+, Ry € T olmak iizere;
[/2T = {Ry + 2T, Ry 4+ 2T, -- -, R, + 2I'}
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olsun. I’ € I" verilmis olsun. Bu takdirde, 1 < 7; < n olmak tizere, P42I" = IR +2I°
olacak sekilde bir 12;; € I vardir. Bu da;

.

P— Ry =20

esitligi saglanacak gekilde bir Py € T noktasinm varhignn ifade eder. P igin yapilan

islemler, P icin yapilirsa;

P — Ry, = 2P, PyeTl, vebenzer gekilde,
])2 — ]{,'3 = 2])33 )3 € 1‘7

Pm—l - Rﬂm = 2Pm y Pm € 11
elde edilir.

Yukaridaki esitliklerden yararlanilarak;
P=R; +2R{2+22R{3+ "'+2m—IR1’m + 2" Py,

oldugu ve burada P nin R; ler ve P, noktasiyla iiretildigi goriilebilir. R; ler sonlu
sayida oldugu icin, bundan somraki adimlardaki amacimuz; m sayisim yaterince
biiyiik bir gekilde segerek, h(P,) yi belli bir sabit sayidan kii¢iik olacak sekilde
belirlemek olacak. =~ ' y »

Teoremin (b) ézelliginde P’ yerine —R; , 1 < ¢ < n , almdiginda VP € T ve
her i = 1,---,n igin h(P — R;) < 2h(P) + k; olacak sekilde k; sabitlerinin varlig:
bilinmektedir. k' = maz{k;,k,, -k, } olarak segilirse; VP € I' ve 1 = 1,---,n igin
h(P — R;) < 2h(P) + k' olacag agiktir.

Aynica, P; € {P, P, P,,-- -} igin, (c) ozelliginden;

. 4h(F) = h(2P)+k
= h(Pj1— Rij) +k
= 2h(Py +K) + k,
h(P;) < 3h(Pim1) = §[~(Pi-1) — (K + k)]

elde edilir. Burada,
k+ K < h(Py_y) igin h(P}) < gh(P._l)

oldugundan dolay1; A(P,) < k’+k olacak sekilde bir m € N vardir. Boylece, verilen
P elemany, a,,az,...,a, € N ve h(S) < k' + k olmak tizere

P=a;Ri+aRp+:--+a,R, +2™5
bi¢iminde ifade edilebilir. (a) ve (d) ozelliklerinden de
{Ri,Ry,--- ,R,JU{SET: A(S) <K' +k}
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sonlu kiimesinin, I' y1 iirettigi sonucuna varihr, bu da I' mn sonlu iretilmis oldugunu
ispatlar.

Bir rasyonel noktasi olan her C eliptik egrisi icin C{(Q) grubunun sonlu tiretilmiy
bir Abel grubu oldugunu ifade eden Mordell Teoreminin genel ispatina, gerek ispat
yonteminin burada yapilan ispat yontemine benzememesi, gerekse ispatta ileri dere-
cede cebir kullanilmasi nedeniyle, yer verilmemistir. Bunun icin burada sozii edilen
tiim eliptik cgriler i¢in degil de, f(x) = 0 m bir rasyonel kokii olmasi durumunda
ki (mertebesi iki olan bir rasyonel noktaya sahip); eliptik cgriler i¢in Mordell Teo-
remi’nin ispatina yer verilmistir.

Teorem 2.5.2 (Mordell) : C ; a, b € Z olmak iizere y?> = 23 + ax? + bz den-
kleminin belirledigi bir eliptik egri olsun. Bu durumda, C(Q) grubu sonlu tiretilmis
bir Abel grubudur.

ispat : Lema 2.2.1 , Lema 2.2.2 , Lema 2.3.1 ve Lema 2.5.1 e gore C(Q) = I inig
teoremindeki dort ozelligi sagladigindan dolayi, C(Q) nun sonlu dretilmis bir Abel
grubu olacag agiktir.

Mordell Teoremi, C iizerinde sonlu rasyonel nokta kullamlarak diger tiim rasy-
onel noktalarin, geometriden yararlanilarak, tiretilebilecegini ifade eder. Inig teorem-
inin ispat yonteminde ise, bir eliptik egri verildiginde, yukarida s6zii edilen dretegler
kiimesinin nasil belirlenecegi konusunda yol gdsterilmektedir. Buna ragmen, tiim
eliptik egriler i¢in ireteclerin belirlenmesi yonteminin o kadar da kolay oldugu
soylenemez. Bir sonraki kisimda, Mordell Teoremi’nin uygulamasi ile ilgili olarak
bir ka¢ ornek incelenecektir.

2.6. Mordell Teoremi’nin Bazi Uygulamalar:

Bu kisimda, Mordell Tebrerrii ile i]gﬂi sayisal Sreklere yer verilecektir.

Bir onceki kisimda, C : y? = 2®+ az?+ bz eliptik egrisi iizerindeki rasyonel nok-
talar grubu olan I' nin sonlu iiretilmis bir Abel grubu oldugu detaylica agiklanmugt.

Buradan, Sonlu Uretilmig Abel Gruplarinin Temel Teoreminden yararlanarak, I" nin

I'=22¢20 - - 0Z20Z,n ®Z, ®---©Z,,, (2.6.1)
r tane

bigiminde oldugu sonucuna varihr ki; her ¢ = 1,---,s icin p; bir asal say1 ve v; €
N olmak tizere; Zp+ , p;* modiiline gore (toplamsal) p;* elemanh devirli grubu
gostermektedir. Bu izomorfizmin bir sonucu olarak 3P, -+, P, @1,---,Q, € T dyle
ki, VP € I igin

P=mP+--+nF+mQi+--+mQ,

bi¢iminde olur. Burada; n; katsayilar1 P tarafindan tektirli olarak ve ayrica m;
katsayilar: da; (mod p;*s) ye gore belirlenir. r dogal sayis1 da; I' ninrank: olarak
adlandirilir. T nin sonlu olmas i¢in gerek ve yeter sartin » = 0 oldugu kolayca

44



gortilebilir. Bu durumda,

Zm"l Gy Zm"z G- P Z,,_.:»s
altgrubu I' mmn sonlu mertebeli elemanlarindan olugur ve bu grubun mertebesi
mUp2 - pgte dir. Tabii ki burada, I' min dretegleri i¢in bir¢ok segenck olmas:

nedeniyle Py, Py, -+, PeyQn, - - -, Q5 noktalar tektiirli belirli degildir.

I min sonlu tretildigini ispatlarken, I'/2I" boliim grubunun temsileilerinden fay-
dalanilmisti. Bunun icin I'/2I' nin temsilcilerini tam olarak belirleyebilmek biiytik
onem kazanmr ve bu elemanlan belirlemede agagida elde edilecek sonuglarin kul-
lamlmasiyla biyiik kolayliklar saglanacaktir.

(2.6.1) de ki izomorfizmden yararlanarak;
A =22@220---D2LD2Z,vs D2Zyyer @ -+ D 2Ly 0.
olacagindan dolay;
P2 2Z22@---BZL[2Z DLy 0: [22)01 B -+ @ Zp,v,}QZpsv,
olur. Burada; Z/27Z = Z, ve

" ~] 2z, pi=2
ZP.”"/QZP:"’:‘ ={ 02 ;#2

olmas1 nedeniyle;
[r/2r] = or+(p;=20lan j lerin sayis)

olacag agiktir.

 Diger yandan mertebesi iki olan tiim elemanlardan olugan altgrup I'[2] ile
gosterilecek olursa; bu altgrubun eleman sayis1 agagidaki gibi belirlenebilir.

So6zii edilen belirleme icin, 6ncelikle “ acaba hangi durumlar icin
AmPi+-- 40P+ miQr 4 +meQ,) = O

olur? ” sorusu cevaplandmlmalidir. Ilk olarak, n; = 0 ve 2m; =0 (mod p;%)
olmas1 durumunda istenen ozellik saglanir. Ayrica; efer p bir tek asal sayr ve
2m =0 (mod p*)ise,m=0 (mod p')oldugu;p=2ve2m =0 (mod p°)
icin de m = 0 (mod p"~!') kongruansinin saglandigs goriilir. Bu nedenle, I'[2]
altgrubunun eleman sayisi; #I'[2] ile gosterilirse;

#T[2] = 2(7=2 olan j lerin say1s1)

olarak elde edileceginden dolay:

[T : 2] = 27.#T[2]
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sonucuna varthr ve bu formiil ranki » olan tiim sonlu {iretilmiy Abel gruplan icin

saglanir.

-,

Asagidaki agklamalarim g altinda; #1°[2] nin belirlenmesinin sanildigy kadar
zor olmadigr ortaya ¢ikar. Clinki; bir PP = (i, y) noktasmin mertebesinin iki olmasi
i¢in gerek ve yeter sartin y = 0 olmasi gergeginden hareketle;

, a* —4b bir tamkare degil

2
~[2] = - .
#1[2] { 4 , a?—4b bir tamkare
oldugu goriliir.

Bu sonugtan ve Lema 2.5.1 in ispatindan yararlanarak I" mn rank: icin bir
formiil gelistirilebilir.

Daha once, ¢: T — I ve ¢ : I — T dontigiimlerinin uygun bir sckilde
tammlanmasiyla, ¢ 0 ¢(P) = 2P 6zelliginin saglanacag agiklanmigt1. Bu nedenle,

[I:2T =[T:¢¥og(l)]
olur. Ayrica; P, € 2T i¢in 3P, € T 6yle ki P, = 2P; ve
Py =2P, = ¢ o¢(P) = ¢(¢(P2))
de $(P,) € T’ oldugundan dolayy; P, € #(I'’) olmasi gerektiginden, asagidaki alt-
gruplar zinciri olusturulabilir:

T < () < T

Buradan da indekslerin 6zelliklerinden
[P 20 = (15 L) 0 6T (26.2)

esitligi saglamir. Bundan sonraki amacimiz; [15(I") : ¢ o ¢(T')] indeksini analiz etme
oldugundan burada bir hatirlatma yapmak gerekir: A bir Abel grubu; B , A icinde
sonlu indekse sahip bir altgrup ve A’ herhangi bir altgrup olmak iizere, 1 : 4 — A’
bir homomorfizm olsun. Bu durumda, grup teorisinin temel izomorfizm teoreminden,

A, A A/B o A/B
Y(B) B+ Cek(y) (B4 Cek(v))/B ~ (Cek(v))/(Cek(y) N B)

olacagindan, [¢(.A) : ¢"(B)] indeksi icin

[A: B]
[Cek(y) : Cek(y) N B

[¥(A) : ¢(B)] =
formiili elde edilir.

Burada A =T, B = ¢(T') olarak diigtinildiigiinde;

[T : (M) : $(I)]
[Cek(v) : Cek(y) N ()]
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olur. Aynica; 1" € ¢(I') <= V = a®? — 4b bir tamkare ifadesi daha nee ispat-
landigindan ve Cekyr = {O, 1"} € H(I') oldugundan dolays;
b Dbir tamkare degil

2,
[Cekyr: Ck(yp)yN(T)] = { ] b bir tamkare

clde edilir. Boylece,

g 221 [l’ (M2 ()]
TO#T[2) 4

sonucuna varihr ki, bu da yukandaki egitlikteki, paylarim 2 nin kuvvetleri biciminde
oldugunu ifade eder.

Onerme 2.4.1 in (d) sikindan yararlanarak; [I' : P(I)] ve [IV : &(I')] indek-
slerinin sonlu oldugu kabul edilebilir. Dogal olarak, bu indekslerin tam olarak be-
lirlenip belirlenmeyecegi sorusu akla gelebilir. Bunun i¢in asagidaki hatirlatmalara
gerck duyulur. Daha 6nce, Lema 2.5.1 in ispatini yaparken,

n:T — Q*/Q"? déniigiimiintin

n0) = 1 (mod Q%),
nW(T) = b (mod Q*) ve z#0icin
n(z,y) = = (mod Q%)

olarak tanimlandiginda; Cek(n) = ¥(I") oldugu gorillmiigti. Boylece,
P/¢(F') = T/Cek(n) = n(T)
olur. Bu da
[T : (I")] = #n(T)
oldugunu ispatlar. Benzer bicimde,
77l . FI —_ Q*/Q*z
homomorfizmi tanimlanarak,
[T : ()] = #/(T)
esitligi goriilebilir.

Sonug olarak bu indekslerle ilgili egitliklerden yararlanarak I" nin rankinin hesa-
planmasinda kullanilacak olan

y _ #00) ()
4

formiili elde edilebilir. Burada, n(I') nin elemanlari, genel olarak, I' iizerindeki
noktalarin z koordinatlarmin mod Q2 ne gére tamimlandigindan dolay:; bazi du-
rumlarda bu noktalari belirlemek ve boylece #n(I") yi belirlemek o kadar da zor
degildir.
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Daha onceki kisimlarda P = (o, y) € I'icin mun, e € Z , ¢ > 0 olmak iizere

(.r.y) nokiasmn
m n

r=— , Y= —
¢ . 3

bicimde (en sadelegtirilmig sekilde) ifade edilebilecegi ispatlannugty.

Lger m = Qise, (. y) =T ve (1) = bolur. Buda; 7' € I' olmasi nedeniyle her
zaman icin b € (') olmasi demektir. Eger a? — 4b bir tamkare, yani a® — 4b = d?
biciminde ise, I' mn mertebesi 2 olan noktalarimin y koordinati sifir (dolayisiyla
n = 0 ) olacagindan dolay1, @ ve T den bagka mertebesi iki olan diger noktalar

—a+d —a—d

5+ 0) ve (—5

( , 0)

dir. Boylece, a* — 4b = d* igin %‘i € p(I') oldugu sonucuna varihr. Aksi durumda,
yani a? — 4b bir tamkare degil ise, mertebesi 2 olan noktalar O ve T den ibaret
oldugundan, istenenler saglanir. Bu sckilde; m = 0 veya n = 0 igin olasi durumlar
incelendiginden, bundan sonra m,n # 0 durumlar incelenecektir. z = %  ve
y = % degerleri; y* = 2° 4 az? + bz denkleminde yerlestirildiginde,

n? = m®+am3e* + bme? ,
= m(m® + ame® + be?) (2.6.3)

egitligi elde edilir. Burada; b, = Fobeb{(m,b) ve m.by > 0 olmak tizere m = by.m, ,
b = by.by , obeb(my,by) = 1 ve my > 0 Gzelliklerini saglayan m;,b; € Z vardir. Bu
esitlikler (2.6.3) te yerlestirildiginde:

n2 = bl.ml(blzmlz + ablm16’2 + b1b264)

= blmy(bym,® + ame® + b264)

olur. Boylece, b;%|n? ve dolayisiyla b;|n elde edilir ki, bu da n = b;.n; bi¢iminde
ifade edilebilecegini gosterir. Bu nedenle,

n,? = my(bymy® + amye? + bye?)

diir ve ayrica, obeb(by. m;) = obeb(e,m;) = 1 oldugundan dolay: da m; ile bym,? +
ami€e? + bye? aralarinda asal olmahdir. Ayrica, carpimlar bir tamkare ve m; > 0
olmasy; m; ve bym; 24 am;e?+bye? iin her ikisinin de bir tamkare olmasini gerektirir.

Bu da n; sayisinin
M?>=m; ve N?=bm%+amie®+ bye?

olmak tizere, n; = MN bigiminde ¢arpanlara aynlabildigini gosterir. m; in yok

edilmesiyle de
N? = b M* 4+ aM?e? + bye?

ve
m  b.my  by.M?

e? e? €2

X
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n by b AN
Y= = : = -
3 o3 (3

esitlikleri elde edilir.

. o e . . . 2
Boylece, egri dizerindeki her PP noktasimn & # 0 koordinaty (mod  Q*%)

e e ey T e 2 o . . - .
duginildigiinde, @ = ﬁL(QL oldugundan dolay1 by , b nin bir ¢arpani ohnak tizere, biv
by degerine esit olur. Bu da, by in alacagr degerler sonlu sayida olacagindan dolay:
biyuk kolayliklar saglayacaktir.

Buraya kadar yapilan aciklamalarin i1 altinda, 9(I') nin eleman sayisim be-
lirlemenin o kadar da zor olmadifi sonucuna varilir. Ciinki, b tamsayisim b = by.b;
olacak gekilde olasi tim garpanlarina ayirip, her ¢arpim sekli i¢in

N2 =b,. M+ a. M2+ b,.¢

denklemi yazilir. Burada; a , b, , b, nin sabitler M , e , N nin de bilinmeyen-
ler olduguna dikkat edilmelidir. Bu durumda; (') , b (mod Q*?) ve yukarida
sozi edilen denklemde M # 0 olacak sekildeki ¢bziimlere sahip denklemlerdeki
by (mod Q**) den olugmaktadir. Ayrca, z = % ve y = % ln sadelestirilmig

bi¢im olmasi nedeniyle,

obeb(M,e) = obeb(N,e) = obeb(by,€) =1,
obeb(by,m;) = 1 oldugu icin obeb(by, M) = obeb(M,N) =1

ve ayrica, mimkiin olabilecek tiim olasi ¢oziimlerin, bu yan kogullarin hepsini birden
saglamas: gerekmektedir.

Yukarida genellemede sanki 5{I’) nin a? —4b = d? olmasi durumunda mertebesi
2 olan ve O , T noktalarindan farkl olan iki noktanin eksik kaldig1 veya unutuldugu
dugintlebilir. Fakat,

—a+d  —a—d
b= (TS0
olmasi nedeniyle,
—aTd —aFd
N? = ( "';F )M4+aMZe2+(—“23-)e4

denklemi i¢in (M, e, N) = (1,1,0) bir ¢bziim olugturur ve boylece mertebesi 2 olan
bu iki noktanin da, yukarida sozii edilen genel inceleme icinde yer aldig goriilebilir.

Buraya kadar yapilan iglemler kisaca agiklanacak olursa, 6nce
y' =2+ a2’ + br
denklemi igin b = b,.b; olacak sekilde tiim olasi garpanlara ayirma igtemi yapilip ve

her durum igin
N2 = b].M4 + G.M2.62 + b2.84
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denkleminin M # 0 olmak tizere (M. e, N) ¢oztimiintin olup olmadigy incelenir. Eger
¢OzZiMm varsa,

b2 b AN

« * .‘,“‘
(2

PO £ -
3

oldugundan dolayi, ¢ozime sahip by ler igin
(M) ={b (mod Q?) , b (mod Q?)
olarak belirlenir.

Bu yoéntemin en koti tarafi. sézi edilen denklemlerin ¢oziimiintn olup ol-
madigina karar vermek i¢in elimizde bir metodun olmamasidir. Bu kii¢iik zorluga
ragmen; #n(I') y1, benzer bicimde ##'(I'') ni ve dolayisiyla da ranki hesaplamak
icin bir yonteme sahip bulunmaktayiz.

Bu agiklamalardan sonra, Mordell Teoremi’'nin uygulamalarina yer verilebilir,
yani verilen C eliptik egrileri i¢in C(Q) nun hangi gruba izomorf oldugu, ranki
hesaplamak icin geligtirilen yukaridaki yontem yardimiyla belirlenebilir.

Ornek 2.6.1 : C : y* = z° — z olmak iizere, C(Q) nun ne tiir bir gruba izomorf
oldugunu belirlemek i¢in 6ncelikle; b = —1 i miimkin olan tiim ¢arpanlarina ayirmak
gerekir: b = —1.1 ve b = 1.(—1) diginda b nin farkli bir ¢arpanlarina ayrilis sekli
sozkonusu olmadigindan dolay, b = F1 olabilir. Tanim geregi

n(0)=1 ve p(T)=b=-1

oldugundan dolay1 da; n(T') = { F1 (med Q*?)} ve #n(I') = 2 oldugu bu sekilde
kolayca goriilebilir.

Diger yandan, C’' niin yukaridaki tanimindan dolay,
C:y=2+4z

olacag agiktir. Burada; ¢’ = 0 ve ¥ = 4 oldugundan &, i¢in miimkiin olabilecek
durumlar,

F4=F1 (mod Q%)
kongruansi g6zoniine alindiginda; b; = F1, F2 olabilir. Bu durumda, agagidaki dort
denklem

) NPz MAgdet,

(if) N?= —M*—4¢f,
(i) N?= 2M1424,
(iv) N?2= —2M*—2¢!

icin (M, e, N) ¢Oztimlerinin olup olmadig sorusu cevaplandinlmalidir. N%2 > 0
olacagimdan dolay, (i) ve (1v) denklemlerinin hi¢ bir tamsay1 ¢oziimiiniin olmadig
kolayca goriilebilir. Tanim geregi #'(0") =1 (mod Q*?) olmasi nedeniyle, by = 1
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i¢in ifade edilen (1) denkleminin ¢oziimit olup olmadigimin ayrica incelenmesine gerek
voktur; bu durumda ¢oziim olarak (M,e, N} = (1,0,1) alinir. Dikkat edilirse. ¢ =0
olmasi durumu P = (O’ olmasima kargihk gelmektedir,

Diger yandan,

o _ ) A1)

- 4
oldugundan dolayy, #n(I').#1/(I") ¢arpim en azindan 4 olmalidir; bu da #5/(I") = 2
olmasm; yani, (iii) denkleminin bir tamsayr ¢6zlime sahip oldugunu ifade eder.
Bu agiklama yapilmadan da (M, e, N) = (1,1,2) nin (iii) denkleminin bir ¢6ziimii
oldugu, deneme yanilma yontemiyle de bulunabilir. Bu da I' nin (dolayisiyla da I
ntin) rankmin sifir oldugunu gosterir; boylece, C ve C’ niin rasyonel noktalar grubu
olan I' ve I niin tiim noktalarinin mertebelerinin sonlu oldugu sonucuna varnhr.

‘Burada, mertebesi sonlu olan noktalarin belirlenmesinde, daha once birinci
boliimde ifade ve ispat edilen Nagell-Lutz Teoremi kullanilabilir. Buna gore, eger
P = (z,y) € I bir sonlu nokta ise, ya y = 0 ya da y|b*(a® — 4b) = 4 olmas: gerekiyor.
y = 0 olan noktalar (0,0) , (¥1,0) oldugundan ve ayrica 4 1 bolen sayilar igin yani;
y = F1, F2,F4 olmasi durumunda, egri tizerinde bu y degerlerine kargilik hig bir z
rasyonel sayis1 bulunmadigindan dolay,

€(Q) = {0,(0,0),(-1,0),(1,0)}

oldugu elde edilir. Ayrica,y = 0 olmas: nedemy]e bu noktalarin her bmmn mertebesi
2 dir ve boylece,

CQ)=Z2 0 Zs

sonucuna variir.

Benzer bicimde, I niin sonlu mertebeli noktalari, Nagell-Lutz Teoremi’nin
kullamlmasiyla; ya y = 0 ya da y|b'*(a’® — 4V') = —256 olacagindan dolayi; gerek
bilgisayar yardimiyla gerekse uzun hesaplamalar sonucunda;

C’(Q) = {0,(0, 0)7 (274)7(27 "4)}

oldugu ortaya ¢ikar. Burada, mertebesi 2 olan yanlizca bir nokta (0, 0) , oldugundan
veya (2,4) + (2,—4) = (0,0) olmasi nedeniyle,

c'(Q)=1Z,
olur.

Ornek 2.6.2: C: y?> = 3+ z egrisi igin C(Q) nun hangi gruba izomorf oldugu
aragtinilirken b = 1 = 1.1 = (—1).(—1) olmasi nedeniyle, sadece b; = F1 durumu
sozkonusudur. Burada: n(0) = n(T) = 1 (mod Q*?) ve b; = —1 igin N? =
— M*—¢ esitliginin hi¢ tamsay1 ¢oziimi olmadigindan, n(C(Q)) = {1 (mod Q*?)}
ve boylece #n(I') = 1 olur.
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Diger yandan, €' : y* = »* — 42 olacagimdan, burada a = 0, b = —1 ve
F4 = F1 (mod Q%) sézkonusudur. Boyleee; by = F1,F2 olabilir. Yukaridaki;
Ornck 2.6.1 de oldugu gibi, rankn

o _ Fu(C(Q))-#(C"(Q))
o 1

ve #n(C(Q)) = 1 olmasi nedeniyle #9/(C'(Q)) = 4 olmalidir; bu da
#1(C(Q)) = {F1,F2 (mod Q°?)}

olmasim gerektirir, béylece rankm sifir oldugu elde edilir. Bir énceki 6rnekte oldugu
gibi yine Nagell-Lutz Teoremi’nin uygulanmasiyla da

€(Q) ={0,(0,0)} = Z,

ve

C'(Q) ={0',(0,0),(2,0),(~2,0)} = Z, @ Z,
olmasi gerektigi sonucuna varilir.

.....

Ornek 2.6.3 : C : y? = 2% — 5z egrisi icin C(Q) nun hangi gruba izomorf oldugunu
belirlemede, oncelikle, b; = F1,F5 durumlar icin, *

) N2= M1_5et,
(ii) _N?2= —M*45et, .
(ili) N?= 5M1-¢*,
(iv) N?= —5M*+¢

denklemlerinin tamsay: ¢oziimlerinin olup olmadig) aragtinlmahdir. Dikkat edilirse,
burada (i) ve (ii) denklemlerinde M ve e degiskenlerinin yer degigtirmesi durumunda,
(iii) ve (iv) denklemlerinin elde edilebilecegi aciktir. Bu da; (i) ve (i) nin, istenen
ozelliklere sahip, tamsay: ¢éziimiiniin olmasi igin gerek ve yeter sartin (iii) ve (iv) lin
tamsay1 ¢6ziimiiniin olmas: demektir. Bunun i¢in, sadece (1) ve (ii) nin ¢ézlimlerinin
incelenmesi veya bunun yerine (iii) ve (iv) iin ¢dziimlerinin incelenmesi yeterlidir.
Ayrica, burada 7(0) = 1. (mod Q*?) ve n(T) = =5 (mod Q*?) olmas: ne-
deniyle de, sadece (ii) veya (iii) nin ¢éziimiiniin incelenmesi, 7(C(Q)) nun tam olarak
belirlenmesinde yeterli olacaktur.

Deneme-yamlma yontemiyle (i) de,
22 = (1Y) +5.11

olmasi nedeniyle; (M , e , N) = (1,1,2) nin istenen &zelliklere sahip bir ¢6zimu
oldugu gérilir ki; bu da (iii) de (M,e,N) = (1,1,2) nin bir ¢éziim olmas: demektir.
Buradan,

1C(Q) = {F1,¥5} (mod Q)

oldugu goriilir.

Diger yandan, tanim geregi, C' : y?> = 2% + 20x ve burada &' = 20 olmas
nedeniyle; by" i¢in &' = F1, F2, 74, F5, F10 ve F20 durumlan sézkonusudur.
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Fakat, F4 = F1 (mod Q%) , F20 = 15 (mod Q%) ve b, < 0 icin b, < 0

olacag dikkate alindiginda,

7 (C'(Q)C{1,2,5,10} (mod QF)

olacagy goriiliir. Aynica, 9(1") = 20 = 5 (mod Q**) kongruansmm saglanmas
nedeniyle, burada sadece

NZ=2M* 4101

denkleminin istenen 6zelliklere sahip tamsayi ¢oziimiiniin olup olmadiginin incelen-
mesi yeterlidir; ¢iinkii, bu durumda, M ve ¢ nin yer degistirilmesiyle elde edilen

N2 =10M* + 2¢

denkleminin tamsay: ¢6ziimiinin olup olmadig da belirlenmis olur. Kabul edelim
ki, N? = 2M* + 10¢* iin yukanda agiklanan ve asallikla ilgili kogullardan birisi olan
0bcb(M,by) = obeb(M,10) = 1 &zelligini saglayacak sekilde bir tamsay: ¢oziimii
olsun. Bu durumda, obeb(M,5) = 1 ve Fermat Teoremi’nden M* =1 (mod 5)
olmalidir, bu da yukandaki esitligi

N?’=2 (mod 5)
kongruansina doniistiriir ve bu kongruansin da hig bir ¢oziimii olmadigi; N =1, 2, 3

ve 4 lin son denklemde yerlestirilip, denenmesiyle goriilebilir.

Bu agiklamalar dogrultusunda,
7(C(Q) ={1,5}(mod Q*)

ve boylece,

y_ FICQ)#1C(Q) _ 42 _,

4 4 .
oldugundan dolay1, C(Q) nun rankinin 1 oldugu sonucuna varihir. Dolayisiyla, onceki
orneklerdeki benzer hesaplamalarla da

CQ=Z0Z,

olacag gorulir.

Yukaridaki agiklama ve rneklerden de anlagilacag tizere, s6z konusu durumlar
icin, N? = byM* +bye* denkleminin istenen 6zelliklere sahip bir ¢bziimiinin olup ol-
madiginin belirlenmesi o kadar kolay degildir. Buna ragmen, asagidaki 6rnek, bir tiir
ozel eliptik egriler icin C(Q) nun rankim hesaplamada biiyiik kolaylik saglayacaktir:

Ornek 2.6.4 : Cp : y? = 2% + pr efrisi igin G, : y? = 2°® — 4pz olacagindan;
by = F1, Fpve by = F1, F2, F2p, Fp durumlan sézkonusudur.

n(0) =1,n9(T) = polmasi, b = —1 ve —picin istenen ¢6ztim bulunamamas:
nedeniyle de;

n(C(Q)={1,p} (mod Q%
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olur.  Diger yandan: #1/(C,(Q) = 2,4 veyaen fazla 8 olabileceginden dolayn,
C,(Q) nun ranks sirasiyla, 0, 1 veya 2 olabilir.

Asagida ispat1 verilmemekle beraber, C,(Q) nun rankini belirlemede kolayhk
saglayacak bir yontem geligtirilmigtir. Buna gore, p bir asal say1 olinak iizere C, :
y? = %+ pa eliptik egrisi igin,

p = lveya9 (mod 16)ise, C,(Q) nun ranki 0 veya 2,
p = 3,5, 13veyald (mod 16), iscCp(Q) nun ranki genel olarak 1
dir ve bu heniiz kanitlanmamsg bir iddia olmakla beraber, p = 877 ye kadar olan

asal sayilar i¢cin bu iddianin saglandigi Bremner ve Cassals (Bremner ve Cassels ,
1984) adli matematikgiler tarafindan kanitlanmugtir.

p=T veyall (mod 16) ise de C,(Q) nun rank: 0 dir.

Bu agiklamalara gore, Cs7 ve Cyz3 i¢in rankin 1, C43(Q) ve Ci67(Q) nun rankinin
0 oldugu ifade edilmig olur.

Buraya kadar, rankin 0 veya 1 olmasiyla ilgili 6rnekler incelenmig oldu; ranki
2 ., 3 veya 4 olan ornekler de bulunabilir, ama rank: biiyiik olan egrileri belirlemek
oldukga zordur. Ve ayrica, rank: keyfi biyiiklikte olan bir eliptik egrinin var olup
~ olmadigs sorusu heniiz tam olarak cevaplandinlamamigtir. Mestre (Mestre , 1992)
adli bir matematikgi 14 Nisan 1992 tarihinde;

b= —20981194451128309649475399485 ,

¢ = 26653992551590286206010035905960909459942897
olmak iizere; S
: ' VY4irzy=234+br+c
nin belirledigi eliptik egri izerindeki rasyonel noktalar grubu i¢in rankin 15 oldugunu

ispatlamug ve bu tarihten sonra; ranki 16 veya 16 dan biiyiik olan bir eliptik egri
bulunamamgtir.

Asagidaki cizelgede verilen egriler i¢cin C(Q) nun sonlu mertebeli elemanlarindan
* olusan torsC(Q) grubunun hangi gruba izomorf oldugu verilmistir.
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Cizelge 2.2.1 :

Verilen egriler i¢in forsC(Q) gruplan

L ,(Q) [tors C(Q) [ Dy~
yi=at 42 0 2033
yi=uat4r Z, 20
V=241 7o 833
yi=uot4 Z, 212

\'2:;1'3—1/—12 Z -11
yi=ar? 41 Z -2133
y —13—{—91' + ay — 2y Z; -2713
y2=a% - 6x% — Tay + 6y Zs +283117
yz = 2%+ 622 — 32y — 6y Zg -293°
y? =% — 1822 + 7ry + 36y Zy -2°310112
y? =23~ 2102% — 437y + 210y Z,, + 21236537113
y'=2°—=z 2,072, |+2°
)’2 = $3 + 5.772 + 417 Z4 @ Z2 +2832
y2=12%—32% — 5ry + 6y Ze ®Z, | +223652
y? =%+ 3372% + 207362 ZsDZ, |+ 22038517

2.7. Tekil Kiibik Egriler

Bu kisimda, tekil (singular) kiibik egriler incelenecek ve bu tir egriler iizerindeki
rasyonel noktalarla, tekil olmayan (eliptik) egriler {izerindeki rasyonel noktalarn
farkls 6zelliklere sahip olduklar: aciklanacaktir.

C bir tekil kiibik egri, S de bu egrinin bir tekil noktas: olsun. Tekil nokta
tanimindan, S den gecen ve C ile kesigen her dogrunun S noktasindaki kathliginin
en az 2 oldugu agiktir. S’ de C iizerinde ikinci bir tekil nokta olmak iizere, S ve
S’ den gegen L dogrusunun C ile kesigiminin (kathlk sayilmak iizere) en az dért
nokta oldugu goriiliir; fakat, daha 6nce aciklandigs Gizere, bir dogruyla bu dogruyu
igermeyen bir kiibik egrinin, katlilik sayilmak iizere, en fazla tic ortak noktas: olmas:.
_ gerektiginden dolay1, C nin en fazla bir tekil noktas olabilecegi sonucuna varilir.

C nin bir tekil egri olmasi durumunda da; bu egri uzerindeki tekil olmayan nok-
talar kiimesiyle, eliptik egrilerde oldugu gibi, bir grup yapisi olusturulabilir. Bunun
icin,

Cns = {P € C : P, Cnin tekil noktas: degil}

olarak tamimlandiginda, rasyonel koordinath noktalarm C,, nin bir alt kiimesini
olusturacag; yani, Cns(Q) C C,s olacag agiktir. Genel olarak (orijin noktas: bir
tekil nokta olmadigi zaman), O olarak orijin noktas: secilir. P, R € C,, i¢in bu
noktalarin toplamn, P + R , eliptik egrilerdeki gibi geometrik olarak tanimlandiginda,
< Cps, + >, O birim elemanl bir Abel grubu olur. Ayrica, O € C,5(Q) olmas:
durumunda; C,,(Q) grubu C,, nin bir altgrubunu olusturur. Burada, C,, kiibik
egrisinin daha once sozii edilen, Weierstrass Normall Formunda ifade edilebilecegi
ve toplam formiillerinin cebirsel olarak da elde edilebilecegi aciktir.



Ornegin, ¥ = % iin belirledigh egri i¢in S = (0,0) noktasy, kathhgr 3 olan

bir tekil noktadir ve burada toplam formilleri; P = (r1,1) L o= (ra,y) ve
v = ﬂ—f‘g:—g—ﬂ olmak izere
I
P+ R=(x,1)+ (r2,92) = (

Iy. 72 Y-y

olur.

Bu boliniin 5. kesiminde, € nin bir eliptik egri olmasi durumunda, Mordell
Teoremi’nden, C(Q) nun sonlu tiretilmis oldugu ifade ve ispat edilmigti. Bu kisimda
ise, C nin bir kiibik egri olmast durumunda C,,(Q) nun nasil bir grup oldugu belir-
lenmeye ¢ahgilacaktir,

Tekil olan kibik egrilerde, tekil nokta olan S ig¢in iki durum s6z konusudur.
Bunlardan birincisi, S noktasimn ¢ift kath bir nokta olmasi durmmu; buna Gruck
olarak, C : y? = z°+ 2? egrisinde (0, 0) noktas: digtinilebilir (Sekil 2.7.1. (b)). Tkinci
olarak da; S noktasinin ii¢ kath bir nokta olmasi durumudur, bu da C’ : y? = 2®
orneginde de kolayca goriilebilecegi gibi, (0,0) noktasi olarak diigiiniilebilir (Sekil
2.7.1. (a)). Sozi edilen bu iki egriyle ilgili olan agagidaki teorem, tckil bir egri
iizerindeki rasyonel noktalar grubunun sonlu uretilip uret;lmedxgn konusuna acikhk
- getirmektedir.

Sekil 2.7.1. (a) 3 =2" Sekil 2.7.1. (b) y* =+ + 22

Teorem 2.7.1 (a) : C kiihik efrisi y* = 2° + 2% nin belirledigi tekil efri ve
Q* = {r € Q:r # 0} o'sun. Bu durumda;
¢:C.s(Q) — Q7

=, P=(ny)

(P) =
1, P=0

ile tamimlanan déniisiim bir grup izomorfizmidir.



(b) : C, y?* = 2 iin belirledigi tekil eri ise,
d’ : Cns(Q) — Q ’

i’ 3 P:(a'sy)
$(P) =
0, P=0

ile tanimlanan ¢ doniigtimii bir grup izomorfizmidir.

Ispat (a) : C:y%*=2%4+22%ic¢n
b:CulQ) — @,

';ﬁ% y P:(xay)
(P) =
1, P=0

doniigiimiiniin iyi tanimh olmasimda z + y # 0 olmas: gerekir, bu da (0,0) noktas:
bir tekil nokta oldugundan dolayi, Vz,y € C,, icin z + y # 0 olmasi nedeniyle bir
sorun olugturmaz.

Ayrica; ¢ dénligiimiine kargihk

T o 'l)b:Q‘ —)'Cns(Q)a o
(5 4059) 141

a-97 * a=0°
P(t) =
() , t=1
doniigiimii tammlandiginda, ¢(¥(t)) = t ve ¢¥(#(P)) = P oldugundan dolayi, ¢
doniigimiiniin tersi 1 olur. B&ylece ¢ nin bire-bir ve orten bir déniigiim oldugu
gosterilmig olur. '

¢ doniigiimiinin bir grup izomorfizmi oldugunu gostermek igin, ¢ veya 1 den
herhangi birinin bir grup homomorfizmi oldugunu gostermek yeterlidir. Buradan
hareketle;

1, 41 44711+t
v = (g )
B 4t 44(1 + 1)

(= -
= —y(t)

ozelliginden ve C,,, tizerindeki fi¢ noktanin toplaminin birim olmas: icin gerek ve yeter
gsart, bunlarin dogrudag olmas: gerektiginden yararlanarak, ¢ nin bir homomorfizm
oldugu asagidaki gibi ispatlanabilir.

1° ) ti,t; € Q" \ {1} ise {3 = 71— olmak izere, i = 1,2,3 icin ¥(t;) =

t1.12

((1‘“‘ 4t"(l'H")) dir. Bu durumda, P; = 9({;) = (zi,y;) olsun. P, ve P, den

—t; )2 (1-t; )8
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gegen dogru denklemi (22 — 21)(y — y1) = (y2 — wi)(x — #1) oldugundan dolays,
(z,y) = (r3,y3) igin ;.15.13 = 1 csitligi gozoniinde bulundurularak, P, = (a;,;)
koordinatlari dogen denkleminde yerlegtirilip gerckli diizenlemeler yapildiginda,

32(t1 — 12)(ty — 13)(t2 — 13)(21.12.15 — 1
T1Yz—T2Y2+T2Y3— T3l + T3yr —T1ys = = (12)—( t11)3(13)( :2)3(13)( lt )2; 2= D) =0
- — 13

clde edilir. Bu da, P, , I ve P; iin dogrudas oldugunu dolayisiyla. ,
Bltata) = ${3) = ~$(t2) = P{tn) + (22
esitliginin saglandigini ispatlar.
2° ) t; =1 veya t; = 1 ise (kabul edelim ki, #; = 1 olsun),
P(trtz) = O+ 9(t2) = p(ta) + P(12)
esitliginin saglanacag aciktir.
Bu da, ¢ nin bir izomorfizm oldugunu kamtlay.

(b): C:y? =2 ve
- ¢ :C(Q) — Q icin

i’ s P=(x,y)
-]
0, P=0

doniigimiinin bir grup izomorfizmi oldugunun ispat1 (a) sikkindaki ispata benzer
sekilde yapilir (Silverman ve Tate 1992).

Teorem 2.7.1 in bir sonucu oldrak,. < Q, ‘+-$L’ve7"< Q*, ¢ > gruplan sonlu
{iretilmig olmadigindan dolay1, Cn, egrileri tizerindeki rasyonel noktalar grubunun
da sonlu iiretilmedigi kolayca anlagilabilir, en azindan teoremdeki iki tekil egri
igin, bu egriler lizerindeki rasyonel noktalar grubunun farkh ozelliklere sahip oldugu
gosterilmis olur. Aynca, bu sayede tekil kiibik egriler iizerindeki rasyonel noktalar
grubunun, 6zellikleri ¢ok iyi bilinen Q* veya Q carpimsal grubu formunda olmas: ne-
deniyle, caligmalarimizda tekil olmayan (eliptik) egriler tizerindeki rasyonel noktalar
grubuna neden bu kadar ¢ok énem verdigimiz anlagilmig olur.
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2.8. Sonlu Cisimler Uzerinden Eliptik Egriler

" Bu bolimde, (mod p) ye gore tamsayilar cismi olan ve F, ile gosterilen asal
cisim veya onun bir sonlu geniglemesi {izerinden cliptik egriler inceleneccktir. Tabii
ki; bu tip egrilerin, geometrik olarak, gozoniinde canlandirilabilmesi oldukga giictiir.

Genel olarak, Fq , Fp, nin ¢ = p° elemanh bir cisim geniglemesi ve f(z,y)
tamsay1 katsayilh bir polinom olmak iizere,

C(Fq) = {(70,%0) : 0, Yo € Fq ve f(z0,5) =0 (mod p)}

kiimesine Fq iginde f(x,y) nin belirledigi egri ve (o, yo) ¢oziimlerine de bu egrinin
noktalari adl verilir. Eger (z0,yo) noktasinin koordinatlan Fy, iginde ise, bu nokta
bir rasyonel nokta olarak adlandirihr. Ozel olarak, p sayisi m ve n den her ikisini
birden bdlmemek izere, mz + ny + s = 0 (mod p) yi saglayan (zo,yo) ikilileri
kiimesi (mod p) ye gore bir dogruyu olu§turur.

Tekil nokta ve projektif nokta kavramlarinin, sonsuz cisimlerdeki bu kavram-
larla hemen hemen ayni oldugu birinci boliimde agiklanmigti. Bu iki durum arasindaki
tek farkhlik, birisinde hesaplamalarin (mod p) dikkate alinarak yapilmasidir.

Tamm 2.8.1 : f(z,y) € Fp[x,y] derecesi 3 olan bir polinom olmak iizere; eger
(:L' y) Fp, tizerinden indirgenemez ve f(z,y) nin projektif koordinatlarda belirledigi
egrinin hig tekil noktas: yok ise C (Fp) ye Fp tizerinden bir eliptik edri denir.

F,, tzerinden bir eliptik egri ornegine agagidaki birka¢ agiklamadan sonra yer
verilecektir. Ayrica, bundan sonraki gosterimlerde, bazen fazla karigikliga neden
olmamak ﬁzere (mod p) ye gore kongruanslar esitliklerle ifade edilecektir, kisacasi
" =’ yerine ' =' gosterimi kullanilacaktir. Buna dikkat edilmelidir.

Kisaca gunu behrtehm ki, daha ¢ once verilen bilgilere dayanarak a,b,c € Fp
olmak iizere, . : '

C:y =z’ +az’ +bz+c (mod P)

nin bir eliptik egri tanimlamasi igin gerek ve yeter gsartin p > 3 ve diskriminantin
D = —4a®c + a%® + 18abc — 4b® — 27c2 £ 0 (mod p) olmas: gerektigi sonucuna

varilir.

Eger, C , Fp cismi lizerinden bir eliptik egri ise, bu egri tizerindeki noktalar
kimesinde, (mod p) dikkate alinarak, daha énce tanimlanan toplama iglemine benzer
bir iglemin tanimlanmasiyla, ( VA, B € C(Fp) icin A+ B = O%(A* B) ) bu kiimenin
bir degismeli grup olugturdugu goriiliir (Niven , Zuckerman ve Montgomery 1991).

- Daha 6nce oldugu gibi, burada da verilen bir f(z,y) = 0 kibik denklemi-
nin homojenlegtirilmesi sonucunda elde edilecek olan F(X,Y, Z) = 0 denkleminde,
Z =0 a kargihk gelen nokta (veya noktalar) yine C nin sonsuzdaki noktas: olarak
adlandirilacak ve O ile gosterilecektir.
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T1, Y1, 72, y2 € Fp, olmak dizere Py = (71,1y1) ve P2 = (72,42) C cliptik egrisi
tizerinde iki nokta olsun. Bu durumda, P5 = P + I = (3,y3) noktasimn koordi-
natlart agagidaki formiillerle hesaplanabilir (burada Py # O, P2 # O ve I # 0
ve P+ Py # O kabul edilincktedir); Iy ve P, noktalarmdan gegen dogru denklemi,

{ (y2—y1)-(x2 — &7‘1)—] , @ # rz (mod P)
A=

(3.’1?]22(1:1'] + b)(?y,)—l , Pl = P2

ve

v =y — Ay = yp — Az2 (mod p)
olmak fizere, y = Az + v (mod p) bigimindedir. Burada (z2 — ry) 7! ile (22 — 1)
in (mod p) ye gore tersi ifade edilmektedir. Benzer ifade (2y;)7! igin de gegerlidir.
Boylece, P; in koordinatlars;

3= M —a— x; — ;3 (mod p) ve y3 = —Az3 — v (mod p)

olarak formiile edilebilir.

Fazla teoriye girmeden once, agagida sonlu bir cisim iizerinden bir eliptik egri
ornegi verilerek, bu egri iizerindeki rasyonel noktalar grubu belirlenmigtir.

Ornek 2.8.1 : Fj cismiiizerinden C : y? = z®+2+1 in belirledigi egrinin bir eliptik
egri olup olmadigim anlamak icin 6ncelikle; p > 3 ve f(z) in diskirminantin p ye
boliiniip bolinmedigini belirlemek gerekir. Burada, p > 3 ve

D = —4d3c+ a®b? + 18abe — 46> — 2762
—4b* — 27> = 31 #0 (mod 5)

olmasi nedeniyle C nin Fy tizerinden bir eliptik egri oldugu sonucuna varilir.

F5 cismi iizerinden, bu egri iizerindeki rasyonel noktalar grubu>ya,ni C(Fs)
belirlenmek isteniyorsa; Fs icinde z. ve y koordinatlar1 igin sonlu sayida durum soz
konusu olmas1 nedeniyle, énce z = 0,1,2,3 ve 4 icin f(z) hesaplanir ve f (z) in
alacag bu degerlerden hangilerinin bir tamkare oldugu incelenerek ¢oziim bulunur;
yani,

f0) = f2)=f(8)=1 (mod5)
f(1) 3 (mod 5)
f(4) = 4 (modb5)

I

ve F5 i¢inde tamkare olan sayilar, sadece;

(¥1)* = 1 (mod5)
(2> = 4 (mod5)

olmasi nedeniyle,
C(F5) = {07 (Oa :Fl)’ (27 :F1)7 (“27 :Fl)v (_17 :Fl)}
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den ibarettir. Burada, yukarida s6zl edilen toplam formilleri kullamlarak; P =
(x1,71) = (0,1) noktas: icin; 2P = (x3,y3) koordinatlari,

A= (322 4 2ax, + 0)(2y)""  (mod 5)
= (3.0°4+2.0041)(2.1)7"  (mod5)
= 3 (modbH),
v = —Ar; =1 —2.0=1 (mod 5) oldugundan;
13 = M—a—x21—1,=4 (mod?5),
Yys = -Arz—v=(-2)4—-1=2 (mod5)

ve boylece, 2P = (4, 2) olarak hesaplanir. Bu iglemlerin tekrarlanmasiyla da
3P =(2,1), 4P =(3,-1), ---

olmasi nedeniyle; #C(F5) = 9 oldugu dikkate alinacak olursa; P = (0,1) noktasinin
C(Fs) i iirettigi sonucuna varihir. Bu da, verilen C egrisi icin

C(F5) = Zy
oldugunu gosterir.

C(Fp) nin sonlu elemanli olmasi nedeniyle, sonlu iretilmig olacag agiktir.
Buna ragmen; C(F;) nin eleman sayisini, 6zel egriler hari¢ tam olarak belirlemede
kullanilabilecek olan herhangi-bir formiil heniiz gelistirilememistir. Bu nedenle,
agagida sadece 6zel egriler i¢in C(Fy) yi hesaplamada kullanilacak olan baz: 6zellik
ve teoremlere yer verilmigtir.

Fp, tizerinden bir dogrunun denklemi y = mz + s (mod p) olmak lizere bu
dogru iuzerindeki rasyonel noktalar tam olarak belirlenebilir. Cinki, Fp iginde z
in alacag her deger icin y belirlenmig olur, boylece dogru iizerinde p tane rasyonel
noktanin oldugu goriiliir, buna sonsuzdaki Y = mX + sZ (mod p) denkleminde
[1,m,0] a kargilik gelen noktanin da eklenmesiyle, verilen' dogru uzennde toplam
p + 1 tane rasyonel noktanin olmasi gerektigi sonucuna varilir. o

p # 0 ve f(z) katsayilan1 F, icinde olan bir polinom olmak iizere, C(Fp)
tizerindeki rasyonel noktalarin sayisi belirlenmek istenirse, daha once de oldugu gibi,
zo = 0,1,---,p — 1 i¢in f(xo) hesaplanir. Eger; f(zo) = 0 (mod p) ise y =
0 bir ¢6ziim olur. Diger yandan, sayilar kuramindan, Fy cisminin 1,2,---,p — 1
elemanlarindan yansinin tamkare yarisinin ise tamkare olmadig hatirlanacak olursa,
f(zo) #0 (mod p) icin 4> = f(z;) (mod p) yi saglayan en fazla 2 tane ¢oziim
bulunabilecegi ve bu tir her ¢6ziim igin de; y nin iki deger alabiliyor olmasindan
dolayi; toplam en fazla p tane rasyonel ¢6ziim bulunabilir. Buna sonsuzdaki noktann
da eklenmesiyle,

#C(Fp)=p+1+e¢

olur ki; burada hata terimi olarak adlandirilan € nun p den ¢ok kiiciik olacag aciktir.
Aynca burada f(z) in derecesi ile ilgili herhangi bir kisitlama olmadlgmdan dolay,
bu ifade; eliptik egriler i¢in de gecerlidir.
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Boylece; C : 42 = f(x) (mod p) efrisi lizerindeki rasyonel noktalarin sayisinin
bir dogru iizerindeki rasyonel noktalarin sayisindan ¢ok fazla olmadig sonucu ortaya
¢rkar. C cgrisi tizerindeki rasyonel noktalarm sayismi belirlemede olugan hata terimi
i¢in bir tahmin veren agagidaki teoreme gegmeden 6nce, teoremde sézii edilecek olan
genus kavramina kisa bir agikhk getirilinesi gerekir: f(z,y) € C[x,y], derf = d
olsun. Eger, f(x,y) polinomu C izerinden indirgenemez ve C;(C) tekil olmayan
bir egri ise, g = id_—ilzii—_?_l sayisina verilen egrinin genusu adi verilir. Buna gore,
herhangibir eliptik egrinin genusu 1 dir.

Teorem 2.8.1 (Hasse - Weil) : Fy, sonlu cismi tizerinden tamimlanan, indirgen-
emez ve tekil olmayan C egrisinin genusu g olsun. Bu durumda, C nin koordinatlan
Fy icinde olan noktalarinm sayisi, |¢| < 2.g.,/p olmak izere,

#C(Fp) =p+1+c

dur (Seigel ve Tate 1992).

C ; Fy, sonlu cismi iizerinden bir eliptik egri olmak tizere, Hasse-Weil Teoremi,
C nin genusu 1 oldugu igin,

~2/F<C(Fy) ~p—1<2vp

olmas: gerektigini ifade eder. Daha 6nceden belirtildigi gibi, her C egrisi icin #C(Fp)

yi tam olarak belirleyecek olan bir kriterin bulunamamasi nedeniyle; bazi matem-
atikciler ozel egriler icin #C(Fp) yi hesaplayabilmek i¢in yorucu ¢aligmalar yapm1§la,rd1r
Bu matematikgilerden biri de Gauss’dur. Gauss, Fp cismi iizerinden

?+y3=1 (modp) (2.8.1)

bi¢imindeki Fermat denkleminin projektif koordinatlarda belirledigi egri iizerindeki
rasyonel noktalarin sayisim belirleyebilmek i¢in agagida verilen teoremi ispatlamgtir.
{(2.8.1), denkle;mne, projektif koordinatlarda kargilik gelen denklem

X3+Y*+23=0 (modp) (2.8.2)

olsun. Burada agikar ¢6ziim olan (0,0, 0) noktasinin projektif diizleme ait olmamas
nedeniyle; rasyonel bir ¢6ziim olarak sayilmayacagi ve ayrica; @ # 0 olmak iizere
(0, Yo, 20) ¢Oziimii ile (axo, ayo,azo) ¢bziimlerine, projektif diizlemin tammu geregi,
tek bir ¢6ziim goziiyle bakilabilecegi unutulmamalidir.

Teorem 2.8.2 (Gauss) : z,y,z € Fy, olmak iizere; M, , (2.8.2) denkleminin
projektif ¢oziimleri sayisi olsun. Bu durumda,

() p#1 (mod3)ise M, =p+1 dir.
(b) p=1 (mod3)ise 3A, B € Z dyle ki 4p = A? + 27B? dir. Burada; A ve
B sayilari, igaretlerinin degistirilmesi, diginda tek tiirli belirlidir. Ek olarak, A nin

isareti A=1 (mod 3) olacak sekilde belirlenecek olursa, M, = p+ 1 + A dir.
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Burada, p = 1 (mod 3) olmasi durumunda; 4p = A* + 27B? denklemi;
A? = F1 (mod 3) olacagindan dolayr A nmin igarctinin uygun segilmesiyle A =
1 (mod 3) ifadesinin elde edilebilecegini gosterir.

Teoremin ispatina gegmeden 6nce Fp, sonlu cismiile ilgili bir hatirlatma yapilabilir;
bu da F,” ={1,2,---,p—1} in p—1 elemanl, carpimsal bir devirli grup olmasidir.

Ispat (a) : p# 1 (mod 3) ise, F* in mertebesi (yani, p — 1 ) 3 ile bolinmesz.
Boylece,
k: Fp© — Fp~
r — k(z)=42°

d611ﬁ§iifnii bir izomorfizm olur. Cinki, Vz,y € Fp" icin,
(i) k(zy) = 2*y® = k(z).k(y) oldugundan k bir homomorfizmdir.

(ii) k(z) =1 ise, 2® =1 ve 3{p — 1 olmasi nedeniyle, z = 1 olmalidir. Bu
da; k nin bire-bir oldugunu gosterir. Buna ek olarak, tanim ve goriinti kiimelerinin
ayn1 ve sonlu olmasi nedeniyle de, k nin 6rten olacag aciktir.

Boylece, 0> =0 (mod 3) oldugu da gbzoniine alinarak, F, nin her elemaninin
tek bir kiip koke sahip oldugu soylenebilir. 23 + y3 + 2® = 0 (mod p) nin ¢dziimleri
sayisi ile z4+y+2 = 0 (mod p) nin ¢éziimleri sayisinin ayni olmas: gerektigini gosterir.
z 4y + 2z = 0 (mod p) projektif diizlemde bir dogru denklemidir ve hatirlanacag
gibi bu dogru tzerindeki rasyonel noktalar sayisinin Fp, tizerinden p+1 oldugu daha
once incelenmigti; boylece M, = p 4 1 oldugu sonucuna varilir.

(b) : p=1 (mod 3) ise, Im € Z dyle kip = 3m +1 dir. 3 iin F,* mn
mertebesini bolmesi nedeniyle

k: F* — F°
z — k(z)=2°

déniligiimi bir homomorfizmdir (uyari; bire-bir ve orten degildir). R = Goérk =
{z® : =z € F,*} olmak lizere, R nin Fp* mm bir alt grubu olacag: aqktir. k&
doniigiimiintn gekirdegl, u € F,* ve u> = 1 (mod p) olmak iizere, 1,u,u? gibi
¢ elemandan olugmaktadir.

Ornegin, p = 13i¢in, R = {F1,¥5} ve Cek k = {1, 3,9} olur. R nin elemanlar
kibik rezidiler olarak adlandimlir. F,* i¢inde R nin belirledigi ¢ eskimeden R
nin digindaki ikisi & ve 7 ise, s € Fp* \ R olmak lizere S = sR ve T = R
olarak ifade edilebilir. p = 13 6rneginde; s = 2 secilirse; S = 2R = {F2,F10} ve
T =22R = {F4,F7}.

R , 8§ ve T nin bu sekilde belirlenmesiyle; F, nin kesigmeyen kiimelerin
birlegimi geklinde, Fp = {0} URUS U T , ifade edilebilecegi kolayca goriilebilir.
Ayrica burada, egkiimelerin eleman sayisinin egit olmasi gerektiginden dolay;; R, S
ve T nin herbirinin eleman sayis1 m dir. Diger yandan, Vo € R igin —z € R
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olacagindan, R = —R ve s € F~ \Rigin, S =sR=—-sR=-5,T = 'R =
—?R = —T olur. Bu agiklamalarm gy altinda, M, sayisim1 R, S ve T ye bagh
olarak ifade edebilmek icin yeni bir sembole ihtiyag duyulmaktadir. Bu da; 3", Y,
2 F,, cisminin alt kiimeleri olmak tzere; (X, Y, Z] veya [YYZ] semboli x € A,
yeY,z€Zver+y+:=01saglayan (z,y, z) iclilerinin sayis1 yani,
(X, ), 2] = [AVZ] =#{(r.y,z): € X,y € V,zeZ,z+y+z=0}

olsun. “ Bu semboliin terimleri icinde M, ¢oziimlerinin sayis1 ne kadardir 7”7 sorusu-
nun cevabi, iki adimda verilebilir:

z , y ve z nin higbirisi sifir olmamak izere, 2 +1y3+22 =0 (mod p)
nin ¢oziimleri diigiiniildiigiinde, ii¢ tane sifirdan farklr kiipiin toplamini sifir ola-
cak sekilde ifade etmenin sayisiin [RRR] olacag agiktir. Fakat, burada her kiip
icin fi¢ tane miimkiin durum soézkonusu olacagindan dolay: da; z , y ve z sifirdan
farkl: olmak iizere, (3.2.2) nin ¢oziimleri say1s1 27.[RRR] olur. a # 0 igin (z,y, 2)
ve (ax,ay,az) ¢ozimlerinde herhangi bir kisitlama yapilmadigindan dolayi, @ nin
alabilecegi deger sayisi p — 1 olmasi nedeniyle, istenen projektif ¢oziimler sayisi

21[RRR] _ 27[RRR] _ 9[RRR]
p—1 —  3m T om

olmalidir.

z ,y , z sayilarindan birisi sifir oldugunda, Grnegin z = 0 oldugunda, (2.8.2)
‘nin acaba kag tane projektif ¢dziimi vardir? Bu durumda, (0,0, 0) ¢bziimii projektif
bir ¢oziim olmadigindan, ne z ne de y sifir olamaz. Dolayisiyla, Vz € Fp" icin
y® = —z® {in daha once sbz edildigi gibi; —z , —uz ve —u?z olan ig tane ¢oziimii
olmast nedeniyle; (z,y,0) bicimindeki ¢bziim sayisi 3.(p — 1) olmahdir. z = 0 igin
yapilan iglemler z , y i¢in de diigiiniilecek olursa; toplam 9.(p — 1) ¢oziim olur ama
(z,y, 2) ile (az,ay, az) nin ayn nokta olmas: nedeniyle de; sozii edilen ¢oziim sayis:

?;’(91’__—11_1 = 9 olarak elde edilir.

Son olarak,,‘yukandaki iki hesabin birlestirilmesiyle, M, nin
' 9[RRR) [RRR]
m m

M, = +9=9( +1)

bigiminde oldugu gérilir.
[XYZ] semboliiniin sagladig ozelliklerden birkag: asagidaki gibidir:
® ZNW =0ise [YV(ZNW)] = [XVZ]+ [XIW] dir.
® [XYZ]=[¥Z)] = [VXZ] = [VEX] = [2XV] = [ZVX] dir.
® aX ={az:ze€ X} olmak iizere, a # 0 igin [YVZ] = [aX,a),aZ] dir.

Fp = {0}JURUSUT kesigmeyen kiimelerin birlegimi seklinde ve [RRF,] = m?
olmasi nedeniyle,

[RR{0}] + [RRR] + [RRS] + [RRT] = m?
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olur. s € S vet € T icin,

[RRS] = [sR,sR,sR] = [SST] ve
[RRT] = [tRRAR] = [TTS]
olmasi nedeniyle,
[RR{0}] + [RRR] + [SST|TTS] = m? (2.8.3)
[{0}7S] + [RTS] + [STS|TTS] = m? (2.8.4)

esitliginin saglandigs gérilir. SNT = @ ve —S§ = S oldugundan, [{0}7S] =0 ve
ayrica, —R = R olmasi nedeniyle de; [RR{0}] = m egitlikleri kullanilarak; (2.8.3)
ve (2.8.4) iin esitlenmesiyle; m + [RRR] = [RT S] ve boylece,

M, = 9.[RTS]
m

formiilii elde edilir. Burada, [RTS] nin belirlenmesiyle M, nin belirlenebilecegi
gerceginden hareketle ispatin geri kalan kisminda, [RT 8] nin hesaplanabilecegi bir
metod geligtirilecektir.

£ = 7 olmak {izere birimin p— inci kﬁkleri, 1=¢,¢,-.-, ¢ oldugu
hatirlanacak olursa, burada £ = £ <= a = b (mod p) ve ayrica gett =
¢.£* (mod p) ozelliklerinin saglanacag) Kolayca goriilebilir. ‘ o

Bu agiklamalardan sonra,

=YY€ , a=>.6 , as=) ¢

rer s€ES teT

olarak tanmmlandifinda, oy , a3 , a3 sayilan birimin m farkh kokinun toplami olur
ve bunlar Kibik Gauss Toplamlar: olarak adlandinhr. o; lerin herhangi ikisinin,
ornegin a; ile a3 in, carpim ' ' ' )

Q9.03 = Z {s. Z ﬁt = Z s+t Z Nz§$

SES teT SESHET zeF

biciminde ifade edilebilir ve burada; N, , s€ S , t € T olmak lizere, s+t =z i
saglayan (s,t) ikililerinin sayisim gostermektedir.

r € Rigin, A, = [ST{-2z}] =[S, TT,{—TQ}] = [§T{-rz}] = N:

oldugundan, N, in sadece R , S veya T ye bagh olmas: gerektigi sonucuna varilir.
Boylece,

[STR] , z€R
mMN, =[§,T,R.]=13 [STS] , z€S
[STT] , z€T

olur. @, b, c tamsayilan [STR] = m.a , [STS] = m.b ve [STT] = m.c olacak
sekilde tanimlanacak olursa,

M,=9.a ve azaz=ac +ba;+cas
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oldugu goriliir. @ nin belirlenebilmesi icin, aza; ve aja, benzer sekilde hesaplanarak
a3y = aog + baz + cay,

aja; = aas + bay + cay

esitlikleri elde edilir. Diger yandan,
0= (€~ 1)= (€~ 1) + €+ +1)
ve £ # 1 olmasi nedeniyle,
F 44 41=0

dan, o; + a2 + a3 = —1 oldugu agiktir. Yukarida belirlenen, a;a; ¢arpimlar: taraf
tarafa toplanacak olursa;

a0y +ajaz3t+ oz =(a+b+c)(lay+az+az)=—(a+b+c)
ve ayrica,

m(a+b+e¢) = [STR]+[STS]+[STT]
= [ST(RUSUT))
= [STF~[ST {0}}=m®

esitliginden yararlanarak,
oy + oj03 + a3 = —m
oldugu gorilir. Boylece;
a? + a? +_03>21—,,"f' (011 + ag + az)? —'2(.(11027 + a3+ azoz) =1 .+ 2m -

olur. ayaza3 ¢arpimi

ar(azas) = ai(aey + baz + cas),
az(i03) = az(aas + bas + cay),
as(oaz) = asz(aas + ba; + cay)

egitliklerinin taraf tarafa toplanmasiyla, & = 2a — b — ¢ = 3a — m olmak tizere,
3ajo03 =a(l+2m) + (b+ c)(—m) =a+ k.m

bi¢iminde ifade edilebilir. Burada, & nin belirlenmesi durumunda, M, = 9.a =
3(k + m) = 3k + p — 1 olmasi nedeniyle, M, nin de belirlenmig olacag aciktir.

a+km

Fi)=(t—).(t—a).(t —a3) =t* +1* —mi — 3
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olsun. I(1) nin, Dy ile gosterilecek olan diskriminanty, a;a; ¢arpimlan yardimiyla
hesaplanabilir; ¢iinki,

\/’LTJ = (a3 —az)(ay — az)(az — a3)
= aaz(ay — a3) + azai(az — ay) + ojog(a; — ay)
= (ao; + boy + cajz)(az — a3) + (aaz + bas + coy)(a3 — ay)
+(aas + bay + cay)(ay — ag)
(b— ) ar? + a2 + a3® — 103 — 0103 — aza3)
(b—e)(1 + 3m)
= (b—c)p

- .

dir.
i=1,2,3i¢in B; = 1 + 3¢; olarak tammlandiginda,

b+B+0 = 0,
BB+ Bifs+ Paffs = —3p,
BiBafs = 3k —2

olur. Kokleri B; olan denklem G(2) ile gosterilecek olursa;
G(t) = (t =)t —B:)(t — Ba) = * — 3pt — (3k — 2)p
olacagindan, A = 3k — 2 igin M, nin teoremde sozii edilen bigimde, yani
M,=3k+p—-1=p+1+A

olarak yazilabilecegi sonucuna varilir. Ispatin tam olarak yapilabilmesi i¢in, A =
3k — 2 nin teoremde ifade edilen kogullar1 sagladigim gostermek gerekir.

D, , G(t) polinomunun diskrminanti olmak iizere, kiibik denklemler i¢in diskrim-
inant formiiliinden

D, = —4(-3p)° - 27(A.p)?
= 4.27p° —271A*p?

olur. Diger yandan; 3; — 8; = 3(a; — a;) olmas: nedéniyle
D, = 27°.D;
olmalidir. D, i¢in elde edilen bu iki esitlikten,
4.27p° — 21A%p* = 272.D; = 27%.(b— ¢)?.p°

elde edlhr Bu esitligin her iki tarafinin p? ile sadelestirilmesiyle, B = b — ¢ olmak
tizere,

4p=A*+4+27B°
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ve

A=3k-2=1 (mod 3)

olduéu gorulir.

Buraya kadar yapilan ispatta, A, B € Z olmak iizere, 4p nin 4p = A? 4 27B?
bigiminde ifade cdilebilecegi, A =1  (mod  3) ve M, = p+1+ A oldugu gosterilmig
oldu. Ispatin bitirilmesi i¢in de; A ve B nin, igaret farkiyla, tektiirli belirli oldugu
gosterilmelidir.

Kabul edelim ki, 4p nin 4p = A4,® 4+ 27B,;? gibi bagka bir ifadesi daha olsun.
Bu durumda,

4p(B® ~ B*) = (A?+421B%)B,%® - (A,* +21B,%)B?
= (AB] + AlB)(ABl - A]B)

olur ve p sayisimm esitligin sol tarafindaki ifadeyi boélmesi nedeniyle, p nin sag
taraftaki carpanlardan birisini bolmesi gerekir. p|(AB; — A; B) olsun. 4p igin verilen
iki ifadenin ¢arpimu ile,

16p* = (A® + 27B%)(As® + 27B,%) = A’A\” 4+ 21B*A;* + 21B,*A* 4+ 21’ B’ B,

ve buradan

- 16])2—(AA] +27BB;)2 = 27(AB] ‘—AlB)2 .
elde edilir. p|(AB; — A;B) olmasi nedeniyle de;

AA; + 27BB, , AB, +27A,B
__p___) - 27(__p__

16 — ( )’

esitligi gerceklegir. Bu egitligin sol tarafi 16 dan kiigiik bir say1, sag tarafi ise 27 nin
pozitif bir kat1 olacagindan dolayy; esitlik sadece iki tarafin da sifir olmasi durumunda
sézkonusu olur. Burada, AB; — A;B = 0 olacagindan, A = 4L = Bl icin A; = XA,
B, = AB esitlikleri, IR ‘

- A% 4 271B? = 4p = A,® 4+ 27B,?

denkleminde yerlestirildiginde; A2 = 1 ve boylece A = F1 olabilecegi goriilir. A =
F1 igcin A = F A, ve B = I B, olmasi nedeniyle; p|{(AB; — A;B) durumunda ispat
biter. Diger yandan, p|(AB; + A;B) icin de benzer iglemler yapilarak

16p2 - (AA1 + QTBB1)2 = 27(AB1 + AlB)2

esitligi elde edilir. Burada, p esitligin sag tarafindaki ifadeyi boldiigiinden, p[(AA; +
27BB,) olmahdir. Bu durum yukarida incelendiginden dolayi, ispat bitmis olur.

p=1 (mod 3) olacak sekildeki kiigiik p asal sayilar: i¢in; 4p = A% + 27B?
yi saglayan A ve B tamsayilari kolayca bulunabilir. Boylece, M, belirlenmis olur.
Kiigiik p lere karsilik gelen A , B ve M,, degerleri ile ilgili bir ¢izelgeye asagida yer
verilmigtir.
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Cizelge 2.8.1  Kiiciik p asal sayilar icin A, B ve M,, degerleri

(b [A[B[M,=ATp¥i]

[ 1 1 9
13 -9 1 9
19 7 1 27
31 4 2. 36

4027 1 -104 | 14 3924

Burada, M, lerin 9 un bir kat: olmas)1 durumu bir tesadif degildir. Ciinka,
Gauss Teoremi’nin ispat:1 hatirlanacak olursa, M, , a € Z olmak iizere, M, = 9.a
bigiminde ifade edilmigti.
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3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu tez cahgmasinda C(R) bir eliptik egri ve O € €(Q) olmak iizere, 6ncelikle
C(Q) grubunun C(R) nin bir altgrubu oldugu kamtlandi. Daha sonra, C(Q)
grubunun sonlu nokta kullanilarak iretilebilecegini ifade eden Mordell Teoremi'nin,
ispatinda ileri derecede cebirsel sayilar teorisi kullamldigi ve ispat bigimi besinci
boliimde yapilan ispata benzer oldugu icin bu ¢aligmada, C(Q) nun mertebesi iki
olan bir noktasimin varlif kabul edilerek Mordell Teoremi ispatlandi. Boylece, Sonlu
iretilimig Abel Gruplarimim Temel Teoremi’nden, uygun bir r € N |, ¢t =1,2,...,s
icin p; bir asal say1 ve v; € N olmak tzere

C(Q)g\ZQZ@.“®E®Zp,"I @sz'Q @"'@,Zpsvg

r tane

bigiminde olacag elde edildi.

C(Q) nun yapis: ve sahip oldugu 6zelliklerle ilgili olarak yapilan ¢aliginalarda,
C(Q) nun rank: olarak adlandirilan yukandaki r sayisinm en fazla 15 olmasi duru-
munda eliptik egri 6rneklerinin bulunabildigi; fakat, » > 16 igin heniz bir eliptik
egri ornegine rastlamlmadig gorilmigtiir. Kisacasi, r nin alabilecegi maksimum
deger heniiz kesin olarak belirlenememistir. Bu konuda ¢aligmalar devam etmekte-

dir.

- Diger yandan, C(Q) nun mertebesi sonlu olan noktalanndan olugan ve burkulma
(torsion) grubu olarak adlandirilan, Z,,« @ Zp,e2 @ - - - @ Z,,vs grubu ile ilgili olarak
elde edilen sonuclardan bazilari sunlardir:

-a) Nagell-Lutz Teoremi kullamlarak C(Q) nun mertebesi sonlu olan biitdn
noktalar: belirlenebilir, dolayisiyla da torsC(Q) nun bitiin noktalar: belirlenebilir.

b) Mazur Teoremi ile herhangi bir eliptik egri i¢in torsC(Q) gruplarinin

izomorf olacag 15 grup elde edilerek Nagell-Lutz Teoremi yardimiyla, torsC(Q)
nun izomorf oldugu grup tam olarak belirlenebilir.
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4. SONUC

Sayilar teorisinde 6nemli problemlerden biri katsayilan tamsay: olan polinom
denklemlerin, yani Diophantus denklemlerinin tam veya rasyonel ¢oziimlerini belir-
lemektir.

Yukanidaki ozelliklere sahip bir f(z,y) = ¥ a;2'y = 0 denklemi ele
i+3<3

alindiginda, bu denklemin biitlin tam veya rasyonel ¢oziimlerini belirlemek dahi
o kadar kolay degildir. Bu nedenle, f(z,y) = 0 in belirledigi egri eger bir eliptik
egri ise, egri uizerinde bir rasyonel nokta belirlendikten sonra Mordell Teoremi’nden
yararlanarak diger tim rasyonel noktalar tretilebilir. Dolayisiyla, bu durumda
f(x,y) = 0 1n tim tam veya rasyonel ¢oziimleri belirlenmis olur.

Diger yandan, eger f(z,y) = 0 in belirledigi egri bir eliptik egri degil (yani,
tekil kiibik egri) ise tekil nokta digindaki herhangi bir rasyonel nokta kullanilarak
teget ve kirig yontemiyle bagka rasyonel noktalar elde edilebilir.

Verilen tekil kiibik egrinin sonlu tiretilmis bir Abel grubu olup olmadig: heniiz
tam olarak (y* = 2® , y* = 2® + z? diginda) helirlenemediginden dolayi, egri
tizerindeki tiim rasyonel noktalar1 tam olarak belirlemek zordur. Fakat, kiibik
egrilerin biiyiik bir gogunlugunu olusturan eliptik egriler i¢in, bu problem ¢oziilmiistiir.

Sonug olarak denilebilir ki, eger tekil kiibik eéri]erﬂ fizerindeki tiim ra,sy(;nel
noktalar1 verebilecek bir yontem gelistirilebilirse, iki degiskenli ve derecesi ii¢ olan
Diophantus denklemlerinin tiim rasyonel (dolayisiyla, tamsay1) ¢éziimleri belirlenmisg
olur.
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5. OZET

Katsayilar rasyonel sayilar olan f(x,y) = > a;x'y? = 0 kibik denklemi,
i+7<3

uygun doniigiimlerle, Weierstrass normal formu olarak bilinen
yY=gx)=r3+ax’+br+c a,b,ceQ (5.1)

bigimine déniistirilebilir. Eger burada g(z) = 0 n farkh karmagik kékleri var ise,
(5.1) denkleminin belirledigi egriye Q tizerinden bir eliptik egridir denir.

Bir eliptik egri iizerinde bulunan herhangi iki, P ve R noktasindan gegen
dogru bu egriyi tektirli belirli liglincli bir noktada keser. Iste bu noktanin z-
cksenine gore simetrigi olan nokta, verilen iki noktamn toplami, yani P + R nok-
tasi olarak tammlanir. Toplama igleminin bu gekilde tanimlanmasiyla, eliptik egri
tizerindeki noktalar kiimesi birim eleman: egrinin sonsuzdaki noktasi olan bir Abel

grubu olugturur.

- Verilen eliptik egri iizerindeki bir P = (x,y) noktas! i¢in eger z,y € Q ise
bu noktaya egrinin bir rasyonel noktasi denir. Eger egrinin sonsuzdaki noktas: bir
rasyonel nokta olarak ele ahnirsa, rasyonel noktalardan -olusan kiime verilen elip-
tik egri lizerindeki noktalar grubunun bir altgrubunu olusturur. Bu tezin amac,
bu altgrubun yapisim ve ozelliklerini incelemektir. Bu baglamda akla gelebilecek
sorulardan biri gudur: Acaba bu altgrup sonlu mudur, veya sonlu {iretilmig bir Abel
grubu mudur? Bu sorunun yaniti, evettir. Bu sorunun yamti, séz konusu grubun
sonlu tretilmig Abel grubu oldugunu ifade eden Mordell Teoremidir. Tezin bir-
inci bolimiinde, konu ile ilgili 6n bilgiler verilmis ve gosterimler tanitilmigtir. Tezin
ikinci bolimiinde yikseklik kavrami ve baz1 homomorfizm déniigtimlerinden yararla-
narak, Mordell Teoremi’nin ispatina (mertebesi iki olan bir rasyonel noktanin varlig
durumunda) yer verilmig ve bununla ilgili bir kag¢ 6rnek yapilmigtir.

Sonlu ﬂretilm@ Abel Gruplarinin Temel Teoremi’nden yararlanarak, bir elip-
tik egri lizerindeki rasyonel noktalar grubunu incelemek yerine bu grubun izomorf
oldugu ve Z ile Z,,v lerin dolaysiz toplamindan olugan grubu belirleyebilmek yeter-
lidir. Ginkii, Z ile Z,; lerin yapilar: ve ozellikleri ¢ok iyi bilindigi i¢in rasyonel
noktalar grubu hakkinda bir¢ok sonug kolayca elde edilmis olur.

Birinci béliimde ifade edilen Nagell-Lutz ve Mazur teoremleri yardimiyla rasy-
onel noktalar grubunun mertebesi sonlu olan noktalarindan olugsan grubun tam
olarak belirlenebildigi gorilmiistiir. Bununla beraber, bu grubun ranki olarak ad-
landirilan r says: ile ilgili olarak, bugiline kadar, » > 15 olan herhangi bir eliptik

egri ornegi bulunamamistir.

Sadece R veya Q cismi igin degil de herhangi bir F cismi (sonlu veya sonsuz)
tizerinden eliptik egriler diigiiniilebileceginden dolayi, iiglincili boliimde sonlu cisimler
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tizerinden eliptik egri kavramimn tammu verilmigtir. Bu tir eliptik egriler igin de
rasyonel nokta kavrami tamimlanarak 6zel bir eliptik egri icin bu egri izerindeki
rasyoncel noktalarin sayisim veren Gauss Teoremi ifade ve ispat edilmigtir.
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6. SUMMARY

It 15 well kown that by suitable transforiations a cubic equation of the form

fay)= Y aja’y’ =0
i+i<3
with rational cocfficients can be transformed into an eguation of the following form
which is referred to as Weierstrass Normal Form:

¥y =g(z) =2+ ax? + bz +c; a,b,c €Q (6.1)

If the equation g(z) = 0 has distinct complex roots, then the curve given by the
equation (6.1) is called an elliptic curve over Q.

If P and R are two points on an elliptic curve, then the line joining these two
points intersects the curve in a uniquely determined third point. The symmetric
partner of this point about the z—axis is defined to be the sum P + R of the points
P and R . With this definition of addition, the set of points on the elliptic curve
becomes an Abeliangroup whose identity element is the point at infinity of the
elliptic curve. ' ‘

Given an elliptic curve and a point P = (z,y) on it; if z,y € Q , then P
is callad a rational point of the curve: If the point at infinity is consedered as a
rational point, then the set of rational points constitutes s subgroup of the group
of points on the elliptic curve. The aim of this thesis is to investigate the structure
and properties of this subgroup. One of the questions that one might ask, in this
context, is whether or not this subgroup finite or finitely generated. The answer to
this question is Mordell’s Theorem which states that the subgroup of rational points
is a finitely generated Abelian group.

In the first chapter of the thesis we give the preliminaries and introduce the
notations. In the second chapter, we give the proof of Mordell’s Theorem (under the
assumption that there is a rational point of order two) where we use the the concept
of height and also some homomorphic mappings. We also give some examples in ~
connection with Mordell’s Theorem.

Since the Fundamental Theorem of Finitely Generated Abelian groups gives
the structure of such groups completely; one can say that the structure of the group
of rational points of an elliptic curve is completely described by Mordell’s Theorem.

By means of Nagel-Lutz Theorem and Mazur’s Theorem the we have stated
in the first chapter, it is possble to determine the subgroup of elements of finite
order in the group of rational points of elliptic curves over Q. However, not much is
known about the rank r of this group, and so far, no example is given for an elliptic
curve with r > 15.

In the third chapter of the thesis, we give the definition of elliptic curves over
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finite fields. We introduce the concept of rational points in that case also, and we
reproduce the proof of a theorem of Gauss which gives the number of rational points
«.. of a particular clliptic curve over a finite ficld.
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