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O ZET

Lineer Diferansiyel Denklemler cesitli bilim dallarinda
her zaman geni@ bir ¢alisma alani olmustur. Fakat modern bi-
limde bazi dogal olaylar lineer olma 6zelligi ile agiklana-
madigindan Non-Lineer Diferansiyel denklemlere basvurma zo-

runlulugu ortaya Gikmistair.

Non-Lineer diferansiyel denklemlerle daha ¢ok miihendis-
ler ilgilehmiglerdir. Bu denklemlerin c¢&ziim ySntemlerindeki
arastirmalar teorik matematikciler tarafindan ihmal edilmis-

tir. I1k ¢alismalar Amerika Rusya ve ingiltere baslatilmis-
tzr.

Bu denklemler geneliikle bilinen fonksiyonlar cinsinden
integre edilemez. Bu bakimdan problemin fiziksel nltellkle—

rine uygun yaklasik céziimler bulunur

ki béliimden meydana gelen bu ¢alismanin birinci bsli-
minde tam olarak integre edilebilir Non-Lineer Diferansiyel

denklemlere Srnekler verilmistir.

Ikinci béliimde Eliptik Integraller ve Eliptik fonksi-

yonlarla integre edilebilir Non-Lineer diferansiyel denklem-

ler incelenmistir.




SUMMARY

Linear Differential Equations is always large studying
subject in different science sections but in modern science,
some natural events can not be explain by linear charaéte—
ristics, therefore necessity to apply Non-Linear Differenti-

al equations appeared,

Most of the time the Non-Linear Differential equations
are used by Engineers. The solution methods of this equations
neglected by the theoretical mathematians. The first study

was started in USA, Russia and United Kingdam (England).

That Equations generally was not integrable as the kind
of the known functions. Therefore, approximate solutions are
found which is appropriate with physical quality of a prob-

lem.

In this study which two parts the first part of it
Examples of exactly intégrable non-lineer differential

equations were given.

: In the second part, elliptic integrals and non-lineer
differential equations which can be integrable by eliptic

functions studied.



BOLUM 1

INTEGRE EDILEBILIR NON-LINEER DIiFERANSTYEL DENKLEMLER

1.1. Giris

Bir adi diferansiyel denklemde ¥y bagimli degiskeni wve
y nin tiirevleri birinci dereceden ise ve bu denklem yy',
v oyt ¥ y3 gibi terimleri igermiyorsa bu diferansiyel denk-
leme y ye gdre lineerdir denir. Eger y nin veya tﬁrévlerinin
dereceleri birbirine benzemiyorsa ya da denklem y yi ve tii-

revlerinin ¢arpimlarini igeriyofsa bu diferansiyel denkleme

non-lineerdir denir.

ﬁrnegin:

d

>4

' 3
denklemi ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemdir. x~

5 : . . . : ;
ve X terimleri denklemin lineer olmasini etkilemez.

2 2
L + v B + y2=0 ve Ll + (g1)1/2+y=0
dx 2 dx
dx dx
denklemleri ikinci mertebeden non-lineer diferansiyel denk-

lemlerdir.

Bu b&limde eliptik integrallere basvurmadan tam olarak
integre edilebilir denklemler . ele alrnacaktir. Ilk olarak
asafida verilen 3 basit Srnekle non-lineer denklemle lineer

denklemlerin integrasyon sabitlerinin farkllllgl aciklanmis-

TALE &
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diferansiyel denkleminin X=X icin V=Y baslangi¢ sartini
saglayan c¢Oziimiini bulalaim.
| A bir sabit olmak lizere diferansiyel denklem

xdx+ydy=0
seklinde yazilip integre edilirse

x2+y2=A

elde edilir. Baslangi¢ sartandan x§+y§=A=az bulunur. Denkle-
min ¢Ozimi
2
X +y =a

dir. Bu da ayni merkezli a yarigapli cember ailesini goste-
rir. Coziim

55 (5B e

seklindede yazilabilir. Bu nedenle y iki degerli ve integ-

rasyon sabiti a2 ninde bir fonksiyonudur.

Oysa

QE-
b

+ L -0
X

diferansiyel denkleminin coziimii

A1
T %
dir. Burada Al#O baslangi¢ sartina bagli. bir keyfi carpan-
dir. '
29) ' dy _ x+y
: dx X—-y

diferansiyel denkleminin x=1 icgin y=1 Ba@langlg sartini sag-

layan ¢Oziimiini bulalim.
Diferansiyel denklem

(x+y)dx=(x-y)dy , {1}

. seklinde yazilip




x=rcosd y=rsind
doniistimii uygulanirsa

dx=cos@dr-rsin0d®
dy=sinO@dr+rcos@do

olmak ilizere (1) denklemi
(cos@+$in@)(cos@dr—rsin@de)=(cos@—sin@)(sin@dr+rcos®de)

seklini alair. Buradan

dr _

de
logr=0+c

sonucu bulupur. r ve O nin degerleri yerime yazildifinda

% log(x2+y2)—arctan % = c

elde edilir. Baslangi¢ sartindan c=1/2(log2-1/2%) olur.Denk-
lemin ¢Gziimi;
1
% 108(X2+Y2)—2[arctan(§) v W]: 0

dir. Denklemin X=x_ y=y_ baslangic sarti icin ¢dziimii:

Z_ 3 i
log [Lz—ii—l-]jqarctan (l)“arCtan(—g)}=O
Z 9 X *
(X0+Y0) i °

dir. Yine burada non-lineer diferansiyel denklemin ¢Ozlmi-

niin, baslangi¢ sartinin bir fonksiyonu oldugu goriilmektedir.
dx v

diferansiyel denkleminin ¢oziimiini bulalim. Denklemde y=vx

doniisimii yapilirsa

dy _ (4v
dx X(dx)+V

olmak ilizere




olur. A bir sabit olmak iizere

v d d
1——12+ f 75 = 1l6gh
(v-1)
1
log{v-1)+logx-loghA = —

elde edilir. Buradan

x(v—-1 1
1og X A‘l =~ 1

(Y—X}v:Ae(X/Y_X)

¢Oztmi bulunur. Burada y, A nmin bir fonksiyonudur.

1.2. Bernoulli Denklemi

Bernoulli diferansiyel denklemi

day N u
o +F E(x)y=g(x)y

seklindedir. f(x) ve g(x) =x'in siirekli fonksiyonlaradar. u
sifirdan veya 1'den farklidair. Bu y nin non-lineer olmasini

gerektirir.

Denklemde

dénilislimii yapalirsa;

du 3 (1-wmy 4L (2)

dx dx

olmak lizere;

%% + (1-w)E(x)u=(1-u)f(x)

elde edilir. Bu denklem birinci mertebeden bir lineer dife-
ransiyel denklemdir.
du

P E(x)u=y(x)
dx

-
¢

seklindeki lineer bir denklemin genel ¢Ozimi




x b 4 x
fe(x)dx [ g(x)dx [ g(x)dx
u=ce +e [ x(x)e | dx (3)

olduguna gdre (2) denkleminin genel ¢dziimil

X X
w-1)[ £(x)dx a (U—l)e(u_l)f f(x)dx fX g(x)e(l—LDfxf(x)dxdx
(4)

u=ce

dir. Sonug olarak
y:ul/(l‘”)

elde edilir.

1-3; Riccati Denklemi ;

Riccati diferansiyel denklemi

SL 4 ay ayf(x)+g(x)=0

seklindedir. £(x) ve g(x) =x'in siirekli fonksiyonlaraidar.
Denklemde fx :
u=e? ydx (5)

dontlisiimi yapilairsa
2 2
u'=ayu u'"=(ay'+a"y )u
olmak iizere

i - du
S84 f(x) Iz + ag(x)u=0

dx2

elde edilir. Bu denklem ikinci mertebeden bir lineer dife-

ransiyel denklemdir.

1724 yilinda Riccatinin buldugu denklem

; dy
- dx
dir. Bu denklem (5) doniisiimi ile

+ ay>—bg" =D (6)




5 abxHu=0 (7)
dx

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denkleme d&nisiir. Bu

denklem Bessel fonksiyonu gibi géziilebilir.

d2
dx2

an, A
dx + klx u=0

[y

o
+-—.
X
diferansiyel denkleminin ¢oziimii

u=xp[}Jv(kxq)+BJ;v(kxq)]'

dir. Burada p=1/2(q+1), v=(a+l)/(u+2), k=2k1/(u+2),q=p/v=(1/2u+1) ve
v tam degildir. (7) denkleminin c§ziimii a=0, kiz—ab yazila-
rak elde edilir. Bu durumda p=1/2v, v=1f(u+2), k:21(ab)l/2/
(u+2), q=(1/2nu+1) dir. Iv(z)=e‘1/2VTTiJv(zi) seklindeki
Bessel fonksiyonu igin ¢8ziim
| 1
gy T 2 (4,1, (1x®)+B T 4 (1x9)]=x"Y (8)

dir. Burada 1=2(ab)1/2

y=u'/au oldugundan ¥'=d¥/dx ile (8) denkleminden
1 1

Yy x2 vl /axzw

/(n+2) ve A_,B keyfi sabitlerdir.
1°71

- A
y=11/2 x 2

l L}H =
{5;.+ @r} #

n |

q-1 | q - q
{;L X qu [AlIV(lz})+BlI“y_(lx )]} (9)
2x o

I
o =

e} 1 ~T 1
_ L ogrs 21 x [IV+CI_y]

Zax [1V+Cr_y]

elde edilir. Burada c=B1/Al y fonksiyenunun ihtegrasyon sa-
bitidir. Ciinkid (6) denklemi birinci mertebeden bir denklem-

dir ve sadece bir integrasyon sabiti vardir.




Ornek

d
&L 4y ryxg(x)-g(x)=0

diferansiyel denklemini ¢dzelim.

Bu denklem bir Riccati diferansiyel denklemidir. Burada

a=1l f(x)=-xg(x) dir. Denklem

Lo + y2+g(x)[yx—1]=0

dx
seklinde vyazilabilir. Bunun bir ©zel g¢oziimil y1=l/x dir.
Denklemde
1 1
y¥=5%+*%5
donisiimi yaplldlglnda
dv 2
dx (x e g e =l

elde edilir. c bir integrasyon sabiti olmak fizere, denklemin
cozilmi

.5

e—f[(Q/x)+xg]dx dx

f[(Q/X)+Xg]dX f[(Z/x)+xg]dX
£e ' . + e J

: x
=cx2efngx+x2efngXf emfxgdxdx/xz
ddz .

v yerine deSeri yazildiginda

i}
l/x(xy—l)=cefngX+engde e_Ingde/x2

elde edilir.
1.4. Denklem Sistemleri
dy - . 2 2.1/2
T =24y [(y%+27) 7 7-24] (L0
dz 2. .2.1/2
dx =~y+2[(Y +z°) ”za] (11)

denklem sistemini ¢6zelim. (10) denklemi y, (11) denklemi

z ile ¢arpilip toplanirsa




yy’+zz'=(y2+zz)[(y2+22)1/2—23]

1 d N R g, . 2142
7 Ay (Vo rzT)=(y"+z2") [(yT+27) 22
. 2..2.1/2 N . s
elde edilir. (y“+z%) =u ddnlsimi yapilip integre edilirse
denklem,
du
f se— =‘fdx+A1
u -2au

olur. Buradan
1 u _
2a log(2a—u)hx+A1
u _l' 2ax
(2a-u) he
o . . . 2 2.1/ 2
elde edilir. Bir integrasyon sabiti ve 2a>(x"+z7)

olmak

lizere ¢Oziim;

(y2+22)}/2

[éa—(y2+z2)1/2]

_ Aean

dir.

1.5. Ikinci Mertebeden Denklemler

Ikinci mertebeden bir lineer diferansiyel denklemin 1i-
neer bafimsiz iki farkli ¢6zimi vardair ve bu gOziimler oran-
tily degiidir. Ornegin Y175

f+m2y=0 (12)
denkleminin iki farkli ¢8ziimi olsun. Bu durumda denklemin
genel g¢oziimi

- (13
y Aly1+A2¥2 _ (_ )
dir. A1 ve A2 sifirdan farkli keyfi sabitlerdir.

Eger bir by3lterimi (12) denklemine eklenirse

f+ay+by3=0 (a=w2) (14)

non-lineer diféransiyel denklemi elde edilir. (14) denklemi-
nin genel ¢oziimi (12) deki gibi degildir. Ciinkii bir non-1li-

neer diferansiyel denklemin ¢@zimii lineer bagimsiz olmayabilir.



Bir fizik probleminde genel ¢oziim, baslangic¢c sartlari veya

sinir sartlari icin belirlenen bu sabitlerin bir fonksiyonu-

dur. (13) deki A A2 sadece birer garpandir ve bunlarin de-

l 3
gerleri baslangi¢ sartlarindan bulunabilir. Bu degerler (12)
de verilen mekanik sistemin salinimlarainin (27/W) peryodunu
etkilemez., Fakat (14)'e karsilak gelen peryot baslangig

sartlarainin bir fonksiyonudur.

27

dy _ ,2y-1, ,dy.2
1'6' 2 - ( 2 ) (dX)

dx vy +1

Diferansiyel Denkleminin Céziimi

Denklemde v = Q& doniiglimi yapilairsa,

d
2
dy _dv _dv dy _ _ dv
X dx

dx 2 y dy
olmak lizere
d 2 2 p=1
v ,_V = ( 2 )
7 v+l

elde edilir. Denklemin her iki yani integfe edilirse

dv . 2y-1 .
f 5 dy+c

=
¥ y +1

logv=10g(y2+l)—arctany+c

earctany

1+y2

bulunur. v degeri denklemde yazildiginda,
fearCtanydy/(1+y2)=€YdX+D
ea:rctan}r___é.xq:_D
y=tan [Log(¢€x+D) ]

¢dzini elde edilir. Burada y, ¢ ve D nin bir fonksiyonudur.

-5
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dzy 1-u dy.2
1.7. + (—) D) =0
i ny 7 d (15)
Diferansiyel Denkleminin Coziimi
Denklemis v=dy/dx d&nisiimi yapilirsa
% dv _ (H".l__) _\_’3
dy H y
seklinde defiskznlerine ayralabilir diferansiyel denklem.el-

de edilir. Bv fznklemin g¢Ozimil,
dv _ M1,/ dy
fv—&l)[erAl

logv=(Bﬁl)logy+Al

veya

v=AY(1—1/u)
bulunur. v niz éégeri yerine yazilirsa

dy _ , (1-1/w)
dx Ay

elde edilir. Scaug
H
y=(£x+D)
-L

dir. Burada (C=iy -, D=6u—1 integrasyon sabitleridir ve ayni
zamanda y nin bir fonksiyonudur. a bir sabit olmak izere

denklemin y=z szklinde bir ©zel c¢ozimide vardair.

(15) dezklemi havacilikta bir boundary-layor problemi-
ni olusturur. 2u denklem aerofoil yiizeyinden akiskanin ay-
rilmas: ile ilgilidir. v=(1l-u)/u yani u=1/(1+v) alinarak(1l5)

denkfemi



- AT -

2
y S5+ v (420 (16)
dx” - o

seklinde yazalabilir. Bu durumda ¢&zim

y:(gﬁggl/l+v

dir.

Bir non~lineer diferansiyel denklemde biitiin terimler
¥y nin derecesi ile ayni de8ilse, c¢ozim keyfi bir sabit ile
carpilamaz. Ornegin yl(ld) denklemini saglar fakat Ayl_bu
denklemi saglamaz. Ayl'in denklemi saglamasa ic¢in A=1 veya
y1= 0 olmasi gerekir. Bunlarin her ikiside (16) denkleminde

1/149

y'ye gére ikinci derecedendir ve A(Ex+D) bir ¢odzimdiir.

(15) denkleminin tekil noktasi v=dy/dx in (16) da yeri-

ne yazilmasiyla elde edilir.

dv _ _ ¥V
dy y

v>0 ise y=¥=0 orjin noktasi, v<0 ise digim noktasidair.
- 18 T 3 .
1.8. y'+3yy 4y =f(x) (17)
Diferansiyel Denkleminin Coziimi

ﬂéydx

Denklemde u=e donisimi yapilirsa

2

d 2 E ay
%& = uy , g = uy +uy =u(y +y")
dx
d3

i Ay u(y"+3yy +y°)
olmak ilizere

a3 '
'% - uf(x)=0 (18)
dx

elde edilir. Bu denklem ikinci mertebeden bir lineer denk-

lemdir. Ap, Ay Ay keyfi sabitler, u

- olmak ilizere genel ¢&ziim,

u ozel coOzimler

Y273




27373
GRE 5
u:efxydx
donilisiimi vapilairsa
y=u'/u

elde edilir ve ¢oziim

Alu +A u2+A u

Alu +A2u2+A u3

o (19)
(u1+Au2+Bu3)

(ul+Au2+Bu3)
seklini alar. Burada A=A2/A1, B=A3/Al dir. (19), A ve B in-

tegrasyon sabitlerinin bir fonksiyonudur.

f(x)=0 olmasi, (17) denklemi ig¢in ©6zel bir haldir. Bu

durumda denklem
7" +3yy " +y°=0

seklini alair. (18) denklemi

4

: 2 .
olur. Buradan dzu/dx“=A', du/dx=4A x4B
0 o 0
u = = A x2+B x+cC
2 7o 0
bulunur. y nin deferi yerine yazildiginda,

’ 2(A x+B )
_ou 0 o
LA

(on2+2BOx+'zco) (20)

2§x+A!

X2+2AX+B

elde egilir. Burada A=BofAO, B=260f30 integrasyon sabitler-—

“dir ve y nin bir fonksiyonudur.
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R ; y"+3yy'+y3=0
Denkleminin Fiziksel Yorumu

Sekil-1 de gorildiigii gibi siirtiinmesiz yatay dizlemde,
stirtinmesiz baglarla baglz birim kiitleli bir cismin bir dog-
Te boyunca hareketini disiinelim. Bu hareket sirasinda sdn-
dirlicii hi¢ bir etken yoktur. Denge veya sifir durumundan bir
¥ mesafesi, karekteristikleri y3 yenilenmis kuvveti ile ta-
nimlanmis kiitlesiz bir yayain karsitidir. Cisme 3yy seklinde
yavaslatici kuvvetin uygulandigini varsayalim. Burada y=dy/dt
dir ve hiz ile yerdegistirmenin g¢arpimi ii¢ kati olarak alin-
mistir. Gisim kendi denge- durumundan T uzunlugu kadar ha-
reket ettirilip t=0 aninda serbest birakildiktan sonraki ha-

reketi inceleyelim.

Birinci adaim, (20) denkleminde x yerine t yazilarak A

ve B nin belirlenmesidir. t=0 da Y=Y, igin’

_ 1
% 2 Byo (21)
elde edilir. (20) den tiirev alinirsa
i 7 2(t+A)2
y =5 e (22)
(t"+2At+B) (£“+2At+B)

olur. BGylece cisim kaldlél yverden hareket eder. t=0 da y=0

oldugundan
B=2A° ¢ 33)
elde edilir. (21) ve (23) den
2
A=1/yo, ve B-Z/yo

bulunur. x yerine t yazilarak bu deferler yerine yazildifin-

da

y=2(t+1/y )/ [(e+1/y ) °+1/y2 ] (24)

elde edilir.
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Sekil 1.

Hiz ile orantili viskoz s8nUmli kitle-yay sisteminin sematik gdsterilisi.

i) y0>0 oldugunda (24) denkleminde de goriildigé gibi
t>='a monoton olarak yaklasirtken y++0'a gider ve bdylece t=0

da y=0 oldugunda t ve y arasindaki iliski Sekil-24 da ¢izil-

mistir. y=0 oldugunda tl=(31/2—1)/y0 da bikim noktaszi olu-

sur. Bu durumda yo biyik, T kigliktir c¢inki y nin artmasi

1

ile sonim artar.

05

a5la

Sekil 2.A: 1.10'da yg>0 olmasi halinde denklemin ¢@zlm egrisi.
B. y,<0durumunda denklemin gBzlm efrisi. t24 oldugunda (B), t=0 igin (A)
ile aynadar.
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ii) yo<0 oldugunda (24) de Y, yerine -7, yazilarak

y=2(thl/yo)/[(t—l/yo)2+l/yi]

elde edilir. t=0 aninda v=0, F=T, dar. t=1/yO ise y=0 dar
ve y pozitiftir. y-t iliskisi sekil 2.B de gizilmistir.

1.10. Non-lineer Denklemin Tiiretilmesi

2 2
8 o frwy & !
dx dx

+ g(x) S2 =0 (25)

liglincli mertebeden diferansiyel denklemi gozoniine alansin.
" Burada f£(x) ve g(x) x'in y'den bagimsiz fonksiyonlaradar.
Denklemde

X
u:ef ydx
dontisimi yapilirsa
2 3
T S I T S I R GRS A ARS oD
dx 2 3
dx dx
olmak lzere
w(y"+3yy +y ) HuE (x) (31 +y D) ug(x)y=0 (26)

elde edilir. u#0 olmak {izere (26) denkleminden ikinci merte-

beden nomlineer
T-r ] 2 3
y"+ By+£(x) ]y e (x)y+E(x)y 4y~ =0

denklemi elde edilir. UqsUy,lqg (25) in bagimsiz ¢bzimleri

ise (26) denkleminin c¢oziimii;
t ! !
(u1+Au2+Bu3)

u1+Au2+Bu3

Y:

dir.



w 18§ =

F/ 7

1.11. x=0 Ic¢in y=y=0 ve x oo Icin y=0 Baslangi¢ Sartinz

Saglayan
" & dy.2
3 Ef_l + 5 82 1 4 (_1) -0
3 2 dx
dx dx

Diferansiyel Denklemin Cozimi

Bu denklem hidrodinamikte jet ucaklari teorisinde kul-
lanilir. Birinci adimda e sabitini kullanmadan islem yapalaim
w, u'mun 3 defa tiiretilebilen bir fonksiyonu olmak iizere

x=3u, y(x)=2cew(u) -alinzrsa (27) denklemi;

3 2
% E2 d-w % % Ezm d g % i EQ (%%)2=O
- du - du ,§
veya _
uﬂ#2(wm”+w'2)=0 (28)

elde 2dilir. Bu denklem

d " ]

o w w =
. (wW"+2ww' )=0
seklinde yazilabilir. A bir sabit saya olmak iizere

m"=—2mw‘4,A (29)

elde edilir. Yukarida verilen sartlardan £€>0, u=0 oldugunda

w=0=0 ve u*® oldupunda w'=0 dir. Bundan dolayi A=0 dar. (28)

den
w'roww'=0
veya
4 Y=
o (w+w™)=0
yazilabilir. B=a2 integrasyon sabiti olmak iizere
m'=a2—w2

elde edilir. c bir sabit oldugunda ¢bziim;

= u+c

)
|
E

1
a

argth(§)=u+c
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dir. u=0 oldugunda w=0 dir ve dolayisiyla £=0 olur. Bu du-

rumda denklem
w=ath(au)
seklini alir. ve u nun deferleri yerine yazildiginda
y=2¢ath(ax/3)

¢oziimi elde edilir. Burada A=£=0 ve B integrasyonm sabitleri-
dir.
Aoy B 070 oldugunda denklemin ¢Oziimini bulalaim.

(29) denkleminden

da

.. 2
1o (w +w )=A

o R

elde edilir. z=Au+B doniisiimii yapilirsa

dw _ dw ,dz _ , dw
du dz du dz
olmak lizere
2
dw Wz _
dz ¥ 4 =0

elde edilir. a=b=1/A, p=1 olmak iizere bu bir Riccati denkle-
midir. @=0, p=1/2, v=1/3, ¢=3/2, 1=2/3 A ve ¢ bir Integras-
yon sabiti olmak iizere denklémin Bessel fonksiyonu yardimiy-
la ¢ozimii; '

!
Ty/8

(22312730 4e1 1 75 (2277 %/38)
uj(z)z(A/Zz){1+(221/2/A) _ }}

I1/8(223/2/3A)+c1f1/3(223/2/3A)
dir. z=[A(x/3)+B] ile (30) denkleminden
y=2ew[A(x/3)+B]

elde edilir. Bu fonksiyon A,B ve c integrasyon sabitlerini

icerir.




a

1.12. Lane-Emden Denklemi

Bu demnklem, gezegen yapisinda bir gaz goriintiisiiniin Yyer
¢ekimi ile ilgili denge baglantisi ile meydana gelir. Burada
toplam gaz basinci olagan gaz basincinda ve radyésyon tazyi-
ki toplaminda vardir. Bu

_ 1 gh, RT
P= 3 @ v

formiili ile verilir. Burada p basing, T mutlak sicaklik, a
radyasyin sabiti, v birim kiitlenin hacmi, R gaz sabitidir.
p basinca ve p=1/v yogunlugunun her ikiside r yaricapi ile
degisir. k ve M sabit olmak lizere ikisi arasindaki iliski

1+1/
" U

=K (31)

ile gdsterilir. Efer r yarigapla bir kiire cismin, kiitlesi

m ve yercekimine ait sabit G ise genel denklemler

%% —-4ﬂr2q=0 (32)

r2 dé '

"E ar + Gm=0 (33)
dir, (32) denklemi

1’2 d

— £2 4 Gm=0 (34)

q dr ,

seklinde yazilip (33) denklemi kullanailirsa;

2
1 d ,r dp o
IZ it ( . dr)+4Tqu—O

elde edilir. A keyfi bir sabit olmak iizere (31) de q=k9u‘d6—

nisimi yapilairssa,

p:KA(1+i/u)9u+l_ (35)

elde edilir. (34), (33) de yerine konursa

2 d AU+l 4TIG (1—1/u)85
(- o ) + — A ~=0

1 4
2 dr U dr K
T

@

veya
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k2oame Al W
vazilarak
1 d .2 485 .2l
r2 o (r dr)+k =0 (36)

elde edilir. (36) da E=kr doniisiimi yapilarsa

1 d g2 d9 gH_
g2 dE (87 gg)+9 =0
veya
d2@ 2 de u
2 *Eag 00
|

elde edilir. Bu denkleme LANE-EMDEN denklemi denir., U=0 ve

p=l deferleri dygaunda mon—lipeerdir,.

1.13. Lane-Emden Denkleminin‘Dﬁnﬁgﬁmﬁ

4% | 2 49 v
—= + = =% 40" =0
1£2 £ dE
denkleminde &= % doniigiimii yapilirsa
4 _ _ 24
i€ - 7 F ax
olmak ilizere;
29
Xé_i_§ L+ 0Mop . (37)

dx

; . 1.1/2 1/2
elde edilir. pu=5 olmasi halinde (37) denkleminde 9=Qﬂ / X. y

doniistimi yapilirsa 7
x2y"axy-1/4y(1-y")=0 (38)

. 5 .
elde edilir. x=e" doniisimi ile (38) denklemi 1/4y~ terimin-

den dolaya non-lineer

d7y _ % v{1-5*3=0 (39)

denklemine donisiir.




®
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i_l

.14. Lane-Emden Denkleminin Géziimi

(39) denkleminde v=dy/du, du=dy/v yazilirsa

<
Il

1 4

elde edilir. Buradan

1 5
[ vdv = 7 f(y-y7)dy+A

veya

1 4
A (1 - 3 ¥ J+24A
elde edilir.

r=0, £=49/dE5=0 o0ldugu zaman y=v=0 oldugu godsterilebi-
lirse A=0 olur. Bdylece ¢ozim
1
~ 4y _ - 1 P LA
Vet ¥ v -3y

seklini alar. u-« r+0 oldugundan (40) denklemi

(40)

w=-2fCay/y)/(1-1/2y") 243,
olur. sin2m=1/3ya yazillrsa
u=—fduMsinuﬁBl
=-log(tanwl/2 )+B1
tan % w=Be “=Bg
2

elde edilir. sinzw yerine Aténzl/ZuM(1+tan %uﬂz=1/3y4 yazi-

lirsa
= LRl E2/( 1+82g2y 2]t/ 2 (41)

1.

olur. Fakat 8=(%)1/2x1/2y ve x=f ~ dir. (41) de 9=UJ4fJ2YgJ2

donilisiimii yapilirsa
G- [382) (1382625 T4
elde edilir. &=0 da ©=1, d©/d&g=0 alinirsa Bz=1/3 olacagindan

p=> indigli Lane-Emden fonksiyonu

NG S

1.2,
95:(1 + 3 £7)

6 B




BOLUM 2

ELIPTIK INTEGRALLER VE ELIPTIK FONKSIYONLARLA INTEGRE
EDILEBILIR NON-LINEER DIFERANSIYEL DENKLEMLER

2.1. Giris

a>0, bzd olmak f{izere t=0 igin y=0 baslangi¢c sartinz
saglayan

f+ay+by3=0 (42)

denklemini gtzdniine alalam. Bu denklem sekil-1 de gdsterilen

kiitle-yay sistemini gdsterir. Yayin karekteristigi sly+s3y3

dir ve sdnim yoktur. Sistemin-diferansiyel denklemi

m§+sly+53y3=0

dir. Burada m kiitle olmak ﬁzere,'a=sl/m, b=53/m dir. sly+53y3
seklinin bir yay kontrolii sekil-3A da gosterildigi gibi bir
diiz kiris ve uygun sekilli bloklar kullanilarak elde edilir.
Yayin gercek uzunlufu titresimin genliginin artmasi ile aza-
lir. Sertlik yenilenmis kuvvetin tiirevi olarak belirlenmis-

tir. Bundan dolaya

2
s—sl+353y

dir. Bu durumda sertlik s,>0 veya 53<O'a gore yer degistir-

3
medeki artimla azalir veya artar.

Non-lineer vyenilenmis kuvvetin baska bir ormegi @éki}
3B de gdsterildigi gibi bir m kiitlesinin gergin bir telin
merkezinde yaptigi harekettir. y/15l ise m, yatay olarak ha-

reket eder. Hareketin diferansiyel denklemi

f+ay+by3=0

dir. A zlan kesidi, E elastikiyet modiilid, y=0 da T gerilim
olmak ilizere a=2T/ml, b=EA/m13 diir.
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(42) denkleminin ¢oziimli i¢in v=dy/dt doniisiimi yapilirsa

dv D
v &y =-~(ay+by~)

elde edilir. Buradan

v y %
f vdv = - [ (ay+by )dy
o ¥ '
2.2 2 1 44
vi=a(y -y") + 5 by _-v") (43)

bulur. Negétif kokler segilirse
1/2
v=dy/dt=—at/2 (3235 2 [14(0/20) (5 24y )]
elde edilir. ve buradan

—1/2 IY dt

.z_ 2 1/211+(b/28)(Y +w )]

t=-2a

Yo (y L

bulunur. Denklemde w=yocos¥ doniislimii yapilirsa

~1/2 f‘f’ dy
o [1+(b/28)y§(1+c052W)31/2

t=a

elde edilir. Eger A2=by§/2(a+by§) ise denklem

¥ av
ST 2%)1/2

_ 1
£ (1+b 2)1/2 /

(44)

seklinde yazilabilir.

I\P d\i_r
o (1-A2sinl¥)l/2

integrali X modiillii birimnci cinsten bir eliptik integraldir.
(44) denklemi
d¥

. ¥
w=F(A, ) = f (45)
P T Reialyy 2

olmak iizere
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1

173 F(A,T) . (46)

(a+byO

seklinde yazilabilir. (45) de x=sin¥ doniisiimi yapilirsa,

sin¥
w
o}

dx

1/2(1_l2X2)1/2]

2
x°

[(1-x7)

£

L/Oif—i 4

Sekil 3.

RBC Bir non-lineer yay kontrolinin bulhnugu

olur. Tanimdan




sin'

0 [(l—

dx
1/2(1—A

ussin_lsinY= 5 5 3173
x) x) 4]

yazilabilir. Boylece
sn=sin'¥ (47)

olur. Burada snu jacobian eliptik fonksiyonun siniis tipidir.

Bu tanim

dx

w=snly= [ lyl=1
NPT

ile tanimlanmis ters fonksiyon ile karsilastirilirsa

d

i

_ 1
¥ (l—yz)

[a¥

1/2

veya
sinu=y
sonucu elde edilir. COziime uygulanan, cosu'ya karsilik gelen

jacobian eliptik fonksiyonu
cnu=cos‘y ‘ (48)
dir. (47) ve (48) den
sén2u=cn2u=l

bulunur. Bu baginta sin2u+c052u=l ile karsilastairailabilir,
(44), (46) ¢bziimleri bir ters fonksiyon seklinde ifade edi-
lebilir. ¥Y° rin verilen deferlerine karsilak gelen F deer-
leri eliptik dintegraller tablosundan g¢ikartilabilecektir.
Tablo-1 den t dégerleri hesaplanabilir. Diger koordinat
y=yocosP=yocnu dur..y—t arasindaki bagintidan grafik nokta-

lari gizilerek eliptik cosiniis egrisi elde edilmis olur.

2.2. Salinimin Peryodik Zamani

(42) denklemi ile verilen dinamik sistem sOniimsiizdiir
ve yay kontroli ters simetrik veya tek fonksiyondur. Ejer

kiitle ¥y _ kadar yer deBistirmisse, salinimdan sonra y=0 mer-

“ kezi durum esnasinda bir peryodik salinima uygulanmis olur.




— F6

elde edilir. (50) dile verilen carpan 4x1.82=7.28 dir. Bir
lineer yay-kontrol sisteminde 27 =6.28 alinabilir. Salinimin

frekansa

o _ -1

57 = To =1.44
dir. b=0 ise

y=y0cosal/2t

dir ve frekans

al/2 101/2 -

W _ <
27 2w 27 B

dir. y=1 oldugunda yay kontroliine by3 teriminin eklenmesiyle
salinimin frekansi 3 katina ¢ikar. Frekans orani y0>1 ve

y0<l'e uygun olarak artar veya azalir.

2.4. Grafiksel Gosterilis

vy i1le t ar351ndaki iliskiyi gdstermek igin

e=F(0.674,¥) /1102

formili kullanilar. A=0.674=sina ve buradaﬁ w=42.5° dir. Ay-

n1 zamanda y:yocosv=cosY dir. Datalar tablodan elde edilmis-

tir.

Tablo 1.

VO F(AZ.SO,?O) £=F/10.48 .'t(radians) y=cos\

0 0.000 | 0.0000 0.000 1.000
10 0.175 0.0167 0.151 0.985
20 0.352 0.0336 0.304 0.940
30 0.535 0.0510 0.461 0.866
40 0.724 0.0691 0.625 0.766
50 0.923 0.0881 0.797 . 0.643
60 (1.132 0.1080 0.976 0.500
70 1..353 0.1292 1.168 0.342
80 1.58: 0.1510 1.365 0.174
90 182 0.1738 1.571 0.000
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Tablodaki son iki siitundaki noktalar birlestirilerek cnt=cos
Jacobian Eliptik Fonksiyonunun ilk ceyrek peryodu elde edi-
lir. Egrinin bu kismi sekil 4 de c¢izilmistir. Burada eliptik
cosine efrisi, egit peryotlu ve genlikli adi veya dairesel
cosiniis efrisi ile karsilastirilmasi icin kesik cizgi dile
¢izilmistir. Iki eprinin ordinatlari arasindaki fark Gnemli

degildir.

Sekil-4. cnt ve cost efrileri.

2.5. (42) Denkleminin Yaklasik Coziimi

y=cosP=cnt efrisi bir Fourier serisi ile c¢dziilebilir.

Birinci yaklasimda

y=A cosum+A3c053mt

1

.alallm. Burada IAll»IA

BI diir. Bu denklem (42) de yazilip

" ¥Y=wt doniislimii yapilirsa

I/
y = —mz(AlcosTi§A3cos3T)
ay = a(ﬁitos@4A3c0539)
5
bY3 = 1/4bAi(3cos?+cosBW)+3/4AiA3C05?+3/2b31539053y
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elde edilir. Son satzrda A3 i iceren terimler (ikisi disin-

da) ihmal edilebilir oldugundan kaldirilmistar.

cos¥ nin katsayisi sifira esitlenirse, Al#O olmak ilizere

2_ 3 .3
w =a + 7 bA1 + g bA_A (51)

elde edilir. (51) den, non-lineer dinamik sistemin veya di-
ger bir fizik sisteminin karekteristigi olan frekansin hare-
ketin genligine bagli oldugu goriliir. b=0, A3=O oldugunda,

sistem lineerdir ve W, Al'e bagla degildir.

cos3¥ nin katsayisi sifira esitlenirse

2

L 43 3
+‘4 % + 5 bA1

2
-—quw A3+aA A3=O

3

elde edilir. (51) de AlAé 11 terimler ihmal edilip, a icin
doniistim yapilarak

3
1 (52)

2 3 .2
| 32(w” - 55 bA

bA

1)

elde edilir. A3 1i terimler kullanilmadan (51) bagintisi

(52) de vazilarak

' 2
Sy By
Ay '32a+21bA%
1
= : (53)
[21+ (322) ]
baZ

elde edilir. Burada b>0 olmak kosuluyla denklem daima 1 den

kiiciik veya 1'e esittir.
t=0 da =T oldugundan ]A1l2]A3| ile

yO=A1+A3‘ (54)

elde edilir. (51) denklemi (54) de kullanilarsa

, | ‘ ’
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2 3 2 3
w=a + byO % E b% AS (55)
bulunur, a=10, b=100, yozl alinip A3 1i terimler ihmal edi-
lirse ilk yaklasim
W ~10475=85
olur. Alﬂl alinarak bu sonug (52) de kullanilairsa
A_=0.04 (56)

3
elde edilir. Béylece A1Q25A3 olur. Degisik degerler yerine
(55) konulursa

©w2=285-75%0.04=82

elde edilir. B6éylece peryodik zaman
1 =20 _ 0.698
0 w
olur. (54) ve (56) dan Al:(yO¥A3)=1—9.04=O.96 bulunur. Bulu-

nan Al ve A3 degerleri i¢in ilk yaklasim

y=0.96coswt+0.04cos3Wwt (57)

seklinde elde edilir.

2.6. 2.3 ve 2.4"in Uygulamalarx

2.3 ve 2.4 de elde edilen sonu¢lar asagidaki problem
icin kqllanllabilir: Biiyiik bir m kiitlesi, h yliksekliginden
celik bir yizey Uzerine birakilmistir. Sikistirma esnasinda
birbirine kenetlenen iki cismin yer degistirme ile kuvvet
arasindaki baginta f=sly+szy3 dir. (a) yiizey kiitlesini, (b)
sikistirmadan sonra my den olusan yer degistirmeyi (c) sonii-

mi ihmal ederek, sistemin hareketi belirlenir.

Diferansiyel denklem,

2
O i 4
2

+ sly+s3y3=0
dt

veya

§+ay+bf§=0
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dir. Burada a=sl/m b=53/m dir. Max yd ver defistirmesi ener-
ji bagintisindan hesaplanabilir. Strain enerji, m in potan-

siyel enerjideki kaybina esitlenirse,

yO yO 4
. 34, = L 2 .1 =
23 J‘ 1034ey J. Froy = 2 %170 T % ssyo—mg(h+y0)
elde edilir. hzyo ise
s s

y = (=1yl/2 I:(1+4mgh —3)1/2—1J1/2
0 s 2
3 54

olur. y=yo igcin hareket 2.3 ve 2.4 teki hareket ile OBzdes-

tir. Bbylece y-t efrisi eliptik cosiniis cnt dir. Cinki soniim

yoktur. .y=0 dan yo'a kadar colan egrinin baslanga¢ kismi cnt
nin birincil dértte-bir daireye karsilik gelmesiyle elde

edilmistir. 2.4 te ilk‘yaklaglm
y=Alcoswt+A3c053wt
seklinde verilmistir. Isleme t=0 da yani sikistirmanin mey-

dana geldigi zaman baslanirsa wt yerine (wt-1/2w) yazilmala-

dir. Bu da

y=A sinmt—AgsiHBMt

1

yaklasik ¢Ozimiinii verir. Al,ve A3 2.4 teki gibi hesaplanair.

2.7. Basit Sarkacg

Sekil 5A da verilen hareketin denklemi

2 5
ml — + mgsinB=0
Y i
veya
d28 g
| — T sin©=0 (58)
dt
o e
dir. sin©=6- =5+ =+ ... oldugundan denklemin derecesi bir-
3. 53 =

den farkli olur ve bu nedenle denklem non-lineerdir. Siniis

“egrisinin seklinden dolay: sertlik kontroli © nin artmasi

ile azalir (Sekil 5B).




'r='==‘-.
\ N mjsm e
mg

Sekil 5A. Basit sarkag. B. Basit sarkac igin yvenilenmis kuv-
vet ve sertlik egrileri.

(58) de v = 49 ,‘% = a vyazilarsa,

v == 4+ asin0=0
elde edilir. Buradzan

[vdv=-2afsin0d0® + %- A

v2=2acbse+a

bulunur. Eger maximum genlik ©=Y ise v=0 ve A=-2acos? olur.

Baylece




v=¥(23)1/2(cos@~cos¥)1/2:¢261/2(Sin21/2W—SiD21/29)1/2

elde edilir. 1/2Y%=k, sin 1/20=ksinY alanaip, t nin artmasi
ile © nin azalmasi nedeniyle negatif isaret sec¢ilirse,

81/2

2B ye—3

kcosY (59)

elde edilir. Ayrica

1/2 cos 1/20 dO=kcosrtd¥
' 49=2cosPd?/(1-kZsinde )L/ ?

dir. Bu denklemin ve (59) un dO© ifadeleri esitlenirse

; ay o
dt = — (e0)
al/z(l—kzsinz‘f’)l/2
bulunur. t=0 oldugunda v=0 ve P=1/27 dir. t=l/4TO oldugunda
©=0, Y¥=0 olur. (60) denklemi ¥=(1/2m,0) araliginda integre

edilirse,

1/2 f"l/Z“ oy L 1y1/2
o (1-kZsin’yp)/? 8

/41, =8’ F(k,1/2m)
ceyrek peryod elde edilir. Burada F(k,1/2m) ifadesi birinci
cinsten k=sinl/2¥ modiilli bir tam eliptik integraldir. Boy-
lece bir tam peryod ig¢in zaman

1/2

'%=4(1/g) mF(k,1/27)

olur. Eliptik integfal tablosundan, k daki artim ile F in
de arttigi gdriiliir. Dolayisiyla genligin biiylimesi, peryodik

zamanin uzamasini gerektirir, yani swing zamani genligin bir

fonksiyonudur.




_33..q
9
2.8. -QJ% + & 5i00=0
dt

Denkleminin Yaklasik Coéziimu

|@|<1/6 ise sin@16—1/683 alinabilir. Bu durumda denklem

9"+ae+b@3=o

g dir. Sertlik nin artmasa: ile

- A R -
olur. Burada a 7 b b1
Bu durumda ilk yaklasim (51) bagintilari dile elde

azaliT.
edilir. Bir Y genligi icin

2 3 2 g _
= ¥ = (3 [1

w Za +‘4 ?2 ]

mak iizere yaklasik

= ool

dir. Boylece ¥ genliginin fonksiyonu o

peryodik zaman

N TR O L VR
TO =5 2“’(8) (l + TE ¥ )

dir.

2.9. SOniimlii Viskos Hareket .

(42) denklemine 2ky terimi ilave edilirse,

F+2k§+(ay+by>)=0 (61)
elde edilir. k=0 oldugunda (53) den
A
- Ny (62)
o

bulunur. Hareket yaklasik olarak agisal frekansli cosiniso-

dial bir hareket olur.
42 1/2

m:(a + 3_2: Al)

Buradan yaklasik ¢oOzim
y=y coswt

k>0 oldugunda ve (62) sarti saflandiBinda, 7yaklasak

dir.
olarak denklen




= 4 =

y+2ky+w2y=0

olur. Baslangi¢ sartlarz t=0 igin y=0 §=O dir. (61) denkle-
minin yaklasik c¢Gzimi

-kt
y=y e coswt

olur. Al;yoe_kt, t>w digin m#al/z ocldugunda

WZ(a + % byietht)l/z

elde edilir. )

2.10. Elastik

lineer Elastik teorisinde asagidaki kurallar kabul

edilmistir. |

10) Zorlama basing dle crantilidir. Yani Hook kanunu

geceriidir.

20) Sapma, basin¢ formillerinde ¢ok Dbiyik olduBundan

bunun kareleri, c¢arpimlari ve tirevleri ihmal edilebilir.

v
E
D
¥ Y max .
: X
P 4} % \ F{ P
E et ga—
A i

F—gj’-a;Z-P BsE £
. C - b

Sekil 6A. CEF Elastikinin Semasi. CD. Bent sekli.
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it - sabit kabul edilen strutun eksen uzunlugu
P - sekil 6A daki gibi ox dogrusu boyunca uygulanan
S = ¢ den itibaren dlciilmiis yay uzunlugu
¥, 0 = ¢ ve D'de sirasiyla gerilmeye teget acl
y = D deki ordinat
D=FE1 = biikiilme rijitligi
I = bending diizlemine dik kesitin eylemsizlik momenti
E = Flastikiyet modiilii olmak lzere
Diferansiyel denklem a=p/B ile
BdO B
as t py=0 (63)
veya
2
a0 dyv _
S+ adl-o0 (64)
ds

dir. Sekil 6B den dy/ds=sin®@ dair ve bsylece (64) denklemi

d
ds

o .
5+ asin@=0 (64)

olur. Bu_denklemde s yerine £t yazilirsa, (585 denklemi 1le 0z-

des olur. Sonug olarak (60) denklemi kullanilirsa denklem;

. ay
ds = - - (68)
31/2(1—k251n2F)1/2

seklini alar. Sekil 6A da C de y=0, Y-8 ve bundan dolayl
Vo = %ﬂ“dir. Ayni zamanda C ve F arasinda gerilme iizerinde
herhangi bir mnoktada 7.6 degisken defisimi yardimiyla

Vl=sin_l(sin 1/2 0 /sin 1/2Y¥) elde edilir. Ayraica

_ cos 1/20 - 48

fibid
ds  2kcos ds

denklemi s in artmasi ile © nimn azalmasindan dolayl negatif-

tir. Bu durumda




1y
a2 P
1. (1-x2s HZ?)1/2
2 .
1
2 2" n
- R[S -]
0 0
L
=& 2 [FQk, $M-FU,Y )] (67)
elde edilir. E de Y1=O oldugunda (67) bagintisindan
1
1-2a 2 F(k, =M (68)
sonucu bulunur.
2.11. Maximum Sapma
(63) ve (68) den
140 _ 1,172,
i poll e 2a kcos¥F
= Zka_lfzcosP

elde edilir. ¥=0 oldugunda

-1/2 k1l (69)

ymax=2ka = Flk,1/2™)

dir.

2.12. Yiik ve Max Sapma Arasindaki T1iski

Gerilme , biikiilme durumunda olduBu zaman Y=0, k=0,ymax=0
dar. (68) denkleminde F=1/27 oldugundan a=pC/B alinarak

Euler critical yikiinlin formiilu

_ B, 108

Pe 12 e

l_l

geklinde yazailar. (68) bagantisa
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, - 4BE’
1’
seklinde yazilairsa
b AF
pC T2
elde edilir. (65) denkleminden
ymax _ k
1 FE

bulunur. F tablosu kullanilarak k=sinl/2Y¥ nin degisik deger-
leri i¢in ymax/l ye karsilik gelen p/pC degerleri igin gra-
fik sekil 7A daki gibi gizilir.

WP lld///) Wb{////////

-0 02 04 0508 W 0 02 02 BB &2 0
A B

Sekil 7A. Elastikte p/pC ile ymax/1l nin grafigi
B. p/pC ile (1-d)1 nin grafigi

2.13. Sekil 6A daki d Uzaklaga

Bu uzaklak

1/2 1
d = fdx = 2 f cos0Ods

2 . _ .
ile verilmistir. cos@=l-25in21/29=1—2k Slnzf oldugundan (63)
ve (66) dan
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L, =1/2 142 (1H2k25inzfl

d=2a f 5 1/2 dy
0 (1-k sinZP)

L 1/2 1/2m 2§1vk25in2?)1/2

= J 7 iz oF
0 (1-k“sin’p)

-1/2
=28 RE(k,1/2 )-F(k,1/2m)] |kreel|<1
elde edilir. Burada F ve E sirasiyla birinci ve ikinci cims-

ten bir tam eliptik integraldir. (1-d)/1 orani k nin degisik
-degerleri ig¢in hesaplanabilir. Bu takdirde gekil 7B deki gi-
bi P/pC ve (1-d)/1 arasindaki iliskiyi gdsteren grafik c¢izi-

lir.

2.14. Siirekli Jacobian Eliptik Fonksiyonlar

2.1 den
snu=sin¥ (70)
ve
cnu=cosY ' (71)
dir. |k!<l ile, iciincli fonksivon
dnu=(1—kzsin2f)l/2={(l—k2)+k2cos%@ 1/2
—(1-k2sinZuw)1/ 2 ((1-x%y+x2enu } 1/2 (72)

ile tanimlanmastair. Bu durumda (70), (71) ve (72) den
sinzu+cn2u=k2u+dn2u=1

olur. Peryodik fonksiyonlaran grafikleri sekil 7CDE de ve-

rilmistir.

Tirevler: k ile A icin (46) dan

& nesin'y = & siny &
S dy SEUTSIDOU T gy SRV 4y

=(1-k?gin2py1/2

cosYy




Y0
& -D'cko\ O‘q'
Tog| o
£ &
0 02 D-4

Sekil 7. CDE Jacobian eliptik fonksiyonu csnu, Dcnu.

elde edilir. Bdylece

sn'u = cnudnu (73)

benzer sekilde

cn'u=-snudnu

ve

dnu=szsnucnu

bulunur.

Fourier Serileri;K=F(k,1/2n) ile

q1/2=p(1+2p4+15p8+150p12+1707pl6+-~~)’P=kl/2/2 |k [<1
o ? r4+1/2 ' g
S = —_K—k l ( 2r+1 } Slﬂ(2I+1) 2K (74)
r=0 1-q :
e +1/2
_ 2m ot S
cnu = Ty X ( ST11 ) cos(2r+1) X - (75)
r=0 1l4g
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(75) in Uygulamasa: §=10y+100y3=0 diferansiyel denkle-
minin ikinci yaklasik ¢oziimiinde ilg¢inci harmonigin esas har-
monige genlik orani 0.042 dir. Bu deger iterasyon metodu
kullanildiginda 0.038 olarak bulunur. Bunlar (75) denklemin-
den elde edilem tam sonuclar ile karsilastaralacaklardar.
2.3 den k=*=0.674 ve p=0.411 dolayisiyla g=0.038 elde edi-
lir. (75) denkleminden

=

= - —84— - 0.0395 (76)
1 l-g+g

elde edilir. Bu durumda karsilastirma igin ¢ defer elde

edilmis olur. i) Fourier serileri 0.042, ii) Iterasyon 0.038

iii) Eliptik fonksiyon 0.395, .degerlerinin her biri esas de-

gerden %5 daha kileiktir.

2.15. Asnu,Acnun,Adnu ile Saflanan Denklemler

10) Asnu icin diferansiyel denklem’
(73) u'ya gbre tiiretilirse

sn"=dncn'+cndn’

=—sn(dn2+k2cn2) _ (77)

5
elde edilir. Fakat dn2+k25n2=1, sn”+cn2=1 oldugundan
' 9
dn2+k2cn2=1szsn2+k2(l—snk) (78)

~(14k2)-2ksn?

dir. (77) ve (78) den
2

¢ 2
so =4 (1+k™7)-2k snz}sn

elde edilir. Eger y=snﬁ ise denklem

y"+(1+k2)y—2k2y3£0 (79)
dir. y=Asnu olsun. Burada A saifirdan farkli gercel bir sa-
bittir. y=Asnu (79) denkleminde vazalap A 1ile DbOlinirse

denklemin sol tarafindaki sonucu terim —2k2A25n3 olur. Bura-

dan y=Asnu
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2,-2 3

y”+(1+k2)yh2k A %y~ =0 (80)

denklemini sagladigi goriliir.

(80) denkleminde u=o0ot yazilirsa

2.2

y”+(1+k2)a2y¢2k o A_z 3

¥ =
elde edilir. Bu denklemin ¢Ozimi y=Asnat dir.

2°) Acn ic¢in diferansiyel denklem
1° de oldugu ¢gibi islem yapilairsa
§+ay+by3=0 (a,b>0)

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢dzimi

y=Acn{t(a+bA2)l/2}

2

seklindedir. Burada k =bA2/2(a+bA2)

4F (k,1/2m)
(a+ba2yi/?

e

dir. a,b>0 oldugundan A gercel sayisi igin |k|<1 dir. Bundan
dolayi ¢ozim daima peryodik ve kararlldlr.'
3°) Adnu icin diferansiyel denklem
y"—ay+by3=0 (a,b>0)
diferansiyel denkleminin, k2=2(1~a/b32), ]k]<1 ve

2F (k,1/21)
A(b/2)1/2

ile coOzumi

y=adn{At(b/2)Y %

/2

dir. y=(a/b)1 civarinda bir .peryodik ¢Ozim icin, k gercel

olmalldir. Buradan

(2a/8) 25 A [>(a/p) 12

elde edilir.
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