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Bu tezde, dogrusal ve dogrusal olmayan Emden-Fowler tipi denklem sistemlerine
uygulanan varyasyonel iterasyon yontemiyle elde edilen kuvvet serisi ¢oziimlerine padé yaklagimi
uygulanarak rasyonel kuvvet serileri elde edilmistir. Padé yaklagimi ile elde edilen ¢oziimlerin
daha etkin oldugu tablo ve grafikler ile gosterilmistir.
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In this thesis, rational power series solutions were obtained by applying the Padé
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1. GIRIS

Dogrusal olmayan diferansiyel denklemler, doga bilimlerinin pek ¢ok alaninda
karmasik sistemlerin modellenmesinde temel bir rol oynamaktadir. Ozellikle fizik,
mihendislik ve uygulamali matematikte karsilasilan pek ¢ok problem, dogasi geregi
dogrusal olmayan yapilar sergiler. Bu tiir denklemler arasinda yer alan Emden-Fowler tipi
diferansiyel denklemler, gerek teorik matematikte gerekse uygulamali bilimler agisindan
oldukca degerlidir.

Emden-Fowler denklemi, ilk olarak gk mekanigi ve astrofizik problemlerinde
ortaya ¢ikmis, daha sonra birgcok farkli disiplinin ilgisini ¢eken Snemli bir dogrusal
olmayan diferansiyel denklem tiiriidiir. Bu denklem, o6zellikle yildizlarin i¢ yapisinin
modellenmesi, gaz kiirelerinin dengesi, 1s1 transferi problemleri ve plazma fizigi gibi
alanlarda temel bir model olarak karsimiza ¢ikar. Emden-Fowler Denklemi ilk kez 19.
yiizyilin sonlarinda fizik¢i Robert Emden ve daha sonra Ralph Fowler tarafindan gok
cisimlerinin hidrostatik dengesi baglaminda incelenmis, 0Ozellikle izotermal gaz
kiirelerinin yapisini tanimlamak amaciyla gelistirilmistir. Bu baglamda, Lane-Emden
denklemi adiyla bilinen 06zel bir formu, yildizlarin enerji dagiliminit agiklamada
kullanilmaktadir.

Bu tez calismasinda, Emden-Fowler tipi diferansiyel denklemler ele alinacak; bu
denklemlerin temel 6zellikleri, 6zel durumlar ve ¢esitli ¢coziim yontemleri detayli bir
sekilde incelenecektir. Ayrica, bazi se¢ilmis denklemler lizerinde sayisal ¢oziim teknikleri
uygulanarak elde edilen sonuglar yorumlanacaktir. Amag, bu énemli denklem sinifinin
hem teorik yapisin1 hem de pratikteki uygulamalarini ortaya koymaktir.

“VIM yéntemi, bilimsel literatiirde ilk olarak 1997 yilinda matematik¢i Ji-Huan He
tarafindan ortaya konmustur. (He, 1997).” Wang ve He integro-diferansiyel denklemler
i¢in 2007 yilinda VIM kullanmuslardir (Wang, 2007). Wazwaz lineer ve lineer olmayan
Schrodinger denklemini 2008 yilinda VIM ile ¢ézmiistiir (Wazwaz A. M., 2008) Hemeda
da bu yontem ile dalga denklemini 2008 yilinda ¢6zmiistiir (Hemeda, 2008). Yusufoglu
Klein-Gordon denklemi i¢in bu yontemi 2008 yilinda kullanmistir (Yusufoglu, 2008).

Bu tez calismasinda VIM ile ¢dziilen Emden-Fowler tipi diferansiyel denklem sistemine

padé yaklagimi uygulanmaigtir.



Padé¢ yaklasimi, bir fonksiyonun Kuvvet serisine gore daha iyi yakinsayan
rasyonel (kesirli) bir yaklasimidir. Genellikle, bir fonksiyonun ¢evresinde verdigi Kuvvet
serisinin kesirli bir ifade ile daha genis bir yakinsama araliginda temsil edilmesi istenir.
Iste bu noktada Padé yaklasimi devreye girer. (Baker, 1996)

Padé Yaklasiminin avantajlar1 su sekilde; Kuvvet serisine gore daha genis
yakinsama aralig1 sundugu gibi, kutuplar1 ve asimptotlar1 modelleyebilir, bu nedenle
ozellikle fiziksel problemlerde daha gergekei ¢oziimler verir. Sayisal ¢6ziim yontemlerine
entegre edilebilecek sekilde tasarlanabilir ve daha uyumlu hale getirilebilir, bu da onu
diferansiyel denklemlerde kullanish kilar. Kii¢lik adimlarda hesaplanan ¢oziimleri daha
dogruya yakin bigimde birlestirme imkan1 sunar. (Author(s)., 2021)

Bu calismada ilk olarak tezimizde kullanilan kavramlarla ilgili temel bilgiler
verilmistir. Standart Lane-Emden denklemi, Emden-Fowler denklemi varyasyonel
iterasyon metodu ve lagrange carpanlari ile temel bilgiler verilmistir. Ugiincii boliim,
Pad¢ yaklasimi teorik bilgiler ve Orneklere yer verilmistir. Dordiincti bdliimde
varyasyonel iterasyon metodu ile ¢oziilen Emden-Fowler tipi diferansiyel denklemlerin
kuvvet serisi ¢oziimlerine Padé yaklasimi uygulanmistir. Elde edilen sonuglar besinci

boliimde degerlendirilmistir.



2. ON BILGILER

2.1. Tamim (Adi Diferansiyel Denklemler)

Bir bagimsiz degisken ile en az bir bagimli degiskenin ve bu bagimli degiskenin
bagimsiz degiskene gore birinci ya da daha yliksek mertebeden tiirevlerinin yer aldigi
denklemler adi diferansiyel denklemler olarak adlandirilir. Bu denklemler yalnizca bir
bagimsiz degisken igerdigi i¢in “adi” olarak tanimlanir; kismi tiirevli denklemlerden bu
yOniiyle ayrilir. n. mertebeden bir adi diferansiyel denklemin genel gosterimi
Fx, 3y, y"y"..y" )=0
seklindedir.

2.2. Tamim (Diferansiyel Denklem Sistemi)

“y bagimli degisken (yl,yz,y3,...yk)ve bir bagimsiz degisken (x) igeren bir

diferansiyel denklem sistemi genel olarak su sekilde ifade edilir:

dy
—L= £y, Y Y500
dx
dy

2= (Y. Y0 Y5 V)
dx
dy

2= (LY Vi Vy)
dx
dy
L= (%Y, Y0 Y5 Vy)
dx

seklindedir (Boyce, 2017).”



2.3. Baslangic Sartlar

“Bir¢ok Fiziksel olayin matematiksel olarak modellenmesinde kismi diferansiyel
denklemler (PDE’ler) yardimiyla olur. Bir¢ok diferansiyel denklem de zamana
degiskenine baglidir. Bundan dolay1 bagimli degiskenin baslangi¢c anindaki degeri t = 0
bilinmelidir. Baslangi¢ sartlari, ¢6ziim fonksiyonunun baslangi¢ anindaki degerlerini

belirler. (Wazwaz A.-M. , 2002).”

2.4. Kuvvet Serileri

Tamm: x, R vel’n=0,1,2,...i¢cin o, € R olmak lizere

Zan(x—xo)" =a, +a1(x-x0)+0c2(x-xo)2 +a3(x—x0)3 +...
n=0

seklinde yazilan bir seriye kuvvet serisi denir. Buradaki o sayilarina serinin katsayilari
adi verilir.

Eger Vn >k i¢in o, =0 oldugu durumda

Zan(x-xo)" =a,+a,(x-x,)ta,(x-x,) +a,(x-x,) +..+a, (x-x,)f
n=0

olur. Bu gibi 6zel kosullarda kuvvet serisi bir polinom olur.

Verilen bir kuvvet serisinde incelenecek problem verilen bir kuvvet serisinin
hangi x ler i¢in yakinsak, hangileri i¢in ise iraksak oldugudur.

Her kuvvet serisinin x = x, i¢in yakinsak olacagi agiktir. Bundan dolay1 hangi x
ler derken x, dan farkli x leri kastediyoruz. Tiim x i¢in yakinsak olan kuvvet serileri de

vardir.
2.5. Standart Lane-Emden Denklemi

“Matematiksel fizik ve astrofizik alanlarindaki bir¢ok problem asagida verilen

denklem ile modellenmektedir (Wazwaz A. , 2011).”

y”+%y'+f(x)g(y)=h(x), x>0, @1



Burada o > 0 sabittir.

fx)=1, g(y)=y" ve h(x)=0 i¢in, Denklem (2.1), y1ldiz yapisi teorisi ve kiiresel
bir gaz bulutunun astrofizikteki ¢esitli olgulart modellemek i¢in kullanilan standart Lane-

Emden denklemidir. Sabit durum ve a =2 ve /(x)=0 i¢in Denklem (2.1)
2

V'H=y'+ f(x)g(»)=0, x>0,0<t<L, (2.2)
X

Emden-Fowler denklemi haline gelir.

Kosullara tabi olarak
y(0)=1, y’(0)=0 (2.3)

Emden-Fowler denklemi akigkan mekanigi, goreli mekanik ve kimyasal olarak
tepkimeye giren sistemlerin incelenmesinde ortaya ¢ikar. (Wazwaz, 2011).

x = 0 'da olusan tekillik davranisi, Denklemler (2.1) ve (2.2)' nin temel zorlugudur.
Emden-Fowler denklemi (2.2) ve (2.3), Adomian ayristirma yontemi ve modifiye
ayristirma metodu kullanarak elle alindi.

Bu calismada, baslangic degerleri olan Emden-Fowler tipinde verilen denklem

sistemlerini incelemeyi amagliyoruz.

u”+&u'+f(u,\/)=h1(x)r x>0,a1 > ()
X

(2.4)
v”+&v'+g(u,v) =h,(x), x>0,0,>0
X
Baslangi¢ kosullarina bagli olarak
u(0)=v(0)=1, u’(0)=v'(0)=0, (2.5)

Sistem (2.4), diger degiskenler i¢in herhangi bir sayida denkleme genellestirilebilir.



Emden-Fowler tipi (2.4) denklem sistemleri, desen olusumu, popiilasyon evrimi
ve kimyasal reaksiyonlar gibi cesitli fiziksel olaylarin modellenmesinde ortaya ¢ikar.

(Wazwaz A. , 2011).

o=1,i=1,2,..,ni¢in Denklem (2.4) silindirik simetri problemleri temsil eder.

1

Ancak «;=2, i > I i¢in, bu iki denklem kiiresel simetri modeller haline gelir. Adi

diferansiyel denklemler (ODE'ler) icin iki noktal1 tekil sinir deger problemlerinin dogru
ve hizli sayisal ¢oziimi, birgok Onemli bilimsel ve miihendislik uygulamasinda
gereklidir, 0rnegin kimyasal reaktdrde reaktan konsantrasyonu, sinir tabaka teorisi,
kontrol ve optimizasyon teorisi ve biyolojide akis aglari. Son zamanlarda, cesitli
modelleri, tekil ve tekil olmayan, dogrusal ve dogrusal olmayan ODE'leri ve PDE’leri
arastirmak i¢cin VIM calismasina ¢ok fazla ilgi gosterildi. VIM, bdyle bir ¢6ziim varsa,
kesin ¢oziime yakinsayan bir seri ¢oziimdeki ¢6ziimii dogru bir sekilde hesaplar

(Wazwaz A. , 2011).

2.6. Varyasyonel Iterasyon Metodu ve Lagrange carpanlar

Bu boliimde, Varyasyonel iterasyon metodu (VIM)'1 kullanmanin ve & 'nin gesitli
degerleri icin Lagrange carpanlarinin belirlenmesinin temel adimlarini sunacagiz. Su

diferansiyel denklemi ele alalim:
Ly+Ny =g(t) (2.6)

burada homojen olmayan terim g(z) kaynaktir ve L ve N sirasiyla dogrusal ve dogrusal
olmayan operatorlerdir.
Varyasyonel iterasyon metodu (VIM)'1 kullanmak i¢in, Denklem (2.6) i¢in bir

diizeltme fonksiyonu su bicimde kullanilmalidir:
Vurr(1) = yn(f)+I/1(Lyn(§)+Nyn(é)—g(é)) d(s) (2.7)
0

burada, 4 varyasyonel teori araciliiyla en iyi sekilde tanimlanabilen genel bir Lagrange

—~

carpanidir ve y,, anlamia gelen kisith bir varyasyondur, 5)7; =0. Artik VIM'in ana



adimlarinin en iyi sekilde tanimlanacak Lagrange c¢arpaninin A ’nin belirlenmesini
gerektirdigi agiktir (Wazwaz A. , 2011).

Denklem (2.7) i¢in diizeltme islemi su sekilde okunur.

(21

Voet(X)=3,(x)+ | ﬂ(é)[(yn(é))g +

(yn(é));;—f(f)é(yn(é))j d(s) (2.8)

Burada &(g(y,(£)))=0

A( <& ) 'nin en uygun degerini belirlemek i¢in, her iki tarafin y,(x)'e gore

degisimini alarak sunu elde ederiz.

(24

8Y,ui(x)=5y,(x)+ 5| z(ﬁ)((y,,(i))ﬁ +7

(Vu(S )z —f(é)é(yn(é))j acg) (29

veya esdeger olarak
0Y,u(x)= 5yn(X)+5I/1(§)((yn(§))g +%(yn(§))¢§j () (2.10)

Burada o ( é( y.(& ))) = () olarak kullanilmistir. Sag taraftaki integrali pargali integrasyon

yontemiyle ¢ozersek su sonucu verir:

Yy (X) =8y, (x)+ (I—ﬁ'(x)+%/1(x)j+5/1(x)(yn)§(x)+§.|.yn [z"(g)—a—"%'(g)‘”@j

62
(2.11)
Bu da sabit kosullar1 verir.
/1(5 = x) =0
A =1 (2.12)
A"—« é:ﬂ“ 2_2’ =0
X

A belirlenmesi i¢in ii¢ 6nemli durum incelenecektir.



(1) a =11g¢in olan silindirik simetrik problemler i¢in, denklem (2.12) sunu verir.

/1(5):51;1(5) (2.13)

X

(11) a = 2i¢in kiiresel simetrik problemler i¢in, denklem (12) asagidaki lagrange

garpanini verir.

/1(5)=@- (2.14)

(1i1) Genel durum i¢in « > 2 i¢in, denklem (12) sunu verir.

B g(gga—l _xa—l)
ﬂ(é)——(a_])xa_, : (2.15)

Cozim y(x)'in ardisik yaklagimlarty ,,, n > 0, herhangi bir secici fonksiyon y,(x)

kullanilarak kolayca elde edilecektir. Sonug olarak, ¢oziim
y(x)=limy,(x) (2.16)

dir (Wazwaz, 2011).
Baska bir deyisle, diizeltme fonksiyonu (2.8) birkag¢ yaklasim verecektir ve bu

nedenle kesin ¢oziim, ortaya ¢ikan ardisik yaklasimlarin sinirinda elde edilir.
Ardigik yaklagimlarin yakinsamasini hizlandiracak y,(x)i¢in en iyi baslangi¢

secimi agagidaki gibidir:
Yo(x)=y(0)+xy'(0)

Bagka bir deyisle, y,(x)igin en iyi se¢cim y(x)igin Taylor serisinin ilk iki
terimidir. Bu tiir se¢imler yakinsak ardigik yaklasimlar elde etmek icin etkili oldugunu

kanitlamigtir (Wazwaz A. , 2011).



3. PADE YAKLASIMI

=3 p (3.1)

Kuvvet serisini alalim.

Padé yaklagimi

2 m
a,tax+ta,x +..a,x

2 n
b,+bx+b,x +..bx

[m /n] = (3.2)

payin derecesi m ve paydanin derecesi n olan polinomlarin orani seklindeki rasyonel
fonksiyondur. Bu durumda (3.2)’de m+1 pay ve n+l paydanin katsayisi bulunur.
Paydanin tanimsiz olmamasi i¢in (3.2) verilen rasyonel fonksiyonda b,=1/ alinmasi
gerekiyor. Tiim yaklasimda toplamda m+n+[ bilinmeyen katsayr vardir ve kuvvet

serisinin ilk terimlerine karsilik gelir (Celik, 2002).

(3.1)deki  71,x,x°,..x™" ninci mertebeden kuvvet serisine acilimma

"Fonksiyonun orantisal bir yaklasik modeli"

d - a,taxtax’+..a x"
zpi‘xl: 04 2 _ n +Q(xm+"+1) (3.3)
Py b,+bx+bx +..bx

seklinde yazilabilir. (3.3) denkleminde i¢ler diglar ¢arpimi1 yapilirsa
(bo +bx+b,x’ +..bx" )(p0+p1x+p2x2 +) =a,tax+a,x +..ax" +Q(x'"+"”) (3.4)
elde edilir. (3.4) denklemindeki x™"/,x™"*,..x""" katsayilarinin esitliginden

bnpm—n+1 +bn—1pm—n+2 ++b{) 'pm+1 = 0

(3.5)
bnpm—n+2 +bn—1pm—n+3 +"'+b0'pm+2 = 0



bnpm +bn-]pm+] +"'+b()‘pm+n = 0

sistemi elde edilir. (3.5) denklemi #n tane lineer denklemlerden olusur.

Yani ;
—pm—n+1 pm—n+2 pm—n+3 pm T bn ] —p m+1 ]
pm-n+2 pm-n+3 pm-n+4 e pm+1 b n-1 pm+2
pm-n+3 pm-n+4 pm-n+5 o pm+2 b n-2 p m+3
= . (3.6)
L pm pm+1 pm+2 pm+n-1 L bm i _pm+n B

olur. Bu esitlikten b, katsayilari elde edilir. Ote taraftan (3.3) denkleminden payin

m

katsayilar1 olan a,,q,,a,, ...,a, katsayilari 1x,x2,x° .., x terimlerin katsayilarinin

esitliginden

ay, =py
a,=p,+bp,

a, =p,+bp,+b,p,
(3.7)

min(m,n )

am:pm+ Z bipm—i

i=1
seklinde elde edilir. Bu durumda (3.6) ve (3.7) denklemleri Padé yaklasiminin pay ve
paydasi olarak tanimlanir. Bu sekilde elde edilen denklemler, literatiirde Padé

denklemleri olarak bilinmektedir (Celik, 2002).

3.1. Padé Yaklasiminin Hesaplanmasi

“Cesitli algoritmalar Padé yaklasimmin elde edilmesinde kullanilmistir;
bunlardan en ¢ok benimsenen, etkin sonuglar veren, en yaygin ve islevsel olam
determinant temelli formiillerdir. S6z konusu yontem asagida agiklanmigtir:
f(x)=2 px' (3.8)

i=0

10



Verilen fonksiyonun seri agilimiyla olusturulan (m, n) dereceli Padé yaklasimi

gy(x)
== 39
Fn(X) a0(x) (3.9)

olarak temsil edilirse,

m

fx)=3 p =Sl Ze
i=0 qo(x) Zn:bixi

(3.10)

olur. Bu ifade, igler dislar carpimi yapilarak bir denklem sistemine donistiiriiliir ve

determinant yontemiyle ilgili katsayilar elde edilir.

f(x)=ipixi icin; (3.11)
Fk(x):ipixi, k>0 (3.12)
F.(x)=0, k<0 (3.13)

su formda temsil edilir (Turut, 2010).”

3.2.Padé Tablosu

Genel anlamda bir f(x) fonksiyonunun Padé yaklasimini

[m/n]=[m/n] [m/n](x):[m/n]f(x):rm_n =R,

;-
seklinde matematiksel temsillerle alternatif olarak bu sekilde yazabiliriz.

Bu tiir yaklagimlarin sistematik diizenlemesi Henri Eugeéne Padé’ye ait
oldugundan, hem yontem hem de tablo onun adina atfen Padé olarak adlandirilmistir.

Asagida genel bir Padé tablosu 6rnegi yer almaktadir.

11



Cizelge 3.1. Padé Tablosu

M
N 0 1 2

0 [0/0] [1/0] [2/0]
1 [0/1] [1/1] [2/1]
2 [0/2] [1/2] [2/2]

I+£x
Ornek 3.1: “f(x)= Tt ] Verilen fonksiyonun ilk bes terimden olusan kuvvet seri
X+
acilimi
P5(x):]_£“9_5x2_965x3+40795x4_442115x5 (3.14)
4 32 128 2048 8192

seklindedir (Turut, Cok degiskenli pad¢ yaklasimlar1 ve uygulamalar1”, Y, 2007).”
(3.14) kuvvet serisinin [3,2] dereceli Padé yaklasimi determinant yontemleri ile

olusturulan denklemler yardimiyla,

1_401203 33930791 , 881105 ;

X X X
__ 6025 385600 6169 i
r32(%) |_ 1574687 66569281 , G.19)

24100 385600

I+£x

olarak hesaplanir. f(x)= fonksiyonu, P;(x) kuvvet serisi [3,2] dereceli Padé

3x+1
yaklagimina ait grafik sekil 3.1°de gosterilmistir.

12



— 1000

— 2000

| Kuvwvet Serisi = ¢ [3.2] Padé vaklasimy = fix) |

1+ix

Sekil 1: f(x)=

o fonksiyonu, kuvvet serisi ve 7;,(x) Padé yaklagimi
X+ ’

Ornek 3.2: f(x)=e”" fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyonun yedi terimli seri
acgilimi,

9 5 27 8 81, 243

9
P(x)=1-3x+=x"—=x"+ 3.16
(%) YT TS Tt Tt T se0 (3.16)

seklindedir. (3.16) kuvvet serisinin [4,3] dereceli Padé yaklasimi determinant
denklemleri yardimiyla,

12 9 , 18 ; 27
I Y s s
r4,3(x) = 9 9 (3'17)
I+-x+—x"+_-x

7 14 70

olarak hesaplanir.
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f(x)=e" fonksiyonu, P(x) kuvvet serisi [4,3] dereceli Padé yaklasimina ait

cizelge 3.1 ve grafik sekil 3.2 de gdsterilmistir.

Tablo 1: f(x)=e¢", P(x) ve r,;(x) degerleri

Mutlak Hata Mutlak Hata
X x)=e* 7, (X P(x

s ) o e =r x| | |Bx)=r(x)

1 0.04978706837 0.05023364486 -0.07142857143 0.00044657649 0.12166221629
1.1 0.03688316740 0.03766177914 -0.21634376530 0.00077861174 0.25400554444
1.2 0.02732372245 0.02859973980 -0.46798372600 0.00127601735 0.49658346580
1.3 0.02024191145 0.02222830181 -0.89653907200 0.00198639036 0.91876737381
1.4 0.01499557682 0.01795685279 -1.60407392000 0.00296127597 1.62203077279
1.5 0.01110899654 0.01536390649 -2.73497489100 0.00425490995 2.75033879749
1.6 0.00822974705 0.01415271630 -4.48851419000 0.00592296925 4.50266690630
1.7 0.00609674657 0.01411814990 -7.13374556000 0.00802140333 7.14786370990
1.8 0.00451658094 0.01512196471 -11.0269515900 0.01060538377 11.04207355471
1.9 0.00334596546 0.01707437539 -16.6318614100 0.01372840993 16.64893578539
2 0.00247875218 0.01992031873 -24.5428571400 0.01744156655 24.56277745873

Kuvvet Serisi

[4.3] Padé vaklagmn = = ' fx)|

Sekil 2: f(x)=e" fonksiyonu, P,(x)kuvvet serisi ve r,;(x) Padé yaklagim

14




4. UYGULAMALAR

Bu bolimde x = 0 'da olusan tekillik davranisa sahip Emden-Fowler tipi iki
denklemi sistemini inceleyecegiz. Iki baslangic deger problemi farkli Lagrange
carpanlariin kullanilacagi ¢esitli & degerleri i¢in segilir.

Emden-Fowler yardimiyla elde edilen seri ¢oziimlerin farkli « degerleri igin
Padé¢ yaklasimlar1 hesaplanmistir. Hesaplanan Padé nlimerik ¢oéziimler kesin ¢ozlimle
kiyaslanarak « parametresinin Padé yaklasimi tizerindeki etkisi gozlemlenmeye

calisilmgtir.

Uygulama 4.1

“fIk olarak Emden-Fowler tipi dogrusal olmayan denklem sistemini inceliyoruz.

1
u"+—u'+u'v—(4x’ +5)u=0,

; 4.1)
VIV —(4x° =5 )v=0,
X
baslangi¢ kosullartyla
u(0)=1, u'(0)=0
v(0)=1, v'(0)=0 (4.2)

burada «, =1, a, =2 alinmistir. Bu denklem (4.1)’deki denklemlerin sirasiyla silindirik

simetri ve kiiresel simetri (3 boyutlu) olduklar1 anlamina gelir (Wazwaz A. , 2011).”

“Denklem (4.1) i¢in diizeltme fonksiyonlar

o (3) =1, (X% (ﬂn( M” "(5)+é+u;(§)—(4r2 v 5)u,,(§)jd§, nz0,

v (X)=v,(x)+ (5(5 j(V"(§)+é+v;(§)—(4r2—5)Vn(cf)jd§, nz0,  (43)

15



nerede kullandik

g

A(E)=En (—j o = 1 icin,
X

40E)=2=X) o i (4.4)
X

Yukarida denklem (2.13) ve (2.14) verildigi gibi. Verilen baslangi¢ degerlerini
g6z oniinde bulundurarak, u,(x)=1 ve v,(x)=1"1 segebiliriz. Bu se¢imi Denklem

(4.3)'te kullanarak, asagidaki ardisik yaklasimlari elde ederiz (Wazwaz A. , 2011).

uy(x)=1
Vo(x)=1

1
ul(x)=]+x2+zx4,
E
v (x)=1-x +Ex,

u,(x)=1+x" +ix4 +ix6 +—x"+..,
2 240 40
1 1 1
v(x)=1-x"+=x —3—x6 +—x"+..,
2 280 240

u,(x)=1+x’ +ix4 +ix6 +ﬂx8 +...,

2! 3! 35840 4.5)
v(x)=1-x +ix4 —ix6 +ﬂx8 +

2! 3! 17280

u,(x)=1+x" +ix4 +ix6 +ix8 +...,
2! 3! 4!

1 1
72 [t e 8
v (x)=1-x +2/x 3./x +4/x +...,

Bu, Denklem (4.1)'in asagidaki sekilde verilen kesin ¢oziimiinii verir.

(u(x),v(x)) =(e"2,e_"2 ) (4.6)

(Wazwaz A. , 2011).”
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Varyasyonel iterasyonel yontemi ile elde edilen,

P;(x)=1+x2+ix"+ix6+ix8+ Loy Ly L
2 24 120 720 5040

kuvvet serisinin [12,2] decereli Padé yaklasimi hesaplanirsa

[ RN S S B S S S S
_ 7 14 21 56 420 5040
T, (X)= 2
R
7

olarak elde edilir.

2
f(x)=€" kesin ¢oziimii, P(x) ve 7,,(x) niimerik ¢oziimlerine ait sayisal

degerler asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 2: f(x)=e"2, P/(x)ve r,,,(x) degerleri

, Mutlak Hata Mutlak Hata
X f(x)=e Fi2o(%) Bi(x) ‘er ~T5 |E(X)—Vlz,z|
1 2.718281828 2.718287037 2.718253968 0.000005209 0.000033069
1.1 3.353484653 3.353510749 3.353353288 0.000026096 0.000157461
1.2 4.220695817 4.220811549 4.220151774 0.000115732 0.000659775
1.3 5.419480705 5.419945135 5.417458751 0.00046443 0.002486384
1.4 7.099327065 7.101043576 7.092469498 0.001716511 0.008574078
1.5 9.487735836 9.493663266 9.466226305 0.00592743 0.027436961
1.6 12.93581732 12.95517492 12.87274095 0.0193576 0.08243397
1.7 17.99330960 18.05373403 17.81881923 0.06042443 0.2349148
1.8 25.53372175 25.71575948 25.07493117 0.18203773 0.64082831
1.9 36.96605281 37.50032942 35.81211588 0.53427661 1.68821354
2 54.59815003 56.14074074 51.80634921 1.54259071 4.33439153

17




1.5 16 1.7 1.8 19

[ =

| o KuvvetSerisi ¢ [12.2]Padé Yaklastmi = * ' fx)|

Sekil 3: f(x)= e fonksiyonu, kuvvet serisi ve r,,,(x) Padé yaklagim

Varyasyonel iterasyonel yontemi ile elde edilen,

Q(X)=1—x2+ix"—ix6+ix8— Loy 1y L
! 27 6 247 120 720 5040

kuvvet serisinin [12,2] decereli Padé yaklagimi hesaplanirsa

1—‘;)8 +154x4 _221x6 +5]6x8 _4;0 ! +50]40 X
’”12,2(x)= e
1+—
7

olarak elde edilir.
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degerler asagidaki tabloda verilmistir.

2
f(x)=e" kesin ¢oziimii, O,(x) ve 7,,(x) niimerik ¢oziimlerine ait say1sal

Tablo 3: f(x):e”‘z , O,(x) ve 1,,,(x) degerleri

i Mutlak Hata Mutlak Hata
* f(x):e ' r”'z(x) Ql(x) eﬁx: _’Qz,z(X)‘ |Q1()C)—l”12,2(x)|
1 0.3678794412 0.3678819444 0.3678571429 0.0000025032 0.0000248015
1.1 0.2981972794 0.2982080173 0.2980969696 0.0000107379 0.0001110477
1.2 0.2369277587 0.2369678894 0.2365332520 0.0000401307 0.0004346374
1.3 0.1845195240 0.1846530528 0.1831337541 0.0001335288 0.0015192987
1.4 0.1408584209 0.1412607262 0.1364378063 0.0004023053 0.0048229199
1.5 0.1053992246 0.1065116255 0.09242237662 0.0011124009 0.0140892489
1.6 0.07730474044 0.08015863466 0.0418734009 0.0028538942 0.0382852337
1.7 0.05557621261 0.06243092590 -0.0351929216 0.0068547133 0.0976238475
1.8 0.03916389510 0.05469397117 -0.1806101797 0.0155300761 0.2353041509
1.9 0.02705184687 0.06045126007 -0.478949676 0.0333994132 0.5394009361
2 0.01831563889 0.08686868687 -1.095238095 0.0685530480 1.18210678
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| Kuvvet serisi  © [12.2] Padé Yaklasimi = * 'ﬂ\')l

Sekil 4: f(x)= e fonksiyonu, kuvvet serisi ve 7,,,(x) Padé yaklagimi

Varyasyonel iterasyonel yontemi ile elde edilen,

P](x)=1+x2+ix"+ix6+ix8+ Loy Loy 1 o
2 6 24 120 720 5040

kuvvet serisinin [8,4] decereli Pad¢ yaklagimi hesaplanirsa

LN N T

]+§x +5x +%x +—360x
r8,4('x)= ] ]
1-=x"+—x
3 30

olarak elde edilir.
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degerler asagidaki tabloda verilmistir.

2
f(x)=¢€" kesin ¢oziimii, P,(x) ve r;,(x) nimerik ¢oziimlerine ait sayisal

Tablo 4: f(x)=¢", P(x) ve 1y ,(x) degerleri

i Mutlak Hata Mutlak Hata
x| fx)=e foa(x) e ERETNE) B TEIRIWES
1 2.718281828 2718253968 | 2.718253968 0,00002786 0

1.1 | 3353484653 3.353359743 3.353353288 0,00012491 0,000006455
12 | 4220695817 4220187290 | 4.220151774 0,000508527 0,000035516
13 | 5.419480705 5417563478 | 5.417458751 0,001917227 0,000104727
14 | 7.099327065 7.092528943 7.092469498 0,006798122 0,000059445
1.5 | 9.487735836 9.464785447 | 9.466226305 0,022950389 0,001440858
1.6 | 1293581732 12.86133832 12.87274095 0,074479 0,01140263
1.7 | 17.99330960 17.75936566 17.81881923 0,23394394 0,05945357
1.8 | 2553372175 24.81983853 | 25.07493117 0,71388322 0,25509264
19 | 3696605281 34.85112013 35.81211588 2,11493268 0,96099575
2 54.59815003 48.55555556 | 51.80634921 6,04259447 3,25079365
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15 16 17 18 19

[ =

[ KuvvetSerisi__© [8.4] Padé Yaklagim: — - ' f(x)]

Sekil 5: f(x)= e fonksiyonu, kuvvet serisi ve 7, ,(x) Padé yaklagimi

Varyasyonel iterasyonel yontemi ile elde edilen,

Ox)=l-w+ixt Loy Lyp Lo, Lo L o
! 2 6 24 120 720 5040

kuvvet serisinin [8,4] decereli Pad¢ yaklagimi hesaplanirsa

]—ix2 +£_x4 —3]0x6 +3t]50 s
r8,4(x)= ]
I+-x"+——x'
3 30

olarak elde edilir.
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2
f(x)=e" kesin ¢oziimii, Q,(x)ve 1 ,(x) niimerik ¢oziimlerine ait sayisal

degerler asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 5: f(x)=¢™, Q,(x) ve 1,,(x) degerleri

. Mutlak Hata Mutlak Hata

x| f=e ) ot e ~rtx)] o)
1 0.3678794412 0.3678861789 0.3678571429 0.0000067377 0.0000290360
1.1 0.2981972794 0.2982196673 0.2980969696 0.0000223879 0.0001226977
1.2 0.2369277587 0.2369933485 0.2365332520 0.0000655898 0.0004600965
1.3 0.1845195240 0.1846922608 0.1831337541 0.0001727368 0.0015585067
1.4 0.1408584209 0.1412736184 0.1364378063 0.0004151975 0.0048358121
1.5 0.1053992246 0.1063212540 0.09242237662 0.0009220294 0.0138988774
1.6 | 0.07730474044 0.07921541802 0.0418734009 0.0019106776 0.0373420171
1.7 | 0.05557621261 0.05930167522 -0.0351929216 0.0037254626 0.0944945968
1.8 | 0.03916389510 0.04604646083 -0.1806101797 0.0068825657 0.2266566405
1.9 | 0.02705184687 0.03917105954 -0.478949676 0.0121192127 0.5181207355
2 0.01831563889 0.03875968992 -1.095238095 0.0204440510 1.1349977849
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I Kuvvet serisi ¢ [8.4] Padé Yaklasim = ﬂ.‘r)l

Sekil 6: f(x)= e fonksiyonu, kuvvet serisi ve 7, ,(x) Padé yaklasimi

Varyasyonel iterasyonel yontemi ile elde edilen,

P](x)=1+x2+ix"+ix6+ix8+ Loy Ly Lo
2 6 24 120 720 5040

kuvvet serisinin [8,6] decereli Pad¢ yaklagimi hesaplanirsa

1+ix2+£x" +ix6 +ix8
7 7 105 840

Tys(X)=

olarak elde edilir.
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degerler asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 6: f(x)=¢", P(x) ve r,,(x) degerleri

2
f(x)=¢€" kesin ¢oziimii, P,(x) ve r;,(x) nimerik ¢oziimlerine ait sayisal

. Mutlak Hata Mutlak Hata

x | f(x)=e "as(¥) R e —rao)| | B =n(x)
1 2.718281828 2.718283582 2.718253968 0,000001754 0,000029614
1.1 3.353484653 3.353494483 3.353353288 0,000009830 0,000141195
1.2 4.220695817 4.220745155 4.220151774 0,000049338 0,000593381
1.3 5419480705 5.419707422 5417458751 0,000226717 0,002248671
1.4 7.099327065 7.100297777 7.092469498 0,000970712 0,007828279
1.5 9.487735836 9.491663955 9.466226305 0,003928119 0,025437650
1.6 12.93581732 12.95102131 12.87274095 0,015203990 0,078280360
1.7 17.99330960 18.05019036 17.81881923 0,056880760 0,231371130
1.8 25.53372175 25.74148346 25.07493117 0,207761710 0,666552290
1.9 36.96605281 37.71528508 35.81211588 0,749232270 1,903169200
2 54.59815003 57.30769231 51.80634921 2,709542280 5,501343100
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I —

I ¢ Kuvvet Serisi ¢ [8.6]Padé Yaklasimi = * ﬁ'.rlll

2
Sekil 7: f(x)=¢" fonksiyonu, kuvvet serisi ve 7y ,(x) Padé yaklasim

Varyasyonel iterasyonel yontemi ile elde edilen,

Q(X)=1—x2+ix"—ix6+ix8— Loy Loy Lo
! 27 6 247 120 720 5040

kuvvet serisinin [8,6] decereli Pad¢ yaklagimi hesaplanirsa

olarak elde edilir.
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2
f(x)=e" kesin ¢oziimii, O,(x) ve 1, ,(x) niimerik ¢dziimlerine ait sayisal

degerler asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo7: f(x)=e™, Q,(x) ve r,,(x) degerleri

. Mutlak Hata Mutlak Hata
X f(x)=e rys(X) O,(x) ‘eixz—r&ﬁ(x)‘ |Q1(x)—r8v6(x)|

1 0.3678794412 0.3678797468 0.3678571429 0.0000003056 0.0000226039

1.1 0.2981972794 0.2981984660 0.2980969696 0.0000011866 0.0001014964
1.2 0.2369277587 0.2369317403 0.2365332520 0.0000039816 0.0003984883
1.3 0.1845195240 0.1845313294 0.1831337541 0.0000118054 0.0013975753
1.4 0.1408584209 0.1408898914 0.1364378063 0.0000314705 0.0044520851
1.5 0.1053992246 0.1054757103 0.09242237662 0.0000764857 0.0130533337
1.6 0.07730474044 0.07747616473 0.0418734009 0.0001714243 0.0356027638
1.7 0.05557621261 0.05593390008 -0.0351929216 0.0003576875 0.0911268217
1.8 0.03916389510 0.03986431017 -0.1806101797 0.0007004151 0.2204744899
1.9 0.02705184687 0.02834783540 -0.478949676 0.0012959885 0.5072975114
2 0.01831563889 0.02059496568 -1.095238095 0.0022793268 1.1158330607
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| ¢ KuvvetSersi ¢ [8.6]Padé vaklagm = * ' fix)|

2
Sekil 8: f(x)=e™" fonksiyonu, kuvvet serisi ve 7; ;(x) Padé¢ yaklasim
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Uygulama 4.2

“Asagidaki Emden-Fowler tipi dogrusal olmayan denklem sistemini ele alirsak.

2
u"+Zu'v —ul +6v=6+6x°,
X

2
V' Zvirut v —6v=6-6x7,
X

(4.7)

baslangi¢ kosullartyla

u(0)=1, u'(0)=0
v(0)=—=1, v'(0)=0 (4.8)

Burada a, =, = 2. Bu, sistemin iki kiiresel denklemden olustugu anlamina gelir.

Denklem (4.7) i¢in diizeltme fonksiyonlar1 su sekildedir (Wazwaz A. , 2011).”

un+1(x)=u,,(x)+f(§(§ j(u;(é)+§u;(§)+vi—u5+6vn—6—6§2jd§, n20,

un+,(x)=un(x)+j(§(i )j(u;(f)+§u;(f)+vi—u5+6vn—6—652jd§, n>0,
(4.9)

Nerede kullandik

A(E)= 2 (E) =@, (4.10)

Yukaridaki denklem (2.14)’te verildigi gibi.
“Verilen baglangic degerlerini g6z Oniinde bulundurarak, wu,(x)=1 ve

V,(x)=—1. secebiliriz. Bu se¢imi denklem (4.9)’te kullanarak agagidaki yaklagimlari

elde ederiz.
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“o(x) = 1:
Vo(x) = _1)

u(x)=1+2x" +%x4,

3

v(x)=—1-—x"
(x) =1~
u2(x)=1+2x2+ix4+£x6+ix8,
2 210 60
; 20 ; 4.11)
v(x)=—1-—x"———x"——x"+,
2 210 60
u3(x):1+2x2+ix4+ix6+£x8+...,
2! 3! 280
1 1 11
vy(x)=-1-—x"——x"——x"+
() 217 317 280
u4(x)=]+2x2+ix4+ix6+ix8+...,
2! 3! 4!
IR SRR S A
v,(x)=~1 ij 3/x +4./x +...,
Bu, Denklem (4.7) nin asagidaki sekilde kesin ¢oziimiinii verir.
(u(x),v(x))z(x2+e’“2,x2—e_"2). (4.12)

(Wazwaz A. , 2011).”

Varyasyonel iterasyonel yontemi ile elde edilen,
P(x)=1+2x’ +§x4 +éx6 +ix8

24

kuvvet serisinin [6,2] decereli Padé yaklagimi hesaplanirsa
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olarak elde edilir.

degerler asagidaki tabloda verilmistir.

2
f(x)=x"+e" kesin ¢dziimii, P,(x) ve ¥, ,(x ) niimerik ¢oziimlerine ait sayisal

Tablo8: f(x)=x"+e", P(x) ve r,,(x) degerleri

, , Mutlak Hata Mutlak Hata
X 2
X f(x)=x"te 75.2(%) B(x) X +et _r6,2(x)‘ ‘f}(x)—lg;(x)‘
0.1 1.020050167 1.020050167 1.020050167 0.000000000 0.000000000
0.2 1.080810774 1.080810775 1.080810774 0.000000001 0.000000001
0.3 1.184174284 1.184174297 1.184174234 0.000000013 0.000000063
0.4 1.333510871 1.333511111 1.333509974 0.000000240 0.000001137
0.5 1.534025417 1.534027778 1.534016927 0.000002361 0.000010851
0.6 1.793329415 1.793345055 1.793275840 0.000015640 0.000069215
0.7 2.122316220 2.122395489 2.122060167 0.000079269 0.000335322
0.8 2.536480879 2.536812699 2.535481174 0.000331820 0.001331525
0.9 3.057907987 3.059113950 3.054559634 0.001205963 0.004554316
1 3.718281828 3.722222222 3.708333333 0.003940394 0.013888889
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0 02 04 06 0.8 1 12 14 16 18

I < Kuvvet Serisi ¢ [6,2] Padé Yaklasimi = -« ﬂUI

Sekil 9: f(x)=x"+ e fonksiyonu, kuvvet serisi ve 7, ,(x) Padé yaklasim

Varyasyonel iterasyonel yontemi ile elde edilen,

1 1 1
:]__ 4 L 6~ 8
0.(x)=1=5x' = =

kuvvet serisinin [6,2] decereli Pad¢ yaklagimi hesaplanirsa

—]+;x2 —;x" —2]4x6
ro(x)= 2
-
4

olarak elde edilir.
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2
f(x)=x"—e€" kesin ¢oziimii, Q,(x ) ve 1, ,( x) niimerik ¢oziimlerine ait sayisal

degerler asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 9: f(x)=x"—e, O,(x) ve 7,,(x) degerleri

. Mutlak Hata Mutlak Hata

x| f(x)=x"-e s X) 0,(x) K=o —nue) | |Qix) =1 (x)
0.1 | -1.000050167 -1.000050167 -1.000050167 | 0.000000000 0.000000000
0.2 | -1.000810774 -1.000810774 -1.000810774 | 0.000000000 0.000000000
0.3 | -1.004174284 -1.004174297 -1.004174234 | 0.000000013 0.000000063
0.4 | -1.013510871 -1.013511111 -1.013509974 | 0.000000240 0.000001137
0.5 | -1.034025417 -1.034027778 -1.034016927 | 0.000002361 0.000010851
0.6 | -1.073329415 -1.073345055 -1.073275840 | 0.000015640 0.000069215
0.7 | -1.142316220 -1.142395489 -1.142060167 | 0.000079269 0.000335322
0.8 | -1.256480879 -1.256812699 -1.255481174 | 0.000331820 0.001331525
0.9 | -1.437907987 -1.439113950 -1.434559634 | 0.001205963 0.004554316
1 -1.718281828 -1.722222222 -1.708333333 | 0.003940394 0.013888889
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Kuvvet Serisi

e

[6.2]Padé Vaklasimi =

- Ao

Sekil 10: f(x)=x’ —e" fonksiyonu, kuvvet serisi ve 7, ,(x) Padé yaklagimi

Varyasyonel iterasyonel yontemi ile elde edilen,

Pz(x)=]+2x2+ix4+ix6+ixg

24

kuvvet serisinin [2,2] decereli Padé yaklagimi hesaplanirsa

2
rL(x)= e
-
4

olarak elde edilir.
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degerler asagidaki tabloda verilmistir.

2
f(x)= x° +e" kesin ¢oziimii, P,(x) ve r,,(x) niimerik ¢oziimlerine ait sayisal

Tablo 10: f(x)=x"+¢" , P(x) ve r,,(x) degerleri

) Mutlak Hata Mutlak Hata
= 2 X P Xz

* J(x)=x"+e 722(%) 2(x) X’ +e _G,z(x)‘ |P2(x)—l’“(x)|
0.1 1.020050167 1.020050125 1.020050167 0.000000042 0.000000042
0.2 1.080810774 1.080808081 1.080810774 0.000002693 0.000002693
0.3 1.184174284 1.184143222 1.184174234 0.000031062 0.000031012
0.4 1.333510871 1.333333333 1.333509974 0.000177538 0.000176641
0.5 1.534025417 1.533333333 1.534016927 0.000692084 0.000683594
0.6 1.793329415 1.791208791 1.793275840 0.002120624 0.002067049
0.7 2.122316220 2.116809117 2.122060167 0.005507103 0.005251050
0.8 2.536480879 2.523809524 2.535481174 0.012671355 0.011671650
0.9 3.057907987 3.031347962 3.054559634 0.026560025 0.023211672
1 3.718281828 3.666666667 3.708333333 0.051615161 0.041666666
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| < KumvvetSerisi ¢ [2.2]Padé Yaklasum =— = ' fix)|

Sekil 11: f(x)=x"+ e fonksiyonu, kuvvet serisi ve ,,(x) Padé yaklagim

Varyasyonel iterasyonel yontemi ile elde edilen,

-1 ;xz—;ix"
r44(x)= ] ]
I-—x"+—x'
3 36

olarak elde edilir.
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2
f(x)=x"—€" kesin ¢oziimii, O,(x)ve #, ,(x ) niimerik ¢6ziimlerine ait say1sal

degerler asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 11: f(x)=x"-¢", O,(x)ve r,,(x) degerleri
Mutlak Hata Mutlak Hata
— 2 _ ¥ r X 2

* J(x)=x"—e (%) 0o(x) X +e _r4,4(x)‘ |Q2(x)—r4’4(x)|
0.1 -1.000050167 -1.000050167 -1.000050167 0.000000000 0.000000000
0.2 -1.000810774 -1.000810774 -1.000810774 0.000000000 0.000000000
0.3 -1.004174284 -1.004174289 -1.004174234 0.000000005 0.000000055
0.4 -1.013510871 -1.013510978 -1.013509974 0.000000107 0.000001004
0.5 -1.034025417 -1.034026465 -1.034016927 0.000001048 0.000009538
0.6 -1.073329415 -1.073336351 -1.073275840 0.000006936 0.000060511
0.7 -1.142316220 -1.142351310 -1.142060167 0.000035090 0.000291143
0.8 -1.256480879 -1.256627311 -1.255481174 0.000146432 0.001146137
0.9 -1.437907987 -1.438437636 -1.434559634 0.000529649 0.003878002
1 -1.718281828 -1.720000000 -1.708333333 0.001718172 0.011666667
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[4.4] Padé Yaklasimi = =« #x) |

el

Kuvvet Serisi

&

X —e” fonksiyonu, kuvvet serisi ve 7, ,(x) Padé yaklagimi

f(x)=

Sekil 12

38



Uygulama 4.3

“Simdi Emden-Fowler tipi dogrusal olmayan denklem sistemini inceliyoruz.

3
u'+=utuv+(x°+4)u’=1,
X

v”+iv’+uv—(4x2+5)v3=1, (4.13)
X

baslangi¢ kosullariyla

u(0)=1, u'(0)=0
v(0)=1, v'(0)=0 (4.14)

burada «a, =3, a, =4.

Denklem (4.13) i¢in diizeltme fonksiyonlari

ty, (%) =10,(x)+ | (T)j(u («:)+§u;(§)+u,,(«:)v,,(§)+(«:2 +4)u (5)—1Jd§, n=0,

V(1) =0, ()% | [MJ(V;(@+?VQ(?Hun(é)vn(é)—(%z +5)u5(§)—1jd§, nz0,

(4.15)
Lagrange carpanlari kullandigimizda
2 _xZ o
2(&)=E 25 = sicin
/1(5)_5(5 ) a, =4 icin, (4.16)

Yukarida denklem (2.15)’te verildigi gibi (Wazwaz A. , 2011).”

39



“Verilen baglangi¢ degerlerini g6z dniinde bulundurarak

u,(x)=1
v(x)=1
1 1
:1__ 2~ 4)
u,(x) 2x 24x

1 1
vj()c):]wtzx2 +;x4,

o365, 127

u2(x)=]—ix2+

1]

- X+ X +..
5 2688 8960 4.17)
v(x)=1+—=x"— X+ X+,
2 4536 29568

3
8
1229 , 871
8
3

u3(x)=]—§x2+—x4—5 5. 265295

— Xt —x"+..,
8 16 1161216
vy(x)= ]+ix2 —ix" +ix6 —ﬂxé;
2 8 16 3193344

3

ceey

5
u,(x)=1-=x"+=x"——x"+—x%+ .,
%) 16 128
v(x)=1+=x"—=x' ix‘s——x‘gj

Bu, Denklem (4.13)'nin asagidaki sekilde verilen kesin ¢6ziimiinii verir.

(u(x),v(x)):(\/]i—2,\/l+x2j. (4.18)
x

(Wazwaz A. , 2011).”
Varyasyonel iterasyonel yontemi ile elde edilen,

P(x)= 1+ix2 —lx" +Lx6 —ixg +Lxm
2 8 16 128 256

kuvvet serisinin [4,2] decereli Padé yaklagimi hesaplanirsa
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7’4,2()6):—2

1
I+x> +=x*

1+
2

olarak elde edilir.

degerler asagidaki tabloda verilmistir.

f(x)=~x"+1 kesin ¢oziimii, P(x)ve r,,(x) niimerik ¢oziimlerine ait saysal

Tablo 12: f(x)=~x’+1, P(x) ve r,,(x) degerleri
3 4,2

Mutlak Hata Mutlak Hata
2
x| f(x)=Alx 1 (%) B(x) \\/xz +1=r,(x) | |B(x)=r(x)
1 1.414213562 1.416666667 1.425781250 0.015776062 0.009114583
1.1 1.486606875 1.490973520 1.519898769 0.004366645 0.028925249
1.2 1.562049935 1.569302326 1.648767693 0.007252391 0.079465367
1.3 1.640121947 1.651497290 1.847975062 0.011375343 0.196477772
14 1.720465053 1.737474747 2.184846597 0.017009694 0.447371850
1.5 1.802775638 1.827205882 2.779750824 0.024430244 0.952544942
1.6 1.886796226 1.920701754 3.838131508 0.033905528 1.917429754
1.7 1.972308292 2.018001022 5.697163632 0.045692730 3.679162610
1.8 2.059126028 2.119160305 8.891888222 0.060034277 6.772727917
1.9 2.147091055 2.224246881 14.24678505 0.077155826 12.022538169
2 2.236067977 2.333333333 23. 0.097265356 20.666666667
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| © KuvvetSerisi © [4.2]PadéYaklasim == * ' fix)|

Sekil 13: f(x)=+/x" +1 fonksiyonu, kuvvet serisi ve r,,(x) Padé yaklagimi

Varyasyonel iterasyonel yontemi ile elde edilen,

3 4 5x6+3_5x8_63x10
2 8 16 128 256

kuvvet serisinin [4,2] decereli Padé yaklagimi hesaplanirsa

]+;x2 —2]x4
}"42()(?): 5x2
1+—
6

olarak elde edilir.
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1 ) . L
f(x)= ﬁ kesin ¢oziimii, Q;(x) ve r, ,(x) niimerik ¢dziimlerine ait say1sal
X+

degerler asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 13: f(x)= ! , Os(x) ve r,,(x) degerleri
Nx'+1 ’
Mutlak Hata

flx)= ] - (%) 0.(x) ; Mutlak Hata
X e 4.2 3 ﬁ_r“(x) |Q3(x)—r4,2(X)|
1 0.7071067810 0.7045454545 0.5898437500 0.0025613265 0.1147017045
1.1 0.6726727939 0.6683796683 0.3382584442 0.0042931256 0.3301212241
1.2 0.6401843997 0.6334545455 -0.223536435 0.0067298542 0.8569909805
1.3 0.6097107607 0.5997214535 -1.444437944 0.0099893072 2.0441593975
1.4 0.5812381939 0.5670632913 -3.975395575 0.0141749026 4.5424588663
1.5 0.5547001961 0.5353260870 -8.969234469 0.0193741091 9.5045605560
1.6 0.5299989401 0.5043404257 -18.37952277 0.0256585144 18.88386320

1.7 0.5070201266 0.4739352080 -35.39396594 0.0330849186 35.86790115

1.8 0.4856429312 0.4439459459 -65.04648220 0.0416969853 65.49042815

1.9 0.4657464329 0.4142193346 -115.0620788 0.0515270983 115.4762981
2 0.4472135954 0.3846153846 -197 0.0625982108 197.3846154
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— 02+
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| Kuvvet Serisi  ©  [4.2] Padé Yaklastmi == * ' f{x) |

Sekil 14: f(x)=

= fonksiyonu, kuvvet serisi ve r,,(x) Padé¢ yaklagimi
x +1

Varyasyonel iterasyonel yontemi ile elde edilen,

Ps(x):]+1x2—1x4+—x6— ) x84 7 X - 21 e
2 8 16 128 256 1024

kuvvet serisinin [4,2] decereli Pad¢ yaklagimi hesaplanirsa

]+x2+lx4
r4’2(x):—x2
I+—
2

olarak elde edilir.

44



degerler asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 14: f(x)=~/x"+1, P(x) ve r,,(x) degerleri
3 4,2

f(x)=~x"+1 kesin ¢dziimii, P;(x) ve r,,(x) niimerik ¢dziimlerine ait say1sal

Mutlak Hata Mutlak Hata
2
© = e KO N VR RS R R YR
1 1.414213562 1.416666667 1.405273438 0.002453105 0.011393229
1.1 1.486606875 1.490973520 1.455536468 0.004366645 0.035437052
1.2 1.562049935 1.569302326 1.465917977 0.007252391 0.103384349
1.3 1.640121947 1.651497290 1.370182301 0.011375343 0.281314989
1.4 1.720465053 1.737474747 1.022178472 0.017009694 0.715296275
1.5 1.802775638 1.827205882 0.118937254 0.024430244 1.708268628
1.6 1.886796226 1.920701754 -1.934304538 0.033905528 3.855006292
1.7 1.972308292 2.018001022 -6.251143968 0.045692730 8.269144990
1.8 2.059126028 2.119160305 -14.83219284 0.060034277 16.951353145
1.9 2.147091055 2.224246881 -31.14346231 0.077155826 33.367709191
2 2.236067977 2.333333333 -61 0.097265356 63.333333333
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| ¢ KuvvetSersi ¢ [4,2]Padé yaklagm = = fix/|

Sekil 15: f(x)=+/x" + I fonksiyonu, kuvvet serisi ve r,,(x) Padé yaklasimi

Varyasyonel iterasyonel yontemi ile elde edilen,

Q3(x)=]—ix2+ix4—ix6+ 35 x% = 63 0+ 231 2
2 8 16 128 256 1024

kuvvet serisinin [4,2] decereli Padé yaklagimi hesaplanirsa

]+;x2 —2]4x4
Fpo(x)= 532
1+—
6

olarak elde edilir.
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1 ) : .
f(x)= ﬁ kesin ¢oziimii, O;(x) ve r, ,(x)niimerik ¢oziimlerine ait sayisal
X+

degerler asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 15: f(x)= ! , Oy(x) ve r,,(x) degerleri
VX +1 ’
Mutlak Hata

flx)= ] - (%) 0.(x) J Mutlak Hata
* x> +1 - ’ ﬁ_rm(x) |Q3(x)_r4,2(x)|
1 0.7071067810 0.7045454545 0.8154296875 0.0025613265 0.110884233
1.1 0.6726727939 0.6683796683 1.046243752 0.0042931256 0.3778640837
1.2 0.6401843997 0.6334545455 1.787810443 0.0067298542 1.1543558975
1.3 0.6097107607 0.5997214535 3.811282430 0.0099893072 3.2115609765
1.4 0.5812381939 0.5670632913 8.813953795 0.0141749026 8.2468905037
1.5 0.5547001961 0.5353260870 20.29971480 0.0193741091 19.764388713
1.6 0.5299989401 0.5043404257 45.11727373 0.0256585144 44.61293330
1.7 0.5070201266 0.4739352080 96.03741766 0.0330849186 95.56348245
1.8 0.4856429312 0.4439459459 195.9184094 0.0416969853 195.4744634
1.9 0.4657464329 0.4142193346 384.2306422 0.0515270983 383.8164229
2 0.4472135954 0.3846153846 727. 0.0625982108 726.6153846

47




0.5 e,
0 0.5 1 15

X

| © KuvvetSerisi ¢ [4.2]Padé Yaklasimi = * ' fix)|

Sekil 16: f(x)= fonksiyonu, kuvvet serisi ve 7, ,(x) Padé yaklagimi

X +1

Varyasyonel iterasyonel yontemi ile elde edilen,

Pj,(x):]+ix2_ix4+ix6_ 5 x8+ 7 x]()_ 2] x12+ 33 x14
2 8 16 128 256 1024 2048

kuvvet serisinin [8,4] decereli Padé yaklagimi hesaplanirsa

]+§x2 +2x4 +EX6 —3;4x8
r8,4(x): 72 7
I+ +—x
6 24

olarak elde edilir.
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degerler asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 16: f(x)=~/x"+1, P,(x) ve r,,(x) degerleri
3 8,4

f(x)=~x+1 kesin ¢dziimii, P(x) ve ry ,(x) niimerik ¢dziimlerine ait sayisal

Mutlak Hata Mutlak Hata
[ 2

¥ fx)=Nx"+1 T (%) A(x) ‘m—rg,4(x) |P3(x)_r8,4(x)|
1 1.414213562 1.414194915 1.421386719 0.000018647 0.007191804
1.1 1.486606875 1.486556579 1.516726627 0.000050296 0.030170048
1.2 1.562049935 1.561929664 1.672799370 0.000120271 0.110869706
1.3 1.640121947 1.639861506 2.004622832 0.000260441 0.364761326
1.4 1.720465053 1.719945844 2.812687385 0.000519209 1.092741541
1.5 1.802775638 1.801810155 4.822875530 0.000965483 3.021065375
1.6 1.886796226 1.885103969 9.676538252 0.001692257 7.791434283
1.7 1.972308292 1.969488606 20.88004879 0.002819686 18.91056018
1.8 2.059126028 2.054628511 45.56253924 0.004497517 43.50791073
1.9 2.147091055 2.140184169 97.60273219 0.006906886 95.46254802
2 2.236067977 2.225806452 203 0.010261525 200.7741935

49




| Kuvvet Serisi < [8 4] Padé Yaklasima = - -ﬁ.wl

Sekil 17: f(x)=+/x" +1 fonksiyonu, kuvvet serisi ve 7y ,(x) Padé yaklagimi

Varyasyonel iterasyonel yontemi ile elde edilen,

Q3(x)=1—ix2+§x4—ix6+ 35 & 63 o, 231 . 429
20 8" 16 128 256 10247 2048

kuvvet serisinin [8,4] decereli Padé yaklagimi hesaplanirsa

1+ x° +230x4 —810x6 +6410)C8
r8,4(x): 32 2]
I+ +=x'

olarak elde edilir.
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1 . . . .
f(x)= ﬁ kesin ¢oziimii, O;(x) ve r; ,(x)niimerik ¢dziimlerine ait say1sal
X+

degerler asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 17: f(x)= ! , Os(x) ve ry,(x) degerleri
Nx'+1 '
Mutlak Hata
flx)= ] - (x) 0.(x) J Mutlak Hata
o x> 41 & ’ ﬁ_rw(x) |Q3(x)_r8,4(x)|
1 0.7071067810 0.7071280992 0.6059570312 0.0000213182 0.1011710680
1.1 0.6726727939 0.6727270141 0.2507716885 0.0000542202 0.4219553256
1.2 0.6401843997 0.6403069368 -0.901647670 0.0001225371 1.5419546068
1.3 0.6097107607 0.6099621917 -4.436444472 0.0002514310 5.0464061637
1.4 0.5812381939 0.5817144667 -14.46266208 0.0004762728 15.04437655
1.5 0.5547001961 0.5555440806 -40.85148279 0.0008438845 41.40702687
1.6 0.5299989401 0.5314122657 -105.8236826 0.0014133256 106.3550949
1.7 0.5070201266 0.5092764111 -256.6680882 0.0022562845 257.1773646
1.8 0.4856429312 0.4891000528 -589.2131077 0.0034571216 589.7031605
1.9 0.4657464329 0.4708591017 -1289.469886 0.0051126688 1289.880648
2 0.4472135954 0.4545454545 -2705. 0.0073318590 2705.454545

51




-
)
%
3
o
o
o
&
o
o

[ <

Kuvvet Serisi ¢

1

<
<
<
<
@
<
<

bl

<
<

e

Sekil 18: f(x)=———fonksiyonu, kuvvet serisi ve r, ,(x) Padé yaklasimi
NxXT+1 >
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada varyasyonel iterayon metodu (VIM) ile lineer ve lineer olmayan
Lane- Emden ve Emden-Fowler denklemlerinin ¢dzlimleri arastirilmistir. Varyasyonel
iterasyon metoduna ait seri ¢oziimlere Padé yaklasimi uygulanmistir. Bulunan bu
sonuclara, Padé yaklagimi hata analiz tablolar1 verilerek gercek c¢oziimleri ile
karsilastirma yapilmasi1 sag-lanmistir. Tablolar incelendiginde birbirine ¢ok yakin
sonuglar elde edildigi ve bu metodun gercek ¢oziime yaklagik bir ¢6ziim oldugu
gbézlemlenmistir.

Birinci, ikinci ve tiglincii uygulamada tek degiskenli Padé yaklagimlarinin farkli
degerleri ile varyasyonel iterasyon metodu (VIM)'i ile elde edilen farkli kuvvet serileri
arasinda yapildi. Bu karsilastirma sonucunda, padé yaklagimlarinin varyasyonel
iterasyon metodu (VIM)’den daha iyi yaklasim sergiledigi ve tam ¢dziimle daha uyumlu
oldugu goriildii.

Ug farkli uygulama iizerinden yapilan karsilastirmalar sonucunda  Padé
yaklasimlarinin VIM yéntemine kiyasla daha uyumlu ve dogru sonuglar verdigi ve VIM
yontemine gore daha basarili niimerik performans sergiledigi ve tam ¢6ziimle daha iyi

ortiistiigii goriilmiistiir.
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