
 

 

 

 

 

 

T.C.                                                             T.C. 

AKSARAY ÜNİVERSİTESİ             SELÇUK ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ        FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

 

 

 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

ORTAK YÜKSEK LİSANS PROGRAMI 

 

EN KÜÇÜK KARELER B-SPLİNE SONLU ELEMANLAR 

YÖNTEMİNİN DİFERENSİYEL PROBLEMLERİNE 

UYGULAMASI 

 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

 

REBAZ HADI HAMA AMEEN 

 

 

Danışman 

Yrd. Doç. Dr. Ali ŞAHİN 

Ortak Danışman 

Doç. Dr. Aynur KESKİN KAYMAKÇI 

 

 

AKSARAY,2016 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

T.C.                                                             T.C. 

AKSARAY ÜNİVERSİTESİ             SELÇUK ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ        FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

 

 

 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

ORTAK YÜKSEK LİSANS PROGRAMI 

 

EN KÜÇÜK KARELER B-SPLİNE SONLU ELEMANLAR 

YÖNTEMİNİN DİFERENSİYEL PROBLEMLERİNE 

UYGULAMASI 

 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

 

REBAZ HADI HAMA AMEEN 

 

 

Danışman 

Yrd. Doç. Dr. Ali ŞAHİN 

Ortak Danışman 

Doç. Dr. Aynur KESKİN KAYMAKÇI 

 

 

AKSARAY,2016



 

 



 

 

 

 



 

i 

 

ÖNSÖZ 

 

Bu tez çalışmasında RLW denkleminin nümerik çözümleri, en küçük kareler sonlu 

elemanlar yöntemi kullanılarak elde edilmiştir. Taban fonksiyonu olarak kübik B-

spline fonksiyonların kullanıldığı yöntemde problemin zaman ayrıştırması Crank-

Nicolson yaklaşımı ile yapıldı. Bu sayede RLW denklemi, ardışık iki zaman adımını 

içeren bir tekrarlı bağıntı haline getirildi. Sunulan nümerik yöntem, iki farklı örnek 

ile test edildi. Elde edilen sonuçlar literatürde yer alan bazı çalışmalar ile 

karşılaştırıldı. 

Nümerik yöntemin bilgisayar kodları MATLAB programı ile yazılmış ve grafik 

çizimlerinde Grapher programı kullanılmıştır. 
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ÖZET 

Bu tez çalışmasının temel amacı, dalga teorisinde önemli bir yer tutan RLW 

denkleminin nümerik çözümlerinin elde edilmesidir. Bu amaç doğrultusunda, en 

küçük kareler yöntemi kullanılmıştır. 

Dalga teorisine ilişkin bazı temel bilgiler ve tanımlar birinci bölümde verilmiş, RLW 

denkleminin ve ilgili test problemlerinin tanıtılması ise ikinci bölümde yapılmıştır. 

Sonlu elemanlar yöntemine ilişkin temel bazı bilgiler üçüncü bölümde 

sunulmuştur.Taban fonksiyonu olarak kullanılan B-spline fonksiyonların tanıtılması 

ise dördüncü bölümde yer almıştır. Nümerik yöntemin RLW denklemine 

uygulanması ise beşinci bölümde verilmiştir. Nümerik yöntemin uygulanışında, ilk 

olarak, Crank-Nicolson formülleri yardımıyla diferensiyel denklemin zaman 

ayrıştırması yapıldı. Daha sonra denklem sistemindeki lineer olmayan terimler 

lineerleştirildi. Konum ayrıştırması için problemin çözüm bölgesi eşit uzunluklu alt 

aralıklara bölündü. Yönteminin uygulanması ile ortaya çıkan matris denkleminin 

çözümleri için ise Thomas algoritması kullanıldı. Von-Neumann kararlılık analizi ile 

yöntemin kararlılığı incelendi. Kullanılan yöntem, farklı problemler üzerinde test 

edildi. Yöntemin doğruluğunun araştırılması için hata normları ve RLW denkleminin 

korunum sabitleri hesaplandı. Son olarak, elde edilen sonuçlar ile bir değerlendirme 

yapıldı. 

 

 

Anahtar Kelimeler: Dalga, RLW, Solitary, En küçük kareler, von-Neumann 
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ABSTRACT 

The main objective of this thesis is to obtain the numerical solutions of the RLW 

equation which has aquite importance in wave theory. For this objective, the least 

squares method is used. Some basic information about waves are given in the first 

chapter. RLW equation and its related test problems are introduced in the second 

chapter. Some introductory information about finite element method are presented in 

the third chapter. B-spline functions that are used as basis function are introduced in 

chapter four. Application of the numerical method for the RLW equation is 

constructed in the fifth chapter. In the application of the numerical method, firstly, 

the time discretization of the equation system is achieved by the help of Crank-

Nicolson formulae. Then, the nonlinear terms in the equation are linearized. A 

uniform partition of the solution domain is considered for the space discretization. 

The Thomas algorithm is used for the solutions of the obtained matrix equations. 

von-Neumann analysis is employed for the stability of the method. The numerical 

method is tested on different test problems. Accuracy of the method is investigated 

by error norms and the conservative laws of RLW equation. Finally, a conclusion is 

given in the last chapter. 

 

 

Keywords: Wave, RLW, Solitary, Least squares, von-Neumann 
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KISALTMALAR DİZİNİ 

 

RLW Regularized Long Wave denklemi 

KdV  Korteweg-de Vries denklemi 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

1. GİRİŞ 

1.1 Oluşum Denklemi 

Bir sistemin t anındaki konumu 𝑢(𝑡) olmak üzere bu sistemin zaman içindeki 

oluşumunu ifade eden diferansiyel denkleme oluşum denklemi denir. Buna göre, bir 

sistemin oluşumu zaman değişkenine bağlı olarak aşağıdaki şekilde tarif edilebilir: 

 u f u   
    (1.1) 

Burada𝑓  bir 𝑋  vektör uzayı üzerinde tanımlı vektör alanıdır. Eğer 𝑋  vektör uzayı 

sonlu boyutlu uzay ise oluşum denklemi adi diferensiyel denklemlerin bir sistemi 

olarak karşımıza çıkar. Diğer yandan kısmi diferansiyel denklemler sonsuz boyutlu 

uzayda bir oluşum denklemi olarak düşünülebilir [1]. 

(1.1) şeklindeki bir oluşum denkleminde 𝑡 bağımsız değişkeni yer almadığından bu 

denkleme bir otonom denklem denir. Oluşum denklemlerinin otonom olmayan 

𝑢′ = 𝑓(𝑡, 𝑢) şeklindeki bir formu, 𝑡 değişkeninin bağımlı değişken alınması ile 

 , ,u f t u   

1.   t   

şeklinde otonom denkleme dönüştürülebilir [2]. Benzer mantık ile yüksek 

mertebeden bir adi diferansiyel denklemin mertebesi, indirgeme yoluyla birinci 

mertebeye düşürülerek bir diferensiyel denklem sistemi elde edilebilir. Böylece 

𝑢′′ = 𝑓(𝑢) formundaki bir denlem 

,u v   

 v f u   

şeklinde bir oluşum denklemine dönüştürülmüş olur [3]. 
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1.2 Dalgalar 

Bir ortamda enerjinin yayılmasına dalga denir.Buradaki yayılma enerjinin bir 

konumdan diğer bir konuma yer değiştirmesi şeklindedir. Dalganın türüne göre 

ortam farklılık arz eder. Örneğin su dalgaları için ilgili ortam su iken ses dalgaları 

için hava, ışık dalgaları için ise boşluktur. Şekil 1.1 ile gerçek bir su dalgası 

gösterilmektedir. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 1.1: Deniz dalgaları 

Dalgaların sınıflandırılmasında mekanik dalgalar ve elektromanyetik dalgalar 

kullanılabilir.Ses dalgaları ve su dalgaları mekanik dalgalara, ışık ve radyo dalgaları 

ise elektromanyetik dalgalara örnek olarak verilebilir. 

Matematiksel olarak ise dalga, hareket eden bir fonksiyon olarak düşünülebilir. 

Dalga denklemi bir kısmi diferensiyel denklemdir ve bir boyutlu lineer dalga 

denklemi 

   2 2

2 2 2

, ,1u x t u x t

x v t

 


 
 

(1.2) 

şeklindedir. Burada, 𝑡 zaman ve 𝑥 konum değişkeni olmak üzere 𝑢(𝑥, 𝑡) fonksiyonu 

fiziksel olarak dalaganın genliğini temsil ederken, 𝑣  ise 𝑥  doğrultusundaki dalga 

hızını gösterir. 
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Matematiksel olarak, 
𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
 terimi yüzey üzerindeki eğriliği, 

𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
 terimi de 

parçacıkların ivmesini verir. Böylece (1.1) denkleminden bu terimlerin orantılı 

olduğu söylenebilir ve bu durum  

   2 2

2 2

, ,u x t u x t

x t

 


 
 

şeklinde gösterilir. 𝑓1 ve  𝑓2  keyfi fonksiyonlar olmak üzere (1.2) lineer dalga 

denkleminin 

     1 2,u x t f x vt f x vt     

formunda çözümlerinin varlığı kolayca gösterilebilir. 𝑥 + 𝑣𝑡 ve 𝑥 − 𝑣𝑡  ifadelerinde 

yer alan + ve – işaretleri dalganın 𝑥 - ekseni boyunca sırasıyla sola ve sağa doğru 

ötelenmesini netice verir. Bu forma sahip dalgalara ilerleyen dalgalar denir. 

 𝑓1(𝑥 + 𝑣𝑡) ile sola doğru ilerleyen ve 𝑓2(𝑥 − 𝑣𝑡) ile de sağa doğru ilerleyen dalga 

gösterilmiştir.  

1.2.1 Dalga özellikleri ve çarpmaları 

Bir dalganın 4 temel özelliği vardır (bks şekil 1.2) : 

 Genlik( Genişlik): Dalganın maksimum mesafesi 

 Dalga boyu: Dalga üzerindeki herhangi bir noktanın bir sonraki dalgada 

üzerinde yine aynı noktaya olan uzaklığı 

 Frekans: Birim zaman içerisinde üretilen dalga sayısı 

 Dalga Hızı: Dalganın ilerleme hızı 

4 farklı dalga çarpması vardır: 

 Yansıma: Bir yüzeye dalganın bir açıyla çarpmasıdır. Sonuçta dalganın bir 

kısmı geri döner (yansır) bir kısmı ise ortamdan geçerek ilerler.  

 Kırılma: Saydam madde gibi bir yüze çarpma sonucu ortamın kırılım 

indeksine bağlı olarak dalganın kırılmasıdır bu olayda dalganın hızı değişir. 

 Kırınım: Dalganın bir engele çarpması sonucu yönünün değişimidir. 

 Girişim: İki dalganın birbiriyle çarpışmasıyla girişim ortaya çıkar. 
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1.3 İlerleyen Dalga 

Bir dalgada, maksimum ve minimum genlikteki noktanın yayılımı dalganın ilerlediği 

ortama paralel ise bu dalgaya ilerleyen dalga denir.Bu dalgalar, matematiksel olarak 

𝑓(𝑥 ± 𝑣𝑡) formuna sahip dalgalardır. [4] 

 

1.4 Soliton 

Bir soliton, başka bir soliton ile girişim yaptığında özelliklerini koruyan lineer 

olmayan bir dalgadır. Soliton dalgalar kalıcı bir forma sahiptirler. Zıt yönlü hareket 

eden iki soliton, birbiri içinden kırılmadan geçebilir [5, 6]. 

1.5 Soliter Dalga 

Bir soliter dalga, soliton özelliklerini sağlayan ve solitonumsu olarak da 

isimlendirilen dalglardır [7]. Aynı yönde hareket ederken soliter dalgaların 

çarpışmaları sonrasında dalga özelliklerinde bir değişme olmazken zıt yönlü 

çarpışmalarda dalgaların yapısı bozulur. Bu nedenle soliton olma özelliğini 

kaybederler.Soliter dalgalar, su yüzeyinin yükselmesi ve fiber optik ışık yoğunluğu 

da dahil olmak üzere birçok durumda ortaya çıkarlar [8, 9]. 

  

 

Şekil 1.2: Soliter dalga 



 

 

2. RLW DENKLEMİ 

Lineer olmayan oluşum denklemlerinin en önemli türlerinden birisi de birçok fiziksel 

olayı öngörmek için iyi modeller sağlayan RLW (Regularized Long Wave) 

denklemidir. RLW denklemi, 1966 yılında Peregrine tarafından ortaya konmuştur 

[10], 1895 yılında ortaya konulan Korteweg-de Vries (KdV) denkleminin çözümleri 

için çalışırken Peregrine’nin önerdiği RLW denklemi, KdV denklemine bir alternatif 

olarak formülize edilmiştir. Birçok disiplinde farklı olayların açıklanmasında 

kullanışlı olan RLW denkleminin analitik çözümlerinin sınırlılığı çözümler için 

nümerik yöntemleri önemli kılmaktadır [11]. Bu bağlamda birçok araştırmacı RLW 

denklemini çözmek için birbirinden farklı nümerik yöntemler önermişler ve uygun 

başlangıç ve sınır koşulları altında denklemin çözümlerini araştırmışlardır [12, 13]. 

RLW denkleminin sonlu farklar yöntemiyle [16, 17] sonlu elemanlar yöntemiyle [14, 

15] ve spektral metodlarla [18] çözümleri literatürde mevcuttur. 

Bir boyutlu RLW denklemi, 

0t x x xxtU U UU U      (2.1) 

şeklinde verilir. Bu denklem için sınır koşullları 

       1 2 1 2,  ,     , ,     , ,      ,x xU a t U b t U a t U b t        (2.2) 

olacak şekilde ve başlangıç koşulu da  

   ,0U x f x  (2.3) 

biçiminde seçilebilir. Burada 𝛼1, 𝛼2 ve 𝛽1, 𝛽1  parametreleri pozitif parametrelerdir. 

RLW denklemi için kütle, momentum ve enerjiye karşılık gelen korunum kanunları 
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1

b

a

C Udx   

  22

2

b

x

a

C U U dx   

 3 2

3 3

b

a

C U U dx   

şeklinde verilir. Buradaki integraller, nümerik integral alma tekniklerinden birisi ile 

hesaplanabilir. 

2.1 Test Problemleri 

Problem 1: Tek soliter dalga çözümü 

RLW denkleminin bilinen bir analitik çözümü 

    2

0, 3 secU x t c h k x x vt    

ile verilir. Bu problemde, 

4

c
k

v




  

şeklindedir ve 3c genlikli dalga 𝑣 = 1 + 𝜀𝑐  hızıyla pozitif x doğrultusu boyunca 

hareket etmektedir. Başlangıçta bu dalganın tepe noktası 𝑥0  apsisli noktadır.Bu 

problemin başlangıç koşulu, analitik çözümde 𝑡 = 0 alınarak bulunur. Sınır koşulları 

ise  

       , 0 ,     , 0,     , 0,      , 0x xU a t U b t U a t U b t     (2.4) 

olacak şekilde seçilebilir. 

Problem 2: Dalga undulasyonu 

RLW denkleminin bir diğer test problemi dalga undulasyonu diye ifade edilen 

problemdir. Bu problem  

  0,0 0.5 1 tanh cx x
U x U

d

   
    

  
 

başlangıç şartı kullanılarak elde edilir. Burada, 𝑈0  parametresi 𝑥 = 𝑥𝑐  merkezli su 

seviyesinde meydana gelen değişimin büyüklüğünü göstermektedir. 



 

 

3. SONLU ELEMANLAR YÖNTEMİ 

3.1 Sonlu Elemanlar Yöntemi Nedir? 

Kısmi diferensiyel denklemlerin yaklaşık çözümlerini tahmin etmek için kullanılan 

nümerik tekniklerden birisi de sonlu elemanlar yöntemidir. Bu yöntem ayrıca integral 

denklemlerin yaklaşık çözümlerinin bulunmasında da kullanılır. Çoğunlukla, 

matematiksel fizik ve mühendislik problemlerini çözmek için kullanılan bu yöntem 

ile ısı transferi, akışkan akışı, yapısal analiz, elektromanyetik potansiyel ve kitle 

taşımacılığı (mass transport) gibi alanlarda ortaya çıkan problemlerin çözümleri 

araştırılmıştır [19]. 

Karmaşık geometriye sahip bu tarz problemlerin analitik çözümlerini bulmak 

genellikle mümkün değildir. Bu nedenle, kabul edilebilir doğrulukta yaklaşık 

çözümlerin elde edilmesi önem arz eder. Sonlu elemanlar yöntemi bu noktada iyi bir 

alternatifi temsil eder. 

Sonlu elemanlar yönteminin modern gelişimi 1940’lı yıllarda yapısal mühendislik 

alanında yapılan çalışmalara dayanır. İlk olarak, Hrennikoff 1941 yılında bu yöntemi 

geliştirmiştir [20]. Daha sonra, 1954 yılında Kelsey ve  Argyrisyaptıkları çalışma ile 

enerji prensibini kullanarak yöntemin gelişimine katkı sağlamışlardır [21, 22].1956 

yılında Turner ve arkadaşları [23] iki boyutlu problemler üzerine çalışmışlardır. 

Çalışmalarında üçgensel elemanlar, dikdörtgen elemanlar ve kafes (truss) elemanları 

kullanmışlar ve yoğun (stiff) matrisleri elde etmişlerdir. Üçgensel ve dikdörtgensel 

eleman kullanarak analiz yapan bir diğer araştırmacı ise Clough’dur [24]. 1961 

yılında Martin, üç boyutlu problemler için sonlu elemanlar yöntemini kullanmıştır 

[25]. Takip eden yıllarda Melosh [26], Argyris [27], üç boyutlu elemanlar ile 

çalışmışlardır.  

Her geçen gün artan bir ilgi ile gelişen sonlu elemanlar yöntemi bugün özellikle 

mühendislik problemlerinin çözümünde önemli bir araçtır. Sonlu elemanlar yöntemi 

üzerinde daha geniş bir kaynak olarak Kardestuncer [28], Clough [29] çalışmalarına 

bakılabilir.
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3.2 Ağırlıklı Kalanlar Yöntemi 

Sonlu elemanlar yöntemindeki gelişmelerden önce, diferensiyel problemlerin 

çözümünde kullanılan bir yöntem ağırlıklı kalanlar yöntemi (weighted residual 

method) olarak isimlendirilen yöntemdir. Uygulama açısından birbirine benzeyen bu 

iki yöntem arasındaki temel fark ağırlıklı kalanlar yönteminde kullanılan yaklaşım 

fonksiyonunun bütün bir çözüm bölgesi üzerinde tanımlı olmasıdır. 

Bir diferensiyel problem üzerinde sonlu elemanlar yönteminin uygulanışı aşağıdaki 

şekildedir [48]. 

𝐿[𝑢], 𝑢nun türevlerini içeren genel bir diferensiyel operatörü, 𝑈𝜇[𝑢] uygun sayıda 

sınır koşulu ve 𝛺 ise sınırı 𝜕𝛺 ile gösterilen çözüm bölgesi olmak üzere 

     ,                                                      (3.1)L u r x x   

   ,     U u x    

sınır değer problemini dikkate alalım. Bu problemin çözümüne yapılacak yaklaşım, 

   1 2    ,  ,  , ...,                                  (3.2)Nu x w x a a a  

şeklindedir. Burada 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑁 bulunması gerekli olan parametrelerdir. 

 1 2    ,  , ...,   Na a a a  

olarak alınırsa seçilecek uygun 𝜓𝑖taban fonksiyonları için yaklaşık çözüm 

     0

1

,         
N

i i

i

w x a x a x 


   

şeklinde ifade edilebilir. Bu seçim, problemin sınır koşullarını da sağlayacak şekilde 

olmalıdır. Bu yaklaşık çözüm, diferensiyel denklemde yerine yazılırsa 

     ,      ,     E x a L w x a r x     

rezidüsü bulunur. Bu rezidü, 𝑤(𝑥, 𝑎) yaklaşım fonksiyonunun diferensiyel denklemi 

sağlama ölçüsünü bize verir. Yapılan yaklaşımdaki 𝜓𝑖 fonksiyonlarının sayısı olan 

𝑁 büyüdükçe 𝐸[𝑥, 𝑎]  rezidüsünün de küçülmesi beklenir. Rezidü doğrudan sıfır 

olduğunda ise tam çözüm elde edilir.Rezidünün doğrudan sıfır olmasını sağlamak zor 

olduğundan sayısal yaklaşım yöntemlerinde 𝐸[𝑥, 𝑎] rezidüsünü mümkün olduğunca 

küçük yapacak yollar aranır. Sonlu elemanlar yönteminde bunun için rezidünün 

ağırlıklı integrali olan 

  ,  ,     0,   1  , 2, ..., jW E x a j N   
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ifadesi sıfıra eşitlenir. Burada, (𝑊𝑗, 𝐸[𝑥, 𝑎]) ile 

 ,     ·                                     (3.3)W E W E dx


   

şeklinde bir iç çarpım kastedilir. 𝑊𝑗 ise daha sonra belirtilecek olan bir ağırlık 

fonksiyonudur. Eğer 𝑤(𝑥, 𝑎)  çözümü bir tam çözüm ise (3.3) ifadesi, ağırlık 

fonksiyonu nasıl seçilirse seçilsin sıfır olacaktır. Ağırlık fonksiyonlarının seçimi için 

değişik alternatifler vardır ve bu seçimlerin her birisi yaklaşık yöntem üzerinde farklı 

bir kritere karşılık gelir. Ağırlık fonksiyonları için bir seçim yapıldığında (3.3) iç 

çarpımı 𝑁bilinmeyenli bir cebirsel denklem sistemine dönüşür. Bu sistem uygun 

yöntemler kullanılarak çözülebilir. Buradan elde edilen çözümlerin, (3.2) 

denkleminde yerlerine yazılmasıyla da (3.1) ile verilen diferensiyel denklemin 

yaklaşık çözümü bulunmuş olur. 

Ağırlık fonksiyonunun farklı seçimlerine göre ortaya çıkan bazı sonlu eleman 

yöntemleri aşağıda kısaca tanıtılmıştır. 

3.2.1 Kolokeyşin yöntemi 

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑁  noktaları, 𝛺  bölgesinde 𝑁  tane nokta olsunlar. Ağırlık fonksiyonu 

olarak dirac delta fonksiyonu seçilsin. Buna göre 

 
1

                                
  2

0 ,                        Diğer durumlar

x
x

 
 

  








 

olmak üzere 𝑊 (𝑥𝑗) ağırlık fonksiyonu 

   
0

1
                        

              lim 2

0 ,                            Diğer durumlar

j j

j j

x x x
W x x x



 
 



   
  







 

şeklinde tanımlanır. Böylece, (3.3) ifadesi 

   , 0i E a dx xx x


    

halini alır. Buradan dirac delta fonksiyonunun özelliği gereği 

 ,     0,   1, 2, ..., jE x a j N     

eşitliği elde edilir. Bu ise 𝐸[𝑥, 𝑎] rezidüsünün 𝛺 bölgesinden seçilen 𝑁 tane noktada 

sıfır olarak alınması demektir. 𝑁 tane kolokeyşin noktasının seçimi keyfi olmakla 

beraber eşit uzaklıktaki noktaların seçilmesi yaygın kullanımdır. Kolokeyşin 
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yöntemi, sadece bölünme noktalarında hesaplama yaptığı için diğer yöntemlere göre 

hesaplama zamanındaki azalma nedeniyle ekonomik bir alternatifi temsil eder.  

3.2.2 Galerkin yöntemi 

Galerkin yöntemi, sonlu elemanlar yöntemleri içinde en çok kullanılan yöntemdir. 

Bu yöntemin uygulanışında, (3.3) denklemindeki ağırlık fonksiyonları 

 , 
,   1  , 2, ..., j

j

w x a
W j N

a


 


 

şeklinde seçilir. Burada 𝑤(𝑥, 𝑎)  fonksiyonu diferensiyel denklemin yaklaşık 

çözümüdür. 

Böylece (3.3) ifadesi 

   . ,   0,           1,2, ,i x E x a dx j N


    

halini alır. Buradan elde edilecek cebirsel denklem sisteminin çözülmesiyle de 

 1 2    ,  , ...,   Na a a a  

bilinmeyenleri bulunmuş olur. 

3.2.3 En küçük kareler yöntemi 

Bu yöntemde ağırlık fonksiyonları 

 , 
   ,         1  , 2, ..., 

E x a
Wj j N

aj


 


 

olacak şekilde seçilir. Bu seçim 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑁bilinmeyenlerinin bulunması için 𝑁tane 

denklem elde edilmesine olanak sağlar. Ağırlık fonksiyonlarının bu şekildekiseçimi 

 
21

( ,  )  ,    minimum
2

W E E x a dx


   

rezidüsünün minimum olmasına karşılık gelir. (𝑊, 𝐸) yi minimum yapmak için 

gerekli koşullar ise 

 
 , 

,    0 ,        1  , 2, ..., 
j J

E x aWE
E x a dx j N

a a


  

   

olmasıdır. 
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3.2.4 Moment yöntemi 

Uygulanışı itibariyle Galerkin yöntemine benzeyen bu yöntemde, 𝑃𝑗(𝑥) ler polinom 

olmak üzere, ağırlık fonksiyonları 

    j jW P x  

şeklinde seçilir. Böylece (3.3) ile verilen iç çarpım 

   · ,   0,         1  , 2, ..., jP x E x a dx j N


   

formuna döner. Moment yönteminin Galerkin yönteminden farkı şu şekilde ifade 

edilebilir. Bu yöntemde rezidü ifadesi, seçilen fonksiyonlar ile ortogonal olacak  

şekilde düzenlenir ve bu işlem için seçilen fonksiyonlar Galerkin yönteminde olduğu 

gibi yaklaşım fonksiyonu ile aynı olmak zorunda değildir. Uygulamada, 

ortogonalleştirme işlemi yapıldığı taktirde, 𝑊𝑗 =  𝑥𝑗 seçiminin daha iyi sonuçlar 

ürettiği de görülmüştür [42]. 



 

 

4. B-SPLINE FONKSİYONLAR 

4.1 B-spline Fonksiyonlar 

Çok sayıdaki veri noktalarına bir tek eğri ile yaklaşmak büyük kolaylıklar sağlasa da 

bazı hallerde bu durum büyük hatalara neden olabilir.Ayrıca bu amaçla kullanılan 

Newton ve Lagrange interpolasyon polinomlarının derecesi, nokta sayısı arttıkça 

artaca ğından, bu tür polinomlarla yapılacak işlemler zorlaşır. Bu gibi durumlarda, 

art arda gelen iki veri arasında, birinci, ikinci ya da üçüncü dereceden fonksiyonlarla 

yaklaşımın yapıldığı spline interpolasyon yöntemi kullanılabilir.Spline 

interpolasyonu, tanımlanan aralık üzerinde, birbirini örtmeyen sonlu sayıda alt 

aralıklara yardımıyla daha küçük dereceden polinom bulma esasına dayanır 

[43],[30]. 

Diferensiyel denklemin çözümüne yaklaşım yapmak için kullanılan 𝑆(𝑥) spline 

fonksiyonunun her bir [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘]  aralığı üzerindeki parçası 𝑆𝑘(𝑥)  ile diferensiyel 

denklemin tam çözümü de 𝑦(𝑥) ile gösterilsin. Bu durumda 𝑆𝑘(𝑥) fonksiyonunun 

sağlaması gereken temel iki koşul 

i. İnterpolasyon koşulu:        1 1       ve       k k k k k kS x y x S x y x    

ii. Süreklilik koşulu:        ' ' ' '

1        yada         k k k k k k k kS x S x S x S x 

   

şeklindedir. Bunun dışında, spline fonksiyonların sahip olduğu diğer bazı özellikler 

ise şu şekilde sıralanabilir: 

1. Spline fonksiyonlar düzgün fonksiyonlardır. 

2. Spline fonksiyonlar uygun baza sahip olan sonlu boyutlu lineer uzaylardır. 

3. Hesaplama yapma açısından spline fonksiyonlar kullanışlıdır. 

4.lSpline fonksiyonların hem türevleri hem de integralleri yine bir spline 

fonksiyondur. 

5. Çözüm bölgesi üzerinde sürekli her fonksiyon, m. dereceden bir spline fonksiyon 

ile temsil edilebilir 

6. Küçük dereceden spline fonksiyonlar çok esnektirler ve polinomlardaki gibi 

salınım yapmazlar. 



 

 

B-spline fonksiyonlar, minimal desteğe sahip yine bir spline fonksiyondur. Belirli 

derecede ve düzgünlükteki her spline fonksiyon aynı derece ve düzgünlükteki B-

spline fonksiyonların bir lineer kombinasyonu ile temsil edilebilir [44]. Bu nedenle 

de B-spline fonksiyonlar, spline fonksiyonlar için bir taban oluştururlar. Aynı 

zamanda bir B-spline fonksiyonu Bézier eğrilerinin de bir genelleştirmesidir.B-spline 

terimi, ilk defa basis spline kelimesinin kısaltması olarak [45] tarafından 

kullanılmıştır. 

B-spline fonksiyonların tanımlanması bir kaç yolla yapılabilir. [44] tarafından verilen 

aşağıdaki türetme yöntemi literatürde yaygın olarak kullanılmaktadır. Bu yönteme 

göre, 0. dereceden B-spline fonksiyonu, 

10
1 ,                            

0,                   diger durumlarda

i i

i

x x x
  






 

şeklinde tanımlanır. Bu adım fonksiyonunun kullanılmasıyla daha yüksek dereceden 

(k.derece) B-spline fonksiyonlar ardışık olarak, [31] 

     1 11
1

1 1

        k k ki k
i i i

i k i i k i

x xx xi
x x x

x x x x
    



   


 

   

  1  , 2, ... ,     0, 1, 2, ...k i     

formülüyle hesaplanır. B-spline fonksiyonların, [𝑥0, 𝑥𝑁]  aralığında tanımlı 

fonksiyonlar için bir taban olduğu [46] tarafından ifade edilmiştir. Yukarıdaki 

tanımlamadan da görüldüğü gibi B-spline fonksiyonlar, eşit uzunluklu alt aralıklara 

üzerinde tanımlanabileceği gibi çözüm bölgesi üzerinde eşit dağıtılmamış noktalar 

üzerinde de tanımlanabilir. B-spline fonksiyonların, geometrik olarak değişen 

uzunluğa sahip alt aralıklar üzerindeki tanımları için [47] referansına bakılabilir. Pek 

çok önemli özelliğinden dolayı B-spline fonksiyonlar diferensiyel problemlerin 

çözümünde etkin rol almaktadır. Bu özelliklerinden bazıları şu şekilde özetlenebilir: 

𝑘. dereceden B-spline fonksiyonu k olmak üzere 
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i. Pozitif olma ve yerel destek: k fonksiyonu 𝑘 + 1  tane ardışık alt aralık 

üzerinde pozitiftir bu ardışık aralıkların dışında ise sıfırdır. 

ii. Düzgünlük: k fonksiyonunun (𝑘 − 1). mertebeye kadar türevleri süreklidir. 𝑘. 

mertebeden türevi ise bölünme noktalarında süreksizdir. 

iii. Parçalı polinom yapısı: k  fonksiyonu [𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1] aralığında parçalı polinomdur. 

iv. Simetri: k  fonksiyonu simetriktir. 

v. Monotonluk: k  fonksiyonu tanımlı olduğu aralığın yarısında monoton artan 

diğer yarısında ise monoton azalandır. 

 

4.2 Farklı Dereceden B-spline Tanımı 

B-spline fonksiyonların lineer, kuadratik, kübik, kuartik, ve kuintik gibi farklı 

dereceden ifadeleri bu kısımda verilecektir. 

[a,b] aralığını 

0 1 1N Na x x x x b      

ve 

1 ,    0,1, , 1i ih x x i N      

olacak şekilde alt aralıklara bölelim. [a,b] aralığının bu parçalanması üzerinde 

üzerinde B-spline fonksiyonların ifadeleri için farklı yaklaşımlar olmakla birlikte 

deBoor tarafından verilen tekrarlı bağıntı ile farklı dereceden B-spline fonksiyonlar 

türetilebilir [48]. 

 

Lineer B-spine fonksiyonlar 

𝑥𝑚noktaları bölünme noktaları olmak üzere  [𝑥𝑚, 𝑥𝑚+2] aralığında bir lineer B-spline 

fonksiyonu  

 

   
 

1

1

2  1 2

,                          ,
1

,                     [ ,

0,                                diğer durumlar

]

m m m

m m m m

x x x x x

x x x x x x
h





  

  


  



 

şeklinde tanımlanır [38]. Şekil 4.1.ile gösterilen lineer B-spline fonksiyonlarının 

{ ∅0, … , ∅𝑁}  kümesi [a, b] aralığı üzerinde tanımlı fonksiyonlar için bir taban 

oluşturur. 
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Şekil 4.1: Lineer B-spline 
 

Kuadratik B-spline fonksiyonlar 

Bir kuadratik B-spline fonksiyon ikinci dereceden parçalı polinomdur.  

 

       

     

   

2 2 2  

2 1 1

2 2

2 2 1 1

2 2

2 1 2

3 3            ,

1 3 ,                               ,

,                                                   ,

0,                           

m m m m m

m m m m
m

m m m

x x x x x x x x

x x x x x x
x

h x x x x



  

  

  

    

  




                           diğer durumlarda









 

şeklinde tanımlanan kuadratik B-spline fonksiyonların {∅−1, … , ∅𝑁}  kümesi [a,b] 

aralığı üzerinde bir taban oluşturur. Bir kuadratik B-spline ardışık 3 aralığı 

örttüğünden her bir aralık üzerinde sıfırdan farklı ardışık 3 kuadratik B-spline vardır. 

Şekil 4.3. ile bu durum gösterilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.2: Kuadratik B-spline 
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Kübik B-spline fonksiyonlar 

Kübik B-spline fonksiyonların tanımı , 
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şeklindedir. Kübik B-spline fonksiyonlardan oluşan {∅−1, … , ∅𝑁+1} kümesi [𝑥0,𝑥𝑁] 

aralığında tanımlı fonksiyonlar için bir tabandır. Her bir kübik B-spline fonksiyon 

ardışık dört aralık üzerinde sıfırdan farklı değer alır. Dolayısı ile de her bir aralık 

ardışık dört kübik B-spline ile örtülür. Bu durum Şekil 4.3.ile gösterilmiştir. 

 

 

  

 

 

 

Şekil 4.3: Kübik B-spline 

Kuartik B-spline fonksiyonlar 

Dördüncü dereceden bir parçalı polinom olan kuartik B-spline fonksiyonlar, 
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şeklinde verilir. [𝑥0,𝑥𝑁] aralığındaki fonksiyonlar için {∅−2, ∅−1. , , , . ∅𝑁+1} kümesi 

bir taban oluşturur. Şekil 4.4 ile bir aralık üzerinde sıfırdan farklı değer alan ardışık 

beş kuartik B-spline gösterilmiştir. 
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Şekil 4.4: Kuartik B-spline 

Kuintik B-spline fonksiyonlar 

Kuintik B-spline fonksiyonların bilinen yaygın tanımlaması,  
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şeklindedir. Her bir kuintik B-spline fonksiyonun ardışık 6 aralığı örttüğü ve bu 

nedenle de her bir aralığın ardışık 6 B-spline ile örtüldüğü Şekil 4.5 ile 

görülmektedir.{∅−2, ∅−1, … , ∅𝑁+2}kümesinin[𝑥0,𝑥𝑁] aralığındaki fonksiyonlar için 

bir taban olduğu ise [Prenter] referansında verilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.5: Kuintik B-spline 
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Sektik B-spline fonksiyonlar 

Yukarıda verilen tanımlamalara ek olarak daha yüksek dereceden B-spline 

fonksiyonlar da tanımlanabilir. Literatürde görece daha az yer bulan bu tarz B-spline 

fonksiyonlar için 6. dereceden parçalı polinomlarla ifade edilen sektik B-spline 

fonksiyonların tanımı,  
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şeklindedir ve {∅−3, ∅−1, … , ∅𝑁+2} kümesi bir tabandır.  

Septik B-spline fonksiyonlar 

Septik B-spline fonksiyonlar 
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 ile tanımlanır.  {∅−3, ∅−1, … , ∅𝑁+3} kümesi bir taban oluşturur.



 

 

5. RLW DENKLEMİ İÇİN KÜBİK B-SPLINE EN KÜÇÜK KARELER 

YÖNTEMİ 

Bu bölümde, [33] referansındaki adimlar takip edilerek (2.1) ile verilen RLW 

denkleminin sonlu elemanlar yöntemi ile çözümü verilecektir. 

En küçük kareler yönteminde rezidünün karesinin integrali bütün bir çözüm bölgesi 

üzerinde minimize edilmeye çalışılır. Bu durum ise  

 2 ,  0,    
i

E x dx i





 

     (5.1) 

olmasın gerekir Burada E ile rezidü, i  diferensiyel denklemin bağımlı değişkenine 

yapılan yaklaşımda yer alan katsayılar ve   problemin çözüm bölgesidir. 

(5.1) ifadesi    : , 0,a b T bölgesinde RLW denklemi için dikkate alınırsa 

problemin zayıf (weak) formülasyonu 

 
2

0

 0t x xxt

T b

x

a

dx du u uu tu       

(5.2) 

şeklinde bulunur. 

[a, b] sonlu aralığının 

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑁 = 𝑏 

ve 1Δ m m

b a
x h x x

N



     şeklindeki parçalanmasını dikkate alalım. Bu aralık 

üzerinde tanımlanan 
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(5.3) 

kübik B-spline fonksiyonlar 
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   ,     0 1                             (5.4)mx x h dx h d         

dönüşümü ile 
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1 3 3 3

m

m

m

m



   


   










 

      

  
   



 

0 1  aralığında standard ekil fonksiyonlarına dönüştürülebilir. Bu dönüşümün 

uygulanışı ayrıntılı olarak aşağıda verilmiştir: 
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Diğer yandan Δ𝑡 = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 olmak üzere bir [𝑡𝑛 , 𝑡𝑛+1] aralığı 

 ,  0 1                                                                    5.6nt t t       

dönüşümü yardımıyla 𝜏  koordinatlarında standard bir aralığa dönüştürülebilir. 

Böylece (5.2) integralinde yer alan terimler 
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şeklinde hesaplanır ve (5.2) global integraline herbir [𝑥𝑚, 𝑥𝑚+1] ve [𝑡𝑛 , 𝑡𝑛+1]  

elemanının yapacağı katkı 
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şeklinde yazılabilir. Bu integralde yer alan lineer olmayan 𝑈̂ 𝑈𝜂 teriminde 𝑈̂ 

fonksiyonu yerel bir sabit olarak düşünülürse (5.7) ifadesi lineer olacaktır. Böylece 
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halini alır. Bu son integralde 

 U U bU      
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açılımı kullanılırsa 

   ' ''                     5.12m m m mW U U bU b             

elde edilir.Böylece  (5.8) integrali 

    
1 1

' ''

0 0

                5.13m m mU U bU b d d            

halini alır. Buradan, kısmi türevler için 

2

1

ΔU
j j

m

m
  





  

2 1

1 1

'' Δ
m

j

m

j

m

j

m

U   
 

 

     

2

1

''Δ
m

j

m

U 




  

yaklaşımları dikkate alınırsa 

  
1 1

' ''

0 0

m m mU U bU b d d            

   
1 1

' ' '' ' ''

j

0 0

Δ Δ Δ  j j j j j j j i i ib b d d                      

2 2 2 2 2
' '' ' ' ' '

i

1 1 1 1 1

2 2 2 2
2 ' ' 2 2 ' ' ' '' ' ''

1 1 1 1

2
'' '' '

1

Δ Δ Δ Δ

Δ Δ

Δ Δ

m m m m m

j j i j j i j i j j i j j j

m m m m m

m m m m

j i j j i j j i j j i j

m m m m

m

j i j j i j

m m

b

b b

b b

        

          

   

     

    

 

    

    

   

   



 

   

  

 

 

    

   


2 2

2 ''

1 1

0

'

0

'

1 1

 

Δ
m m

j i j

m

d d

b








 



 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 

buradan 𝜏 ya göre integral alınırsa  

 



 

24 

 

   

 

1 2
' ' 2 '' '' ' ' '' ' ' ''

0

1' '

0

1 2

2

1
' ' ' ' ''

0

1

1

2
3 2 2 Δ

                            
2

j i j i j i j i j i j i j i

j

j i j i

m

j i j

m

j m

i j i j

j m

b
b b d

b

b d

          
  

   





      

  







 

 

 
 
 
 
  

  
        
  

 

  
    

  



 



                               5.14

 

bulunur. 𝜎𝑒 = (𝜎𝑚−1, 𝜎𝑚, 𝜎𝑚+1, 𝜎𝑚+2) eleman parametreleri olmak üzere (5.14) 

ifadesi matris formunda aşağıdaki gibi yazılabilir: 
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buradaki 𝐴𝑒,𝐵𝑒,𝐶𝑒, 𝐷𝑒 ve 𝐸𝑒 eleman matrisleri aşağıda verilmiştir. 
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halini alır. Böylece ardışık iki zaman adımında çözüm parametrelerinin bulunmasına 

olanak sağlayacak şekildeki tekrarlı bağıntı elde edilmiş olur. Bu son eşitliğin ifade 

ettiği denklem sisteminde standard bir denklem 
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(𝑁 + 3) denklem ve (𝑁 + 3) bilinmeyenden oluşan bu sisteme RLW denkleminin 

sınır koşullarının adapte edilmesi ile RLW denkleminin kübik B-spline en küçük 

kareler formu elde edilmiş olur. 

Elde edilen bu tekrarlı bağıntı ile iterasyona başlayabilmek için başlangıç 

çözümlerinin bilinmesi gerekir. Bu çözümler RLW denkleminin başlangıç 

koşulundan elde edilir. 

RLW denkleminde lineer olmayan terimde U fonksiyonunun yerel sabit olarak 

alınması ile ortaya çıkan hatayı azaltmak için her bir zaman adımında 
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iç iterasyonu 2 yada 3 kez uygulanır. 
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5.1 Kararlılık Analizi 

Elde edilen tekrarlı bağıntıda 
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bulunur. Böylece büyüme çarpanı için |𝑔| < 1  olacağından kullanılan yöntem 

koşulsuz kararlı olur [32, 33]. 

5.2 Test Problemleri 

Bu kısımda RLW denkleminin çözümü için önerilen en küçük kareler yöntemi, 

bilinen örnekler ile test edilecektir. Bunun için 
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L U U U U      

hata normları ile ikinci bölümde verilen 𝐶1 , 𝐶2 , 𝐶3  korunum kanunları 

kullanılacaktır. Yapılan hesaplamalarda, parametre seçimleri ise literatürde yer alan 

çalışmalar ile uyumlu olacak şekilde yapılacaktır. Böylece elde edilen sonuçlar için 

bir karşılaştırma imkanı doğacaktır. 

5.2.1 Problem 1: Tek soliter dalga hareketi 

RLW denkleminin bilinen bir analitik çözümü 

    2

0, 3 sech   ,      
4

c
U x t c k x x vt k

v




     

şeklindedir. Burada 3 cile soliter dalganın genliği, 𝑣 = 1 + 𝜀𝑐  ile de hızı 

gösterilmektedir. 𝑥0 ise başlangıç dalgasının merkezidir.  

Bu problemin başlangıç koşulu, analitik çözümde t = 0 alınmasıyla 

    2

0,0 3 sech  U x c k x x   
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şeklinde tanımlanır. Sınır koşulları için ise (2.2) eşitliklerinde𝛽1 = 0  ve 𝛽2 =

0seçilebilir [33]. 

Bu problemde, hesaplamalar için ilgili parametre ler 

1  ve   1     

alındı. ∆𝑡 = 0.1 seçilerek hem ℎ = 0.1 hem de ℎ = 0.125 için 

−40 ≤ 𝑥 ≤ 60 aralığında farklı dalga hızlarına sahip (𝑐 = 0.1 ve 𝑐 = 0.03) 𝑥0 = 0 

başlangıç merkezli çözümler araştırıldı. Böylece elde edilen sonuçlar Çizelge 5.1 ve 

Çizelge 5.2 ile verilmiştir. 

Çizelge 5.1: Hata normları ve  korunum kanunları (c=0.1, h=0.125, ∆𝑡 = 0.1) 

Zaman 𝐿2 × 103 𝐿∞ × 103 𝐶1 𝐶2 𝐶3 

      

0 0.000000 0.000000 3.979927 0.810462 2.579007 

4 0.130648 0.061126 3.980364 0.810611 2.579497 

8 0.254290 0.116974 3.980797 0.810759 2.579987 

12 0.370463 0.164610 3.981229 0.810908 2.580477 

16 0.479305 0.204422 3.981655 0.811056 2.580966 

20 0.581459 0.237648 3.982055 0.811204 2.581456 

Çizelge 5.2: Hata normları ve korunum sabitleri (c=0.03, h=0.125, ∆𝑡 = 0.1) 

Zaman 𝐿2 × 103 𝐿∞ × 103 𝐶1 𝐶2 𝐶3 

      

0 0.000000 0.000000 2.107072 0.127301 0.388805 

4 0.412933 0.230190 2.107130 0.127304 0.388814 

8 0.512433 0.221349 2.106959 0.127308 0.388825 

12 0.537471 0.212868 2.106642 0.12731 0.388835 

16 0.546048 0.213871 2.106047 0.127315 0.388845 

20 0.568450 0.431512 2.104750 0.127318 0.388854 
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Başlangıç anından 𝑡 = 20 anında kadar tek soliter dalganın hareket profili Şekil 5.1. 

ve Şekil 5.2. ile verilmiştir.Bu şekillerde, 𝑡 = 0,4,8,12,16 ve 20 için çözüm profilleri  

görülmektedir 

Şekil 5.1: Tek soliter dalga (c=0.1) 

 

 

 

Şekil 5.2: Tek soliter dalga (c=0.03) 
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t=20 anında yöntemin hatasına ilişkin grafik ise Şekil 5.3 ve Şekil 5.4 ile verilmiştir. 

 

 

 

Şekil 5.3: Tek soliter dalga için hata grafiği (c=0.1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 5.4: Tek soliter dalga için hata grafiği (c=0.03) 
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Hesaplanan sonuçların literatürde yer alan diğer bazı çalışmalar ile bir karşılaştırması 

Çizelge 5.3 ve Çizelge 5.4 ile sunulmuştur. 

Çizelge 5.3: Hata normları ve korunum sabitlerinin karşılaştırması (c=0.1) 

 

Çizelge 5.4: Hata normları ve korunum sabitlerinin karşılaştırması (c=0.03) 

 

 

 ℎ 𝐿2 × 103 𝐿∞ × 103 𝐶1 C2 𝐶3 

KBEKK 0.125 0.581459 0.237648 3.982055 0.811204 2.581456 

Kaynak.[34]  0.192 0.073 3.97989 0.81046 2.57901 

Kaynak.[36]  2.157 
 

3.99046 0.82346 2.67399 

kaynak.[40]  0.221 0.085 3.98002 0.81046 2.57901 

Kaynak.[41]  0.378 0.140 3.97995 0.81046 2.57900 

Kaynak.[39]  0.719 0.254 3.97989 0.80925 2.57501 

KBEKK 0.1 0.585064 0.239999 3.978439 0.809965 2.577366 

Kaynak.[34]  0.192 0.074 3.97989 0.81047 2.57901 

Kaynak.[38]  0.217 0.084 3.97989 0.81046 2.57901 

Kaynak.[37]  0.220 0.086 3.97989 0.81047 2.57902 

Kaynak.[39]  0.515 0.181 3.97781 0.80963 2.5762 

Kaynak.[40]  0.221 0.085 3.98002 0.81046 2.57901 

 ℎ 𝐿2 × 103 𝐿∞ × 103 𝐶1 C2 C3 

KBEKK 0.125 0.568450 0.431512 2.104750 0.127318 0.388854 

Kaynak.[34]  0.542 0.199 2.10467 0.12730 0.38880 

Kaynak.[36]  0.013 
 

2.10471 0.12759 0.39203 

Kaynak.[40]  1.274 0.365 2.11229 0.12730 0.38881 

Kaynak.[41]  0.547 0.432 2.10902 0.12731 0.38881 

Kaynak.[47]  0.242 0.125 2.10641 0.12723 0.38859 

KBEKK 0.1 0.564428 0.431512 2.104571 0.127299 0.388795 

Kaynak.[34]  0.541 0.199 2.10707 0.12730 0.38880 

Kaynak.[38]  0.527 0.432 2.10503 0.12730 0.38880 

Kaynak.[37]  0.563 0.432 2.1050 0.12730 0.38880 

Kaynak.[39]  0.417 0.232 2.10760 0.12730 0.38879 

Kaynak.[40]  1.271 0.364 2.11228 0.12730 0.38881 
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Elde edilen bu sonuçlar incelendiğinde nümerik yöntemin tek soliter dalga örneğinde 

Kabul edilebilir doğrulukta ve karşılaştırma yapılabilir sonuçlar ürettiği 

ğörülmektedir. 

5.2.2 Problem 2: Dalga undulasyonu 

Bu kısımda, RLW denkleminin 

  0,0 0.5 1 tanh cx x
U x U

d

   
    

  
 

başlangıç şartı altındaki çözümleri incelenecektir. Bu problemde 𝑥 = 𝑥𝑐 merkezli su 

seviyesindeki değişimin büyüklüğü 𝑈0  ile gösterilmiştir ve durgun su ile derin su 

arasındaki eğim d olarak ölçülmüştür. 

Denklemin sınır koşullarında 𝛽1 = 𝑈0 , 𝛽2 = 0  alınarak elde edilen çözümlerin 

farklı zamanlardaki grafikleri verilmiştir. 

Şekil 5.5 ile 𝑑 = 2  için ve Şekil 5.6 ile de 𝑑 = 5 için çözüm profilleri verlmiştir. 
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a                                                                   b 

c                                                                    d 

e                                                                          f   

Şekil 5.5: (a), (b), (c), (d), (e), (f) dalga undulasyonu d=2 
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a                                                                 b 

c                                                                    d 

                               e                                                                         f  

 

Şekil 5.6: (a), (b), (c), (d), (e), (f) dalga undulasyonu d=5 
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Dalga undulasyonu için hesaplanan korunum sabitleri iki farklı d değeri için 

Çizelge5.5 ile verilmiştir. 

Çizelge 5.5: Dalga undulasyonu için korunum sabitleri 

Zaman 𝐶1 𝐶2 𝐶3 

d=2  

0 3.612000 0.351478 1.088220 

50 9.003647 0.904080 2.801418 

100 14.417842 1.461618 4.529980 

150 19.861951 2.025945 6.279951 

200 25.341676 2.598775 8.056942 

250 30.862500 3.182114 9.867540 

d=5  

0 3.612000 0.336311 1.040970 

50 8.991926 0.886862 2.748170 

100 14.379753 1.438867 4.459666 

150 19.785774 1.994749 6.183092 

200 25.219520 2.556896 7.926207 

250 30.687597 3.127201 9.695225 
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Korunum sabitlerinde ortaya çıkan değişim aşağıdaki şekilde analitik olarak 

hesaplanabilir [33]. 

2

1 1 0 0 0.1075
2

b

a

d d
M C Udx U U

dt dt


      
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Bu değerlerin önerilen yöntem için nümerik değerleri ise 
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ile hesaplanabilir. Buna göre, 𝑑 = 2 için 

 𝑀1
n = 0.109002, 𝑀2

n = 0.011322544,   𝑀3
n = 0.03511728 

ve 𝑑 = 5 için 

𝑀1
n = 0.108302388,  𝑀2

n = 0.01116356,    𝑀3
n = 0.03461702 

bulunur. Böylece nümerik değerlerin teorik olanlarla karşılaştırıl dığında birbirlerine 

yakın değerler olduklari görülür. 

 

 

 

 

 



 

 

6. SONUÇLAR 

Bu tez çalışmasında RLW denkleminin nümerik çözümleri, en küçük kareler sonlu 

elemanlar yöntemi kullanılarak elde edildi. Sonlu elemanlar yönteminde taban 

fonksiyonu olarak kübik B-spline fonksiyonlar seçildi. Problemin zaman 

ayrıştırmasında Crank-Nicolson yöntemi kullanıldı. Bu sayede RLW denklemi, 

ardışık iki zaman adımını içeren bir tekrarlı bağıntı haline getirildi. von-Neumann 

kararlılık analizi ile yöntemin kararlı olduğu görüldü. Sunulan nümerik yöntem, ilk 

olarak analitik çözümü bilinen tek soliter problemi üzerinde test edildi ve farklı dalga 

hızları için sonuçlar verildi. Daha sonra ise dalga undulasyonu çalışıldı. Elde edilen 

sonuçlar literatürde yer alan bazı çalışmalar ile karşılaştırıldı ve en küçük kareler 

yönteminin kabul edilebilir sonuçlar verdiği gözlendi. Nümerik yöntemin 

uygulanmsı ile ortaya çıkan matris denkleminde matrislerin band matris oluşu 

hesaplama maliyeti açısınde bir avantaj olarak not edilebilir. Diğer yandan yapilan 

hesaplamalar sonucunde yöntemin tek soliter dalga ve dalga undulasyonunde iyi 

sonuçlar verdigi görülürken iki soliter delganın çarpısmaşı probleminde iyi sonuç 

vermediği görüldü. Bu ise bir zayif yön olarak vurgulanabilir. 
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