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ONSOZ

Bu tez ¢alismasinda RLW denkleminin niimerik ¢éziimleri, en kiigiik kareler sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak elde edilmistir. Taban fonksiyonu olarak kibik B-
spline fonksiyonlarin kullanildigi yontemde problemin zaman ayrigtirmasi Crank-
Nicolson yaklasimi ile yapildi. Bu sayede RLW denklemi, ardisik iki zaman adimini
iceren bir tekrarli bagint1 haline getirildi. Sunulan niimerik yontem, iki farkli 6rnek
ile test edildi. Elde edilen sonuglar literatiirde yer alan bazi ¢alismalar ile

karsilastirildi.

Niimerik yontemin bilgisayar kodlart MATLAB programi ile yazilmis ve grafik

cizimlerinde Grapher programi kullanilmstir.
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OZET

Bu tez caligmasinin temel amaci, dalga teorisinde Onemli bir yer tutan RLW
denkleminin numerik ¢ozimlerinin elde edilmesidir. Bu amag¢ dogrultusunda, en
kiigiik kareler yontemi kullanilmistir.

Dalga teorisine iliskin bazi temel bilgiler ve tanimlar birinci boliimde verilmis, RLW
denkleminin ve ilgili test problemlerinin tanitilmasi ise ikinci boliimde yapilmistir.
Sonlu elemanlar yontemine iligkin temel bazi bilgiler {igiincii boliimde
sunulmustur.Taban fonksiyonu olarak kullanilan B-spline fonksiyonlarin tanitiimasi
ise dordiincii bolimde yer almistir. NUmerik yontemin RLW denklemine
uygulanmasi ise besinci boliimde verilmistir. Niimerik yontemin uygulanisinda, ilk
olarak, Crank-Nicolson formiilleri yardimiyla diferensiyel denklemin zaman
ayristirmast yapildi. Daha sonra denklem sistemindeki lineer olmayan terimler
lineerlestirildi. Konum ayristirmasi i¢in problemin ¢ézliim bdlgesi esit uzunluklu alt
araliklara boliindi. Yonteminin uygulanmasi ile ortaya g¢ikan matris denkleminin
coziimleri i¢in ise Thomas algoritmas1 kullanildi. Von-Neumann kararlilik analizi ile
yontemin kararliligi incelendi. Kullanilan yontem, farkli problemler {izerinde test
edildi. Yontemin dogrulugunun arastirilmast i¢in hata normlart ve RLW denkleminin
korunum sabitleri hesaplandi. Son olarak, elde edilen sonuglar ile bir degerlendirme

yapildi.

Anahtar Kelimeler: Dalga, RLW, Solitary, En kii¢uk kareler, von-Neumann



ABSTRACT

The main objective of this thesis is to obtain the numerical solutions of the RLW
equation which has aquite importance in wave theory. For this objective, the least
squares method is used. Some basic information about waves are given in the first
chapter. RLW equation and its related test problems are introduced in the second
chapter. Some introductory information about finite element method are presented in
the third chapter. B-spline functions that are used as basis function are introduced in
chapter four. Application of the numerical method for the RLW equation is
constructed in the fifth chapter. In the application of the numerical method, firstly,
the time discretization of the equation system is achieved by the help of Crank-
Nicolson formulae. Then, the nonlinear terms in the equation are linearized. A
uniform partition of the solution domain is considered for the space discretization.
The Thomas algorithm is used for the solutions of the obtained matrix equations.
von-Neumann analysis is employed for the stability of the method. The numerical
method is tested on different test problems. Accuracy of the method is investigated
by error norms and the conservative laws of RLW equation. Finally, a conclusion is

given in the last chapter.

Keywords: Wave, RLW, Solitary, Least squares, von-Neumann
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RLW Regularized Long Wave denklemi

KdVv Korteweg-de Vries denklemi
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1. GIRIS

1.1 Olusum Denklemi

Bir sistemin t anindaki konumu u(t) olmak Uzere bu sistemin zaman icindeki
olusumunu ifade eden diferansiyel denkleme olusum denklemi denir. Buna gore, bir

sistemin olusumu zaman degiskenine bagli olarak asagidaki sekilde tarif edilebilir:
u'=f(u) (1.1)

Buradaf bir X vektor uzay:1 lizerinde tanimli vektor alanidir. Eger X vektor uzayi

sonlu boyutlu uzay ise olusum denklemi adi diferensiyel denklemlerin bir sistemi

olarak karsimiza ¢ikar. Diger yandan kismi diferansiyel denklemler sonsuz boyutlu

uzayda bir olusum denklemi olarak diisiiniilebilir [1].

(1.1) seklindeki bir olusum denkleminde t bagimsiz degiskeni yer almadigindan bu

denkleme bir otonom denklem denir. Olusum denklemlerinin otonom olmayan

u' = f(t,u) seklindeki bir formu, t degiskeninin bagimli degisken alinmasi ile
u'=f(tu),
t'=1.

seklinde otonom denkleme donistiriillebilir [2]. Benzer mantik ile yiiksek
mertebeden bir adi diferansiyel denklemin mertebesi, indirgeme yoluyla birinci
mertebeye disiiriilerek bir diferensiyel denklem sistemi elde edilebilir. Boylece

u'" = f(u) formundaki bir denlem

seklinde bir olusum denklemine doniistiiriilmiis olur [3].



1.2 Dalgalar

Bir ortamda enerjinin yayilmasina dalga denir.Buradaki yayilma enerjinin bir
konumdan diger bir konuma yer degistirmesi seklindedir. Dalganin tiirline gore
ortam farklilik arz eder. Ornegin su dalgalar icin ilgili ortam su iken ses dalgalari
icin hava, 151k dalgalar1 icin ise bosluktur. Sekil 1.1 ile gercek bir su dalgasi

gosterilmektedir.

Sekil 1.1: Deniz dalgalar

Dalgalarin smiflandirilmasinda mekanik dalgalar ve elektromanyetik dalgalar
kullanilabilir.Ses dalgalar1 ve su dalgalari mekanik dalgalara, 151k ve radyo dalgalar

ise elektromanyetik dalgalara 6rnek olarak verilebilir.

Matematiksel olarak ise dalga, hareket eden bir fonksiyon olarak diisiiniilebilir.
Dalga denklemi bir kismi diferensiyel denklemdir ve bir boyutlu lineer dalga
denklemi

Qlu(x,t) 1 d%u(xt) (1.2)

o2 Vot
seklindedir. Burada, t zaman ve x konum degiskeni olmak tizere u(x,t) fonksiyonu
fiziksel olarak dalaganin genligini temsil ederken, v ise x dogrultusundaki dalga

hizin1 gosterir.



2%u(x,t) %u(x,t)
2

Matematiksel olarak, P terimi yiizey tizerindeki egriligi, 502 terimi de

parcaciklarin ivmesini verir. Boylece (1.1) denkleminden bu terimlerin orantili
oldugu sdylenebilir ve bu durum
o’u(x,t)  d%u(xt
(1), ()
OX ot

seklinde gosterilir. f; ve f, keyfi fonksiyonlar olmak tzere (1.2) lineer dalga

denkleminin

u(x,t)=f,(x+vt)+ f,(x—vt)

formunda ¢6ziimlerinin varligi kolayca gosterilebilir. x + vt ve x — vt ifadelerinde
yer alan + ve — isaretleri dalganin x - ekseni boyunca sirasiyla sola ve saga dogru
otelenmesini netice verir. Bu forma sahip dalgalara ilerleyen dalgalar denir.

fi(x + vt) ile sola dogru ilerleyen ve f,(x — vt) ile de saga dogru ilerleyen dalga

gosterilmistir.

1.2.1 Dalga ozellikleri ve carpmalari

Bir dalganin 4 temel 6zelligi vardir (bks sekil 1.2) :
e Genlik( Genislik): Dalganin maksimum mesafesi
e Dalga boyu: Dalga iizerindeki herhangi bir noktanin bir sonraki dalgada
izerinde yine ayni noktaya olan uzakligi
e Frekans: Birim zaman igerisinde iiretilen dalga sayisi

e Dalga Hizi: Dalganin ilerleme hiz1

4 farkl dalga ¢arpmasi vardir:
e Yansima: Bir yiizeye dalganin bir agiyla ¢arpmasidir. Sonucta dalganin bir
kismi geri doner (yansir) bir kismi ise ortamdan gecerek ilerler.
e Kirllma: Saydam madde gibi bir yiize carpma sonucu ortamin kirilim
indeksine bagli olarak dalganin kirilmasidir bu olayda dalganin hiz1 degisir.
e Kirmim: Dalganin bir engele ¢carpmasi sonucu yoniiniin degisimidir.

e Girisim: Iki dalganin birbiriyle ¢arpismasiyla girisim ortaya cikar.



1.3 ilerleyen Dalga

Bir dalgada, maksimum ve minimum genlikteki noktanin yayilimi dalganin ilerledigi
ortama paralel ise bu dalgaya ilerleyen dalga denir.Bu dalgalar, matematiksel olarak
f (x + vt) formuna sahip dalgalardir. [4]

1.4 Soliton
Bir soliton, bagka bir soliton ile girisim yaptiginda ozelliklerini koruyan lineer
olmayan bir dalgadir. Soliton dalgalar kalic1 bir forma sahiptirler. Zit yonlii hareket

eden iki soliton, birbiri i¢inden kirilmadan gegebilir [5, 6].

1.5 Soliter Dalga

Bir soliter dalga, soliton o&zelliklerini saglayan ve solitonumsu olarak da
isimlendirilen dalglardir [7]. Aym yonde hareket ederken soliter dalgalarin
carpismalari sonrasinda dalga Ozelliklerinde bir degisme olmazken zit yonli
carpismalarda dalgalarin yapist bozulur. Bu nedenle soliton olma 6zelligini
kaybederler.Soliter dalgalar, su yuzeyinin yiikselmesi ve fiber optik 151k yogunlugu

da dahil olmak tizere bircok durumda ortaya ¢ikarlar [8, 9].

Sekil 1.2: Soliter dalga



2. RLW DENKLEMIi

Lineer olmayan olusum denklemlerinin en énemli tiirlerinden birisi de bir¢ok fiziksel
olay1 6ngdrmek icin iyi modeller saglayan RLW (Regularized Long Wave)
denklemidir. RLW denklemi, 1966 yilinda Peregrine tarafindan ortaya konmustur
[10], 1895 yilinda ortaya konulan Korteweg-de Vries (KdV) denkleminin ¢ozumleri
icin ¢alisirken Peregrine’nin 6nerdigi RLW denklemi, KdV denklemine bir alternatif
olarak formiilize edilmistir. Bir¢ok disiplinde farkli olaylarin agiklanmasinda
kullanisli olan RLW denkleminin analitik ¢oziimlerinin sinirliligi ¢éztimler igin
nimerik yontemleri 6nemli kilmaktadir [11]. Bu baglamda bir¢ok aragtirmact RLW
denklemini ¢6zmek icin birbirinden farkli niimerik yontemler 6nermisler ve uygun
baslangi¢ ve sinir kosullari altinda denklemin ¢6ziimlerini arastirmislardir [12, 13].
RLW denkleminin sonlu farklar yontemiyle [16, 17] sonlu elemanlar yontemiyle [14,
15] ve spektral metodlarla [18] ¢c6zUmleri literatlirde mevcuttur.

Bir boyutlu RLW denklemi,

U,+U,+sUU, — U, =0 (2.1)
seklinde verilir. Bu denklem i¢in sinir kosulllar
U(at)=a,, Ubt)=a, U, (at)=4, U, (bt)=4 (2.2)
olacak sekilde ve baslangi¢ kosulu da
U(x,0)=f(x) (2.3)

biciminde secilebilir. Buradaa,, a,ve B4, ; parametreleri pozitif parametrelerdir.

RLW denklemi i¢in kiitle, momentum ve enerjiye karsilik gelen korunum kanunlari



C = Tde

C,

Il
D ey T

(U (U, ) )ox

C,=

D ey T

(U3+3U2)dx

seklinde verilir. Buradaki integraller, niimerik integral alma tekniklerinden birisi ile

hesaplanabilir.

2.1 Test Problemleri
Problem 1: Tek soliter dalga ¢6zUm

RLW denkleminin bilinen bir analitik ¢c6zimi

U (x,t)=3csech? (k[x—x, —vt])

Kk = ’E_C
4y

seklindedir ve 3c genlikli dalga v = 1 + ec hiziyla pozitif X dogrultusu boyunca

ile verilir. Bu problemde,

hareket etmektedir. Baglangigta bu dalganin tepe noktasi x, apsisli noktadir.Bu
problemin baglangi¢ kosulu, analitik ¢6ziimde ¢ = 0 alinarak bulunur. Sinir kosullar
ise

U(at)=0, U(bt)=0, U,(at)=0, U,(bt)=0 (2.4)
olacak sekilde secilebilir.

Problem 2: Dalga undulasyonu

RLW denkleminin bir diger test problemi dalga undulasyonu diye ifade edilen

problemdir. Bu problem

U (x,0)=0.5U, [l—tanh(lexc ﬂ

baslangi¢ sartt kullanilarak elde edilir. Burada, U, parametresi x = x. merkezli su

seviyesinde meydana gelen degisimin biiyiikliigiinii gdstermektedir.



3. SONLU ELEMANLAR YONTEMI

3.1 Sonlu Elemanlar Yontemi Nedir?

Kismi diferensiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini tahmin etmek igin kullanilan
nimerik tekniklerden birisi de sonlu elemanlar yontemidir. Bu yéntem ayrica integral
denklemlerin yaklasik ¢6zlimlerinin bulunmasinda da kullanilir. Cogunlukla,
matematiksel fizik ve mihendislik problemlerini ¢6zmek igin kullanilan bu yontem
ile 1s1 transferi, akiskan akisi, yapisal analiz, elektromanyetik potansiyel ve Kkitle
tasimaciligl (mass transport) gibi alanlarda ortaya ¢ikan problemlerin ¢oziimleri
arastirtlmistir [19].

Karmasik geometriye sahip bu tarz problemlerin analitik ¢dzumlerini bulmak
genellikle miimkiin degildir. Bu nedenle, kabul edilebilir dogrulukta yaklasik
¢ozumlerin elde edilmesi 6nem arz eder. Sonlu elemanlar yontemi bu noktada iyi bir
alternatifi temsil eder.

Sonlu elemanlar yonteminin modern gelisimi 1940°l1 yillarda yapisal miihendislik
alaninda yapilan galigmalara dayanir. Ilk olarak, Hrennikoff 1941 yilinda bu yontemi
gelistirmistir [20]. Daha sonra, 1954 yilinda Kelsey ve Argyrisyaptiklari ¢alisma ile
enerji prensibini kullanarak yontemin gelisimine katki saglamislardir [21, 22].1956
yilinda Turner ve arkadaslar1 [23] iki boyutlu problemler (zerine cgalismislardir.
Calismalarinda tiggensel elemanlar, dikdortgen elemanlar ve kafes (truss) elemanlari
kullanmislar ve yogun (stiff) matrisleri elde etmislerdir. Ucgensel ve dikdortgensel
eleman kullanarak analiz yapan bir diger arastirmaci ise Clough’dur [24]. 1961
yilinda Martin, ¢ boyutlu problemler icin sonlu elemanlar yontemini kullanmistir
[25]. Takip eden yillarda Melosh [26], Argyris [27], U¢ boyutlu elemanlar ile
calismiglardir.

Her gecen giin artan bir ilgi ile gelisen sonlu elemanlar yontemi bugiin 6zellikle
miihendislik problemlerinin ¢éziimiinde 6nemli bir aractir. Sonlu elemanlar yontemi
Uzerinde daha genis bir kaynak olarak Kardestuncer [28], Clough [29] ¢alismalarina
bakilabilir.



3.2 Agirhikh Kalanlar Yontemi

Sonlu elemanlar yontemindeki gelismelerden ©nce, diferensiyel problemlerin
¢oziimiinde kullanilan bir yontem agirlikli kalanlar yontemi (weighted residual
method) olarak isimlendirilen yontemdir. Uygulama agisindan birbirine benzeyen bu
iki yontem arasindaki temel fark agirlikli kalanlar yonteminde kullanilan yaklagim
fonksiyonunun biitiin bir ¢6ziim bolgesi lizerinde tanimli olmasidir.

Bir diferensiyel problem iizerinde sonlu elemanlar yonteminin uygulanisi agagidaki
sekildedir [48].

L[u], unun turevlerini iceren genel bir diferensiyel operatord, U, [u] uygun sayida

siir kosulu ve 2 ise sinir1 912 ile gosterilen ¢ozim bolgesi olmak lizere

L{u]=r(x),xeQ (3.1

Uﬂ[u]:yﬂ,XeﬁQ

sinir deger problemini dikkate alalim. Bu problemin ¢6ziimiine yapilacak yaklasim,

u(x)=w(x,a,,a,, ...ay ) (3.2)
seklindedir. Burada a4, a,, ..., ay bulunmasi gerekli olan parametrelerdir.
a=[a 2, -]

olarak aliirsa se¢ilecek uygun y;taban fonksiyonlari i¢in yaklasik ¢oziim

w(x,a)=y, (x)+i§l:ail//i (x)

seklinde ifade edilebilir. Bu se¢im, problemin sinir kosullarini da saglayacak sekilde

olmalidir. Bu yaklasik ¢6ziim, diferensiyel denklemde yerine yazilirsa

E[x,a]:L[w(x,a)]—r(x)

rezidlsu bulunur. Bu rezidl, w(x, a) yaklasim fonksiyonunun diferensiyel denklemi
saglama Ol¢iisiinii bize verir. Yapilan yaklasimdaki ¢; fonksiyonlarinin sayisi olan
N buyldukge E[x,a] rezidusinin de kogulmesi beklenir. Rezidii dogrudan sifir
oldugunda ise tam ¢oziim elde edilir.Rezidiiniin dogrudan sifir olmasini saglamak zor
oldugundan sayisal yaklasim yontemlerinde E[x, a] rezidiisiinii miimkiin oldugunca
kiiciik yapacak yollar aranir. Sonlu elemanlar yonteminde bunun igin rezidlinln

agirlikl integrali olan

(W;.E[xa])=0, j=12,...,N



ifadesi sifira esitlenir. Burada, (W, E[x, a]) ile
(W,E)=[ W -Edx (3.3)

seklinde bir i¢ carpim kastedilir. W;ise daha sonra belirtilecek olan bir agirlik
fonksiyonudur. Eger w(x,a) ¢0zimi bir tam ¢6zim ise (3.3) ifadesi, agirlik
fonksiyonu nasil segilirse segilsin sifir olacaktir. Agirlik fonksiyonlarin se¢imi igin
degisik alternatifler vardir ve bu se¢imlerin her birisi yaklasik yontem {izerinde farkli
bir kritere karsilik gelir. Agirlik fonksiyonlar1 igin bir se¢im yapildiginda (3.3) i¢
carpimi N bilinmeyenli bir cebirsel denklem sistemine doniisiir. Bu sistem uygun
yontemler kullanilarak ¢oziilebilir. Buradan elde edilen ¢6zimlerin, (3.2)
denkleminde vyerlerine yazilmasiyla da (3.1) ile verilen diferensiyel denklemin
yaklagik ¢6ziimii bulunmus olur.

Agirhik fonksiyonunun farkli se¢imlerine gore ortaya cikan bazi sonlu eleman

yontemleri asagida kisaca tanitilmistir.

3.2.1 Kolokeysin yontemi
X1, X, ..., Xy noktalari, £ bolgesinde N tane nokta olsunlar. Agirlik fonksiyonu

olarak dirac delta fonksiyonu secilsin. Buna gore

1
— —£<X<¢

5(X) =< 2¢c
0, Diger durumlar

olmak tizere W (x;) agirlik fonksiyonu

1
. - X. —EL< XL E+X:
W(Xj)=5(X—XJ)=L'L‘3 28 J J
0, Diger durumlar

seklinde tanimlanir. Boylece, (3.3) ifadesi

J.Qé(x—xi)-E[x,a]dx=0

halini alir. Buradan dirac delta fonksiyonunun 6zelligi geregi
E[x .a]=0, j=12,..,N

esitligi elde edilir. Bu ise E[x, a] rezidusuniin 2 bodlgesinden segilen N tane noktada
sifir olarak alinmasi demektir. N tane kolokeysin noktasinin se¢imi keyfi olmakla

beraber esit uzakliktaki noktalarin se¢ilmesi yaygin kullanimdir. Kolokeysin



yontemi, sadece boliinme noktalarinda hesaplama yaptig1 i¢in diger yontemlere gore

hesaplama zamanindaki azalma nedeniyle ekonomik bir alternatifi temsil eder.

3.2.2 Galerkin yontemi
Galerkin yontemi, sonlu elemanlar yontemleri i¢inde en ¢ok kullanilan yontemdir.

Bu yontemin uygulanisinda, (3.3) denklemindeki agirlik fonksiyonlari
ow(x,a)

oa J.

W. =

J =12, ..,N

seklinde secilir. Burada w(x,a) fonksiyonu diferensiyel denklemin yaklasik
¢cOzumadur.
Bdylece (3.3) ifadesi

Igwi(x).E[x,a]dx:O, j=12,...,N
halini alir. Buradan elde edilecek cebirsel denklem sisteminin ¢oziilmesiyle de

a=[a,a,, ...ay |

bilinmeyenleri bulunmus olur.

3.2.3 En kuguk kareler yontemi
Bu yontemde agirlik fonksiyonlari

wi= Eal oy
0a|

olacak sekilde secilir. Bu se¢im a4, a,, ..., aybilinmeyenlerinin bulunmasi i¢in Ntane

denklem elde edilmesine olanak saglar. Agirlik fonksiyonlarinin bu sekildekisegimi

(W,E)= %J‘Q E[x, a]2 dx= minimum

rezidiisiinlin minimum olmasma karsilik gelir. (W, E)yi minimum yapmak icin
gerekli kosullar ise

OWE
oa i

[ exal a0, joi2 N
o oa,

olmasidir.
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3.2.4 Moment yontemi
Uygulanis1 itibariyle Galerkin yontemine benzeyen bu yontemde, P;(x) ler polinom

olmak tizere, agirlik fonksiyonlari
W; =P, (x)

seklinde secilir. Boylece (3.3) ile verilen i¢ garpim
IQPj(x).E[x,a]dx:O, j=12,..,N

formuna doner. Moment yonteminin Galerkin yonteminden farki su sekilde ifade
edilebilir. Bu yontemde rezidll ifadesi, secilen fonksiyonlar ile ortogonal olacak
sekilde diizenlenir ve bu islem i¢in se¢ilen fonksiyonlar Galerkin yonteminde oldugu
gibi yaklasim fonksiyonu ile aym1 olmak zorunda degildir. Uygulamada,
ortogonallestirme islemi yapildigi taktirde, W; = x; seciminin daha iyi sonuglar

Urettigi de gorilmustir [42].
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4. B-SPLINE FONKSiYONLAR
4.1 B-spline Fonksiyonlar

Cok sayidaki veri noktalarina bir tek egri ile yaklagmak biiyiik kolayliklar saglasa da
baz1 hallerde bu durum biiyiik hatalara neden olabilir.Ayrica bu amagla kullanilan
Newton ve Lagrange interpolasyon polinomlarinin derecesi, nokta sayisi arttikca
artaca gindan, bu tiir polinomlarla yapilacak islemler zorlasir. Bu gibi durumlarda,
art arda gelen iki veri arasinda, birinci, ikinci ya da tgunct dereceden fonksiyonlarla
yaklasimin ~ yapildigi  spline  interpolasyon  yontemi  kullanilabilir.Spline
interpolasyonu, tanimlanan aralik iizerinde, birbirini Grtmeyen sonlu sayida alt
araliklara yardimiyla daha kii¢iik dereceden polinom bulma esasina dayanir
[43],[30].

Diferensiyel denklemin ¢dziimiine yaklasim yapmak igin kullanilan S(x) spline
fonksiyonunun her bir [x,_q,x;] aralig1 ilizerindeki parcasi Si(x) ile diferensiyel
denklemin tam ¢ozimu de y(x) ile gosterilsin. Bu durumda S, (x) fonksiyonunun

saglamasi gereken temel iki kosul

i.  Interpolasyon kosulu: S, (X, )=y (%) Ve S, (X)=Y(x)
ii.  Sireklilik kosulu: S, (%, )=S,(x/) yada S, (% )=S,.,(x)

seklindedir. Bunun disinda, spline fonksiyonlarin sahip oldugu diger bazi 6zellikler
ise su sekilde siralanabilir:

1. Spline fonksiyonlar diizgiin fonksiyonlardir.

2. Spline fonksiyonlar uygun baza sahip olan sonlu boyutlu lineer uzaylardir.

3. Hesaplama yapma agisindan spline fonksiyonlar kullanighdir.

4.ISpline fonksiyonlarin hem tlrevleri hem de integralleri yine bir spline
fonksiyondur.

5. Cozlm bolgesi zerinde surekli her fonksiyon, m. dereceden bir spline fonksiyon
ile temsil edilebilir

6. Kuguk dereceden spline fonksiyonlar ¢ok esnektirler ve polinomlardaki gibi

salinim yapmazlar.



B-spline fonksiyonlar, minimal destege sahip yine bir spline fonksiyondur. Belirli
derecede ve diizgiinliikteki her spline fonksiyon ayni derece ve diizgiinliikteki B-
spline fonksiyonlarin bir lineer kombinasyonu ile temsil edilebilir [44]. Bu nedenle
de B-spline fonksiyonlar, spline fonksiyonlar igin bir taban olustururlar. Ayni
zamanda bir B-spline fonksiyonu Bézier egrilerinin de bir genellestirmesidir.B-spline
terimi, ilk defa basis spline kelimesinin kisaltmasi1 olarak [45] tarafindan
kullanilmistir.

B-spline fonksiyonlarin tanimlanmasi bir kag yolla yapilabilir. [44] tarafindan verilen
asagidaki tiiretme yontemi literatiirde yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu yonteme

gore, 0. dereceden B-spline fonksiyonu,

¢0:{1, X <X< X,

0, diger durumlarda

seklinde tanimlanir. Bu adim fonksiyonunun kullanilmasiyla daha yliksek dereceden

(k.derece) B-spline fonksiyonlar ardisik olarak, [31]

¢ik(x)zx‘_xi¢lk—1(x)+M 45 (%)

- X X X

i+k i itk+1 N+l
k=12, ..,i1=0,11 12, ...

formiiliiyle hesaplanir. B-spline fonksiyonlarin, [x,xy] araliginda taniml
fonksiyonlar igin bir taban oldugu [46] tarafindan ifade edilmistir. Yukaridaki
tanimlamadan da goriildiigii gibi B-spline fonksiyonlar, esit uzunluklu alt araliklara
iizerinde tanimlanabilecegi gibi ¢6ziim bolgesi lizerinde esit dagitilmamis noktalar
iizerinde de tanmimlanabilir. B-spline fonksiyonlarin, geometrik olarak degisen
uzunluga sahip alt araliklar tizerindeki tanimlar1 igin [47] referansina bakilabilir. Pek
cok oOnemli Ozelliginden dolayr B-spline fonksiyonlar diferensiyel problemlerin

¢oziimiinde etkin rol almaktadir. Bu 6zelliklerinden bazilar1 su sekilde 6zetlenebilir:

k. dereceden B-spline fonksiyonu ¢* olmak {izere



i. Pozitif olma ve yerel destek: ¢“ fonksiyonu k + 1 tane ardisik alt aralik
tizerinde pozitiftir bu ardisik araliklarin disinda ise sifirdir.
ii.  Dizgunlik: ¢*fonksiyonunun (k — 1). mertebeye kadar tirevleri sireklidir. k.
mertebeden tiirevi ise boliinme noktalarinda stireksizdir.
iii.  Parcali polinom yapisi: ¢* fonksiyonu [x;, x;,,] araliginda parcali polinomdur.
iv.  Simetri: ¢* fonksiyonu simetriktir.

v.  Monotonluk: ¢* fonksiyonu tanimli oldugu araligin yarisinda monoton artan

diger yarisinda ise monoton azalandir.

4.2 Farkh Dereceden B-spline Tanim
B-spline fonksiyonlarin lineer, kuadratik, kibik, kuartik, ve kuintik gibi farkli
dereceden ifadeleri bu kisimda verilecektir.
[a,b] araligini
A=Xy <X <...<Xyy, <Xy =b
Ve

h=x_,-X%,1=01...,N-1

olacak sekilde alt araliklara bolelim. [a,b] araligmin bu parcalanmasi {izerinde
Uzerinde B-spline fonksiyonlarin ifadeleri ig¢in farkli yaklagimlar olmakla birlikte
deBoor tarafindan verilen tekrarli baginti ile farkli dereceden B-spline fonksiyonlar
tiretilebilir [48].

Lineer B-spine fonksiyonlar

Xmnoktalar: boliinme noktalar1 olmak tizere [x,,, X;,42] araliginda bir lineer B-spline

fonksiyonu
1 (X_Xm)’ XE[Xm’Xm+1]
¢;(X)=E (Xm+2 _X)’ XE[Xm+1’Xm+2]
0, diger durumlar

seklinde tanimlanir [38]. Sekil 4.1.ile gosterilen lineer B-spline fonksiyonlarinin
{ Dy, ..., 05} kiimesi [a, b] araligi iizerinde tanimli fonksiyonlar i¢in bir taban

olusturur.

14



Sekil 4.1: Lineer B-spline

Kuadratik B-spline fonksiyonlar

Bir kuadratik B-spline fonksiyon ikinci dereceden pargali polinomdur.

(Xio =X)* =3(Xps = X)" +3(%, = x)° [Xona0 X ]

¢2(X):i (Xm+2_x)2_3(xm+l_x)2: [Xm'xm+1]
m 2

h (Xm+2 - X)2 ; [Xm+l’ Xm+2]

0, diger durumlarda

seklinde tanimlanan kuadratik B-spline fonksiyonlarin {@_, ..., @5} kiimesi [a,b]
araligl lzerinde bir taban olusturur. Bir kuadratik B-spline ardigik 3 araligi
orttiiglinden her bir aralik tizerinde sifirdan farkli ardisik 3 kuadratik B-spline vardir.

Sekil 4.3. ile bu durum gosterilmistir.

&

Sekil 4.2: Kuadratik B-spline
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Kibik B-spline fonksiyonlar

Kbik B-spline fonksiyonlarin tanimi ,

(X=%p.2)” X2+ Xpi]

. h®+3h2 (X=X, )+3h(x=%, )" =3(x=%,,)’ [X1s X, |

o = 13|07 +30% (X0 = %) +3h(X,,,, — x)2 —3(Xpu1 — X) X, X...]
(Xm+2 - X)3 [Xm+l’ Xm+2]

0, diger durumlar

seklindedir. Kiibik B-spline fonksiyonlardan olusan {@_4, ..., Dy,1} Kimesi [xq,xy]
araliginda tanimli fonksiyonlar i¢in bir tabandir. Her bir kiibik B-spline fonksiyon
ardisik dort aralik iizerinde sifirdan farkli deger alir. Dolayist ile de her bir aralik

ardisik dort kiibik B-spline ile ortiiliir. Bu durum Sekil 4.3.ile gosterilmistir.

.

X X

m m+1

Sekil 4.3: Kilbik B-spline

Kuartik B-spline fonksiyonlar

Dérdiincii dereceden bir pargali polinom olan kuartik B-spline fonksiyonlar,

(X=Xn )4 [Xp2 X1
(X_Xm—2)4_5(x_xm—2)4 [Xo1s %]

4 (X) = % (X=%y5) =5(x=%,,) +10(x =%, ,)" [Xos X1 ]
" (o= %) =5 (0.0 =)' Dot X2 ]

(Xm+3 - X)4 [Xni2s Xinsal

0, diger durumlar

seklinde verilir. [xg,xy] araligindaki fonksiyonlar i¢in {@_,,@_4.,,,. D41} Klimesi
bir taban olusturur. Sekil 4.4 ile bir aralik iizerinde sifirdan farkli deger alan ardisik
bes kuartik B-spline gosterilmistir.
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Sekil 4.4: Kuartik B-spline

Kuintik B-spline fonksiyonlar

Kuintik B-spline fonksiyonlarin bilinen yaygin tanimlamasi,

(X=X, 5) [Xp30 X2 ]

(X=X, ) —6(x=x,,)" (X2 X ]

(X=X, 5) —6(x=%,,) +15(x~x%, )’ (X, 1 X, ]

# (%) is (x—xm%)s—6(x—xmfz)5+15(x—an)S—20(x—xm ’ [Xs Xope1
™ (x=x, 5) = 6(x =X, , ) +15(x=X, ;) 20(x =X, )’ +15(x X, ,)’ (Xt Xz |
(X=X, 5) =6(x=%,, ) +15(x =%, ;) =20(x=%, ) +15(X=%14)  [Xpeas Xes]

B(x—%,,)
0, diger durumlar

seklindedir. Her bir kuintik B-spline fonksiyonun ardisik 6 araligi orttiigii ve bu
nedenle de her bir araligin ardisik 6 B-spline ile ortildigi Sekil 4.5 ile
goralmektedir.{@_,, @_4, ..., Dy 42 1KUmesinin[xy,xy] araligindaki fonksiyonlar igin

bir taban oldugu ise [Prenter] referansinda verilmistir.

& 1

Sekil 4.5: Kuintik B-spline
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Sektik B-spline fonksiyonlar

Yukarida verilen tanimlamalara ek olarak daha yiiksek dereceden B-spline
fonksiyonlar da tanimlanabilir. Literatiirde gérece daha az yer bulan bu tarz B-spline
fonksiyonlar i¢in 6. dereceden pargali polinomlarla ifade edilen sektik B-spline

fonksiyonlarin tanimu,

(X=%y5)" Xz Xo]
(x—xm_3)6—7(x—xm_2)6 [Xp_21 Xt ]

(x—xm_3)6 —7(x—xm_2)6 +21(x xm_l)6 [Xn1s X |

4 (X) = iﬁ (x— xnh,,)6 ~7(x— er)6 +21(x— XM)6 -35(x—x, )6 [Xs Xt |
h (X_ Xinsa )6 o 7(X X3 )6 + 21(X_ Xins2 )6 [Xm+l’ Xm+2]
(X—Xm+4)6_7(x_xm+3)6 [Xi2 Xnes ]

(X=Xpe)’ (X3 Xiea]

0, bunun disinda

seklindedir ve {@_3,D_4, ..., Dy} kiimesi bir tabandir.
Septik B-spline fonksiyonlar

Septik B-spline fonksiyonlar

(X=X g )7 [ X5 Xns]

(X=%pa) =8(X=Xq5)’ [Xn-a: X2 ]

(X=%pa) =8(X=Xy5) +28(X =X, 5) [Xn-2: X1

(X=X 4) —8(X—X5) +28(x=X;5) =56(X=X, 1) [Xp1r%n]

¢;(X)=h—17 (Xea =X)" =8(Xps = X) +28(Xyis = X) =56 (X =X) [Xops Xoa ]
(Xnss = %) =8(Xpis = X)" +28(Xy,, —X)' [Xets Xz |

(Xpaa = X)7 ~8( X3~ X)7 (X2 Xois]

) ]

—_
>
3
e
S
|
>

o

diger durumlar

ile tammlanir. {@_3,@_1, ..., Oy43} kiilmesi bir taban olusturur.
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5. RLW DENKLEMI iCiN KUBiK B-SPLINE EN KUCUK KARELER
YONTEMI

Bu bolimde, [33] referansindaki adimlar takip edilerek (2.1) ile verilen RLW
denkleminin sonlu elemanlar yontemi ile ¢6zimu verilecektir.
En kiclk kareler yonteminde rezidlnln karesinin integrali bitiin bir ¢c6zim bolgesi
iizerinde minimize edilmeye ¢alisilir. Bu durum ise

0

a—GiQEZ[X,G] dx =0, Vi (5.1)

olmasin gerekir Burada E ile rezidi, o, diferensiyel denklemin bagimli degiskenine
yapilan yaklasimda yer alan katsayilar ve Q problemin ¢6zum bolgesidir.
(5.1) ifadesi Q:[a,b]x[O,T] bolgesinde RLW denklemi i¢in dikkate alinirsa

problemin zayif (weak) formiilasyonu

Th , (5.2)
5”(ut+ux+guux—,uuxxt) dx dt =0
0a

seklinde bulunur.
[a, b] sonlu araliginin
a=X0<x1<"‘<xN=b

ve AXx=h :blzl—a: X, — X, seklindeki par¢alanmasii dikkate alalim. Bu aralik

m

tizerinde tanimlanan

(X=X ) [Xi2s Xpa] (5:3)
. h®+3h2 (X=X, )+3h(x=%,,)" =3(x=%,,)’ [X1s X, |
= P h®+3h* (X, —X)+3h (X, — x)2 —3(Xpy — x)3 X, X..,]
(Xm+2 - X)3 [Xm+l’ Xm+2]
0, diger durumlar

kibik B-spline fonksiyonlar



X=X,+n7h = dx=hdp, 0<p<l (5.4)
doniistimii ile

¢m—1 (1_77)3
B _ 1+3(1—77)+3(1—77)2—3(1—77)3’ 0<p<l. (5.5)
Pra |1+ 3n+3n° -3p°

¢m+2 773

0<n <laraliginda standard ekil fonksiyonlarina donistiiriilebilir. Bu doniisiimiin

uygulanis1 ayrintili olarak asagida verilmistir:

# :%[he’ +3h2(xml—x)+3h(xm+1—x)2 —3(xm+1—x)3} [Xis Xopea ]
¢m - %[hs +3h’ (Xm+1 _(Xm +77AX))+3h(Xm+1 _(Xm +77AX))2 _3(Xm+1 _(Xm +77AX))3
o =25 +30° (n=7h) + 3 (h=7h)’ ~3(h )’
¢, =1+3(1-7)+3(1-7n)" -3(1-7)’

s _ 13 2 2 3
¢m=F[h +30% (X =Xy g ) + 30 (X=X, ) _S(X_Xm—l)] X1 %]
b .1 :%[h?’+3h2(x—xm)+3h(x—xm)2—3(X—Xm)3}

b . =%[h3 +3h? (X, +7AX) =X, ) +3n((x, +77Ax)—xm)2 =3((X, +7AX) = X,, )SJ

G =1+3n+3n> =31°

1
¢m = F(Xmﬂ - X)3 [Xm+l’ Xm+2]
1 1
¢m—1 = F(Xml - X)3 = F(Xmﬂ _(Xm + UAX))g = (1_77)3
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¢m = _(X - Xm—2 )3 [Xm—2’ Xm—l]

1 3 1 3
¢m+2:F(X_Xm) :F((Xm_'_nAX)_Xm) :773
Diger yandan At = t™*1 — ¢™ olmak Uzere bir [t", t"*1] aralig
t=t"+7At, 0<7<1 (5.6)

dontistimii yardimiyla T Koordinatlarinda standard bir araliga doniistiiriilebilir.
Bdylece (5.2) integralinde yer alan terimler

u_awor_1,

T orot ko °

o _aon 1
“ ox opox h7
o1 1
Uxng(ﬁunjzpum

o( 0 (au o(1 1
U = =—|=U, |==U
e at[ﬁx(éxD 8t(h2 ""j h? ™"

seklinde hesaplanir ve (5.2) global integraline herbir [x,,, X;41] Ve [t t"1]

elemaninin yapacag katki

11 2
K3 U
5££(u +U, +eUU, —FUWJ dndr (5.7)

seklinde yazilabilir. Bu integralde yer alan lineer olmayan U U, teriminde U

fonksiyonu yerel bir sabit olarak diisiiniiliirse (5.7) ifadesi lineer olacaktir. Boylece

bZ%,V=E<1+8Lj)

almirsa (5.7) integrali
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O L

j.(UTJrvUﬂ—bUW)5(UT+vU,7—bUW)dndr (5.8)
0

halini alir. Bu son integralde
§(U,+WJ, -bu, )

ifadesi RLW denklemi i¢in bir agirlik fonksiyonu olarak diisiiniiliirse en kiigiik

kareler yontemi ayn1 zamanda bir Petrov-Galerkin yontemi olur.

[Xm : Xmﬂ] aralig1 izerindeU fonksiyonuna yapilacak Uy yaklasim fonksiyonu

m+2

Ui = > (‘71 +TA‘71)¢1 (7) (5.9)

j=m-1

ile tammmlanir. Burada

Dm-1(1), D (M), Brms1(M), Dmy2 sekil fonksiyonlari, o, ise

m-1r Oms» O,

m+1? o

m+2
diiglim parametreleridir. At kadar zaman artiminda, bu diiglim parametrelerindeki

Ao, Ao Ao

m+2

artislar Ao, ,, 4 s ile gosterilir.

Kibik B-spline fonksiyonlarin taban olma 6zelligi kullanilarak diigiim noktalarindaki

(Un)m, fonksiyon degerleri ile birinci ve ikinci mertebeden tirevler

(UN )m :UN (Xm):O-mfl+4o-m +O_m+1
(Un)'n =U (%) =8(=00 1+ Opt) (5.10)

(Uy)"w=U"y(%y)=6(0ps—20, +0p.1)
seklinde hesaplanir. Burada’ notasyonu 7 degiskenine gore tlirevi gostermektedir.
Agirlik fonksiyonu
m+2

o = S0, ~5(0, 10, b0,

j=m-1

olarak tekrar yazilirsa ve
m+2

8= 3 20, (1), (511)

j=m-1
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acilimi kullanilirsa
W, =5(U, +WJ, -bU,, )=g, +vrg, —b,

elde edilir.Boylece (5.8) integrali

O Ly

j(ur +W, -bU,, )(¢, +vrd, —bg, )dndz
0

halini alir. Buradan, kismi tiirevler igin
UT = Z ¢ JAG J
m-1

m+2 m+1

Ufm = Z ¢"Gi 0 z T¢;’AO-J'
m-1 m-1

m+2

u,,. = Z‘;ma]

yaklagimlart dikkate alinirsa

O ey

j.(UT +VU77 _burmr)(¢m +VT¢r'n _b¢m)d77d‘[

Il
O ey
O ey

m+2 m+2 m+2 m+2 m+2

11 m+2 s m+2 s 9 m+2 o m+2 o
=[[|+Xvmbdo, + Xy gnc, -3 vbggo, - brj i,
oo| m-L m-1 m-1 m-1
m+2 m+2 m+2

=Y bpgAc, - vbrghAc, + D b g4 Ao,

buradan t ya gore integral alinirsa

23

<Z¢jAGJ— +v(z¢j'0'j +Zr¢j'AGj)—bZ¢;AJj )(¢| +vig — b )dndr

Z(IﬁjAO'jgzﬁi +Z¢jA0'jVT¢I' —Zb¢j¢}"A0'j +Zv¢i¢i'0'j +er¢;¢i'A0'j

(5.12)

(5.13)

dndr




j¢¢+ 2b+ j¢¢+b¢¢>+ (#0+ 936 )~ (¢}¢{+¢j¢.")}df7

j=m-1

Ao

=M

(46 +04)]

3 jv¢¢+ 44 vb¢¢)dn} (5.14)

j=m-1] o

bulunur. 6¢ = (-1, Om) Oma1, Oma2) €leman parametreleri olmak tzere (5.14)

ifadesi matris formunda asagidaki gibi yazilabilir:
2
A+ b+ Be+b2ce+K(De+(De)T)—V—b(Ee+(E9)T)—bFe Ao
3 2 2
e VZ e e T
+[VD +=8B —~bv(E°) }aj (5.15)

buradaki A¢,B¢,C¢, D¢ ve E¢ eleman matrisleri asagida verilmistir.

&, dp a3 dy
Aeu — -][¢]¢Idf7 — aZl a22 a23 a24
0 8y A 3 Gy

L a4l a42 a43 a44 _

a; = j-¢m—1¢m—1d77 = j.(l_n)a (1—77)3 d?] =—

i i 3 2 3 129
a, = £¢m_1¢mdf7 = !(1—77) (1+3(1-7)+3(1-n) -3(1-n)' )dn = 0

I h 3 3
4 = [t s = [ (1) (1+30+ 35 =3 )dry ==

0 0

1 1 3 1

3

Ay, = £¢m1¢m+zd77 = !(1—77) mdn=r.5

i ; 3 2 3 129
%0 = [dutn 0= [ (=)' (L+3(0L-n)+3(1-n)" ~3(—n)')dn = 75
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2, = i = [ (1+3(1-n)+ 3(1-n)* ~3(1-n)') dy =27

0 0

8y, = [t a0 = [(1+3(1=1) +3(1-n)" =3(1—n)’ ) (1+3y+3n* =3 )dn

Ay = _1.¢m¢m+2d77 = _1.(1+3(1_77)+3(1_77)2 _3(1_77)3)773(177 =§

1 1
8, = (Bt dn = [ (1+37+30° =37°)(1-n) dn = g
0 0

8, = [ttty = [ (1+3(1-1)+3(21—n)’ =3(21-n)’)(1+3n +3n° ~37°)dn

f ( 2 3)2 297
Ay = _(!.¢m+1¢m+1d77 2 .(').(l"' 377"‘377 —377 ) d)] = E
1 1
a34 = E[¢m+1¢m+2d77 = !(1+ 377 +3772 _3773)773d77 = %

1 1
_ _ 3 3 _ 1
a, = !¢m+z¢m_1dn = j (L=n) r'dy =

a‘42 = £¢m+2¢mdn = '([(1—{_3(1_77)—'_3(1_77)2 _3(1_77)3)7730'77 =$

( i 129
s = [y ot = [ (1437 +30° =30 )’ =T
0 0

1 1 , 1
8y = J-¢m+2¢m+2d77 = _[(773) dn = 7
0 0

20 129 60 1
1
1 (129 1188 933 60
A = |pgdn=—
! £¢‘¢' 7 140| 60 933 1188 129
1 60 129 20
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N
w
N
N

B°, = [gigdn =

o o T o
®

o O T T
w
N

o O T o
w
w

O T T ©T
®

by, = j.¢r;1—1¢rln-1d77 = j.(—3(77 —1)2 )2 dn :g
b, = j¢m1¢dn j( ~1)°)(67+9(7 -1 ~9)dn ==

by, = j¢5_1¢n}+1d77 - j(—3(77—1)2)(—9772 +6+3)dn =~

3

by, = J-¢m o017 = j( )(377 )d _E
b, _[¢ 1017 = _[( )(677+9( ) —Q)dn:%

[oo 7 > % 51
b, = [t = [(67+9(7 1) ~9) dp ="
bzs=i¢g¢@dn:i(en+9(n—1)2—9)(—9n2+6n+3)dn=—f—g
b24=i¢r}1¢r}q+zdﬂ=i(6n+9(f7—l) 9)(3n )M-—?
bsl=i¢g+l¢g_ldn=i(—3(n—1)2)(—9n2+6n+3)dn=‘?18
b32:_I¢r;1+1¢r;1d77:_1‘(677+9(77_ ) 9)( 977 +677+3)d77—_%

(s 4 ( 51
b33 = J.¢m+l¢m+1d77 = .[(_9772 + 677 + 3) d77 = g
0 0
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! 1
b34 = J.¢r'n+1¢rln+2d77 = I(_gﬂz + 677 + 3)(3772)d77 = f_é'
0 0

b,, = j¢g+2¢a_1df7 = j(—3(’7—1)2)(3’72)d’7 :_%

b, = j¢}n+z¢$df7 = j.(677+9(77—1)2 ~9)(37")dn = —%
0 0

1 1
D0 = i s = [ (<907 +67+3)(39° )y = =
0 0

pp— 1 . 9
b44 = J.¢m+2¢m+2d77 = J.(377 ) d?] = g
0 0

18 21 -3 -3
1
1|21 102 -87 -36
Be__ = ¥ d = —
i !W' 7= 10|36 -87 102 12
3 3 21 18

w
N

O O O O
w N
w w

O O O O
%)
=

C C
. c, C
Ceij :J‘¢j¢| d77 _| "2 22
0 C C
c c

1 1
Cy = J.¢rl1l1—l¢rlll1—1d77 = J.(6—677)2 dn=12
0 0
Lo 1
¢ = [ty = [ (6-61) (187 ~12)dry =18
0 0
Lo 1
Cs = [ 1610 = [ (8—677) (—18 +6)dy =0
0 0

1 1
Cuu = [#h 19,20 = [ (6—617) 17y = 6
0 0
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1 1
Cu= J.¢r:1¢r'r'1—ld77 = I(6 - 677)(1877 _12)d77 =-18
0 0
L 1 ,
C,y = [ty = [ (187 -12)"d =36
0 0
L 1
C23 = J.¢m¢m+1d77 = _[(1877 _12)(_1877 + 6)d77 = _18
0 0
L 1
Cy = _[¢m¢m+2 dn = J.677 (1877 _12)677d77 =0
0 0
. 1
Cy = _[¢m+l¢m—1dn - J‘(G - 677)(_1877 + 6) dr7 =0
0 0
L 1
Cp = I¢m+177md77 v I(l8n _12)(_1877 + 6)d7] =-18
0 0
1 4 1 ,
C33 = J.¢m+1¢m+1d77 = J-(_1877 + 6) d?] > 36
0 0
L 1
C34 = J.¢m+l¢m+2d77 = J.(_1877 + 6)677d7] = _18
0 0
L 1
Cp= I¢m+2¢m—1d77 = I677(6_ 677) drp =6
0 0
L 1
Co = [, = [617(187 ~12)dyp =0
0 0
L 1
Cys = I¢m+2¢m+1dn = .[677 (_1877 + 6) d?] =-18
0 0

1 1
Cp = J‘¢r:1+2¢rlrl1+2d77 = .'.(677)2 du=12
0 0
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12 -18 0 6

ce _j¢--¢..d |-18 36 -18 0

o v |0 18 36 -18

6 0 -18 12
dll d12 d13 d14
T d, d, d,. d
Deij :J.¢i¢jd77: d21 d22 d23 dz4
0 31 Y32 Yz Mz
d d d d

2

d, = j-.¢m—1¢r‘n—1d77 = j.(l_ﬂf (—3(77—1)2)d77 = —%

dy, = [ 1,01 = [ (1-n)’ (67 +9(n—1)" ~9) dn = —2%

1 1
iy = [ ool = [ (L)' (-9 + 67+ 3)dy =
0 0

1 1
Ay, = [Bsth..0n = [ (L-n) (307 )drr = 2_10
0 0

o = s 0= [(1+3(1-n) +3(1-n) ~3(1-n)')(-3(-1) )0 -
= [ty = [ (1+3(1-7) +3(1-n) ~3(L-n)")(67-+9(n 1) ~9)y = -2

L 1
dys = J.¢m¢rln+1d77 = I(1+3(1_77)+3(1_77)2 _3(1_77)3)(_9772 +677+3)d77 ) %
0 0

e = [t = [ (1+3(L-7) +3(-n)* ~3(1-n)")(30° ) dn =10

1 1
b= [t = (143037 -37°) (301 Jo =12
0 0
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1 1
di, = [t = [ (1+37+ 30" ~37°) (64 +9(~1)" ~9)d =~
0 0

1 1
Ogy = [@adhn 107 = [ (1+30+30° =37° ) (—9n + 617+ 3)dy =§
0 0

d,, = l’¢m+1¢r;+2d77 = _1.(1+ 3n+3n° _3,73)(3772)d77 = %
d,, j¢m+z¢m1df7 I( )Bd”‘_zio

1 1
A = [ty = [ (67+9(1 -1 ~9) 'y =~
0 0

i j¢m+z¢m+ldn j ~9n" +B7+3) 7’ = —

20
1 ' 1 1
Que = oo = " (30 ) =
0 0
10 -9 18 1
I s = L 71 -150 183 38
= 20| -38 -183 150 71

-1 -18 9 10

ell e12 e13 eZL4
EeIJ :j'¢il¢;d77: e21 e22 eZ3 e24
0 e31 e32 e33 eS4
e4l e42 e43 e44
= j¢ml¢mldn j( ~1)°)(6-6n)dy =—=
15
d 18n-12)dn=—
€ J.¢m1¢ n= j( )( 17— )77 5
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€5 = [t a0 = [ (-3(n-1)°)(-187+ 6)dy = _g

= i i = [ (202 Yot =3

& = i¢g¢;_1df7 = l.(677+9(77—1)2 ~9)(6-67)dn = _%
€ = £¢;¢r}}d77 = !(677+9(77—1)2 -9)(187-12)dy :g

1 1
e = fidhuan = [ (67+9( 1) ~9)(~187-+6)d = 2T
0 0

(5 d dne] : 21
€ = [t dn = [ (67+9(n-1)" ~9)6ydn ==
0 0

1 1
€ = £¢r'n+l¢r‘rll—1d77 = !(—9772 + 677 +3)(6—677)d77 - %

1 1
&, = £¢r;+1¢r;dn = !(—9,72 +617+3)(187-12)dy = _2_27

1 1
€33 = _([¢rln+l¢r:1+1d77 = _([(—9772 + 67 +3>(—1877 + 6)d77 = _%

(s & [ 15
€ = [frsthnidn = [ (~9n° + 617+ 3) rydlny = >
0 0

N | w

€ = [Br.oth1dn = [ (377 ) (6—617) drp =

1 1
€p = J.¢rln+2¢r:1d77 = I(3n2 )(1877 —12)dn = g
0 0
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T, [ 15
€5 = [neothnatn = [ (37 ) (-187+6)dry =—=
0 0
1 ‘ . 1 9
e44 = I¢m+2¢m+2d77 = I(3U2)6ﬂdﬂ = E
0 0
-9 15 -3 -3
=15 9 27 -21

1
e fee 1
E‘j_gqi'(zjjdn_i 21 —27 -9 15

3 3 -15 9

11

f, f

- £, f
F=(0d+di)h=| " ¢
f, f

31

w
N

N
—h R m=h —h
N
w
s T s T B )
N
i

41

1

f11 = (¢m—l¢r'nfl . ¢r'n—l m—l) |0 =6

o = (b s + s ) [y =12
fio = (Fnests + s ) [, =0
e = (b sz + Istnia) =0
fr = (Gt + s ) [, =12
o = (G + b ) [, = -9

fos = (Bt + B ) |, =24
fos = (Hfnia + Ptz ) =0

fa = (¢m+l¢r'n—1 + ¢r'n+1 m—l) E) =0

f32 = (¢m+l¢rln + ¢rln+l¢m) |t =-24
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1

foo = (Anabos + Fsatnas ) [, =9
oo = (e + stz ) [, =12
fir = (o s + Bsons ) [y =0
fio = (Bt + oot ) |, =

fio = (Fnatns o) |y =12

1

f44 = (¢m+2 r;1+2 + ¢r'n+2 m+2) |O = 6

6 12 0 0
e V 4 12 -9 24 0
0O 0 12 6

Bir [x,,, Xm41] araligi tizerinde olusturulan bu matris ifadesi, biitiin ¢6ziim bolgesi

iizerine genisletilirse RLW denklemi i¢in
2
A+| 20+ [Brbic+L(D+D7)-2(E+ET)-bF |Ac,
3 2 2

2
+|vD+ZB-bvE" |5, =0 (5.16)
2 J

global matris denklemi bulunur. Burada o =(o,,0,...,0y,0y.,) bilinmeyen

vektoru, A, B, C, D ve E ise ilgili eleman matislerinden tiretilen global matrislerdir.

(5.16) denkleminde o = 6", Ao =0c"" — " tanimlanirsa, bu denklem

_A+2bB+V—ZB+b2C +2(D+ D')-—-(E+ ET)—bF};"+1
3 2

A+ 2bB -V B 1 biC +2(-D+ DT)+b—V(—E+ ET)—bF}a”
6 2 2
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halini alir. Boylece ardisik iki zaman adiminda ¢6ziim parametrelerinin bulunmasina
olanak saglayacak sekildeki tekrarli baginti elde edilmis olur. Bu son esitligin ifade

ettigi denklem sisteminde standard bir denklem

n+l n+l n+1 n+l n+l n+l n+l
o0, 3 ta,0, ,+a,0, , +Q,0, t0,0,,t0,0,,+a0,

QA5O3+ OOm 5 + 000 | + QO + 00,

et T OO + 5O 5

seklindedir ve buradaki katsayilar da asagida verilmistir:

o, = B T s : 052=§—Bb—gv2
140 5 10 7 5 5
o= g 3o say | o, =99 ugni8v? 40602
140 2 35
o= g 3o say o, = 2% agpiv + 060
140 2 35
a5—i—§b+iv +6b*> a6=§—7—2b+§v2,
140 5 20 7 5 5
a7—@'—9b 3 vZ —54h? , agzﬁ 48b — 4v* +96b*
140 2" 35

(N + 3) denklem ve (N + 3) bilinmeyenden olusan bu sisteme RLW denkleminin
sinir kosullariin adapte edilmesi ile RLW denkleminin kibik B-spline en kiglk

kareler formu elde edilmis olur.

Elde edilen bu tekrarli baginti ile iterasyona baglayabilmek i¢in baglangic
coziimlerinin bilinmesi gerekir. Bu c¢oziimler RLW denkleminin baslangi¢

kosulundan elde edilir.

RLW denkleminde lineer olmayan terimde U fonksiyonunun yerel sabit olarak

alinmasi ile ortaya ¢ikan hatay1 azaltmak i¢in her bir zaman adiminda

i¢ iterasyonu 2 yada 3 kez uygulanir.

34



5.1 Kararhlik Analizi

Elde edilen tekrarli bagintida

n

o" = g eime
Fourier modu kullanilirsa

g= 233+ 210b —35v? + 420b*
233+ 210b + 35v? + 420b?

bulunur. Boylece biiylime ¢arpani igin |g| < 1 olacagindan kullanilan yontem
kosulsuz kararli olur [32, 33].

5.2 Test Problemleri
Bu kisimda RLW denkleminin ¢ozimi igin onerilen en kiguk kareler yontemi,

bilinen drnekler ile test edilecektir. Bunun igin

‘2

N .
L2 _ \/hz‘u ?nalltlk —(U . )J
j=0

L =U ?nalitik —(U . )j _ m?x ‘U ?nalitik —(U . )J‘

hata normlar1 ile ikinci bolimde verilen C; , C, , C3; korunum kanunlari
kullanilacaktir. Yapilan hesaplamalarda, parametre se¢imleri ise literatiirde yer alan
calismalar ile uyumlu olacak sekilde yapilacaktir. Bdylece elde edilen sonuglar igin

bir karsilagtirma imkan1 dogacaktir.

5.2.1 Problem 1: Tek soliter dalga hareketi
RLW denkleminin bilinen bir analitik ¢czim

U (x,t)=3csech? (k[x—x%,—vt]), K :\/%

seklindedir. Burada 3 cile soliter dalganin genligi, v =1+ ¢&c ile de hizi
gosterilmektedir. x, ise baslangi¢ dalgasinin merkezidir.

Bu problemin baslangi¢ kosulu, analitik ¢6ziimde t = 0 alinmasiyla

U (x,0) =3csech? (k[x—xo])
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seklinde tanimlanir. Sinir kosullar i¢in ise (2.2) esitliklerindefs; = 0 ve 8, =
Osegilebilir [33].
Bu problemde, hesaplamalar icin ilgili parametre ler

u=1ve =1
alindi. At = 0.1 secilerek hem h = 0.1 hem de h = 0.125 igin
—40 < x < 60 araliginda farkli dalga hizlarina sahip (c = 0.1 ve c = 0.03) x, =0
baslangi¢c merkezli ¢oziimler arastirildi. Boylece elde edilen sonuglar Cizelge 5.1 ve

Cizelge 5.2 ile verilmistir.

Cizelge 5.1: Hata normlart ve korunum kanunlari (¢=0.1, h=0.125, At = 0.1)

Zaman L, x 103 Ly, x 103 C, C, Cs
0 0.000000 0.000000 3.979927 0.810462 2.579007
4 0.130648 0.061126 3.980364 0.810611 2.579497
8 0.254290 0.116974 3.980797 0.810759 2.579987
12 0.370463 0.164610 3.981229 0.810908 2.580477
16 0.479305 0.204422 3.981655 0.811056 2.580966
20 0.581459 0.237648 3.982055 0.811204 2.581456

Cizelge 5.2: Hata normlar1 ve korunum sabitleri (c=0.03, h=0.125, At = 0.1)

Zaman L, X 103 Lo, X 103 o C, Cs

0 0.000000 0.000000 2.107072 0.127301 0.388805
4 0.412933 0.230190 2.107130 0.127304 0.388814
8 0.512433 0.221349 2.106959 0.127308 0.388825
12 0.537471 0.212868 2.106642 0.12731 0.388835

16 0.546048 0.213871 2.106047 0.127315 0.388845

20 0.568450 0.431512 2.104750 0.127318 0.388854
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Baslangi¢ anindan t = 20 aninda kadar tek soliter dalganin hareket profili Sekil 5.1.
ve Sekil 5.2. ile verilmistir.Bu sekillerde, t = 0,4,8,12,16 ve 20 i¢in ¢ozum profilleri
gortlmektedir

0.4

-40 -20 (0] 20 40 60

X
Sekil 5.1: Tek soliter dalga (c=0.1)

o
-

0.02 —

-0.02 | | | | |
-40 -20 0 20 40 60

Sekil 5.2: Tek soliter dalga (c=0.03)
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t=20 aninda yontemin hatasina iligskin grafik ise Sekil 5.3 ve Sekil 5.4 ile verilmistir.

0.00025 —

0.0002 —

0.00015 —

Hata :
0.0001 —

5E-005 —

Sekil 5.3: Tek soliter dalga i¢in hata grafigi (c=0.1)

0.0005 —

0.0004 —

0.0003 —
Hata

0.0002 —

0.0001 —

0 | | | | |
-40 -20 0 20 40 60
X
Sekil 5.4: Tek soliter dalga i¢gin hata grafigi (c=0.03)
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Hesaplanan sonuglarin literatiirde yer alan diger bazi calismalar ile bir karsilastirmasi

Cizelge 5.3 ve Cizelge 5.4 ile sunulmustur.

Cizelge 5.3: Hata normlar1 ve korunum sabitlerinin karsilastirmasi (¢=0.1)

h L, x10% L, x103 o C, Cs

KBEKK 0.125 0.581459  0.237648  3.982055  0.811204  2.581456
Kaynak.[34] 0.192 0.073 3.97989 0.81046 2.57901
Kaynak.[36] 2.157 3.99046 0.82346 2.67399
kaynak.[40] 0.221 0.085 3.98002 0.81046 2.57901
Kaynak.[41] 0.378 0.140 3.97995 0.81046 2.57900
Kaynak.[39] 0.719 0.254 3.97989 0.80925 2.57501

KBEKK 0.1 0.585064  0.239999  3.978439  0.809965  2.577366
Kaynak.[34] 0.192 0.074 3.97989 0.81047 2.57901
Kaynak.[38] 0.217 0.084 3.97989 0.81046 2.57901
Kaynak.[37] 0.220 0.086 3.97989 0.81047 2.57902
Kaynak.[39] 0.515 0.181 3.97781 0.80963 2.5762
Kaynak.[40] 0.221 0.085 3.98002 0.81046 2.57901

Cizelge 5.4: Hata normlar1 ve korunum sabitlerinin karsilagtirmasi (¢=0.03)

h Ly X103 Ly, x 103 Cy C, Cs

KBEKK 0.125 0.568450  0.431512  2.104750  0.127318  0.388854
Kaynak.[34] 0.542 0.199 2.10467 0.12730 0.38880
Kaynak.[36] 0.013 2.10471 0.12759 0.39203
Kaynak.[40] 1.274 0.365 2.11229 0.12730 0.38881
Kaynak.[41] 0.547 0.432 2.10902 0.12731 0.38881
Kaynak.[47] 0.242 0.125 2.10641 0.12723 0.38859

KBEKK 0.1 0.564428 0431512  2.104571  0.127299  0.388795
Kaynak.[34] 0.541 0.199 2.10707 0.12730 0.38880
Kaynak.[38] 0.527 0.432 2.10503 0.12730 0.38880
Kaynak.[37] 0.563 0.432 2.1050 0.12730 0.38880
Kaynak.[39] 0.417 0.232 2.10760 0.12730 0.38879
Kaynak.[40] 1.271 0.364 2.11228 0.12730 0.38881
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Elde edilen bu sonuglar incelendiginde nimerik yontemin tek soliter dalga érneginde
Kabul edilebilir dogrulukta ve Kkarsilastirma yapilabilir sonuclar Urettigi

gortilmektedir.

5.2.2 Problem 2: Dalga undulasyonu
Bu kisimda, RLW denkleminin

U (x,0)=05U, [1—tanh(";xc ﬂ

baslangic sart1 altindaki ¢oztimleri incelenecektir. Bu problemde x = x. merkezli su
seviyesindeki degisimin biyikligi U, ile gosterilmistir ve durgun su ile derin su

arasindaki egim d olarak 6l¢iilmiistiir.

Denklemin sinir kosullarinda 8, = Uy, B, = 0 alinarak elde edilen ¢ozlUmlerin

farkli zamanlardaki grafikleri verilmistir.

Sekil 5.5 ile d = 2 i¢in ve Sekil 5.6 ile de d = 5 i¢in ¢6zum profilleri verlmistir.
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Dalga undulasyonu icin hesaplanan korunum sabitleri iki farkli d degeri igin

Cizelge5.5 ile verilmistir.

Cizelge 5.5: Dalga undulasyonu i¢in korunum sabitleri

Zaman C, C, C3
d=2

0 3.612000 0.351478 1.088220
50 9.003647 0.904080 2.801418
100 14.417842 1.461618 4.529980
150 19.861951 2.025945 6.279951
200 25.341676 2.598775 8.056942
250 30.862500 3.182114 9.867540
d=5

0 3.612000 0.336311 1.040970
50 8.991926 0.886862 2.748170
100 14.379753 1.438867 4.459666
150 19.785774 1.994749 6.183092
200 25.219520 2.556896 7.926207
250 30.687597 3.127201 9.695225
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Korunum sabitlerinde ortaya ¢ikan degisim asagidaki sekilde analitik olarak

hesaplanabilir [33].

d d? £ .2
M =—C, =a£u<zlx=uo+§u0 =0.1075
_ d _ d r 2 2 _ 2 28 3 _
M, =—-C, _ag(u +u(Uy))dx=U; +2U3=0011
d d ¢ 3¢

My =—Cq =aj(u3+3u2)dx=3u§+(1+2g)u§+7ug =0.034113

a

Bu degerlerin 6nerilen yontem i¢in niimerik degerleri ise

C, (t=250)-C, (t=0)

MN = e . i=123
running time
MN =C1250_C10 MN =C2250_Cg MN =C3250_C3?
! 250 ' 2 250 ' i 250

ile hesaplanabilir. Buna gore, d = 2 igin
M7 = 0.109002, M3 =0.011322544, M3 = 0.03511728
ved = 5icin
M = 0.108302388, M3 =0.01116356, M} = 0.03461702

bulunur. Boylece niimerik degerlerin teorik olanlarla karsilastiril diginda birbirlerine

yakin degerler olduklari gorulir.
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6. SONUCLAR

Bu tez galismasinda RLW denkleminin niimerik ¢éziimleri, en kigik kareler sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak elde edildi. Sonlu elemanlar yonteminde taban
fonksiyonu olarak kibik B-spline fonksiyonlar secildi. Problemin zaman
ayristirmasinda Crank-Nicolson yontemi kullanildi. Bu sayede RLW denklemi,
ardisik iki zaman adimini igeren bir tekrarli bagint1 haline getirildi. von-Neumann
kararlilik analizi ile yontemin kararli oldugu goriildii. Sunulan nimerik yontem, ilk
olarak analitik ¢6ztimu bilinen tek soliter problemi iizerinde test edildi ve farkli dalga
hizlar1 i¢in sonuglar verildi. Daha sonra ise dalga undulasyonu calisildi. Elde edilen
sonuclar literatlirde yer alan bazi calismalar ile karsilastirildi ve en kiiciik kareler
yonteminin kabul edilebilir sonuglar verdigi go6zlendi. Numerik yontemin
uygulanms: ile ortaya ¢ikan matris denkleminde matrislerin band matris olusu
hesaplama maliyeti acisinde bir avantaj olarak not edilebilir. Diger yandan yapilan
hesaplamalar sonucunde ydntemin tek soliter dalga ve dalga undulasyonunde iyi
sonuglar verdigi goriiliirken iki soliter delganin garpismasi probleminde iyi sonug

vermedigi goriildii. Bu ise bir zayif yon olarak vurgulanabilir.
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