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1.GIRIS Oray OR

1.GIRIS

Yaklasim Teorisi genel hatlar1 ile Matematiksel Analiz i¢inde yer ahir. Bu
Teori iginde 6nemli bir yeri olan * En Kiigiik Kareler Yaklagimi1® bu tezde
incelenmistir.

Tezin birinci boliimiinde i¢ carpim uzaylarindaki en iyi yaklasim yani En
Kiictik Kareler Yaklagiminin yaninda , en kiigiik kareler yaklasimi ile Gram Matrisi
ve Determinanti arasindaki iliski de incelenmistir.

Tezin ikinci boliimiinde ¢alismamizin kaynagini olusturan temel tanim ve
teoremlere yer verilmistir.

Tezin fi¢lincii boliimiinde ise bazi uzaylarda En Kiigiik Kareler yaklagima,
normal denklemler , Gram Matrisi ve Determinanti , kapalilik kavrami ve tam i¢

carpim uzay1 konularina yer verilmistir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 I¢ Carpim Uzaylan

En Kii¢iik Kareler Yaklagimi’ni tanimlamadan dnce i¢ ¢arpim uzaylari

tanimlanarak temel 6zellikleri verilecektir.

Tanmm 2.1.1 : X bir reel vektdr uzayi olsun. X x X kiimesinden R reel

sayilar kiimesine tanimlanan ve V x,y,z€ X icin;

a) (X+ y,z)= (X,Z)+(y,z) (Lineerlik)
b) (x, )’): (y,x) (Simetri)
d (2.1.1)
o (ax,y)=alx,y) (Homojenlik)
d) (xx)20 , (x,x)=0 & x=0 (Pozitiflik)

ozelliklerini saglayan ( ., . ) fonksiyonuna bir i¢ carpim ve X vektor uzayina da bir
i¢c carpim uzayi denir.
Benzer tanim € kompleks sayilar kiimesi olmak iizere kompleks vektor

uzaylari i¢in de yapilabilir. Ancak bu durumda (x, y) i¢ ¢arpimi bir kompleks say1

olur ve 2.1.1(b) esitligi

b)) (x,y)=(,x) (Hermitiyen Simetri ) (2.1.1)

b' esitligi ile yer degistirir. Burada sagdaki tist ¢izgi kompleks eslenigi

gostermektedir.
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Ornek 2.1.1: X=R", xz(xl,xz,...,xn), y=(y1,y2,---,yn) ve

w;,i=1,...,n pozitif sayilari olsun. R" ’de (x,y) i¢ ¢arpimi

1

(x,y)= iwi'xiyi
i=1

seklinde tanimlanir.

Ornek 2.1.2: X =¢" kompleks Oklid uzayi, x,ye C"ve w,,i=1,...,n

pozitif sayilar olmak tizere, €" ’de (x,y) i¢ garpimi
(x,y)= Z Wixiy_i
i=1
seklinde tanimlanir.

Gercekten ;
a) (x+y,2)= Zwi(xi + yi)z_i = Zwi(xiz_i+ Vi Z_z) :Zwi(xiz_i)+zwi(yiz_i)
i=1 i=1 i=1

=(x,2)+(y,2)

b) (x,y)= Zwi('xiy_i) = Zwi('x_iyi) = Zwi(yi'x_i) =(y,x)
pary = i=1
O (@x,y) =Y wiax)y, = wxy, =a(x, y)
i=1 i=1

)20 (+)

= —_ - — 2
d) (x,x)= Zwl.xixi =w,(x,x, +...+x,x,)= wi(|x1| +..+|x,
i=1

olur.

(x,x) = 0 olsun. Bu durumda w; pozitif bir say1 oldugundan ( » ) esitliginde her
x;=0olur.Yani ;
x,=0,x,=0,...,x, =0 dir. O halde x=(x,,x,,...,x,)=0 olur.

4 5zellik saglanir ve Oklid uzaymin bir i¢ carpim uzayi oldugu goriiliir.
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Ornek 2.1.3: X =C[a,b] olmak iizere eger x = f(t) ve y= g(t) ise
(x,y) ic carpimi

&y =(f.0)=] g

seklinde tanimlanir.

Ornek 2.1.4: X = ’[a,b] olmak iizere bu uzay iizerindeki i¢ carpim;

(f,8)=[ f)g(ndx

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.1.1 ( Schwarz Esitsizligi) :

Bir i¢ carpim uzayinda

|| <0 0L y)

dir. Esitlik hali ancak ve ancak x ve y lineer bagimli ise miimkiindiir.
Ispat : Eger y = 0 ise (x,0) = 0 olup ispat agiktir.

A keyfi bir kompleks sayi olsun. (1.1.1)(d) * den
(x+Ay,x+Ay) =0
dir. Bu ifade
(x, )+ A(x, )+ AA(y,y) =0

seklinde yazilir. Bu esitsizlik 6zellikle
_ (ny)

)
sayist i¢in dogrudur.Boylece

(x.2)— x5 00,0 600X (K y)(y;X) (3,)2 0
(¥, ) (¥, ) (¥, )

dir.O zaman
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(60, %)
>,y

(x,x) >0

olur. Buradan her iki taraf (y, y) ile ¢arpilirsa ;

(6, 0)(y, y)—(x, y)(y,x) 20

(x, )y, %) < (x, x)(y, y)

olur. Simdi (2.1.])(b’) kullanilirsa ,

(x, »)(x, y) < (x5, x)(y, y)

e[ < Xy, )

bulunur. Farzedelim ki burada

e Y[ =2 (3,9

esitlik hali saglansin. Eger y = 0 olursa esitlik agiktir.

O halde y # 0 alalm. Bu durumda A=—(x,y)/(y,y) olmak iizere
x+ Ay, x+ Ay )=0

olur. Boylece (2.1.1)(d) ’den

(x,y)

x+Ay=0 = x=—-Ay = x=
.,y

bulunur. Sonug olarak x =0y ise o zaman;

) =] (3,3 = (00, )
dir.

Teorem 2.1.2: X bir i¢ carpim uzay ise

<] = J&

esitligi X ’de bir norm tanimlar ve X bu norm ile bir normlu vektdr uzayi olur.
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Ispat: /(x,x) niceligi norm sartlarini ;
bl 20
i) ||x||=0 < x=0
iii) ||a x|| = |0£| ||x|| , o skaler

) e+ y] < | + |y (Uggen esitsizligi)

saglamalidir. ilk 3 sart asikardir.Uggen esitsizligini sagladigini gosterelim.

le+y]" = (et y,x+y)
= () + () +(,x)+(,y)
=[x+ 2R+ 5[
< Jxf+2l@n ]yl
< a2 <[]y I+ 51

= (lxl+ v

dir ve boylece

[x+y] <=+l

olur.
Teoerem 2.1.3 (Paralelkenar Teoremi):
Bir X i¢ve || . || Teorem?2.1.2 *deki gibi tanimlansin.Bu durumda;
[+ y [P +lx=y =2 x [ +2]y [
dir.

Ispat: ||x+y||2+||x—y||2 =(x+y,x+y)+(x-y,x-y)
=(x’x)+(x’}’)+(y’x)+(y,}’)+(x,x)_

(x5 y)=(,x)+(y,y)
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=2 - 1.

= 2« 2]y

dir.

Bu teorem ayni zamanda X iizerindeki normun bir i¢ ¢arpim tarafindan iiretilip

iiretilemedigini soyler.
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2.2. ¢ Carpim Uzaylan icin A¢1 Geometri

Reel i¢ carpim uzayindaki sifirdan farkl iki eleman i¢in 2.1.2 *den

(x, )
-1 £<——— <1
[y
olur. Sonug olarak
(x,y)
cosO =
= 1>]

degerini saglayan tek bir 8 € [0,7] degeri vardir.

Tamim 2.2.1: Reel bir i¢ ¢carpim uzayindaki x ve y elemanlari arasinda

kalan 6 agisi

(x, y) 0<6<x 2.2.1)

cosf =—"—"— ,
[EJNR2

seklinde tanimlanir.

Kompleks i¢ ¢arpim olmasi durumunda bu tanim

cos6 = |2 (2.2.2)
<l
Burada 6zellikle iki durum dikkate degerdir.
A) 0 =0ise; bu durumda cos 8=1 ve buradan kx,y) = |x] | y | olur. Teorem

2.1.1° ¢ gore x ve y elemanlari lineer bagimhidir: ax=y 3. Buradanda x ve y’

nin paralel olduklarini s6yleyebiliriz.

B) 6=m/2 ise; xve yelemanlar: dik (ortogonal) tir. Ciinkii cos @ = 0olup

(] _

cosf= —— =0

<01
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olur.Bu da gosterir ki (x,y). 0 dir.
Tamm 2.2.2: x Ly ancak ve ancak (x,y)=0 " dur.

Tanmima dayal olarak sunlar soyleyebiliriz:

a) Kendisine ortogonal olan tek eleman 0’ dir.
b) xLy = ylx’dir
¢ yLlx,x,....x,

ise a,,...,a, € R olmak tizere, y Lax +a,x,+...+a,x,
olur.

Ornek 2.2.1 (Kosiniis Teoremi): xve y reel bir i¢ carpim uzayinin

elemanlar1 olmak iizere ,

[+ y [ = I+ 15[ +2 ] [ylcose
dir.
Coziim: ||x + y||2 =(x+y,x+y)=x)+(x, )+ (y,x)+(y,y)
=[x+ 200 )+ ]y

=[x+ 2 | y[ coso+] [}

olup ispat tamamlanir.

\4

Sekil 2.2.1

x, ve x, sifirdan farkh elemanlar olsunlar. Ax, , x;, in x, {izerine

izdiistimii olacak sekilde A skalerini secelim. O zaman
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Ax, L x,—Ax,
dir.Bunun anlami
(Axy, x, —Ax,) =0
olmasidir. O halde

)'(xz,xl)_lz(xz,xz)zo ve l: (xl’x2) X,

(x5, x,)

dir.Bunun anlam1 x, =0 olmak iizere;

X, ’in x, lzerine izdisiimii = sz (2.2.3)
(%5, %,)

dir. Bu esitlik izdiistimii kisaca tanimlamamiza yardimci olur.

x, elemani || X, || = (x,,x,)=1 uzunluk degerine sahipse o zaman

X, in x, lizerine izdiisiimii = (x,, x,)x, (2.2.4)

dir.

10
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2.3 Ortonormal Sistemler

Tanmm 2.3.1: S, X i¢ carpim uzayinm elemanlarimin bir kiimesi

olsun.Eger Vx, ye S i¢in
(x,y)= x,yeS (2.3.1)

ise , S kiimesine ortonormaldir denir.

Ancak , eger x#y icin (x,y)=0 ise bu kiimeye ortogonaldir denir.

Ornek 2.3.1: R" *de (x,y) i¢ccarpimi (x,y)= le. Y, olmak iizere
i=1

(1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,...,1)

birim vektorleri bir ortonormal kiime olustururlar.

1
Ornek 2.3.2: C[-7,7] veya L’ [-w,] uzayinda (f,g)= J fgx)dx ic
-1

carpimiyla birlikte
(27 )71/2, (r )71/2 cos x, ( )71/2 sin x, (7 )71/2 cos 2x, (m )71/2 sin 2x,...,
fonksiyonlar1 ortonormal bir kiime olustururlar.

Ornek 2.3.3: C[-1,1] veya L’[-1,1] *de (f,g):J-\ll—xzf(x)g(x)dx
|

i¢c carpimi ile birlikte ,

sin[(m + 1) arccos x]

\/l—x2

U,x = , m=0,1,...,

11
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fonksiyonlar1 ortogonal bir kiime olusturur. Gergekten ;

. . 0 ,m#n
J-\/l—)c2 U, (x)U, (x)dx = J-sin(m+1)9 sin(n+1)8d6 =
- 0 T/2,m=n

dir. O halde ,/% U, (x) fonksiyonlar! ortogonaldir.

Teorem 2.3.1 ( Pisagor Teoremi):
Eger x,,x,,...,x, ’ ler ortogonal ise o zaman

2

b+, et x| = [ ]+t

X, (2.3.2)

dir.

Ispat : x; * ler ortogonal oldugundan j #k iken (x;,x,) =0 dir. Dolayisiyla

olup 2.3.2 saglanir.

Sonu¢ 2.3.2: x Ly ise || xX+y ||2 = || x||2 +|| y ||2 dir.

Ispat : Teorem 2.3.1°de, n=2icin

[ty [P =+ 5

olur. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.3.3: Sifirdan farkh  x,, x,,...,x, ortogonal elemanlarin kiimesi

lineer bagimsizdir.

12
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Ispat : Farz edelim ki syt +.o ., =0,.,#0 olsun. Yani a; ‘lerin

n-n
hepsi sifir olmasin. O zaman

0=0,x,)=(ax, +...+a,x,,x,)=a,(x,,x,)

olur. Bu ise ||xk ||2 =0=x, =0 oldugunu sdyler. Bu ise hipotez ile ¢elisir.

Bu teoremin tersi nemlidir. Yani lineer bagimsiz bir kiime

ortonormallestirilebilir.

Teorem 2.3.4: x,x,,...,x,,... sonlu veya sonsuz elemnlarin bir dizisi dyle

ki her bir x,, x,,..., X,

n

lineer bagimsiz olsun. O zaman ;

.
X =4 X
%

X, =0y, +ayx,

Xy =y X, + Agy X, + Ay X, > (2.3.3)
ve
(x,x)=6, i,j=12... (2.3.4)
olacak sekilde
a; , 1<j<i

sabitlerini bulabiliriz.

Ispat: Ardisik olarak ,

13
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=% ve x =y/lyl

Yy =X _('x2"xl*)xl* ve xz* = y2/||y2||
(2.3.5)

s

yn+1

n
* * *
yn+l = xn+1 - Z (xn+l ’ xk )'xk ve xn+l = yn+l/
i=1

’

kuralim. Bu yapinin tekrar edilmesinden y,,, ve boylece x,,, ’in , x,,X,,...,X,,,

“in bir lineer kombinasyonu oldugu agiktir. Madem ki y, sifir olamaz , o halde

|| Y; || "de sifir olamaz. Buislem y, ’i verir ve dahasonra y, |, |— ile
Yn

carpilarak normu 1 olan bir vektor elde edilir. y, =0 olsaydi son satir x, ’in,
{xf,xz*,...,xz} climlesinin bir lineer kombinasyonu oldugunu gosterirdi. Dolayisiyla

X, , X,...,X,, ’inbir lineer kombinasyonu olurdu ki bu durum {x,,x,,...,x,} ’in

lineer bagimsiz olmastyla gelisir. x; *lar normaldir:
1
2
v

Simdi de x,,, (veya y,,) ile x,,x,,...,x ’inortogonal oldugunu

’yi/"yi"): (yi’yi):1

(xl.*,xl.*) = (yz/"yl

gostermeliyiz.
Basit bir hesapla (yz, x, ): 0 dir.
Farzedelimki i<n , j<i icin,

(3»x;)=0,

olsun. O zaman j<n i¢in,

14
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n
*

* * *
(‘n+l"j):(‘n+l_ (‘n+1"k)‘k"j)

k=1
* i * %
:(x""'l’xj )_Z('xnﬂ’xk )(-xk’-xj )
k=1
* *
:(xn+l’xj )_(xn+1’xj )

dir.

Sonug 2.3.5 : a; baskatsayilar pozitiftir. a; = (“ Yii ”)71 dir.

Sonug 2.3.6 :
X =b,x

* *
X, =b,x; +by,x,

X, = bnlxl* +bn2x2* + ...+b,mxn*

olacak sekilde b, >0 olmak lizere

b, ., 1<j<i
sabitlerini bulabiliriz.
. | .. . 1
Ispat: X, =—X oyle ki b, =—
11 all
— 21
X, X +—x,
as Ay,
=——2 x +—x, oyleki by, =—
axay, Ay, Ay

dir. Timevarimla, a, >0 igin;

15
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1 .
=—=|y] >0 j=12...

dir.

Somu¢2.3.7: x, Llx,x Lx,..x Llx_ dir.
ispat: x =b x +b,x, +...+b,x,

Oyle ki k<n olmak iizere

n

(x:"xk) :(x:’zbkixi*]: Zn‘,bki('x:’xi*) =0
P

i=1

dir.
*

Eger x,x,,....,x, ve x:,x;,...,x (2.3.3) tarafindan baglandirilmis ve

n

sonrakilerin ortonormal olmasi istenir ve a,, >0 ,k=1,2,...,n ise o zaman a;

sabitleri tek olarak belirlenirdi. Gram-Schmidt islemi bunlar1 belirlemek i¢in yalnizca
bir yontemdir.

Diger taraftan , eger
)C;:ak1x1+ak2x2+---+aknxn’ k=12,....n,

ise, 0 zaman @ sabitlerinin se¢ciminde daha 6zgiir oluruz.

Ornek 2.3.4: 1,x,x°,x°,... kuvvet fonksiyonlar1 C[a,b] uzayinda lineer
bagimsizdir. Eger

a,+ax+a,x’+..+ax"=0, a<x<b

iseozaman a,=0,i=12,....,n dur.

w(x) , [a,b] iizerinde tanimlanmis pozitif integrallenebilir bir fonksiyon olmak

izere , Cla,b] ’de agirlikli i¢ carpim

16



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Oray OR

b
f g =kax,f(x, g x dx

seklinde tanimlanir.

Kuvvet fonksiyonlarinin bu i¢ ¢carpim ile ortonormallestirilmesi ile
P(x)=kx"+... , n=0,1,2,.. . ve k>0

ortonormal polinomlarin kiimesi elde edilir.

b
[weo By (0 Pl (v)dx =3, mn=0,1,...

Ornek 2.3.5: a=-1,b=1 ve w(x) =1 olmak iizere Legendre

polinomlar1 teorem 2.3.3’teki yontem ile hesplanir.
x, =1, x,=x ,x;=x" olsun.

¥, = x, =1 olur. Buradan;

+1 1/2
* 1
"”":U‘ix] R

y —x*—(x x*)x*—x—(xi)L
2 2 297 1 ’\/5 \/5

Burada

x.dx=0

1 1 +1
(X, —=)=—F=
77
olur. Buradan;

+ /2
Y, =x ve boylece || Y, || = (sz dx) = \/% olur.

-1
o * 3
Boylece x, = Ex olur.

17
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+1 1 2 2 ) 3 1
||y3||:[-[(x2_§j de :[E}\/ﬁ ve X :Z\/ﬁ(xz_gj

Ornek 2.3.6: a=-1, b=1 ve wx)=1-x>)"* alarak

olur.

T,(x),T,(x),..., 1.tiir Chebyschev polinomlarini hesaplayalim.

2 3
X=l,x,=x, x,=x", x;=x",... olsun.

*__ Yo
[ 3o

Yo=% =1, Xo

olur.

o1 /2
= , 1/2 = 461 —
[yoll =[(y0s )1 [flm XT [n

Ve

dir. Simdi de x,” "1 bulalim.

olur.
Burada x=sins ,dx=costdt doniisiimii yapilmistir ve 7/2 ve —m/2 sinirlari

elde edilmistir. Dolayisiyla buradan ;
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yy=x-0=x
elde edilir.

L 2 @ 1/2
==t [ 2] < jlx_xzdxr {2

olur. Burada yine ;

x=sint,dx=costdt ve sint=—-1=t=-x/2,sint=1=rt=x/2 doniigiimleri
yapilmistir.

Buradan;

5= e X ) (gj”m

[ (ZJ

* * * *
Yo =X, = (X, %)X — (%, X5 )X,

=x —( j(f\/l__dx]x () [I\/%dx]

Bu esitlikteki ilk integrale [, ve ikinci integrale [, dersek ;

elde edilir.

I, :% (daha 6nce gosterildi)

I—j—dx 0

3

bulunur. Ciinkii burada , % tek fonksiyondur. Buradan;

1—x

19
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bulunur. Simdi,

(2 1/2
s b

Boylece;

2 1

X —— —1/2 ~1/2
x§=|y2 2 =[%J (2x2—1):(%) T,(x)

w1z
2|2

elde edilir.

20
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2.4 Fourier (Ortogonal) Acilimlar

* * .
Tanmm 2.4.1: x, x,,..., ortonormal elemanlarin sonlu veya sonsuz bir

dizisi olsun. y keyfi secilmis bir eleman olmak iizere

oo

Y () )x;
n=1

ifadesine y icin bir Fourier serisi denir. (Eger dizi sonlu ise sonlu toplam kullantlir.)
Burada ; (y,x:) sabitleri y ’ nin Fourier katsayilari olarak adlandirilir.y

elemaninin Fourier serisi

y=Y ()] 2.4.1)

n=1

seklinde gosterilir.
(2.2.4) goz dniinde bulundurularak (2.4.1) ;
Yy~ Z ( y ’nin x, iizerine izdiistimii) 2.4.2)
n=1
seklinde yorumlanabilir ve boylece bir elemanin Fourier serisi yalniz ortonormal
elemanlarin bir sistemi {izerindeki elemanlarin izdiisiimlerinin toplamidir.

Eger x,,x,,...,#0 ortogonal ise ozaman ,

* .xk

X =Tk k=12,..., (2.4.3)
EN

seklinde segilebilir dyle ki (2.4.1)

(xk’xk)

\ (y’xk)x
S ) AR 24

olur.

Yeniden , (2.2.3) ’ ten

21
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y-~ Z (y’ nin x, iizerine izdigimii ) (2.4.5)
n=l1
anlami ¢ikarilabilir.

3
Ornek 2.4.1: R’ ’te (x,y) i¢ carpimi (x,y)= le. y;, olmak iizere ,
i=1

*

5 =(1,00), x =010, x5 =(00,]

secelim. Bir y =(a,b,c) € R? icin ;

(»x)=a, (yx)=b, (y,x)=c
oldugundan ;
(a,b,c)=a(1,0,0) + b(0,1,0) + ¢(0,0,1)

toplami1 y ’ nin Fourier agilimidir.

Ornek 2.4.2 : C[-n,7] veya L*[-m,7m] uzaylarmi,

(f,e)= Jf(x)g(x)dx i¢ carpimiyla ele alalim.

-

-1/2

Ortonormal sistem : (27)"%, (m)"*sinx, (m)"* cos x, (m)"* sin 2x,...

a, :% Jf(x) coskx dx ve b, :% Jf(x) sinkx dx  olmak iizere;

f(x)~ "—20 +Y" a, coskx+b, sinkx (2.4.6)
k=1
dir. Buna Fourier Serisi denir.

M olsun.

1
. f
Ornek 2.4.3: C[-1,1] uzayinda, (f , g)=

_fl Vl—x

Ortonormal sistem:

—1/2 ~1/2
(zr)‘l/zTo(x),(gj mx(%) T,(x),...,

olmak iizere ;
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+1
a _2 J ST (x) dx
CY 1— x>

V-2

f@D~L+YaTw 24.7)

dir. Buna Chebyschev-Fourier serisi ad1 verilir.

Sonlu boyutlu uzaylar olmasi durumunda, bir eleman ile onun Fourier agilimi

cakisiktir. Bunun i¢in asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.4.1: x,,x,,...,x, lineer bagimsiz ve x, ’lar x, lerin

ortonormallegtirilmisleri olsun. Eger w=a,x, +...+a,x, ise,ozaman,

w=Y (w2 ) (2.4.8)

dir.
Ispat: Sonug 2.3.6° ten,

%
nnxn )

w=a,(b,x;)+a,(byx, +b,x,)+...+a,(b,x +...+b

_ * * * _ < *
=c X +Cx, t..tC, X, = chxk
k=1

yazabiliriz. §Simdi, 1<k <n icin;

(w,x,) =(c,x, +...+¢,x,, x,)
=c,(x,x) ...+, (x,x)+...+¢, (x,x)

olur. Buradan ;

n n
w=(w,x )x +...+(w,x ) x, = E w,x)x, = E C, X,
k=1

(2.4.8) elde edilmis olur.

23
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2.5 Fourier A¢ihmlarmin Minimum Ozellikleri

Fourier agilimlar1 asagidaki minimum &6zelligine sahiptir.

Teorem 2.5.1 : Bir X i¢ ¢arpim uzayinda, x,,x,,... ortonormal bir sistem

ve y keyfi se¢ilmis olsun. O zaman q,,a,, ...,a, sabitlerinin her se¢imi i¢in ;

<

(2.5.1)

i * *
Y_Z(y’x,-)x,-
=l

N
y=)ax
i=l

dir.

N
*
y _Zaixi

i=1 =1 i=l

2 N N
:(y_zaixi*’ y_Zai'xi*J

N N N
:(y’Y)_Zai(xj’Y)_Zai(y’xi*)*' Zaiaj(xj’xj)
]

i=1 i,j=1

:(y’y)_zN:ai(xi*’y)_ZN:ai(y’xi*)-'-zN]ai |2

i=1 i=1 i=1

+ Y 0o )- Y 6y )

N N
i=1 i=1

2

~00)-% 0] + 5o~ 0.

dir. Son ifadenin ilk iki terimi a ’ lardan bagimsiz oldugu igin ;

2

N
i=1

24
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ifadesinin yalniz ve yalniz
a=(y.x), i=12,..,N (2.5.2)
oldugu zaman, yani a’ lar y * nin katsayilari oldugu zaman, minimum degerinin

elde edilecegi aciktir. Bir baska deyisle , bir i¢ ¢arpim uzaymin sonlu boyutlu bir alt

uzayinda, y’ ye en yakin lineer kombinasyon, y icin Fourier serisinin n. kismi

toplamidir.

Niimerik analizin en kiiciik kare problemi, uygun bir i¢ carpim uzayinda, ,

N
y— Zai'xi

i=1

min

4a;

’ nin terimlerini bulmak ile formiile edilebilir. Bir sonraki sonug

bu tiir problemlerin ¢oziimiinii verir.

Sonug 2.5.2 : x,,x,,...,x, biri¢ ¢arpim uzayinda lineer bagimsiz

N
Y- Z a;x;
=

lineer kombinasyonunu bulma problemi ,

elemanlarin bir kiimesi olsun. ‘e minimize edilmis x,x,,...,x, ‘nin

N
Y 0 )

i=1

tarafindan ¢oziiliir.

x; *lar, x ’lerin ortonormallestirilmisleridir ve yukaridaki problemin

coziimil tektir. Bu bize her en kii¢iik kare probleminin , uygun bir Fourier serisi

tarafindan ¢oziildiigiinii soyler.

2

2 N .
=[ [ -3 |0.x)
i=l

Sonug 2.5.3 : min

N .
y=).ax
i=l

25
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Ispat : Teorem 2.5.1 in son esitliginde a, = (y,xf ) yazalim . Boylece

ifade etmis oldugumuz esitlik elde edilir.

Sonug 2.5.4 ( Bessel Esitsizligi ) : Eger x, *lar ortonormal ise , 0 zaman,

<yl (2.5.3)

ZN: (%)

i=1

dir.

Ispat : Sonug 2.5.3 den ;

S EIR )2
0 min -] =|of - % )
i i=1 i=1

dir ve ispat asikardir..

Sonug 2.5.5 : Eger x; ° lar ortonormal elemanlarin sonsuz bir dizisi ise, o

zaman ,

L |0l

2.5.4)
dir.

Ispat : Sonug 2.5.4 ’ ten sonlu ortonormal elemanlar icin Bessel

esitsizliginden her N >0 i¢in ;

i 0x))

i=1
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serinin kismi toplamlar dizisi sinirlhidir ve dolayisiyla yakinsaktir. Boylece (2.5.3)

esitsizliginin her iki tarafinin n — oo igin limiti alhnirsa (2.5.4) elde edilir.

Sonug 2.5.6 : Eger x; ° lar ortonormal elemanlarin sonsuz bir dizisi ise, o

zaman ,

tim (y,x7)=0 (2.5.5)

1—00

dir. Yani, y ’nin Fourier katsayilar sifira yaklasir.

Ispat : (2.5.4) esitsizliginin solundaki ifade yakinsak olup genel terimi
n — oo igin sifira yakinsar. Bdylece 1_im| (y,xf)|2 =0 olur. Buradan l_im(y,x,.*): 0

olur.

Sonug 2.5.7 ( Ortogonal Elemanlarin Minimum (")zelligi) DX Xy X

n

. - * * * . .
lineer bagimsiz olsun. x,,x,,...,x, , x, larin Teorem 2.3.3 ’ teki tasariya gore

sV s
ortonormallestirilmisleri olsun. O zaman, a,,a,,...,a,_, sabitlerinin tiim secimleri
igin

*
X

|| Y, < || ax ta,x,+...+a, x,_,+x,

nn

dir.

Ispat :

|| ax, +a,x, +...+a, ,x, , +x,|= || x,—(~ax —ax,—...—a, x,, )||

= || X, — (blxl +b,x, +...+b,_x, )"

yazilabilir. Sonug 2.5.2 * den ;

n})m| X, — (blxl +...+b,_x,, )”
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probleminin ¢éziimii

dir. (2.5.1) " deniise ;

n—1

* * * *
X, —Z XX )x | < |lx,—) bx |= a,x, +x,
k=1 k=1 k=1
olur. (2.3.6) * dan ;
n—1 . . n—1 . .
yn:xn_ (xn’xk)xk = (xn’xk)xk:xn_yn
k=1 k=1
oldugundan ;
n—1 .
xn_(xn_yn) < akxk+xn
k=1
n—1 .
yn S akx;c + xn
k=1

olur. Sonug 2.3.4 ve (2.3.6)° dan;
Y
X=— ve
51

olup,

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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3. EN KUCUK KARELER YAKLASIMI
3.1. En Kiiciik Kareler Yaklasimi

Bir y elemaninin en kiigiik kareler yaklagimi ( yani bir i¢ ¢arpim uzayindaki
y ’ye en yakin elemanin bulunmasi problemi ) verilen lineer bagimsiz

X, X,,...,X, elemanlarinin bir kombinasyonu tarafindan birkag yoldan ifade

n

edilebilir :

(1) Verilen elemanlarin a,x, +a,x, +...+a,x, seklindeki bir lineer kombinasyon
olarak ,

(2) x’ lerin ortonormallestirilmislerinin b,x; +b,x, +...+b, x, seklindeki lineer

n-'n

kombinasyonu olarak.

Ornek 3.1.1: Eger fe C[-m,m] ,o0 zaman,

lim j f(x)sinnxdx =lim j f(x)cosnxdx =0

dir. Bu Riemann teoremidir ve Sonug 2.5.5 ’ in bir sonucudur.

Coziim : Bu uzaylarda Bessel esitsizligi |,

1 T
a,=— | f(x)cosnxdx , n=012,...,
nJ’;

1 s
b, =—— | f(x)sinnxdx , n=12,...,
N2l

olmak iizere ,

oo

2r Y erd)<| |

n=1
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dir. (2.5.5) ’den
limla> +52)=0 = lima’=0 ve limb>=0
olur ve boylece ¢oziim tamamlanir.

Ornek 3.1.2 : P (x) ’ ler Legendre polinomlari olsunlar. Eger fe C[-1,]

ise , 0 zaman ,

Liggjf(x) P (x)dx=0
dir. ;
Coziim : Legendre polinomlart C[-1,1] *de 1,x,x*,... seklindeki
lineer bagimsiz elemanlarin ortonormallestirilmisleridirler. Yani, C[-1,1] * de bir

ortonormal sistem belirtirler. O halde Sonug¢ 2.5.6 ° dan ;
1
lim j f(X) P (x)dx =0
-1

dir.
Ornek 3.1.3: Eger fe [*[a,b] ise,

minf (f(x)—iaixi ] dx

problemi tek ¢éziime sahiptir.
Coziim : Sonu¢2.53°te y=f(x) ve x,=x' alinirsa;

2 b

= minf(f(x)—iaixij dx

a

min
a;

N .
y- Z ax
i=0

= " f ”2 - Z(f(x),x,«*)
i=0

dir. Sag taraf pozitif ve sabittir. Ve x; ortonormal elemanlar1 Gram-Schmidt

yontemiyle tek olarak belirlendiginden bu tek ¢6ziime sahiptir.
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1 2

Ornek 3.1.4 : min f (e*—a,-ax—a,x’) dx problemini ¢ozelim.
o

Coziim : Burada y=e¢" olarak aliyoruz. Yani ;

N
y— Zai'xi

i=1

N
probleminin ¢6ziimii Z (y,xl.* )x*

i
i=1

min oldugundan ;
a;

1 2 2
min J( e — Zaix’ j dx
a i=0

-1

probleminin ¢oziimii

¥ ()

=0
olur. Daha 6nceki bilgilerimizden 1, x, x2,... polinomlar sisteminin
ortonormalestirilmesiyle (a=1,b=-1, w(x) =1 olmak iizere ) Legendre
polinomlari elde edileceginden x; * lar yerine Legendre polinomlarini

kullanabiliriz.Yani;
— — S = — . = — 10 -
x| > X, =, / 5 X X3 2 N [x 3 )

polinomlarimi kullanalim.

X

e* *in Fourier katsayilar ;

b(,:j-e"\/gdx z\/g(e—el)
-1
K. \F :
b = \/: Tdx == (2e™)
) _fl S re de=,7 Qe
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3 3

1 -1
e a2 (15

b, ve b, degerleri hesaplanirken kismi integrasyon yontemi kullaniimigtir.
Boylece ;
P(x) = bx, +b,x, +bx,

_ -1
= %(e—e_l)+3e_1x+%[ ﬁ}(xz —lJ

16 3 3

= E(e—7e’l)xz +3e’l)c+§e’l —ge
4 4 4

=~ 0,537x% +1,104x+ 0,996

1.08

e’ — p(x)

: A .
/ ~_

1-.08

Sekil 3.1.1 ¢* ’e Parabolle En Kiigiik Kare Yaklagimindaki Hata
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Ornek 3.1.5: 7,(x)=2""x" +...  Chebyschev polinomlari olsun. O

zaman , a’ larin tiim se¢imleri icin ;

1 Tn()c)2 /4 rlx +a,x"” "+...4a
22”’2 J-(\/l x)2 dx = 22n—1 = f( \/1 )Zd (3'12)
-1 — e -

dir. Burada »n>1 ’dir.

1
Cozim: (f,g)= JM i¢ carpimini ele alalim.

N1=x?

~1/2 - -1/2
won (2] (2]

ortonormal sistem olmak iizere ;

olur. Dolayisiyla

I n_ =m
22n 2 2 22n—1

1 (T 1
) dx = T.T
22n—2 _l-1 \/1 _ xz X 22n—2 ( n n )

elde edilir. Bir 6nceki 6rnekteki gibi Sonug¢ 2.5.7 ’den (3.1.2) saglanir.

Ornek 3.1.6 : Eger a—2°+2ak T, (x) siirekli bir f(x) fonksiyonunun
k=1
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Chebyschev - Fourier serileri ise, o zaman,

-1/2

n})ln]l (f(x)—ibkka (l—xz) dx

-1 k=0

minimum bulma problemini

Y4y a, T, ()
2 =

kismi toplami ¢bzer. Ancak bu kismi toplam

min max
bl

A LSS |

f(x)— ibkxk
k=0

probleminin ¢dziimiine ¢ok yakindir. Bunun igin ;

n-n

fx)= “—20 +a () +...+a,T, () +a,,T,,(x)
art1 ihmal ettigimiz bir artan yazdigimizi varsayalim. O zaman ;

f(x) _( a_20 +al(x)+...+a,T, (X)) =a,,T,,,(x)

dir. a,, T, (x), swrah bir dizide alterne olarak n+2 tane eg maxima ve minima’
ya sahip oldugundan ( DAVIS,P.J., ‘Interpolation and Approximation’, Dover
Publication, Inc.,.New York (1975) ) Teorem 7.6.4 bize , parantez i¢cinin P,’ den
f(x) e en iyi diizgiin yaklasim oldugunu sdyler. Bunun i¢in kismi Chebyschev —

Fourier serileri, bazen en iyi diizgiin yaklasimlari tanimlamaktaki baslangi¢ noktasi

olarak kullanilr.
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Eger f bir polinom ise , onun Chebyschev- Fourier agilimlar1 kuvvetlerin

, Chebyschev polinomlarmin kombinasyonlari olarak bulunabilir.

X Xt X

. X
Ornek 3.1.7 : [—1,1] aralig1 {izerinde =l+—+—+—+—+—
[-1,1] g S (x) Y3 a5

fonksiyonu i¢in izin verilen hata payt € = 0.05 dir. Gergekten ;

1 11 11 11
fx)=T, +5Tl +§-E(T(, +Tl)+Z~Z(3T1 +T3)+§~§(3TO +4T, +T,)
11
+E-E(10T1 +5T, +T)
=&T0 _|_ETl +£T2 +£T3 +iT4 _}_LTS
20 90 120 96 120 96
dir.
Tn(x)| = |cos(narccosx)| <1
oldugundan son iki terimi silebiliriz ve en fazla
S 1 005
120 96
hatasini yakalariz. Béylece
M9, T6 32, 1,

ot~
20 96 120 96
P, ’ dedir ve [-1,1] iizerinde f(x) *e 0.05 ’den daha az bir hata ile yaklasir.
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3.2 Normal Denklemler

Teorem 3.2.1 : Bir X i¢ carpim uzaymnda x,,x,,...,x

n

lineer bagimsiz

elemanlar ve x;,Xx,,...,x ortonormal sistem olsun. O zaman , her ye X elemani

n

igin ;

[y— " (y,x;)x;ju;

k=1

dir.

olup ispat tamamlanir.

Sonu¢ 3.2.2 : yile onun, x,x,,...,x, ’ler tarafindan olusturulan lineer

kombinasyonlarin en iyi yaklasigmin farki her x;’e ortogonaldir.
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Y - en iyi
1
yaklagim X,

\
1
\
\

Sekil 3.2.1

Geometrik dilde , a,x, +a,x, +...+a,x, seklindeki tiim miimkiin olan

lineer kombinasyonlarin kiimesinin bir lineer manifold oldugunu sdyleriz. Bir lineer
manifold orjinden gecen bir diizlem kavraminin genellestirilmisidir. Ve bu sonug
sabit bir elemandan, bir lineer manifoldun bir noktasina en kisa uzakligin , manifolda
dik bir elemaninin uzunlugu oldugunu ifade eder.

Teorem 3.2.3: ax, +a,x,+...+a,x, , x,x,,...,x, (lineer bagimsiz

nn

oldugu farzedilsin) lineer kombinasyonlarinin i¢inden, y’ yeen iyi yaklasim

olsun. O zaman q, katsayilar asagidaki esitlik sisteminin ¢oziimleridir.

a; (xl’xl)+a2 (xz’x1)+---+an (‘xn’xl): (y’xl)

¢ (3.21)

an (xl’xr1)+a2 (x2’xn)+"'+an (‘xn’xn)z(y’xn)

Bu esitlikler normal denklemler olarak bilinirler.
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Ispat : Sonug 3.2.2 *den

(y—Zak Xy X; ]:O
k=1
dir. Bu ifade agildiginda ;

(v.x,)-a, . x,)- ... —a,(x,.x,)=0

(y,xj)=al (xl,xj)+...+an (xn,xj)

elde edilir. Buise (2.6.1) sisteminin j. esitligidir.
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3.3 Gram Matrisi ve Determinanti

Tanmm 3.3.1: x,,x,,...,x, , biric¢ ¢arpim uzayinda verilen elemanlarin bir

n

dizisi olsun. n X n matrisi

_(xl,xl) (x,x,) ... (xl,xn)_
G=((x.x,))=| - . (3.3.1)

(X, x%)  (x,,%) ... (x,x,)]

X;»X,,...,X, lerin Gram matrisi olarak bilinir. Determinanti ;
g=8(x.....x,)=|(x.x,)| =] (x,.x) (3.3.2)

elemanlarin Gram determinanti olarak bilinir.

Gram matris , normal esitliklerin katsayilar1 matrisinin transpozudur. Bu ayni

zamanda

bx, +b,x, +...+b x, )= iaibj(xi,xj) (3.3.3)

i,j=1

(ax, +a,x, +...+a,x

n

bilineer formun matrisidir. Burada gercekten ;

X=ax+..tax, & X=
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bl
Y=by+...+b)y, &Y=
_b”l_
ve
_(xl,xl) (xl,xn)_
A= :(('xi"xj))nxn
L(x,,x) .o (x,,x,) ]

olmak tizere K" tizerinde bilineer formu f:K"x K" seklinde bir fonksiyon olup ;

f(x,v)=(ax,+...4a,x, ,bx +...+bx,)

n

=X"AY
b
=(a,,a,,...,a,).A.
_b”l_
= y aibj(xi,xj)
i,j=1

(3.3.3) elde edilir. Buradaki bilineer formun A matrisi Gram matristir.

Burada g(xl,xz,...,xn) argiimentlerinin simetrik fonksiyonudur. Bunun i¢in
(x x X x x ) ‘i diisiinelim ve x, ve x,’nin yer degistirdigini
1) g | RERAG R EREE RAS RN j""’ n § i j y gs g
varsayalim. Yani, g(xl,...,xj,...,xl.,...,xn) olsun. Bu, son ifadenin determinant

aciliminda i. ve j. siitunlar yer degistirdigini , ilk ifade i¢in ise i. ve j. satirlarin

yer degistirdigini gosterir.
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Lemma 3.3.1: y, =Zaijxj , i=12,...,n olsun. A, (aij) matrisini
j=1

gostersin ve A , onun konjuge transpozu (a i ) olsun. O zaman ;

G(y2Yyseny,)=AG(x,x,,...,x,)A (3.3.4)
ve
g(yl,yz,...,yn): |detA|2 g(xl,xz,...,xn) 3.3.5)
dir.
ispat:

Yy =a,x +anx, +...+a,x

1n""n

Y, = a5 X + Ay X, +...+ a,. X,

Yy, =a,x +Cln2)C2 +... +annx

n

olmak iizere,

L y) Ghyy) o (X, ,) (X, ap,x +...+a,x,) .. (x,a,x +...+a,x,)
.y (L, y,) o (x,,¥,) _(xn,a“xl+...+alnxn) (x,,a,x +...+a,x,)
(xnx) (,x) 0 (xLx)|la, ay ... ay,
(xnx) (%) o (X)) g, ay, a,

=G(x1,x2,...,xn)A

dir. Hatta ;
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7 P aln__(xl,yl) (x,y,) ... (xl,yn)_
AG.A

!anl A e ann_ _('xn’yl) (xn’y2) (xn’yn)_
_all(xl,yl)+...+aln(xn,yl) a“(xl,yn)+...+aln(xn,yn)_
_anl(xl,y1)+...+ann(xn,yl) anl(xl,yn)+...+ann(xn,yn)_
_(allxl+a12x2+...+a1nxn,yl) (a“xl+a12x2+...+alnxn,yn)_
_(anlxl +a,x,+...+a,x,,y,) ... (a,x,+a,x,+...+a,x,y, )_
[ey) e L) ]
_(yn’yl) (yn’yn)_
= Gy Ypeeen¥,)

dir.

Bu iki esitligi birlestirerek lemmanin ilk 6zdesligini elde ederiz. ikinci kisim
determinant almaktan gelir ve burada ‘A ‘ :‘/_& ‘ dir.

Ozel durum olarak;

? g(x.x,....x,) (3.3.6)

(o

n

g(0,x,0,%,,....0,x,)=lo,[ o, ...

dir.
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Teorem 3.3.2: x,,x,,...,x, #0 olsun. O zaman ;

x | (3.3.7)

n

i) OSg()cl,)cz,...,)cn)S”x1 ||2||x2||2|

dir.

ii) Altsinir g =0 hali ancak ve ancak x,’ler lineer bagimli ise meydana
gelir. Ust siir ancak ve ancak bu elemanlar ortogonal ise meydana gelir.

Eger elemanlar normallestirilmisler ise , yani || X || =1 ise, 0 zaman ,

0<g <1 (3.3.8)
dir.
Ispat : i) Farzedelim ki x’ler lineer bagimli olsun. O zaman

ax, +a,x, +...+a,x, =0 iken hepsi sifir olmayan a,,a,,...,a, sabitlerini

bulabiliriz. Farzedelim ki a i * 0 olsun ve

=X

Yia= Xja

y; =ax +ax,+...+a,x,=0 ¢ (3.3.9)
Yin = Xt

yn = x”l

doniistimlerini diistinelim.

(yj,yi):(O,yi):O oldugundan, g (y,,¥,,...,,)=0 olur. Simdi ;
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1 0 0 0

0 1 0 0
- |-

1 2 b J n

0 0 0 1

determinanti j. satirin mindriine gore agilirsa
|A|=0+0+...44a,.1+0+...40=a, 0
olur. Lemma 3.3.1 ’den ;

g(xl,xz,...,xn )=O

olur. Ciinkii ;

gy, y,)= |detA|2 g(x.x,,....x,)
0

#0

dir.
Simdi de x ’lerin lineer bagimsiz oldugunu diisiinelim. O zaman Teorem

2.3.3den;

*
X, =ayXx, +a,x,+...+a,x, , a,>0

olacak sekilde ortonormal olan a; sabitlerini bulabiliriz. Lemmamizdan ;

*

1:‘5ij :g(xf,x;,...,xn):g(xl,xz, nx, )| A

|2

olup, burada
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a, 0 0
Gy dyp 0
| A | = =a,ay...4,,
anl anz arm
dir. Boylece ,
1 1 1 1
g(xl,xz,...,xn)z |A|2 = a—za—za—z >0 (3310)
11 22 nn

dir. Boylece x’ler ancak lineer bagimli oldugu zaman g =0 olur.

Bundan sonraki adimda

1 2
o < x| (3.3.11)
oldugunu gosterecegiz.
(2.3.5) ’dan ;
2
1 = £\ *
— =] ”2 =M~ (xk’xj)"j < x, "2
Ay, =1

dir. Ciinkii teorem (2.5.1) *den ve a, =0 olmasindan , yani,
a, :(y’x;):(xk’x;):() Jd=1,...,k—1

olmasindan ;

<[l

k=1

X — Z a;x;
i=1

dir.

ii) (=) Eger x,’ler ortogonal ise , 0 zaman G , kdsegeni || X, ||2 olan ve

diger her taraf sifir olan bir matris olur. Yani ;
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_(xl’xl) (xX,%,) ... (xl"xn)_ _"xl"2 0

(X5, %) (X5,%) ..o (X, x,) 0 ||x2||2

2

_(xn;xl) (x,,x,) ... (xn;xn)_ 0 0

n

olur. Bu taktirde ;

2

2 2
(s = |2 o],

olur. Boylece elemanlarin ortogonal olma halinde ist sinirda esitlik vardir.

(<) Varsayalim ki ,

g (x,xy,.0x,)=| x, ||2||x2 ”2 [
olsun. (3.3.10) ’dan ;
1 1 1
g(xl )C2 ..... Xn)_—z—z... >

dir. Simdi de ,

oldugundan ;

2

1
Inl = = = |al . k=12..n

kk

olur. Ancak (2.3.5) ’dan ve Sonug 2.5.3 ’ten ;
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2 %
|| yk || = xk - (xk’xj )xj
j=1
k-1 2
= min xk — aixi
a; .
! i=1
Y )
= "xk ” ‘xk’xi ‘

| Vi ||2 = || X, ||2 oldugundan ;

olur. Boylece ,
k-1

Y | box) = 0. k=l2..n

i=

dir. Buise x,x,,...,x, vektorlerinin ortogonalligini gosterir.
Sonug 3.3.3 (Hadamard ’in Determinant Esitsizligi) : D = (aij ) kompleks

elemanli nxn tipinde bir matris olsun. O zaman ,

n
D) < TT (e [ +la [+ .+,

k=1

? ) (3.3.12)

dir.

Eger a; elemanlari ‘aij ‘S M , i,j=12,...,n sartin saglarsa o zaman ,

|D|<M"n"? (3.3.13)
olur.

ispat: x,, (a,.a,....,a,) vektoriinii belirtsin. C, *de

>™in

n
(xi’xj)zzaikajk
=

Hermitian i¢ ¢arptmmi kullanalim. Eger D= ‘a_

ji| » D 'nin konjuge transpozunu

belirtirse o zaman,
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all a12 aln all aZl anl
Ay Ay weo Gy, | |G Ay a,,
DD .
anl al’L2 arm aln Clzn nn
a,a, . ... a,a, a,a,. ....a,a,
2
D]
a,a,. ...+a,a, ... a,a,+...+a,a,
(x,x)  (x,x) ... (x,x,)
(x,, %) (x,,x,) (x,,x,)
2 2 2
:‘(xi xj)‘ = g(xl,x2 ..... xn) < ||x1|| ||x2|| X,
dir. Simdi

L )7 = Coox)=Y apay = Y |a, |
k=1 k=1
dir. Ve ‘5‘:|5| oldugundan |D|‘5‘:|D|2

olur. Boylece ,
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2

IN

xn

2 2 2
oI < Jx [l

n

n n
2 2
Z |“1k| Z|“2k| Z
k=1 k=1

k=1

2

IA

ank

INA

ank

')
')

T +lasf +...+

k=1

=

IA

(Ja P+l +...+

akn
k=1
olur. Boylece (3.3.12) elde edilir.
Eger ‘aij ‘S M ise o zaman ;
‘2

‘a.. <M?

y
dir. Buradan ;
2 2
la,| <M

la,|" <m?

la,,|" <m?
esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa ,

|ak1|2+|ak2|2+...+ ‘<nM?

akn

elde edilir. Simdi her iki tarafin n. kuvveti alinirsa ;
2 2 2 ) 2
(laal +lawf +.ot e | < nm b
olur. (,) ’dan;

D[ <(agf +laf +...+]a,

k=1

oldugundan ,
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|D[ . n"M"
olur. Buradan ,
|D|<M"n"?
dir.
Teorem 3.3.4 : Bir i¢ carpim uzayinda, x,x,,...,x, lineer bagimsiz olsun.
Eger
o :min" y—(ax, +a,x, +...+a,x,) (3.3.14)
ise, 0 zaman ,
52:g('xl’x2""’xn’y) (3315)

g(xl,xz,...,xn)

dir.

Ispat : Minimize edilmis a,x, +...+a,x, elemani s olsun. O zaman,

5 =y=s[=(-s.y-5)=0-5)-(-ss)
olup (3.2.1) *den (y—s,5)=0 "dir. Buradan ;

8 =(y-5.5)=0.y)-(sy)

ve

(s,v)=(y,y)-6" (3.3.16)

olur. Normal denklemleri asagidaki formda yazar ve (3.3.16) "nin ag¢ilmig halini

bunlara eklersek ,
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a,(x;,x)+a,(x,,x)+...+a,(x,x)—(y,x)=0

. < (3.3.17)
a(x,,x)+a,(x,x,)+...+a,(x,x,)—(y,x,)=0

a,(x,, )+, (%, y) . a, (5, 9) 57 = (3, )]0

elde edilir. Boylece bu sistem a,,a,,...,a,,a,, (=1) gibi biri belli n+1 bilinmeyen,
n+1 denklemden olusan homojen denklem sistemi olur. (a,...,a,,a,,,) n+1 lisi

(0,0,...,0) *dan farkl asikar olmayan bir ¢éziime sahip oldugundan katsayilar

determinant1 sifir olmak zorundadir. (Aksi taktirde katsayilarin hepsi sifir olurdu.)

(x,x) (x,x) ... (x,x) 0-=(y,x)
=0

(x,x,) (x,x,) ... (x,x,) 0-(yx,)

(x,y) (5.9 . (. 8=y
(x,x) (x,%) ... (x,x) O (x,x) ... (x,x) —(y.x)

+ =0

(x,x,) (x,x,) ... (x,,x,) O (x,x,) ... (x,,x,) —(y,x,)
(x,y) (5. . (L) 8 |y o (x5, = ()
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(x,x) ... (x,x) O (x,x) ... (x,x) (,x)
+(=1) =0
(x,x,) ... (x,x,) O (x,x,) ... (x,,x,) (y,x,)
(x,y) ... (x,y) 6&° (xX.y) o (5.9 (1Y)
Buradan ;
(x,x) ... (x,x) O (x,x) ... (x,x) (x)
Cox) o (50x) 0] [Gx) oo (5.%) ()
(xX,3) o () 8 | (xny) e (x.Y) (0hY)

ve dolayisiyla ;

52g(xl,xz,...,xn):g(xl,xz,...,xn,y)

52 _ g(xl,xz,...,xn,y)

B g(xl,xz,...,xn)

elde edilir.

Teorem 3.3.5 : Bir i¢ carpim uzaymda, x,,x,,...,x, lineer bagimsiz olsun.

n

min” y—(alxl +...+anxn)
a;

probleminin ¢éziimii s

(x,x)  (,x) o (x,x)  (3,x)
s=— Co s gl(x, ., x,) (3.3.18)
(-xlv-xn) (x2"xn) S ('xn"xn) (y"xn)
X X, X, y
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dir. y—s hatast,

(x,x)  (x,x) .o (x,x) (yx)

y—s=— Tt g, x,)  (33.19)
(xl’xn) (xz’xn) b (xn’xn) (y’xn)
X, X, X, y

ile verilir.

Ispat : (3.2.1) normal denklemlerden ve Cramer Kurali *ndan, yani ; q, igin

(. x) | (3, x) |
(x,x,) (¥, x,)
. slitunu yerine ’ yazilarak ;
o) (y,x,),
(vx) (x,x) ... (x,,x)
(v, x) (x,x) ... (x,.x,)
a = T gl x,.nx,) (3.3.20)
(y,'xn) (x,,x,) ... (xn;xn)
(x,x) (,x) ... (x,,x)
(x,x,) (3,x) ... (x,x,)
a, = ’ ' +g(x1,x2,...,xn)
(x, ,.xn) (y,x,) ... (xn;xn)
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(x) (X)) e ()
(x,%,) (x,%) ... (¥,x,)

a, = ' ' +g(x1,x2,...,xn)
(xl,.xn) (x,,x,) ... (y,.xn)

olur. Eger (3.3.18) determinantini son satirin mindriine gore agarsak ;

(xpx) e (xnx) (0,x)
§=— ’ +g(x1,x2,...,xn)
(x,x,) ... (x,x,) (y,x,)
X, X, 0
(x5, x) oo (x,,x)  (y,x) xnx) e (xex) (0,x)
.xl xn
_ (x,,x,) ... (x,x,) (y.x,) N N (x,x,) ... (x_.x._) (.x,)
g(xl,xz,...,xn) g(xl,xz,...,xn)

=a,x, +a,x, +...+a,x,

elde edilir.
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(X, x,)

(x, ,.xn)

X

1

(x,,x,)

(xy,x,)

X,

(x,.x,)

(x,,x,)

X

n

0
ai g(xl,xz,h ,xn)
0
y

vazilabilir. Ciinkii ; (3.3.21) n. slituna gére acilirsa ;

y+(=s)=

y.g(xl,xz,...,xn)+g(xl,xz,...,xn):y
olur. Simdi (3.3.21)’e , (3.3.18) eklenerek ;

(x,x,)

(x, ,.xn )

X

(x,,x) 0
+

(x,,x,) O

X, y

(X, X))

(x, ,.xn)

X

(x,, %) (¥,%)

(x,.x) (n.x,)
X 0

n

(x,x)  (x,x)

(%) (1,3,

X

(3.3.19) elde edilir.

. X, X

g(xl,xz,...,xn)

n

(x,.x)  (y,x)

(x,,x,) (y,x,)
y

+g(x1,x2,...,xn)

(3.3.21)

. - * * .
Sonu¢ 3.3.6 : x,,x,,..., lineer bagimsiz ve x,x,,... ’lar, x,,x,,... 'lerin

Gram-Schmidt e gore ortonormallestirilmisleri olsunlar. O zaman ;
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(x,x)  (x,x) ... (x,.x)
X = ! (3.3.22)
! \/g(xl""’xnfl)g(xl"""xn) . :
(xx,) (X)) o (X6,x,)
X, X, X,
n>1 ,
Fo_ N
b e
dir.
x, ’daki a, baskatsayisi
a = sex,) . on>1 (3.3.23)
glx,....x,)
seklinde verilir.
Ispat : min” x, —(ax, +...+ an_lxn_l)”

minimum problemini diistinelim. Sonu¢ 2.5.7 "ye uygun olarak bu minimum

probleminin ¢oziimii ;

=x,—(ax+...+a,_x_) ., a,>0 (3.3.24)

seklinde verilir. Yani, ax, +...+a,,x,_, kombinasyonu
n—l1
Z (xn > X )xk

k=1

ifadesine esit oldugu zaman , bu kombinasyon x, “ye bir en iyi yaklagiktir. (2.3.6) "ya

gore ,

—_
3

“ X
_ * * _ n
Yo =X, — (‘xn’xk)xk ve yn_

1 nn

-~
Il
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olur. Buradan ;

n—1 *
* * X,
(‘xn’xk)xkzxn_ynzxn_ -
k=1 ann
ax +..+a, x,_ =x, ——
ann
(3.3.24) yazilabilir. (3.3.19) ’a gore ,
(x,x) ... (x_,x) (x,x)
xn—(a1x1+...+an71xn71): +g(x1,...,xH)
(xl’xn—l) T ('xn—l"xn—l) ('xn’xn—l)
X, X, X,

(3.3.25)

dir. Sonug 2.3.5 ’ten ;

1
Yo ="

nn

olup, (3.3.24) ’tin her iki tarafin normu ve minimumu almir ve Sonug 2.5.7°den ;

'xn

a

nn

= min” x, —(ax +...+a,x,)
a;

elde edilir. Teorem 3.3.4 ’ten ;

52 80 x,.y)
g(xl,...,xn)

oldugundan ,

glx,..nnx,)

bu minimum =
g('xl"""xn—l)

olur. Buradan
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N a4 = g(xsennnx, )

g(xl,...,xn)

L: g(xl,...,xn)
a,, g(xl,...,xn_l)

olur ve boylece (3.3.23) elde edilir. Dolayisiyla,,

(x,x) ... (x_,x) (x,,x,)
.
L= —g(xl,. ,xn)
nn °
(xl’xn—l) ('xn—l"xn—l) ('xn’xn—l)
X, X, X,

olur. Burada a,, yerine yazilir ve gerekli diizenleme yapilirsa ,

(,x)  (,x) o (x,x)
4= 1
! \/g(xl""’xn—l)g(xl’ "xn) : .
(xl’xnfl) (x2’xn71) ('xn"xnfl)
X, X, X,

(3.3.22) elde edilir.
Ornek 3.3.1: x, =1, x, =x, x, = x*,... olmak iizere , Legendre polinomlari

Sonug 3.3.6 ’dan da elde edilebilir.

X, 1 1

1
Jex) e Jan 42

R (x)=
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1

) (X, %) (X, %))
B (x) =
VT Jstostn) | v
_ | (e
1 X
\/E(xl’xl) (x,x,)
(X, %) (x;,%,)
[
= .|=x
2
| (x,x)  (x,%)  (x3,%)
P (x) = , , ,
) (X) \/g(x1’x2)g(x1’x2’x3) (X, %,)  (X5,%,)  (x3,X,)
1 Xy X3

2 0 23
0 23 0

o
\/1/321 L
3 V135

-1

seklinde devam edilerek Legendre polinomlari elde edilir.
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3.4 Gram Determinantin Ozellikleri

Teorem 3.4.1 : Gram determinanti g(xl,xz,...,

sahiptir.
(a) g, argiimentlerinin simetrik fonksiyonudur.
(b) g(xl,...,ij,... )—|G|2g(xl,x2, X )
(¢) g(xl,...,xj +0x,,. g(xl,xz, , X )
(d) gl/ (xl’+)c1 3 Xysees X J
(e) g(xp > X )<g(xl, X, p+l’

(e) deki esitlik hali ancak ve ancak

j#k

’”
12
(xl,xz, X, )+g (xl B A

,x) , 1<p<n

xn) asagidaki ozelliklere

L (3.4.1)

(xi,xj):O , 1<i<p , p+1<j<n

olmasi durumunda saglanir.

ispat :

(a) ve (b) durumlar1 daha 6nce gosterildi.

(¢) (3.4.1)(c) sikkinda verilen esitsizligin sol tarafindaki determinanta (1), sag

tarafindaki determinanta (2) diyelim.

(X, %) (x,x,)

(x5 %)) (X5 %)
(1) g(xl, ,xk,...,xj,...,xn)z :

(xj,xl) (xj,xk)

(xn"xl) (xn"xk)

60
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2
(x,x) (x,,x; +0x;) (x,x,)
g(xl,...,xk,...,xj+ka,...,xn)= (x;+ox,x) ... (x;+0x,x;+0x) ... (x;+0x,X,)
(x,,x,) (x,,x; +0x,) (x,,x,)

Once j. siitun elemanlar1 , 6rnegin ;
(x;,x; +ox,) = (x;,x;) +0(x;, x;)

oldugundan , (2) asagidaki gibi yazilabilir.

(58) o (8) e (XY ()
(o) oo (o) o O +05) o ()
(%) o (5,%) (x; 0%, X, +0%,) ... (x;,X,)
(5X%) oo (50X%) o (0pX+0%) o (1,X,)

dir. j. satir elemanlari da,
(x; +ox,,x)=(x;,x)+0(x,x;)
olmak {izere , yukarida j. siitun i¢in yapilanlar j. satir igin yapilirsa ve sag taraf

yeniden yazilirsa (1) determinanti elde edilir. Bdylece (c) saglanmis olur.

(d) Burada x,,x,...,x, ’in lineer bagimsiz oldugunu varsayabiliriz. Aksi taktirde
(3.4.1)(d) ’nin elemanlar1 sifir olur ve hem de esitsizlik asikar olur. Simdi ,
X,,X;,..., X, leri ortonormallestirelim ve x,,x;,...,x, ortonormal vektdrleri adini

verelim. O zaman Teorem 2.5.1 ve (3.3.15) den,

’

’”
x, +x —(ax, +...+ax,

d = min
o

i

’ ” n ’ ”
* *
X +x = (xl +Xx ,X jxi

i
i=1
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Oray OR

ve

’ ’” ’ ’”

12
g(xl,...,xn,xl + x, g (xl + X, ,xz,...,xnj

52

g(xz,...,xn) gl/z(xz,...,xn)

olur. Dolayisiyla buradan ;

/ ’ ”
1/2
g (xl +X Xy, X

’ ’”

x, +x, —(ax, +...+a,x,)

! )
=min
a;

gl/z(xz,...,xn) i

’ n ’ ’ n ”
* E * *
<|x - (xl L X, )xk +||x, (xl X, }tk
k=2 k=2
/ ’ / ”
1/2 1/2
g x ,%,5,..05%, g x ,xz,...,xn)
1/2( ) + 1/2( )
g xy,....x, g (xy,..x,

olur. Buradan ;

’ ”
gl/z(xl + X, ,xz,...,xnjs

)+ gl/z(x1 ,xz,...,xn)

elde edilir ve boylece (d) saglanir.
() k , 1<k<p sartini saglasin. O zaman sol tarafta daha fazla terim

oldugundan ,
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min

4

2 . 2
X, —(ak‘lxk*1 +o ta,x, +anxn)” < rr;m”xk —(bk*lxk’1 +. +bpxp)”
J

olur. Benzer sekilde ,

2 2
‘xp —(cpﬂxp+1 +...+cnxn)H < “ X, H

min
.

olur. Teorem 2.7.4 ’ten ,

gl xp.nx,) < g(xk"xkﬂ ----- xp) (3.4.2)
8 (xk+l ----- X, ) 8 (ka ----- Xp )
ve
g(xp’xpﬂ """ xn)S g(xp) (3.4.3)
g('po """ 'xn)
olur. Ozellikle (2.8.2)’de k=1, k=2, ... ,k=p-1 icin ;
g(xl """ xn) S g(xl """ xl’)
glx,.....x,) g(x2 ..... xp)
g(x2 ----- 'xn)s g(x2 """ xp)
glx,....x,) g(x3 ..... xp)
> (3.44)
g(xp ..... xn) Sg(xp)
g‘xp+1 ..... X, )
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veya
glx,,....x))< g(xl ..... X, )g(xp+l ..... X, ) (3.4.5)
elde edilir. Simdi ;
(3.4.5) *deki esitlik hali saglanabilir < (3.4.4) *deki her bir bagint

saglanmalidir. Yani, ancak ve ancak

. 2 2
min ‘xp - (cpﬂxp+l +...+cnxn) = H X, H (3.4.6)
“J
ve
. . 2
min ||xk - (akﬂxk+l +...+ anxn) = n’ll)lonk - (bkﬂxk+l + ...+bpxp)“ , k=12,...,p-1
J J
(3.4.7)

olmalidir. Sonug 2.5.3 ’ten

2 , & v
~bof -3 )

min
a;

N
y- Z a;x;
=1

ifadesi ancak @, =(y,x;) ise saglanirdi. Dolayisiyla, (3.4.6) ancak ve ancak
(x,,x,)=0 , j=p+l..,n

ise saglanir. Ciinkii ; Teorem 2.5.3 ’ten;
2

. 2 2 & N
min |, (e, 5,00+t e, )| =, = Y| Gy
g j=pH

dir. Simdide k=p-1 i¢in (3.4.7)
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. 2 . 2
mm”x _ —(a X, +...+a,x, H :mmux L=bx H
b, P P
2 ( *)2
“xpl“ Z‘ Fp1oti ‘ _H PIH _‘ Fp10%p ‘
N *)2
Z‘ Kp10 i ‘ :‘ Fp0Xp ‘

‘(xp1 X, ‘ +‘ X, x;)‘2+...+‘(xp_l,x:) =‘(xp_l,x;)‘2

Z‘ Xois x ‘ =0

i=p+
olur. Buradan ;

‘(xp_l,x:)r =0 = ‘(xp 1 l)‘ 0 = (xp_l,xj)zO , J=p+Lp+2,....n
olur. Boylece ;
L XX s X,

olur. k=p—-2,p-3,...,1 alinarak benzer sonugla elde edilir ve ortogonallik

durumlart saglanir.
Gram determinant1 ¢ok dikkat ¢ekici bir geometrik yoruma sahiptir. R"’de

x, = (x,,%,,...,x, ) seklinde n vektor verilsin. Bu vektorler , hacmi

V= V(xl,x2 ..... x ) tarafindan belirlenmis olan belirli n boyutlu bir paralelyiiziin

n

koseleridir. V

xll x12 A 'xln
Xy Xy oeee X,

V= determinantinin agik degeri (3.4.8)
'xnl 'xn2 e 'xrm

seklinde gosterilebilir.
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KT
% R s
Xy i i i
X, E T E
Sekil 3.4.1 R’ ’te paralelyiiz
(3.4.8) “deki determinanti transpozu ile carparsak ;
(x,x) (x,%) ... (x,x,)
vi=| . . =gl x,) (3.4.9)
(x,,x) (x,,x) ... (x,,x,)
determinantini elde ederiz. Boylece ,
Vix,....x,)=+gx.....x,) (3.4.10)

olur.
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3.5 Kapalilik ve Sonuglari

Tanmim 3.5.1 : X normlu bir vektor uzay1 ve X ’de elemanlarin sonlu veya
sonsuz bir sistemi x, x,,..., olsun. Her xe X elemanmna x; ’lerin sonlu lineer

kombinasyonu ile keyfi olacak sekilde yaklasabiliyorsa bu sonlu veya sonsuz sisteme

kapalidir denir. Yani, xe X ve €>0 i¢in;

||x—(a1xl+a2x2+...+a”xn)|S8 (3.5.1)

olacak sekilde a,,a,,...,a, sabitlerini bulabiliriz.

Ornek 3.5.1: R" veya C" ’de n bagimsiz vektoriin her kiimesi kapalidir.
x;’ler lineer bagimsiz oldugundan ;
g(xl,xz,...,xn)> 0
dir. Eger
x, = (x,,%,,..00x,,)

ise , 0 zaman ,

=
=

nl

=

nl nn xln nn

dir ve buradan ‘xij ‘ #0 dir. Verilen her y ,
y=ax, +a,x,+...+a,x,

sistemi a, ’ler i¢in ¢oziilmiistiir.
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Ornek 3.5.2: X =Cla,b] , || f ||=n<13<)b(| f(x)| normu ile tanimlanmis

olsun. 1, x,x°,..., sistemi C[a,b] *de kapalidir.
Coziim : f siirekli oldugundan , Weierstrass Teoreminden ( Teorem 6.1.1

DAVIS,P.]J., ‘Interpolation and Approximation’, Dover Publication, Inc.,New York
(1975)) V £>0 igin

||f(X)—H(x)||=§;3$§|f(X)—Pn(x)|38

olacak sekilde P (x)=a,+ax+...+a,x" vardir. Dolayisiyla {1, @ gL,K ,év,K }

kapalidir.

Ornek 3.5.3 : , || || | | normuyla tamimlanmisg

olsun. sistemi . ’de kapahdir.

( mutlak degeri p. dereceden integrallenebilir fonksiyonlar uzay1 )
bir vektor uzayr olmak iizere , (DAVIS,P.J., ‘Interpolation and Approximation’,

Dover Publication, Inc.,New York (1975) ) Teorem 1.4.0 (e) yani ;

Eger olmak tizere .. .".. .., ,ise , ozaman, her. . . icin

olacak sekilde stirekli bir . .. fonksiyonu bulabiliriz.

. stirekli oldugundan , icin polinomu 6yle ki

icin
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dir. Son ifadede her iki tarafin integrali alinirsa ,

dir. Boylece ; integraller icin (7.2.17) Minkowski esitsizliginden ( DAVIS,P.J.,

‘Interpolation and Approximation’, Dover Publication, Inc.,.New York (1975) ) ;

olur.
Ornek 3.5.4 : , "de olan analitik fonksiyonlarin kiimesi olsun.
olmak iizere , "de kapali degildirler . Eger kapali olsalardi , her
igin
olacak sekilde sabitleri bulunabilirdi. Esitsizlikte , 6zellikle
konulursa
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olur. Buise secilirse bir celiskidir.

Kapanisin anlamina bakmadan 6nce , bazi genel topolojik kavramlari
hatirlatmak yararli olacak.

, uzaklik fonksiyonu ile tanimli bir metrik uzay olsun . Eger
ise , sartin1 saglayan elemanlarinin tiimiinii igeren
kiimesine bir a¢ik yuvar adi verilir.

bir metrik uzay ve olsun. Eger olacak sekilde bir

sayi1slt varsa , ’ye  ’nin bir i¢ elemam denir.
Bir metrik uzayda ve dolayisiyla normlu bir vektor uzaymda yakimsaklik su

sekilde tanimlanabilir.

Tanmm 3.5.2 : bir metrik uzay ve , ’de elemanlarin bir dizisi
olsun. Eger icin ,
(3.5.2)
ise , dizisine  elemanina yakinsaktir denir.

Normlu bir uzayda (3.5.2),
(3.5 )

ifadesine esit olur.

Yakinsak bir dizinin limiti tektir. Kabul edelim ki dizisinin iki limiti

olsun. Yani ;

veE

olsun. Metrik uzay olma esitsizliklerinden olan tiggen esitsizliginden ;

dir. icin elde ederiz ve boylece
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olur.

Sonug olarak ise , dizisinin limiti ’dir denir ve
(3.5.3)

seklinde gosterilir.

(3.5. ) normda yakinsaklik olarak adlandirilir. Eger norm bir integral ile
tanimlanmis ise yakinsaklik ortalama yakinsaklik olarak adlandirilir.

Fonksiyonlarin normlu vektor uzaylari olmasi halinde , yakinsaklik tiirleri
(noktasal,diizgiin) diger yakinsaklik tiirlerinden farklidir. Normlu uzayda
fonksiyonlarm bir dizisi noktasal yakinsak olmadan yakinsak olabilir. Bu nedenle ,

bu ayirim her zaman yapilmalidir.

bir metrik uzay ve olsun. ile  ’nin kapanisini gdstermek
lizere , ‘nin yakisak dizilerinin biitiin limitlerinin kiimesi olarak tanimlanir.
oldugu agiktir. ( Clinkii ; olmak iizere alirsak
olup dir.)

Eger ise  ’ye kapalidir denir. ise  kiimesine “de
yogundur denir. sayilabilir yogun bir alt kiimeye sahip ise  ’e ayrilabilirdir
denir.

Eger ise, 0 zaman ,
oldugundan biitiin icin

yazabiliriz. Ancak rasyonel sayilarm metrik uzay: olarak alidig taktirde

bunun tersi dogru degildir. Onemli olan bunun dogru

oldugu uzaylarda tartismaktir.
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Tanmm 3.5.3:  bir metrik uzay ve , ’in elemanlarmin bir dizisi
olsun. Her ve tiim icin
olacak sekilde bir sayisl varsa ‘e bir Cauchy dizisi denir. Eger her
Cauchy dizisi  ’de bir limite sahipse uzayina tamdir denir.
Eger  tam normlu bir vektor uzayi ise ve her icin ,

(3.5.4)
olacak sekilde sayisi bulunabiliyorsa o zaman ,

(3.5.5)
olacak sekilde bir vardir,

Tam normlu bir vektdr uzayr Banach uzayi olarak adlandirilir.

Ornek 3.5.5: uzayi normu ile verislsin.

olsun. O zaman ,
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dir. Ciinkii icin dir.
Noktasal yakinsak ise icin dir. O halde
olmalidir. Ancak , *dur.
Ornek 3.5.6 : kompleks Oklid uzayr tamdir ve boylece bir Banach
uzayidir,

, "de bir Cauchy dizisi olsun.  'nin tamligi bilindiginden  ve

gercel say1 dizileri Cauchy dizisidirler ve yakinsaktirlar.

dir. Dolayisiyla tamdir.

Ornek 3.5.7 : uzay1 Uizerinde normu tanimlansin.

Bu uzay tamdir.

Eger ;
(*)
ise , 0 zaman , dizisi izerinde diizgiin yakinsaktir. Herhangi bir
icin de ,

dir. Bu ise ’nin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. Hatta
dizisi reel terimli bir Cauchy dizisidir. ~ tam oldugundan bu dizi yakinsaktir.

icin olur. Bu sekilde her noktasiyla bir tek reel

sayisi esleyebiliriz. Bu ise izerinde bir fonksiyonu tanimlar. ( *)

da igin ,
olacak sekilde fonksiyonu vardir ve bu ‘nin ‘e bu normda
yakinsadigini gosterir. ’lerin siirekli ve yakinsakhigin diizgiin olmasi nedeniyle,
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limit fonksiyonu olan "de iizerinde siireklidir. O halde
“dir. O halde tamdir.

Ornek 3.5.8 : uzayl, normu ile
tanimlanmis ise tam degildir. Bu,  ’de bir elemana yakinsak olmayan bir

Cauchy dizisi bularak gosterilebilir.

Coziim : Kolaylastirmak igin , alalim ve siirekli

fonksiyonu

olsun. ,

stirekli olmayan fonksiyon olsun. Simdi

olur. Bundan dolay:

olur. (normda) ’e yakinsaktir ve {istelik ,
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oldugundan bir Cauchy dizisidir . Yakinsadig ise bu uzayin bir elemani
olmadigindan , uzay! tam degildir.
Teorem 3.5.1 : ’ler bir  i¢ ¢carpim uzayinda ortonormal

elemanlarin bir dizisi olsun. Bu dizi yalmzca sonlu sayida elemanlardan da olusmus

olabilir. Asagidaki yedi ifadeyi gdz 6niine alalim.

dir.

(A) ’lar ’de kapalidir.

(B) Her elemaninin Fourier serisi normda  ’ye yakinsar ; yani,
3.5.6)
dir.
(C) Parseval 6zdesligi saglanir. Yani, her igin ,
(3.5.7)
( Genigletilmis Parseval 6zdesligi saglanir. Yani , her igin ,
(3.5.8)
D) ’1igeren daha biiyiik ortonormal sistem yoktur.
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(BE) elemanlari tamlik 6zelligine sahiptir. Yani ve
ise “dir.
13 “in bir eleman1, onun Fourier katsayilari tarafindan tek olarak

belirlenir. Yani ,

eger ise , 0 zaman dir.
O halde
(3.5.9)
olur. Eger tam bir i¢ carpim uzayi ise olur ve boylece tiim bu yedi
durum denktirler. Yani ,
(3.5.10)

olur.
Ispat: A B oldugunu gosterelim.
A dogru olsun. (2.5.1) ’den ;

dir. A *dan dolay1 ve (3.5.1) geregince son ifade

seklinde yazilabilir. Bu da B ’nin yani (3.5.6) 'nin saglanmasi demektir. Ciinkii , her

ve icin

olacak sekilde bir vardir. O halde

dir. A B saglanir.
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B dogru olsun. O halde , bir  elemanina onun Fourier serileriyle

yaklasabiliriz. Boylece B A saglanir.

Ohalde A B dir.

B oldugunu gosterelim.

B saglansin. Ortogonallikten ;

Schwarz esitsizliginden ;

dir. B saglandigindan sag tarfataki her iki ifade de icin sifira yaklasir.

Buradan

olur. Boylece ,
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olur. Dolayisiyla B dir.

Her icin saglandigindan , 'nde

seklinde yazihr. Bu ise

demektir. Buradan C saglanir.
Simdi C B oldugunu gosterelim.

C saglansin. Sonug 2.5.3 ’ten

olup, icin her iki tarafin limiti alinirsa ;

olur. (3.5.7) ’den bu

olur. Buradan ;

olur. O halde C B saglanir. Boylece
A B C
saglanmis olur.
Simdide A D oldugunu gosterelim.
A B oldugunu biliyoruz. ( (B ) ’deki gibi )
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olup , limit ahnirsa ( (B ) ’deki gibi)

olur. ve alinirsa

()
olur. (2.9.8) ’den

(2)
olur. (1) ve (2) den
olur. oldugundan bu bir ¢eligkidir. O halde A D saglanr.
Simdi D E oldugunu gosterelim.

() Burada D E yerine oldugunu gosterecegiz.
Varsayalim ki ve olacak sekilde var olsun. O halde
sistemi , sisteminden daha genis bir ortonormal

sistem olmus olur. Bu ise ’inii verir. O halde olur.

Olmayana ergi metodundan D E saglanir.
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() Edogruolsun. Yani ve olsun. O
halde ; dan daha genis bir ortonormal sistem

olamaz. Ciinkii ;

*dir. Dolayisiyla seklinde bir vektor bulamayiz. O halde E D

saglanir.

Boylece D E saglanmig olur.

Simdide E  F oldugunu gosterelim.

() E dogru olsun. Farzedelim ki

olsun. O zaman

olur. E ’den dolay1

dir. Boylece E  F saglanir.

() Burada yine olmayana ergi metodunu kullanarak , F  E yerine

oldugunu gostercegiz.

E yanlis olsun. Yani,

olacak sekilde bir bulabiliriz. Her  icin,
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dir. Ciinkii , olup , kabulden dir. Boylece ve
aym Fourier katsayili iki farkl eleman olur. Bu ise “inii verir. Dolayisiyla

F E saglanmis olur.

Boylece (3.5.9) zinciri tamamlanmis olur.

Simdi F B oldugunu gosterecegiz ve boylece (3.5.10) *daki zinciri

kurmus olacagiz.

Farzedelim ki tam ve F dogru olsun. olsun ve
(3.5.11)
elemanlarini diistinelim. igin ,
yazabiliriz  Oyle ki
(3.5.12)

dir. Gergekten ;

dir.

(2.5.3) Bessel esitsizliginde limit alinirsa ;
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olur. Bu serinin kismi toplamlar dizisi sinirli ve dolayisiyla yakinsak olacagindan

ve icin ,
olacak sekilde bir bulabiliriz. Bdylece bir Cauchy dizisidir ve ’in
tamliginin varsayimindan bir elemanina yakisar. Yani,
(3.5.13)
dir. sabit ve olsun. O zaman ,
dir. Ciinkii ;
oldugundan

dir. Schwarz esitsizliginden ,

dir. Bu ifadede limit alinir ve (3.5.13) g6z 6niinde bulundurulursa ;
olup
elde edilir. F ’den bu oldugunu gosterir ve (3.5.13)
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seklinde yazilir. Bu ise kesinlikle B ’dir. O halde F B saglanir.

Boylece (3.5.10) zinciri tamamlanir.

Tanim 3.5.4 : bir i¢ carpim uzay1 ve olsun.
Eger icin ;
(3.5.14)
iken ise  ’yetamdir denir.

Gordugtimiiz gibi, tam bir i¢ carpim uzayinda tamlik ve kapalilik denk kavramlardir.

Ornek 3.5.9 : , seklinde tanimlanmig

olsun. Bir ve icin, stirekli oldugundan Teorem 6.1.1

Weierstrass Yaklasim Teoremi 'nden (DAVIS,P.J., ‘Interpolation and

Approximation’, Dover Publication, Inc.,New York (1975) ) ;

olacak sekilde sabitlerini bulabiliriz.

Son ifadede her iki tarafin integrali alinirsa ;

olur. Bu ifade ise ,
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olup , buradan ’de kapalidir.

elemanlarini Legendre polinomlart ile degistirerek tiim Teorem 3.5.1 A-F

durumlart izlenir. Ozellikle , eger ve eger
ise , o zaman , Teorem 3.5.1 (E) ’den dir.

Teorem 3.5.2 (Riesz):  bir tam i¢ ¢arpim uzayi ve dizisi
kosulunu saglayan bir dizi ve ortonormal sistem olsun. Bu durumda

(3.5.15)

olacak sekilde bir vardir.

Ispat : elemanlarint g6z Oniine alalim.
dir. serisi hipotezden yakinsak oldugundan , bir Cauchy dizisidir
ve
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olacak sekilde bir  vardir. ( Clinkii ;

olan kismi toplamlar dizisi yakmsaktir. Dolayisiyla bir

Cauchy dizisidir. Yani , icin , olacak sekilde bir

bulunabilir. Buradan ,

oldugundan bir Cauchy dizisidir. )
sabit ve ile Schwarz ’dan ;
dir. Son ifadede icin limit ahinirsa

olur. Dolayisiyla,

olup (3.5.15) saglanir.
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3.6 Tam i¢ Carpim Uzaylarimim Geometrik Ozellikleri

Teorem 2.5.1 ’de verilen bir elemandan bir lineer manifolda minimum bir
uzakligin var oldugunu goérdiik. Bu kisimda bunu daha genel alt kiimelere nasil
genisletebilecegimizi inceleyecegiz. Teorem 3.6.1 bunun igin biiyiik 5Gnemde

yeterli bir durum saglar.

Teorem 3.6.1 : tam bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. , “in kapali (
topolojik olarak ) , konveks ve bos olmayan bir alt kiimesi olsun. ve
(3.6.1)
seklinde kuralim. O zaman “de ;
(3.6.2)

olacak sekilde tek bir vardir.

Sekil 3.6.1

Ispat : (3.6.1) ’den "de
(3.6.3)
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olacak sekilde elemanlarinin  bir dizisini bulabiliriz. Teorem 2.1.3

Paralelkenar teoreminden ;

olur. M konveks oldugundan “dir.Boylece

elde edilir. Ciinkii ;

ile  arasindaki uzakligin en kii¢cligii ~ ise, herhangi bir eleman i¢in bu uzaklik

’den biiyiik veya en fazla esit olur.

Dolayisiyla,
dir. (3.6.3) ile icin ,
dir. Bunun anlami dizisinin bir Cauchy dizisi olmasidir.  tam oldugundan

(her Cauchy dizisi yakinsaktir )

olacak sekilde vardir. kapali oldugundan , *dedir.

Simdi |
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(1
dir. Diger taraftan , (3.6.1) ’den
2
dir. Oyleyse (1) ve (2) ’den
dir.
Simdide  “in tek oldugunu gosterelim.
Farzedelim ki ,
olacak sekilde ve ’ ¢ sahip olalim. konveks oldugundan ,
“dedir. Boylece
olur. Buradan
dir. Paralelkenar teoreminden
olur. Oyleyse dir.
Teorem 3.6.2 :  tam bir i¢ carpim uzayive ,  ’den farkli kapali bir alt
vektor uzayi olsun. Bu durumda sifirdan farkli bir elemani vardir. Yani,
icin
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dir.
ispat : olsun. ,
seklinde tanimlansin. Teorem 3.6.1 *den , ’de
olacak sekilde bir elemant vardir . diyelim.
taktirde olup kabuliimiizle ¢elisir.
vektor uzayi oldugundan , tiim ve tim  ’ler icin,

> dir. Boylece

olur. O zaman ,

ve

dir. Bu,

oldugundan ;
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anlamina gelir. Ozel olarak , burada  gercel say1 olmak iizere

secilirse, o zaman tim  ’lar i¢in,
dir. Ancak ve yeterince kiigiikler i¢in ,
negatiftir. Boylece , negatif olamayacagindan , olur.
Dolayisiyla ,
dir.

Sonug 3.6.3 : tam bir i¢ ¢arpim uzay1 ve ’den farklh kapali bir
alt vektor uzay1 olsun. ’in disindaki bir elemanini nin elemanlarina
birlestiren vektorler arasinda minimal uzunluga sahip olan , "ye diktir.

Teorem 3.6.4 : , tizerinde konveks olan , derecesi olan
polinomlarin kiimesini belirtsin. olsun. O zaman ,

(3.6.4)

problemi tek bir ¢éziime sahiptir.

Ispat : Teorem 3.2.1 ( DAVIS,P.J., ‘Interpolation and Approximation’,
Dover Publication, Inc.,New York (1975) ) ’den ;

Bir polinomu izerinde konvekstir ancak ve ancak iizerinde

dir.
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Eger ve

de icin

olup buradan
Simdi de

gosterecegiz.

olsun. , e

)

O zaman ,

icin

olur , oyle ki de

Simdi de ;

sekilde ortonormal polinomlar olsun. O zaman , bazi

konvekstir.

‘nin ,

R tizerinde konveks iseler, o zaman

tizerinde konvekstir. Hatta

boylece konvekstir.

nin kapali bir alt kiimesi oldugunu

ye yakinsak olsun, yani,

"de en iyi yaklasan eleman olsun.( Sonug 2.5.2 *deki gibi

olur. O halde dir.

polinomlari araligindaki dereceleri olacak

sabitleri i¢in
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yazilabilir ve bdylece ,

dir. Boylece ;

olur. Simdi ,

dir. Clinkii ;

, cemberinde analitik olsun. O zaman

"de diizgiin olarak yakinsar. Boylece verilen bir icin, bu kuvvet

serisinin yeterince elemanlarini alabilir ve icin

olacak sekilde

92



3.EN KUCUK KARELER YAKLASIMI Oray OR

polinomuna variriz. Keyfi bir gercel arali1 tizerinde

dir. Ancak analitik olmayan fonksiyonlar icin kuvvet serilerinde bdyle bir genisleme
s6z konusu degildir.

Boylece kompleks diizlemdeki her sinirli bolge iizerinde

diizgiin olarak yakinsar. Buradan ;

o bolge iizerinde diizgiin olarak yakinsar ve tizerinde

oldugundan o bolge iizerinde olur. Yakinsadig1 fonksiyon polinom
oldugundan limiti de icinde olur. O halde kapahdir. Boylece , (3.6.1)
teoreminden konveks , kapali ve "nin bostan farkl bir alt kiimesi

oldugundan

probleminin tek bir ¢6ztimil vardir.
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