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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI
ENERGY—-MOMENTUM TENSORU UZERINE
Tez Damismani: Dr. Ogr. Uyesi Serhan EKER
2020, 60 sayfa
Juri: Dog. Dr. Ahmet OcakAKDEMIR

Dog. Dr.Ali CAKMAK
Dr. Ogr. Uyesi SerhanEKER

Bu tez ¢alismasinda Spin manifoldlari tizerinde insa edilmis olan Dirac operatoriiniin
O0zdegerlerine O. Hijazi tarafindan getirilmis olan alt sinir degerleri irdelenmistir.
Spin manifoldlar1 {izerinde insa edilmis olan spinor demeti temel alinarak
tanimlanmis olan Energy—Momentum tensorl incelenmistir. Buna bagh olarak
Energy—Momentum tensoriiniin izi lokal olarak elde edilmistir.

Bu ¢alisma bes ana boliimden olusmaktadir. Giris boliimiinde manifold teorisi ve
Dirac operatorleri iizerinde yapilan calismalar hakkinda kisa bir tarihsel taslak
sunuldu. Ikinci boliimde ise tezimiz icin temel teskil eden vektor alanlari, 1 —formlar,
tensorler gibi gerekli tanim ve kavramlar verilmistir. Ugiincii béliimde vektor
demetinin ve asli lif demetinin tanimi verildi. Daha sonra Spin manifoldunun
nasilinga edildigi hakkinda temel bilgilere deginildi. Ayrica,Spin manifoldlar
uzerindespinor demetleri insa edildi. Bu bolimun sonunda ise Dirac operatdrinin
tanimi verildi. Dordiincu bolimde ise Spin manifoldlar {izerinde insa edilen Dirac
operatoriiniin 6zdegerleri icin elde edilen alt sir ile ilgili Energy—Momentum
tensorline bagli olarak arastirma bulgulart verildi ve bu alt sinirin limit durumu
incelendi. Son bolumde ise arastirilan konunun alaninda ilk olmasindan dolayi, elde
edilen sonuclarin bir sonraki ¢alismalara nasil temel teskil edecegi konusu zerinde
tartisildi.

2020, 60 sayfa

Anahtar sozcukler:Spin manifoldlari,Dirac operator, Ozdegerler,
Energy—momentum tensori, konformal geometri.
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In this thesis, the lower bounds which were obtained by O. Hijazi for the
eigenvalues of the Dirac operator constructed on spin manifolds are examined.
Energy-Momentum tensor, which is defined on the basis of spinor bundle built on
Spin manifolds, is examined. Accordingly, the trace of the Energy—Momentum
tensor is obtained locally.

This study consists of five main sections. In the introduction, a brief historical outline
of the work on manifold theory and Dirac operators is presented. In the second part,
necessary definitions and concepts such as vector fields, 1-forms and tensors are
given which are the basis for our thesis. In the third chapter, the definition of vector
bundles and principle bundles are given. Afterwards, basic information about how to
construct Spin manifold is mentioned. Moreover, spinor bundles are constructed on
Spin manifolds. At the end of this section, the definition of Dirac operator is given.
In the fourth chapter, the research findings of the lower bound for the eigenvalues of
the Dirac operator constructed on the spin manifolds are given and the limiting case
of this lower bound is investigated. In the last chapter, since the first subject of the
researched subject is the first one in the field, it is discussed how the results will form
the basis for the next studies.

2020, 60 pages

Keywords:Spin manifolds, Dirac operator, eigenvalues, Energy—momentum tensor,
conformal geometry.
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1. GIRIS

Manifold kavrami, geometrinin ve modern matematiksel fizigin merkezinde
yer alir. Ciinkii karmasik yapilarin Oklid uzaymin daha basit yerel topolojik
Ozellikleri agisindan tanimlanmasina ve anlagilmasina olanak saglar. Manifoldlar
dogal olarak denklem sistemlerinin ¢0ziim kiimeleri ve fonksiyonlarin grafikleri
olarak ortaya cikar.

Manifoldlar ek bir yapiya sahip olabilir. Manifold iizerinde ek bir yapi
tamimlamak icin kart ailesinden olusan atlas kullanilabilir. Yap1 6nce bu atlasa ait
kartlar lizerinde tanimlanir. Daha sonra bu kartlar yardimiyla tanimlanan tim gecis
fonksiyonlar1 bu kartlar ile uyumlu ise yapt manifold iizerine tasmabilir. Ornegin
diferensiyellenebilir manifoldlarin tanimlanmas1 bu standart yol ile yapilir. Zira
manifoldun diferensiyellenebilirolmasit demek, manifold iizerinde alinan tiim gegis
fonksiyonlarinin diferensiyellenebilir olmasidir. Buna gore, diferensiyellenebilir
manifoldlarin sahip oldugu diferensiyellenebilir yap1 kalkiiliisin manifoldlar
tizerinde yapilmasina olanak sagladigindan, manifoldlarin énemli bir simifin1 teskil
etmektedir.

Herhangi bir diferensiyellenebir manifold Riemann metrigi ile donatilabilir ve
bu metrik ile donatilan diferensiyellenebir manifold {izerinde tensorler, Levi—Civita
kovaryant tlirevi gibi manifoldun geometrisini anlamamizi kolaylastiran 6zel
doniisiimler tanimlanabilir.

Manifold tizerindeki Spin yapisinin kesin tanimu, lif demeti kavrami ¢iktiktan
sonra, Andre Haefliger (1956) tarafindan yonlendirilebilir Riemann manifoldu
tizerinde Spin yapisinin varligina yonelik topolojik engelleri bulduktan sonra
mimkin oldu. Bu sonu¢ daha sonra Max Karoubi (1968) tarafindan

yonlendirilemeyen pseudo Riemann manifoldlarina uygulandi.

Y onlendirilebilir Riemann manifoldlar: {izerinde Spin yapisinin tanimlanmasi
bizim de bu tezde kullanacagimiz vektor demetleri, spinor demetleri insa edilmesine

olanak saglamistir. Spin yapisina sahip manifold (zerinde spinor demetinin



ingaedilmesi de manifioldun geometrisini anlamamizi kolaylastiracak olan Dirac
operatoriiniin tanimlanmasina olanak saglamistir.

Spinor demeti iizerinde insa edilen Dirac operatorii gerek fizikgiler gerekse
matematikgiler i¢cin 6nemli ¢alisma alanlarindan biridir. Bu ¢alisma alinlarindan biri
de Dirac operatoruniin spectrumumun incelenmesidir.  Clnkil, matematikgilerin
manifoldun geometrisine dair aramis olduklar1 cevaplara yardimer bir ara¢ olarak
kullanilabilmektedir. Bu alanda ilk onemli calisma A. Lichnerowicz (1963)
tarafindan Dirac operatorlerinin 6zdegerlerine alt sinir getirmektir. Alt siir elde
edilirken Schrodinger—Lichnerowicz formiilii kullanilmistir.

1980 yilinda Thomas Friedrich , A. Lichnerowicz tarafindan elde edilen alt
simnirt ~ spinor  demeti  lizerinde tanimlanmig olan spinorial Levi—Civita
konneksiyonunu modifiye ederek daha optimal bir simra tagimustir.  Ustelik, bu
sinirin limit durumunu goéz Oniline alarak manifoldun geometrisi hakkinda ince
bilgiler elde etmistir.

Thomas Friedrich’ in elde etmis oldugu bu alt sinir,Yamabe sayis1 anlaminda
yeni bir geometrik invaryant kullanilarak Oussama Hijazi (1986) tarafindan,daha da
gelistirilmistir. Bu sonug¢ sadece pozitif skaler egrilige sahip manifoldlar zerinde
anlamli oldugundan, bu durumu asmak i¢in yeni bir geometrik invaryant olan
Energy—Momentum tensorii ilk defa Oussama Hijazi (1995) tarafindan kullanilmis
ve Spin manifoldlari iizerinde tanimlanan Dirac operatdriiniin 6zdegerlerine optimal
bir alt sinir getirilmistir.

Yukarida anlatildigr gibi bu calismanin arastirma bulgularinin biiyiik bir
kism1 Oussama Hijazi’ nin 1995 yilinda yayimlamis oldugu makaledeki ispatlar1 ile
verilen teoremlerin yeniden incelenmesi ve &rneklerin gincellenmesi ile

olusturulmustur.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu béliimde topolojik manifold ve onun tanimindan dogal olarak gelen
kartlara bagli olarak tanimlanan atlas kavrami verilecektir. Zira atlastan alinan
herhangi iki kart ile tanimlanan Ortiisme fonksiyonlar1 manifoldun diizgiin bir
manifold olup olmadigini belirlememize yardimci olmaktadir. Bu kartlara bagh
olarak manifoldun diizgiin bir manifold oldugunu belirledikten sonra da tanjant ve
kotanjant vektdr tanimlarin1 verecegiz. Daha sonra bu kavramlari sirasiyla her
noktaya karsi bir tanjant vektorii veya kotanjant vektorii karsilik getiren vektor
alanlart ile 1 —forma tasiyacagiz. Buna ek olarak vektor alanlari ve 1 —formlar
yardimi ile tensOr tanmimmini verecegiz.  Son olarak manifoldun geometrisini
belirlememize yardimci olacak olan Riemann metrigi ve Riemann egrilik tensoriine
deginecegiz.

Tamim 2.1: Mbir topolojik uzay olsun. Eger M topolojik uzay:1 asagidaki kosullar
saglarsa, n-boyutlu topolojik manifold olarak adlandirilir (Naber 1996, Lee 2003):
I.  Mtopolojik uzay1 ayn1 zamanda bir Haussdorff uzayidir.
ii.  Mtopolojik uzayi, 2. Sayilabilirdir: Yani M nin topolojisi igin sayilabilir bir
taban1 vardir.
iii.  Mtopolojik uzayi, n —boyutlu yerel oklidyendir: Yani Vp € M igin 3p €
U S M de agik bir alt kiimesi var, dyle ki
p:U->VCR"
doniigsiimii birhomeomorfizmdir.

Burada Vp € M icin (U, ¢) ikilisine Mtopolojik manifoldunun karti veya
koordinat komsulugu denir. Ayrica, {(U;, @;)}ie; ailesine de Mtopolojik
manifoldunun atlasi denir.

(U;, @;)yerel bir koordinat komsulugu ve p € M olsun. O halde
pi(p) = (x*(P), .., x"(p)) € V; € R,



noktasmin bilesenleri olan x/(p),j =1,...,n reel sayilarma p noktasmin yerel
koordinatlar;, x/:U; — R fonksiyonlarma yerel koordinat fonksiyonlar1 ve
(x1,...,x™) e de p noktasinin civarinda yerel koordinat sistemi denir.
Ornek 2.2: M = (0,1) c R de tamimlanan standart topolojiye gore acik bir alt kiime
olsun. O halde, M asagidaki gibi tanimlanan
¢: U - UCR
X — ok)=x
homeomorfizmi ile tek kartli ve boyutu 1 olan topolojik bir manifolddur.
Ornek 2.3:M = {(sinx, x)|x € R} iizerinde tanimlanan
: M - R
X = ok)=x
homeomorfizmi ile birlikte topolojik manifolddur. Ustelik 1-boyutludur. Dikkat
edilecek olunursa, bir manifoldun boyutunu ¢ homeomorfizminin goriintii uzaymnin
boyutu belirler.

Bazi durumlarda yukaridaki topolojik manifoldu tek bir kart ile ifade
edebilmek miimkiin olamayabilir. Bunun i¢in asagidaki gibi manifold tanimim
saglayacak sekilde birden fazla kart tanimlamak gerekebilir.

Ornek 2.4: R3 (izerinde verilen standart topolojiye gore, S? = {(x;,x,,x3) €
R3|||x||? = x? + x2 + x2 = 1}birim kiiresi, 2 —boyutlu topolojik bir manifolddur.

S2birim kiiresi R3 Gzerindeki standart topolojiden indirgenen topoloji bir topolojik
uzaydir. Dahas1 R3® Hausdorff uzay1 oldugundan, S? de Hausdorff uzayidir. O
halde geriye sadece yerel dklidyenligi gdstermek kalacaktir. Bunun igin ise S2 birim

kiresi Uzerinde



2,X3) € Us = §* — {N}

s=(0,0-1)\Ps(x) € R?

Sekil 2.1: §% birim Kkiiresi iizerinde stereografik izdiisiim

Sekil 2.1 deki stereografik izdiisiim yardimi ile Ug = §% — {N} agig1 iizerinde
ps: Us=S*—{N} — R?

(x1, X2, %) = ( *1 X2 )
1_X3,1_X3

doniisiimiinii ve Uy = S? — {S} ac1g1 iizerinde de
oyt Uy=$—{§} — R

(x1,X2,%3) + ( X1 X2 )
1+4+x3" 14 x5

doniisimiinii géz 6niinde bulunduralim. Burada dikkat edilmesi gereken diger bir
husus da
s R? — Us=5%—{N}

uy2) — 1
——— (2y1, 2y, llylI*> = 1)
1+ ||y||2 Y1, Y2 1Y

doniisiimiiniin(@g o @g1) = I; birim doniisiimii seklinde yazilabildiginden, ¢
doniistimiiniin 1 — 1, orten ve siirekli bir doniisiim oldugu gibi, tersininde siirekli
oldugu yani bir homeomorfizm oldugudur. Benzer sekilde,

oN R? — Uy =S*-{S}

doniisiimii ile @ doniisiimii de bir homeomorfizm belirtir. Dolayisiyla S2, manifold

tanimindaki sartlar1 sagladigindan dolay1 2 —boyutlu topolojik bir manifolddur.



Tamm 2.5:U € R" {izerinde agik bir alt kiime olmak iizere, f: U € R™ — R ye

taniml1 fonksiyonun p = (p?, ...,p™) € U noktasindaki i.kismi tiirevi

f...p"+h ., p™) = £(PY . DY D™
h

seklinde tanimlanir. Eger f fonksiyonu p = (pl,..,p") € U noktasinda her

Dif () = lim

mertebeden kismi tiirevleri mevcut ve siirekli ise f fonksiyonuna p noktasinda
diferensiyellenebilirdir denir. Ayrica, Vp € U igin f fonksiyonunun her mertebeden
kismi tiirevleri mevcut ise f fonksiyonuna C* —sinifindandir denir (Naber 1996).
Tanmm 2.6:M, A = {(U;, ¢;)};e; atlasi ile birlikte verilen topolojik bir manifold
olsun. Eger asagidaki 6zellikler saglaniyorsa, A atlasina C* —smifindandir (k > 1)
denir (Naber 1996, Lee 2003):
U; N U; # @olmak Uzere Vi,j € I igin

@i o @i iU N U) — ¢;(U; N U,

@jopitieiU;nU) — ¢;(U;NU)),
ortiisme (koordinat) fonksiyonlar1 C* —sinifindandir. A atlasiM topolojik manifoldu
tizerinde C¥ —smifindan ise A atlasma M topolojik manifoldu (izerinde

¢k —smifindan bir diferensiyellenebilir yap1 denir.

e u,nu; =@

™,
, @
/ \\ J

—1 \\\\\
@ (Us)
% @ (U N U;) @;(U; N U;) @ (U;)

Pio@pt

Sekil 2.2: M topolojik manifoldu iizerinde tanimh 6rtiisme doniisiimleri

Tamm 2.7:M,n —boyutlu topolojik manifold olsun. AatlasiMtopolojik manifoldu

lizerinde C* —smifindan ise M ye n —boyutlu diferensiyellenebilir manifold denir.



Bundan sonra tezimizin kalan boéluminde diferensiyellenebilir manifold yerine
diizgiin manifold kavrami kullanilacaktir.
Ornek 2.8:R3 de verilen S? = {(xy,x,, x3) € R3|||x]|? = x? + x2 + x2 = 1} birim
kiiresinin 2 —boyutlu topolojik bir manifold oldugunu Ornek 2.4 de gosterdik, S?
birim kiresi Uzerinde verilen A = {(Us, @), (Uy, @n)} atlasi, C® —simifindandir.
Zira,A atlas ailesinden alinan kartlara bagli olarak, elde edilen

pseoy's  RP—{(0,0} — R*-{(0,0)}

(}’1’}’2) = < Y1 Y2 )
i +y3 vyl +ys

Ortlisme doniisiimii ile
pnveoost:  R*—{(0,0)} R? - {(0,0)}
2] i < V1 V2 )

l

e +yi 'yl + i

ortiisme doniisiimiin, R? — {(0,0)} iizerinde siirekli ve her mertebeden kismi
turevleri meveuttur. Bu ylzden S? = {(xq, x5, x3) € R3|||x||? = x¥ + x5 + x5 = 1}
birim kiresi, 2 —boyutlu diizgiin bir manifolddur.
Tamim 2.9: M ve N dizgin manifoldlar olmak tzere, F:M — N birebir Orten ve
F € C*(M,N)ve F~1 € C*(N,M) ise F doniisiimiine diffeomorfizm denir. Mve N
ye de diffeomorfiktir denir.
Ornek 2.10: M =R icinA; = {(R,1;)} atlast ve N =R icinA, = {(R, ¢(x) =
x3)} atlasi verilsin. O halde

F: M — N

X = F(x)=x73

seklinde tanimlanan F fonksiyonu bir diffeomorfizm oldugu asagidaki gibi kolaylikla

gosterilebilir:



M N

Sekil 2.3: M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar1 arasinda tanimlanan

doniisiimiin tiirevlenebilirligi

(poFoly ™)) =(@oF)(x) = (x/3) =x€C=(M,N)
ve
(goFop™)(x) = (IgoF)(Vx) = I4(x) = x € C*(M,N).
O halde M ile N de diffeomorfiktir.
Tamm 2.11: M duzgin bir manifold ve p € M olsun. Mduizgiin manifoldunun p
noktasindaki tanjant vektorii
Vp:C¥(M,R) — R
ye taniml1 asagidaki kosullar1 saglayan bir doniisiimdiir (O’ neil 198):
i.  R-lineerlik: V,(af + bg) = aV,(f) + bV,(g), Va,b ER,Vf,g €
C*(M,R),
ii.  Leibnitz garpim kurali : V,(f. g) = f(©)V,(g) + V,(f)g(),Vf,g €
C” (M, R).

Mduzgun manifoldunun p noktasindaki tim tanjant vektdrlerinin kiimesi de T,M ile
gosterilir ve M dizgun manifoldunun p noktasindaki tanjant uzayi olarak adlandirilir.
T,Masagidaki gibi verilen vektorel toplama ve skalerle garpma islemleri altinda R

tizerinde bir vektor uzayidir(O’ neil 1983):

® T,MxT,M — T,M



(Vp, Wp) —  @Vp,Wp) = Vp + Wp).C*(M,R) — R

© RxT,M — T,M
(4, Vp) — O @A,Vp) = (AVp)C”(M,R) — R.
Tamim 2.12: Herhangi bir p € U noktasi i¢in (U, ¢), n —boyutlu diizgiin M
manifoldunun bir kart1 ve {x?, x?, ..., x™} koordinat fonksiyonlari olsun. 1 < i <
nicinp € U noktasinda asagidaki gibi tanimli
il :C*(M,R) — R
dx; P

f
axl NG

doniistimiinep nin i. koordinat vektort denir. Bu sekilde tanimlanmis olan koordinat
vektorii Tanim 2.10 daki iki kosulu sagladigindan dolayi bir tanjant vektortidiir.

Ayrica

(s is]
6xl|p i<n

klmesiT, Mtanjant uzayinin bir tabamidir. Buna gére VVp € T,M ,

n

= 3 (<) 5

i=1
seklinde yazilabilir.
Tamim 2.13: U © M agik bir alt kiime olmak {izere Vp € U noktasma V(p) =V},
olacak sekilde tanjant vektorii atayan, yani
ViU — U T,(M)
PEM

fonksiyonunaU tizerinde vektor alant denir(Lee 2003).
Yukaridaki tanimda U agik alt kiimesi yerine M alinirsa, M diizgun manifoldu
tizerindeki diizgilin vektdr alanlarinin kiimesini X (M) ile gosterilir.
Herhangi bir V,W € X (M), f € C*(M,R) ve a € R i¢in agagidaki gibi verilen

V+W)p) =V +W,

(@) p) = a¥

vektorel toplam ve skalerle ¢arpim islemleri altinda X' (M), R cismi lzerinde reel bir

vektor uzay1 iken,



V+W)p) =V +W,
V@) = f®)V%
C*” (M, R)halkasi tizerinde ise bir modiildiir(O’ neil 1983).
Tamm 2.14: D: C*(M,R) — C* (M, R) fonksiyonu;
i.  R-—lineerlik: vV f,g € C*(M,R) ve Ve, f € R igIn
D(af + Bg) = aD(f) + BD(9),
iil.  D(f.g) =fD(g) +9D(f),

kosullarini sagliyorsa D ye bir derivasyon denir(O’ neil 1983).
Tanim 2.15: [V, W] := VW — WV seklinde tanimlanan doniisime V, W € X' (M) nin
Lie Bracketi denir. Bu tanima gore [V, W] € X' (M), ayrica M diizgiin manifoldu
Uzerinde bir derivasyondur.
Tanmim 2.16: M dizgun manifoldu lzerinde p € M noktasi verilsin. Buna gore, p
noktasindaki kotanjant uzay1

;M ={6, | 6,:T,(M) — R, R — lineer}
seklinde ifade edilir. Burada Ty M kotanjant uzay1, T, M tanjant uzaymin dual
uzay1dir(O’ neil 1983, Morita 2001).
n —boyutlu dizgiin M manifoldu tizerinde (U, ¢) kart1 ile birlikte p € U noktas1 ve

2 ...,x"} koordinat fonksiyonlar1 verilmis olsun. Buna gore,

{x1, x
{dxb:1<i<n}
Ty M igin tabandir ve bu tabana gore, 8 € Ty M yerel olarak

n
d .
=) 0 (5710) &x'ly
=1

l

seklinde yazilir. Burada 6, (% |p> € R dir.

Tamim 2.17: M dlzgUn manifoldu tizerinde Vp € M noktasia 6, € T, M olacak
sekilde bir kotanjant vektoriine gétiiren doniistime M Uzerinde 1 —form
denir.Mizerindeki diizgiin 1 —formlarin kiimesini X *(M) ile gosterecegiz. Buna
gore, herhangi bir 6,,0, € X*(M), f € C*(M,R) ve a € R i¢in asagidaki gibi
verilen
(61 + 0,)(p) = 6’11, + 6’zp
(a6)(p) = aby
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vektorel toplam ve skalerle garpim islemleri altinda X * (M), R cismi zerinde reel bir
vektor uzay1 iken,
(6, +6,)(p) = 6., + 62,
(f6) () = f(P)elp
C” (M, R)halkas1 Uzerinde ise bir moduldir(O’ neil 1983).
Tamm 2.18: M duzgin manifoldu Uzerinde, asagidaki kosullari saglayan
d: C*°(M,R) — X*(M)
d — df
dontisiimiine dig (exterior) tiirev denir(O’ neil 1983):
Vf,g € C*(M,R)vea, f € Rigin
i. R-—lineerlik: d(af + Bg) = adf + Bdg,
ii. d(f.g)=fdg+ gdf.

Tanim 2.19: M dizgln manifoldu Gzerinde, f € C*(M, R) olsun.
df)p: T,(M) — R
o = @)p(B) =K()
seklinde tanimlanan d dontisiimiine f nin diferensiyeli denir(O’ neil 1983).
Tanmm 2.20: V,,V,, ..., V, veW uzaylari ayni F cismi {izerinde tanimli vektor
uzaylari olsunlar. O halde
T:Vy xVy X ..XV, =W
dontisiimii asagidaki kosulu saglarsa bu doniisiime i.bilesene gore lineerdir denir.
v, €V, v, €V, v EVi_y, v,V €V, V41 € Vigq, ..., € Vyvea, B € Ficin
T(v1, V3 0, Vi, @V + BV, Vigq, o, Uy) = aT (0, Vg, o, Vis1, U, Vig1, ver Un)
+BT(V1, Vg eeey Ve, V', Vigqy eees Up),
Vi = 1, ..., nigin bu 6zellik saglaniyorsa T fonksiyonuna n —lineer doniigiim
denir(O’ neil 1983, Lee 2003).
Tamm 2.21: V bir reel vektor uzay1 ve V* da onun dual uzay1 olsun.

T:VXVX . XVUXV*XV*X..XV*—>R

r—tane s—tane

seklinde tanimlanan her bir (r + s) —lineer dontisiimiine V (izerinde (r, s) —tipinden
bir tensor denir. Vizerinde(r, s) —tipinden tensorlerin kiimesi T3 (V) ile gosterilir.

Hatirlanacak olursa T, (M) tizerinde tanimlanan vektorel toplam ve skalerle ¢arpim

11



islemleri altinda R {izerinde bir vektor uzay1 yapisina sahiptir. Dolayisiyla V yerine
T, (M) alinacak olunursa M nin p noktasindaki 75" (T,,(M)) tensor uzay1 elde edilir
ve bu uzayin her bir elemanina da p noktasinda (r, s) —tipinden bir tensér denir.
Tamm 2.22: Mdiizgiin bir manifoldu lizerinde alinan her bir noktasina

(r, s) —tipinden bir tensor karsilik getiren doniistime M (zerinde (r, s) —tipinden bir
tensor alani denir. Buna gore, X, ...,X, € X (M), wq, ..., s € X (M) icin

T XM)X . XXM)XXM)* X .xXM)* — C*(M,R)

r—tane s—tane

Xy, o Xy 1, ey 05)  — T(Xq, o, Xy, 01, o, W)

dontisimiilC (M, R) —degerli (r, s) —tipinden lineer bir doniisiimdiir(O’ neil 1983,
Lee 2003).
Bundan sonra M iizerinde tensor alanlarin kiimesini literatiirde oldugu gibi 73" (M)
ile gosterecegiz. Dahasi1 T3 (M) nin bir T elemanina (r, s) —tipinden bir tensor alani
diyecegiz. Ozel olarak da

T'(M) = C*(M,R),

To' (M) = X (M),

7°(M) =X (M),
seklinde ifade edecegiz.

Tamim 2.23: M diizgun manifoldu tzerinde
g XM)xxXM) — C*(M,R)
V,w) — gV,w)
seklinde tanimli (2,0) —tipinde tanimli bir tensor alani, M diizgiin manifoldunun
tizerinde alinan herhangi bir p noktasi i¢in
Ip: Ty(M) X T,(M) — R
bigiminde simetrik, pozitif tanimli, bilineer ve non—dejenere olan (2,0) —tipinde bir
tensore karsilik getirirse g yeM diizglin manifoldu tizerinde bir Riemann metrigi ve
(M, g) ikilisine de bir Riemann manifoldu denir(O’ neil 1983, Lee 2003).
n —boyutlu dizgiin M manifoldu lizerinde g Riemann metrigi yerel koordinatlara

bagli olarak

n
g = Z gijdxi®dxj

ij=1
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seklinde ifade edilir.
Tamm 2.24: M diizgiin bir manifold olsun. Buna gore, (X(M),C*(M,R)) vektor

alant modiiliinde asagidaki kosullar1 saglayan

V: X(M)xX(M) — X (M)
(V,W) — YV, W) =V, W
doniistimiineM duzgin manifoldu Uzerinde konneksiyon denir(O’ neil 1983).
YV, Vy, Vo, W, Wy, Wy € X (M), Vf,g € C®°(M,R) ve Va, B € Ricin
. C*(M,R) —lineerlik:V sy, 1 gu W = fVy, W + gV, W,

ii. R —lineerlik : Vy,(aW; + BW,) = aVyW; + BV W,

ii. VoW =fv,Ww,

iv.  VyfW =V(OW + fV,W.

Burada V, ifadesine V konneksiyonunun kovaryant tiirevi denir. Dolayisiyla da
VW ifadesi W nun V ye gére kovaryant turevidir.
Ayrica,
v. VW =V, V =[V,W] (stfir torsiyon 6zelligi)
vi. VgW,zZ)=g(V,W,Z) + g(W,V,Z) (metrik uyumluluk)
sartlar1 da saglaniyorsa, Vkonneksiyonuna M diizgiin manifoldu tzerinde
Levi—Civita denir ve asagidaki gibi
29(VyW,2) =VgW,2) + Wg(Z,V) = Zg(V, W) — g(V,[W, Z])
gW,[Z,X]) + 9(Z,[X,Y])
Kozsul formili ile karakterize edilir.
Tamm 2.25: (M, g) Riemann manifoldu olsun.
R: X(M)XXM)xX(M) — X(M)

w,w,z) — RV,W,Z2)=V\,VyZ —VyVyZ = VyuZ
seklinde tanimlanan (3,1) —tipindekiR tensor alanina (M, g) Riemann manifoldunun
egrilik tensor alan1 denir.
gmetrigi kullanilarak R egrilik tensorii asagidaki gibi (4,0) —tipinde bir tensor alani
olarak da ifade edilebilir:

RX,Y,Z,W) = g(R(X,Y,Z),W).
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Tamim 2.26: (M, g) Riemann manifoldu ve {ey, ..., e, } de X (M)nin yerel ¢atisi
olsun. Asagidaki gibi tanimlanan
Ric: X(M)xX(M) — C®(M,R)
n
Ric(V,W =z R(e;, V)W, e;
wv.w) ic(V, W) i=1g( (e VIW, e;)

(2,0) —tipindeki tensor alanina Ricci egriligi denir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Vektor Demetleri ve Asli Lif Demetleri

Tamm 3.1.1:E ve M duzgin manifoldlar olsunlar. Buna gore m: E — M surekli ve
orten diizgiin doniisiimii verilsin.
Eger asagidaki sartlar saglanirsa E dizgun manifolduna M duzgin manifoldu
tizerinde ranki k olan vektor demeti denir.
i.  Mdizgln manifoldu iizerinde alinan her p noktasi i¢in E, = n~'(p) c E alt
kiimesi k —boyutlu reel vektor uzay1 yapisina sahiptir.
li.  Mdiizgiin manifoldu tlizerinde alinan her p noktasinin 6yle bir U komsulugu
vardir dyle ki @: w1 (U) » U x R¥ doniisiimii bir diffeomorfizmdir ve Sekil

3.1 de verilen diyagram degisme 6zelligine sahiptir:

@
71U U x R¥

S

o ()

Sekil 3.1:¢ doniisiimiiniin degismeli diyagram

yaniro = m dir. Burada my, 1. izdiisiim doniisimiidiir. Ayrica, p € U igin ¢ nin
E, ksitlanmusi @|,-1(py : Ep = {p} X R¥ = R* lineer bir izomorfizmdir. Vektor
demetinin kartlar1 da (U, @)cifti ile gosterilir (Lee 2003).

Ornek 3.1.2:E =M x R* ve M diizgiin manifoldlar1 i¢in m:E = M X R¥ > M
doniisiimiin siirekli, 6rten ve diizgiin bir doniisiim oldugu asikardir. Dahas1 yukarida
verilen iki kosulu da saglar. Dolayisiyla E = M x R¥diizgiin manifoldu, M diizgiin

manifoldu lizerinde ranki k olan asikar bir vektor demetidir (Lee 2003).
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E=Mx RF Mx R¥

My

M

Sekil 3.2: M x R¥ iizerinde tamimh ¢ doniisiimiiniin degismeli diyagrami

Asagidaki teorem, M diizglin manifoldu iizerinde tanimlanan gecis doniisiimlerinin,
G € GL(n,R) = {A € M,,.,|det (A) # 0} genel lineer grubu iizerinde deger almasi
durumunda vektor demeti insa edilebilecegini ifade etmektedir.
Teorem 3.1.3: E, M diizglin manifoldu iizerinde ranki k olan diizglin bir vektor
demeti olsun. O halde U, N Ug # @ ise, E nin agagidaki gibi tanimlanmis diizgiin
yerel trivilizasyonlart :
P (Uy) — Uy X Rivegp: ™ (Up) — Ug x R¥
i¢ingqp: Uy N Ug — GL(k, R)dlzgln doniisiimii vardir 6yle ki,
0o 95 :Ug NUg X R — Uy N U X R¥
(. v) = (0° 05") (P, v) = (P, gup P)(V))
seklinde ifade edilir. Burada gep(p)v, k X k tipindeki matrisin v € R* vektor
tizerine dogal etkisidir.
Yukaridaki dnermede ¢, @ Yyerel trivilizasyonlari ile tanimlanan
Jap:Ua N Ug — GL(k, R)

diizglin dontistimiine @, @p arasindaki gecis donlisiimi denir ve Vp € U, N Ug N
U, # @ icin

L JaaP) = Ia,

i gap(P)-95y(P) = gay (0),
kosullarini saglar (Lee 2003).
Tanmm 3.1.4: m:E — M ve n': E' — M’ verilen dizgin iki vektor demeti olsun.
Bunagore F: E — E' ve f: M — M'diizgiin doniistimleri

i. moF=fom

ii.  Flg, Ep — EfqyR —lineer
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kosullarin1 saglarsa (F, f) ikilisine E ve E' vektor demetleri arasindaki demet
doniisiimii denir. Ozel olarak F~1: E' — E vef 1:M’ — M diizgiin doniisiimleri
var ise E ve E' vektor demetlerine izomorfiktir denir (Lee 2003)..
Teorem 3.1.5: (Vektor Demeti Kurma Lemmasi) M diizglin manifoldu tizerinde
asagidaki 6zellikler saglansin:
i.  Mduzgiin manifoldu tizerinde alinan her p noktasi i¢in,Ep k — boyutlu reel
vektor uzay1 yapisina sahip olsun.
ii.  lindis kiimesi icin {U,}4e; M diizgiin manifoldunun agik bir ortiisii olsun.
iii. E=UpeyEpvem:E - M, n(Ep) = p olacak sekilde tanimlansin.

iv. Vae€liginmt~1(U,) c E olmak lzere,

Po: T (Ug) = Uy X RE

birebir oOrten,
balep: Ep > {p} X R”
lineer izomorfizm olsun.
5.Va, € Iigin, U, N Ug # @ iken
Jap:Uq N Ug = GL(k, R) diizgiin doniisimii ve
Paotp': (Uy N Ug) X R¥ = (U, N Ug) X R¥

(P, v) = (P, Gap(P) (V)
seklinde tanimli bileske doniisiimii var olsun. O halde, yukarida verilen tim bu
Ozellikler varsa E, tek bir diizglin manifold yapisina ve M Uzerinde k — rankli
diizgiin vektor demeti yapisina sahiptir (Lee 2003).
Teorem 3.1.6:{Uy}qe;, M diizgiin manifoldunun agik bir oOrtiisii olsun. Va,f €
AicinU, N Up # @ iken

Jap:Ua NUg = GL(k, R)
diizgiin gecis doniisiimleri mevcut olsun. Va, 5,y € Ivep € U, N Ug N U,, igin

9ap )95y () = oy ()
kosulu saglanirsa, asagidaki gibi gegis fonksiyonlart g olan

Go: T (Ug) = Uy X R
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diizglin lokal dontigiimleri ile rank1 k olan m: E — M diizgiin vektor demeti vardir
ve baska bir vektor demeti varsa da, bu demetE vektor demetine izomorfiktir (Lee
2003).
ispat:
Adim 1:V, k —boyutlu reel vektor uzayi ve {U,}4ea M diizglin manifoldunun agik bir
ortiisii olsun. Ayrica, Va, § € A igin U, N Up # @ iken
9ap:Ue NUg = GL(k,R)
teoremde belirtilen kosullar1 saglasin. Buna gore
E={(p,a,v) EMXAXV|p€U,}
kiimesini tanimlayalim ve kiime tizerindeki denklik bagintisini
(@ a,v) ~(q,6,w) & p=gvew = gop(p)v

seklinde tanimlayalim. Bu bagmtinin denklik bagintis1 oldugu, asagidaki gibi
kolaylikla gosterilebilir:

i. (av)~@av)=>p=pvev =g, (@)v=v oldugundan ~ bagintis

yansima 6zelligini saglar.

. (pav)~(qpBw)=>p=gvew = gu(p)v y1 tekrar goz(p) ile isleme

alinirsa
9ap@IW = Jap(P)Ipa(PIV = Gaa(P)v = v
elde edilir ki, bu (q,B,w) ~ (p, @, v) anlamina gelir 6yle ki ~ bagintisi
simetri 6zelligini saglar.

iii. Son olarak da (p,a,v) ~(q,B,w) ve (q,B,w)~ (ry,z)= (p av)~
(r,v,2z) kosulunu sagladigini  yani~ bagmtisinin gegisken bir bagmti
oldugunu asagidaki gibi gosterebiliriz:

Yukarida verilenlere gore p =q,w = gop(p)v Ve q=r1,z=gg,(pIw
saglanir. O halde p = q = r iken,

z = gg,(p)wdew = g, (p)v yerine yazlirsa:

z = Ggyg(P)pa(PIV = gay (P)V.

oldugundan (p,a,v) ~ (r,y,z)dir. O halde ~ bagintis1 bir denklik
bagitisidir ve [p, a, v] ile gosterilir.

Bu bagintiya gére M diizglin manifoldu iizerinde alinan her bir p noktasi i¢in
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E,=n"1(p) ={lp,a,v]l|p € Uy, v € V}k —boyutlu reel vektér uzay: yapisina
sahip ve

Alp, a,v] + [p, B,w] = Alp, &, v] + [p, &, gop (PIW]

= [p, a, v + gaﬁ(p)w].

Her bir g,z (p) gegis doniisiimii lineer bir izomorfizm oldugundan bu yap1 6zel bir
secime bagli degildir.
Adim 2: E icin yerel trivilizasyonlar:

Q0 T, — Uy, XVcMxV

[pavl — (V)
doniisimiil — 1 dir. Yani
P[P, @, v]) = @ ([q, B, w]) = (p,v) = (W) = p = qrew = gap(p)v
oldugundan
[p, a,v] = [q, 8, W]

elde edilir.
Ortenlik ise kolaylikla goriiliir. ¢gyerel trivilizasyondur. Ciinki istenilen lineerlik
ozelligi ile bir diffeomorfimzdir. Ayrica m: E — M diizgiin bir dontigiimdiir. Ciinki

diizgiin fonksiyonlarin bileskesinden olusmaktadir:

[P, v] B (p,v)

Ty

p

Sekil 3.3: ¢, doniisiimiiniin degismeli diyagram

E vektor demetinin gegis fonksiyonlari da ger¢ekten de vektor demetini insa ederken
kullandigimiz g, pggecis dontigtimleridir.
Yani, Vp € U, N Uz # @ igin
Pao@gls UgNUpgXV — UgNUg XV
(p,w) = (D, Gap(PIW)
bileske doniislimiiniin bir difeomorfizm oldugu asagidaki gibi kolaylikla goriilebilir:

Yani, gqp gegis doniisiimleri diizgiin oldugundan
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Vo 95 (0, W) = 0o ([p, B,W]) = 0o ([p. @, gup (PIW])
= (1, 9ap@IW),
9p ° (0, w) = 9p(lp, @, w) = 94([p, B, gpa(PIW])
= (p. 9p(P)u)
doniisiimleri de diizgiindiir. O halde, @, o @ bir diffeomorfizmdir,
Adim 3:{(U;,¥;)|i € I} ailesi M diizglin manifoldu icin verilen bir atlas olsun.
{((mYWU;nU), Wiol)op)li €l,a € A U;NU, # @ JailesiE diizgiin
manifoldu i¢in bir atlastir. Buna gore E diizguin manifoldu n + k —boyutludur.
Adim 4: Aynmi {gaﬁ}gegis dontisimleri kullanilarak insa edilen iki vektor demeti
duzgin olarak denktir:
m: E — M yukarida gosterildigi gibi diizgiin bir vektér demeti ve n': E' —M ise
{ga[;} gecis fonksiyonlar1 ve {¢,}lokal trivilizasyonu ile insa edilmis E den farkli
duzgln bir vektor demeti olsun.
Buna gore F:E — E' diizgiin doniisimii Vp € Micin Flg, Ep, — Ey lineer bir
izomorfizm olsun.
p € Uy, v € Vigin
F, n7'(Us) — @) (Ua)
[pavl — ¢z'(pv)
dontistimiinii tanimlayalim. Bu tanima gore F, lineer izomorfizmdir.
=1 (Uy N Ug)lzerindeF, = Fg midir?

Biliyoruz ki [p, a, v] = [p,y,w] = w = g.p(p)v dir.

O halde
Fs([p, B, w]) = o5 (0, w) = ¢ (0, gup(@IV)
= ¢ o (¢a° 05") (P, gap(PIV)
= ba' (P 9 @) 9pa DIV )
= F([p, @, v])
elde edilir.

Buna bagli olarak F: E — E’ diizgiin doniisiimii w~1(U,) Uzerinde F, doniisiimiine
esit olan doniisiim olarak tanimlanabilir. Dahasi F, doniisiimleri, F, = ¢ ° ¢,

diizgiin doniistimlerin bileskesi olduklarindan, diizglin doniisiimlerdir.
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Tammm 3.1.7: m: E —» M dizgin bir vektor demeti ve U ¢ M diizgun manifoldunun
acik bir alt kiimesi olsun. O halde Vp € U noktasi i¢in ¢:U — E doniisimii
(mo0)(p) = p kosulunu sagliyorsa ¢ doniisiimiine yerel kesit denir. U agik alt
klimesi yerine, M alinmasi1 durumunda ise, o doniisiimiine global kesit denir.
Ozel olarak E = TM olarak alinirsa, TM tanjant demetinin kesitleri vektor alani
olurken E =T*M alinmasi durumunda ise T*M kotanjant demetinin Kkesitleri
1 —formlar olur (Lee 2003).
Tamm 3.1.8: M, boyutu n olan diizgiin bir manifold olsun. Buna goére, TM tanjant
demetinin {(Uy, @)} atlasmin kartlarina karsilik gelen g,zgecis fonksiyonlari
Jap:Ua NUp > G

olacak sekilde G c GL(n,R) alt grubunda deger aliyorsa, M diizgiin manifolduna G
grup yapisina sahiptir denir.
Galt grubunun yapisina bagli olarak n —boyutlu dizgiinM manifoldunun geometisi
icin asagidaki durumlar gecerlidir (Karappazar 2008):

i. G=GL(n,R)* ={A4 € M,,|det(A) > 0}iseM diizgiin manifoldu

yonlendirilebilirdir.

ii. G=0m)={4€GL(n,R)|AT.A = I, }ise M diizgin manifoldu Riemann
metrigi ile donatilabilir.

ii. G=S5S0n)={A€GL(n,R)|AT.A=1,.,}ise M dizgin  manifoldu
yonlendirilebilir ve Riemann metrigi ile donatilabilir.

iv. n = 2mikenG = GL(m, C) olmast durumunda M diizgun manifoldu J: TM —
TM olacak sekilde J?2 = —I; ozelligini saglayan (2,1) —tipinde bir tensor
alanina sahiptir. Yani M dizgin manifoldu J:TM — TM seklinde tanimh
kompleks yapi ile donatilabilir(Kobayashi 1969).

Ozel olarak G = U(m)={A € GL(m,C)|A*A =1} olmasi durumunda M
manifoldu kompleks bir manifolddur ve Hermityen metrigi ile donatilabilir

(Kobayashi 1969).
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3.2. Yerel AsikarDemetler ve Asli Lif Demetleri

Bu bolimde asli demetlerini insa etmeden dnce boliim uzayi, yerel demet gibi bazi
temel kavramlara deginecegiz.
(X, t)topolojik uzay veY bostan farkli bir kiime olsun. Buna gore Q: X — Y Orten
bir donisiimii verilsin. Qdoniisiimiine bagli olarak elde edilen Y (zerindeki alt
kiimelerin ailesi asagidaki gibi segilsin:
7o ={UcY|Q"'(U) € 1}.
O halde 7y, Y iizerinde asagidaki gibi bir topoloji belirtir:

i. 97'(®)=0¢€rveQ !(Y) = X € 7 oldugundan @,Y € 1.

ii.  Iindis kiimesi olmak {izere asagidaki gibi keyfi birlesimler i¢in
{U}ier € 19 = U U; € Todur.

Cunkii {U}igr€1g=207 ') ET ve Q9 '(UigUp) =Uig Q71U €
7 oldugundan U;¢; U; € 1¢ dur.

iii.  Isonlu bir indis kiimesi olmak tizere asagidaki gibi sonlu kesisimler i¢in
QYU nU,Nn..nUy) =07 Y WU)NQ YW N..nQ7 1)) €
toldugundan dolay1 U; N U, N ...N U; € 4.

Tamm 3.2.1: (X, t) topolojik bir uzay,Y bostan farkli bir kiime ve Q: X — Y 0Orten
bir doniisiim olsun. O halde Y iizerinde tanimlanan
179 ={U cY|Q7'(VU) € 1}

Topolojisine, @ doniisiimiine karsilik gelen boliim topolojisi ve (Y,7y) uzaymna da
bolim uzayr denir. Buna gére Q:X — Y bolim doniisiimii, 7, topolojisinin
tanimindan dolay1 siirekli bir boliim doniistimiidiir.
Tanmm 3.2.2: Q: X — Y boliim donilisiimii olsun. y € Yolmak iizere, asagidaki gibi
taniml

Q') ={xeXlQx) =y} c X
kimesineQ doniisiiminiin Y Uzerindeki lifi (fiber) denir.
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Tanmm 3.2.3: Fbircisim olsun. Buna gore F" — {0} tlizerinde asagidaki gibi bir
denklik bagintis1 tanimlansin.
x,y € F* — {0}icinx~y & y = x.a olacak sckilde Ja € F" — {0} vardir.
O halde F* — {0}/~ = FP™"! bliim uzayma F (izerinde (n — 1) —boyutlu projektif
uzay denir.
Tamm 3.2.4: P topolojik uzay, X Hausdorff uzay1 ve
P:P—X
stirekli ve Orten bir doniisiim olsun. Eger, X Hausdorff uzaymin her bir x, noktasini
iceren Y Hausdorff uzaymin bir V a¢i1g1 mevcut ve P o ®(x,y) = x sartin1 saglayan
O:V XY — P L)
homeomorfizmi bulunabiliyorsa (P,X,?,Y) dortlisiine yerel asikardemet denir.
Bazi kaynaklarda X, Y Hausdorf uzaylarina sirasiyla taban uzay ve lif (fiber) denir.
Dikkat edilecek olursa P~ 1(x,) = {p € P|P(p) = xo} seklindedir. Dahas1 P
doniisiimiiniin siirekliliginden dolayr P~1(V) c P topolojik uzayinin acik bir alt
kiimesidir. Ayrica, @[ 3xy bir homeomorfizm oldugundan dolay1 Y = P~1(xy)dur.
Ornek 3.2.5: X, Y Hausdorff uzaylar1 yardimiyla, P = X X Y seklinde tanimlansin ve
P doniistimii asagidaki gibi tanimli izdiistim doniigiimii olsun:
P: XxYy — X
(x,y) — Py =x
O halde I; = ®:X XY — X x Y homeomorfizmi ile birlikte (P,X,?,Y) dortllsu
yerel agikar bir demet belirtir.
Asagida asli lif demetinin taniminda da yer alacak olan Lie grubu tanimlanmustir.
Tamm 3.2.6: S diizglin bir manifold ve ayrica bir grup olsun. Buna gore, &
tizerinde tanimlanan ¢arpma
(X, y) —xy:6 X6 — 6
ve tersine gotirme
x—xhG6—-6
islemleriC® ise G grubuna, Lie grubu denir.
Tammm 3.2.7: M, Pdizgin manifoldlar ve & Lie grubu olsun. Ayrica, P:P — M
diizgiin orten bir doniisiim ve & Lie grubunun P diizgiin manifoldu {izerine sag etkisi

asagidaki gibi tanimlansin
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o PxXs — P
».q) — dpq =p.q.

Asagidaki kosullar saglanirsa P dizgun manifolduna M dizginmanifoldu Gzerinde

yap1 grubu & olan asli lif demeti denir ve (P,M,S) uclusi ile gosterilir (Naber

1996).

0:P X © — PdoniisimiP diizglin dontigiimiiniin liflerini korur, yani Vp € P
veq € Siginp.q € P, P(p) = P (p.q) saglanr.
(Yerel Triviallik) M duzgin manifoldunun her bir x, noktasi i¢in en az bir V
acik alt kiimesi var ve
o PL(V) - VX6

p — @)= (PP, YP)
seklinde tanimli @ déniisiimii bir diffeomorfizmdir. Oyle ki, ¥: P~1(V) —
Sdontisimii de, Vp € P ve g € S icin W(p.q) = W(p). q esitligini saglar.

Yukarida da goriildiigii gibi Asli lif demeti aslinda yerel bir asikardemettir.
Ornek 3.2.8: M diizgiin manifold ve & Lie grubu olmak lizere P=M xS, M

tizerinde asikar asli & —Ilif demetidir.

Ispat: Vx € M ve g € S icin

P: MxG — M
(xg) — Px,9)=g

diizgiin 6rten donligiimii ve S nin M X G lizerinde sag etkisi

o: MxS)xG — (Mx6)
((x,9),h) — o((x,9).h) = (x,g.h)

seklinde tanimlansin. Buna gore Vp € (x,g) € (M X ©) igin
P(p.h) = ?((x,g), h) = P(x,g.h) = x = P(p)saglanir.
AyricaVx € M ve g € Sigin

P (MXxGS) — (Mx6)
(x,9) — ®xh)=(x9)

birim doniisiimdiir, dyle ki

Y(p,h) = LP((x,g). h) =W¥(x,g.h) =h.g =¥(p).h.

Buna gore P = (M x ©), M diizgiin manifoldu tizerinde asikar asli © —lif demetidir.
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Teorem 3.2.9: M dizgin manifold ve & Lie grubu olsun. {V;}i¢;, M dlzgin
manifoldunun agik bir Ortiisii olsun. O halde, Vi,j € I,V; nV; # @ olmak Uzere
Jap:UiNU; > & olacak sekilde diizglin gegis doniisiimleri var ve Vi, j,k €
Ip eV;nV; NV, # @ igin
9ii®)3gjx®) = gix(p)
kosulu saglanirsa, M {izerinde denklik disinda tek tiirlii belirli © —asli lif demeti insa
edilebilir (Naber 1996).
Yukaridaki teoremde bahsi gegen & Lie grubuna bagli olarak n —boyutlu M dizgiin
manifoldu {izerinde asagida verilen asli lif demetleri insa edilebilir (Karapazar 2004):
i. & = GL(n,R)olmasi durumundaM (zerinde GL(n,R) —asli lif demeti insa
edilir ve
Pgrnpile gosterilir.
ii. & = GL(n,R)*olmasi durumundaM Uzerinde GL(n, R)* —asli lif demeti insa
edilir ve Py, ry+ ile gosterilir.
iii. & = 0(n)olmasi durumundaM Uzerinde O(n) —asli lif demeti insa edilir ve
Ponyile gosterilir.
iv. & = S0(n)olmasi durumundaM (zerinde SO(n) —asli lif demeti insa edilir
ve
Pso(myile gosterilir.
V. n=2migin, G =U(m) olmasi durumundaM (Uzerinde U(m) — asli lif
demeti insa edilir ve
Py(myile gosterilir.
Tamm 3.2.10: P, M diizgiin manifoldu tzerinde G —asli lif demeti ve p: G XV —
V,& — Lie grubunun V vektor uzayi tizerine etkisi olsun. Buna gore,
(,v)~®.9,p(g™H())
denklik bagintis1 ile tamimlanan P X V /G bolimuzayr kullanilarak elde edilen
Pe:PXV/G — M dontisimii diizgiin ve oOrten doniisimdir. P XV /GiseM
uzerinde belirli P: P — M asli lif demetine karsilik gelen asosye vektor demetidir
ve P X, V ile gosterilir (Naber 1996).
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Ornek 3.2.11:M,n —boyutlu yoénlendirilebilir Riemann manifoldu Gzerinde Psom)
asli lif demeti olsun. O halde p,: SO(n) — Aut(R™) standart temsili ile elde edilen
Psom) X, R™ asosye vektor demeti, Miizerinde insa edilen TM tanjant demetine

izomorftur (Naber 1996).

3.3. Riemann Manifoldlar1 Uzerinde Spin Yapisi ve Spinor Demeti

Bu bdliimde baslangi¢ olarak reel ve kompleks Clifford cebirlerinden bahsedecegiz.
Daha sonra Clifford cebrinden yararlanarak Spin grubu tanimini verecegiz. Son
olarak da verilen bir Riemann manifoldunun Spin yapisina sahip olabilmesi igin
gerekli kosullarin neler olduguna kisaca deginecegiz. Spin yapisina sahip herhangi

birRiemann manifoldu tzerinde de Spinor demeti tanimlayacagiz.

3.3.1. Clifford Cebirleri

Tanmm 3.3.1.1: V x = (xq, ..., x,) € R i¢in

Q: R* — R
X = Q) =xi Xy~ Xy =~ Xprg (=P Q)
seklinde tanimli dejenere olmayan kuadratik formunu alalim. O halde,

R™ Uzerinde Q(x) kuadratik formuna karsilik gelen Clifford cebirine Reel Clifford
cebiri denir ve Cl,, ile gosterilir. Ozel olarak da p = 0 veya q = 0 degerlerini
almasi1 durumunda, sirasiyla Cl, ve Cl;, gosterimi kullanilacaktir. Biz tezimizin
bundan sonraki boliimlerinde yalnizca Cl, ile ilgilenecegiz (Friedrich 2000).

Teorem 3.3.1.2: R", vektor uzaymin tabam {e; ..e }vel = {i; <i, < - < i}

indis kiimesi olsun. Buna gore e; = e;, " e;, - ..." e;, carpim1 eg = 1 ile birlikte Cl,, ,

2

i¢in bir tabandir.

Tanimm 3.3.1.3: Vz = (7, ...,z,) € C"igin

Q: ¢ — C
z Qz) =zt + - +22
seklinde tanimli dejenere olmayan kuadratik formunu alalim. O halde,

C™ Uzerinde Q(z) kuadratik formuna karsilik gelen Clifford cebirine kompleks
Clifford cebiri denir ve Cl,, ile gosterilir (Friedrich 2000).
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Tamim 3.3.1.4: A, kompleksn spinorlarin vektdr uzayir olmak iizere, n = 2k veya

n =2k +1 durumunda A,= c?", kompleks boyutludur. Burada A,kompleksn
spinorlarin vektor uzayinin elemanlarin1 da kompleks spinorlar denir.
Asagida Spin yapisi lizerinde insa edilen Spinor demeti igin yararli olacak bir
yardimci teorem verilecektir.
Yardimer Teorem 3.3.1.5:

i. n = 2kboyutlu olmasi1 durumunda Cl,, = End(4,,) izomorfizmi vardir.

ii. n=2k+ 1boyutlu olmast durumunda ise Cl, = End(A,) @ End(A,)

izomorfizmi elde edilir (Friedrich 2000).

Yukaridaki yardime1 teorem yardimiyla asagidaki izomorfizm tablosu yazilabilir:

cl, | cl Cls Cl, Cls Cl, Cl, Clg

COHC [C2) [C@BCR) |C@ | C@DCA |C®) |CB) DC®) |C(16)

burada C(n), nxn tipindeki kompleks matrisleri temsil etmektedir.
Kompleks Clifford cebrinin temsilleri asagidaki gibi verilmistir:
I. n = 2k olmasi durumunda, Cl,kompleks Clifford cebrinin temsili asagidaki
gibi
k:Cl, — End(A,)
seklinde taniml1 bir izmorfizmdir.
I. n=2k+tl olmast durumunda, Cl,kompleks Clifford cebrinin temsili

asagidaki gibi

i CL, — End(A,) @ End(A,) ——% End(4,)

seklinde taniml1 bileske doniistimii ile ifade edilir.

Asagida Spin gruplar1 hakkinda kisa temel bilgi verilecektir. Daha ayrintili bir bilgi
icin (Friedrich, 2000) bakiniz.

V, Fcismi tizerinde tanimli vektor uzay1 ve Q kuadratik form olsun. CI(V, Q)

cebiride (V, Q) kuadratik uzayina karsilik gelen cebir olsun. O halde, Vx4, ..., x; €V

icin,
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y: ClV,Q) — ClV,Q)

X e X Y e xg) = (DR - xg,

dontistimii yardimiyla asagidaki gibi ifade edilen

Cl°W,Q) = {aell(V,Qly(a) =a}

Cl'v,Q) = {a€eCl(V,Qly(a) =—a}
uzaylari, CL(V, Q) cebirinin alt uzaylaridir.
Tamm 3.3.1.6: (V, Q) kuadratik uzayina karsilik gelen Clifford cebri CI(V, Q) olsun.
Buna gore,

B ClV,Q) — CUV,Q)
Xy e X > B X)) =Xt et Xy
doniisiimii yardimiyla
*=poy:  ClV,Q) — CUV,Q)
Xyt X k(X x) = (= DFxg 0 xg
seklinde tanimlanan *=f o y bileske doniisiimiine konjugasyon denir.
Tamm 3.3.1.7: (V, Q) kuadratik uzayina karsilik gelen Clifford cebri iizerinde Spin
grubu
Spin(Q) ={v e Cl°(V,Q)|Vx €V, v-x-v* cVvev v =1}
seklinde tanimlanir.
Ozel olarak V = R™ reel vektor uzay1 ve
Q: R* — R

x Q(x) = —xf — x5 — - —xz
dejenere olmayan kuadratik formu alinirsa, bu kuadratik uzaya karsilik gelen Clifford
cebri ve Spin grubu sirasiyla Cl,, ve Spin(n) dir. Buna gore Spin(n) c Cl,, grubu
asagidaki gibi ifade edilir:

Spin(n) ={v e C8IVx ER™, v-x-v* c R"vev: v* =1},
yada
Spin(n) = {vy - ... x5 |VV; ER"Y, Q(v;) = —1}.

Yardimcr Teoerem 3.3.1.8: V reel veya kompleks vektor uzayr ve Q kuadratik
formu da V vektér uzayr lizerinde tanimli olsun. Buna gore asagidaki gibi

tanimlanan

A: Spin(Q) — S0(Q),
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dontisimii ¢ekirdegi {—1,1} olan 2: 1 drten bir grup homomorfizmidir (Fulton 1991).

Buna gore,
Vv € Spin(Q)igin
Av)x=v-x-v*

seklinde ifade edilen A(v): V — V endomorfizmidir.

3.3.2. Riemann Manifoldlar1 Uzerinde Spin Yapisi ve Spinor Demeti

(Q,m,M,S50(n)), Mbaglantili Riemann manifoldu tizerinde SO(n) asli lif demeti
olsun. Buna gore Spinyapisi asagidaki gibi tanimlanir:

Tanmm 3.3.2.1: Q asli lif demeti Gzerindeki Spinyapisi (P,A) Gifti ile verilir ki
burada P asli lif demeti iken A: P — Q doniisiimii de grup etkisini koruyan iki katli
ortli dontisiimiidiir 6yle ki A asagidaki diyagrami degismeli yapar (Salamon
1995, Friedrich 2000):

. Gr tkisi
Px Spin(n) — = P
T
A
Ax A M
T
Qx S0(n) Grup etkisi Q

Sekil 3.4: Adoniisiimiiniin degismeli diyagram

Buna gore, M, n —boyutlu yonlendirilebilir Riemann manifold tlizerinde Spinyapisi
asagidaki gibi verilir:
M,n —boyutlu yonlendirilebilir Riemann manifold oldugundan yap1 grubu SO (n)
dir. Buna baglh olarak Mnin{U,},c.4 acik ortiisti ile TM tanjant demetinin kartlar
{(m~*(U,), do)} seklindedir. Bu kartlara karsilik gelen gecis fonksiyonlari ise U, N
Ug # @ iken

Jap: U NUg — SO(n)
seklinde tanimlanr.

Japgecis fonksiyonlar: kullanilarak M Gzerinde Pson) = Ug Uy X SO(n)/~ bOIUM
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uzay1 asagidaki denklik bagintisi ile tanimlanir:

(a,x,9)~B,y,h) & a=p,y =xh = ggp(x)g.
Bu durumda asli—lif demeti yardimiyla gecis fonksiyonlar1 ggglar olan bir Psg )
asli SO(n) lif demeti insa edilebilir Ustelik Pso(,y asli SO(n) lif demeti denklik

bakimindan da tektir.

Dahas1 U, N Ug # @ iken
Jap: Ug N Ug — Spin(n)

diizgiin fonksiyonlar1 mevcut ve

Spin(n)

o~

YGap

Us N Upg T §0(n)
[

Sekil 3.5: g,z doniigiimiiniin degismeli diyagram

diyagrami degismeli yani A e G, = gqp-
O halde U, N Ug N U, # @ iken Vx € U, N Ug N U, # @ igin

Gap(X) © Gpy (X) = Goy ()
cocycle kosulu saglaniyorsa Mn —boyutlu yonlendirilebilir Riemann manifoldu
uzerinde asli—lif demeti kurma teoremini kullanarak asagidaki gibi asli—lif demeti
insaa edilebilir (Naber, 1996):
Japgesis fonksiyonlari yardimiyla

Pspin(n) = UaU“ X Spin(n)/~
boliim uzay1 asagidaki denklik bagintisi ile tanimlanir:
(@, x,9)~B,y,h) & a=B,y=xh= Gop(x)g.
Bu durumda gegis fonksiyonlari ggglar olan bir  Pg,in(y asli Spin(n) lif demeti
vardir ve denklik bakimindan tektir.

Adoniisiimii de asagidaki gibi tanimlanir:
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A: PSpin(n) — Py (n)
[a,x,9] — [a,x 4(g)]
Buna gore A doniisiimii 2: 1 Ortii doniisiimiidiir. Bu da A nin2: 1 olmasindan gelir.

Geriye sadece asagidaki diyagramin degismeli oldugunu gostermek kalir:

, Grup etkisi
P.S'pin(n} X Splﬂ (Tl) PSpEn(u]
T
AxA A M
m
Pso(ny X SO(n) Grup etkisi Pso(n)

Sekil 3.6: Pg,n(n) i¢in A doniisiimiiniin degismeli diyagram

Yukaridaki diyagramin girdilerini veren diyagram asagidaki gibi ifade edilebilir:

Grup etkisi

[a,x,g] X h [a,x,g.h]
AxA A
([a, x, A(9)], A(h)) —— [, x,4(g. 1]

Sekil 3.7: Pgpin(n) i¢in A doniisiimiiniin yerel degismeli diyagram
Buna gore diyagramin degismeli oldugunu gostermek i¢in

([a, x, A(9)], A(h)) = [a, x, A(g). A(h)], A bir homomorfizm oldugundan

= [a,x,A(g.h)]
esitligi elde edilir ki bu da yukaridaki diyagramin degismeli oldugunu gosterir. O
halde (Pspl-n(n),A), Pso(ny asli—lif demeti {izerinde bir Spinyapisidir. Dahasi, M ye
Spin manifoldu denir (Bazen Mmanifoldu Spinyapisina sahiptir denir).

n —boyutlu yonlendirilebilir Riemann manifoldu M {izerinde tanimli
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Jap: Ug N Ug — Spin(n)
gecis fonksiyonlar1 ve S = U(1) c Aut(C) yardimiyla asosye vektdr demeti
asagidaki gibi verilir:

TM = Pspinm) Xu() C

Miizerinde

Kn: Spin(n) — Aut(A,)
spinor temsili yardimiyla S = Pgpinm) X A/~ bolim uzayr asagidaki denklik
bagintisi ile tanimlanir:

(. )~@' V) & p' =p.g,v' = (ka(9)) ).
Bu durumda S = Pspinny X Ap/~ boliim uzayi, asosye vektor demetidir ve S =
Pspin(n) X«, On ile gosterilir.  Yukaridaki gibi tamimlanan § Spinor demetinin
kesitlerine de M tizerinde spinor alanlar1 denir.
Knspinor temsili yardimiyla elde edilen S = Psyinn) X, Ay Spinor demeti kompleks
spinor demetidir. S kompleks spinor demetinin kesitleri {izerinde asagidaki gibi
A, = c2 boyutlu Hermityen i¢ ¢arpim tanimlanabilir (Lawson, 1989):
GXTS)xI(S) — C
(Ip, ¥l [p, @) — (¥, P).

O halde, VY[p. g,k(g~ Y], [p. g, k(g~)P] € T(S) icin
([p. g, k(@™ DY) [p. g, k(g™ HP] = (k(g™H¥, g,k(g" D)
(W, ?)

temsilciden bagimsiz oldugundan S spinor demeti iizerinde tanimlanan i¢ ¢arpim iyi

tanimlidir.
3.3.3. Spinor Demeti Uzerinde Vektor Alam ile Spinor Alaminin Carpimi
k:R" — End(A,)
v —  k(v):A, — A,

vy — k(¥ =v.¥

ktemsili icin k(v):A,— A, R —lineer bir dontisimdiir.
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Ayrica, V v € R" i¢in k doniisimii
1. kw)+k(w)=0
2. k(w)'k() = |v|?

kosullarini saglar.

Spin(n)
ol
/ | \R
UaNUg S0(n) Aut(R™)

Sekil 3.8: Spin(n)ilizerinde tanimli degismeli diyagramlar

kdonlisimii, tanjant demeti Uzerindeki k: TM — End(S) doniisiimiine genisletmek
icin
pse:SO0(n) —  Aut(R"™)
ve
p: Spin(n) it SO(n)p—S§ Aut(R™)
temsiller olmak Uzere, TM = Psp;, X, R"™ asosye vektor demeti Uzerinde tanjant

vektorleri denklik siniflari seklinde de diisiiniilebilir. Buna gore

K:TM —  End(S)
(Ip,vD) — xk(pvD:S — S
(p,¥D — x(p,vDp,¥D) =I[p,v.¥]

dontisiimii 1y1 tanimlidir (Friedrich 2000).
Bazi kaynaklarda bu kosullar1 saglayan
K: TM — End(S)
doniisimiiM manifoldu Gzerinde Spinyapisit olarak adlandirilir (Friedrich 2000).
k: TM — End(S)dontisiimii yardimiyla
p: N2(T*M) — End(S)
doniistimii ortonormal ¢atilar iizerinde asagidaki gibi tanimlanir:

U c Magik alt kiimesi tizerinde {e;, e, ..., €, } ortonormal ¢at1 olmak {izere
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n= ijei nel — p() = Enijk(ei)’c(ej)

i<j i<j
dir.Bu doniisiim aym sekilde kompleks degerli 2 —formlara genisletilebilir (Salamon

1995).

3.3.4. Spinor Demeti Uzerinde Kovaryant Turev

(M, g) Riemann manifoldu uzerindeki V9 Levi—Civita konneksiyonu yardimiyla
Psomy asli —lif demeti Gzerinde w 1 —formunu belirlendikten sonra, Pgpincn
lizerinde, asagidaki diyagrami degismeli yapacak sekilde Z konneksiyon 1 —formu
asagidaki gibi tanimlanabilir (Friedrich 2000):

z .
TFPSPLH{H} * ﬁpm(n)
A, As
Ta) Psom) - > s0(1)

Sekil 3.9: Z konneksiyon 1 —formunun degismeli diyagrami

P € Pspinm)Vev € T, Pspincn) icin
Zw) = A7t cwo A (V).
Buna gore, Z konneksiyon 1 —formu yardimiyla S§ = Pgpinmn) Xy, A, SPinor demeti
lizerindeki VS kovaryant tiirev operatorii V¥ € I'(S), X € y(M) icin asagidaki gibi
tanimlanir:
VEW = dY(X) + 2 Y1) 0y (X)ese .

Tanmim 3.3.4.1: Kabul edelim ki, (M™", g) Riemannian Spin manifold olsun. Buna
gore

I.  Clifford ¢arpimi, kompleks bir dogrusal vektdr demeti homomorfizmasidir,

yani X e VX,Y € X (M) ve ¥ € I'(S) igin
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wT'MQ@I(S) — TI(S)
QY — X V¥
oyle ki
X Y-P)+Y - X-¥)=-29X,")V¥,
dir.
. V,(M", g) tzerinde tanimhi Levi—Civita konneksiyonu olmak tzere, T'(S)
tizerinde taniml1 V° kovaryant tiirevi asagidaki kosulu saglar:
VRV W) = (VyY)-W+7Y- V3V,
Gosterimde kolaylik olmasi agisindan TI'(S) iiiizerinde tanimli olan VS kovaryant
turev operatorind V ile gosterecegiz.
lii.  T(S) iizerinde tanimlanmis olan Hermityen i¢ ¢arpimi asagidaki kosulu saglar
(Lawson 1989):
Her X € X(M) ve @, ¥ € T(S) icin
X -, ¥) = —(¢p, X -P)dir.

3.3.5. Dirac Operatért D4

kK:R" — End(Ay)lineer donisimii  py: R™ X A, — A, Dbilineer doniisiimii
belirler. pydoniisiimii bilineer oldugundan bu doniisiim tensor ¢arpiminin evrensellik

ozelliginden py: R"®A,, — A, seklinde lineer doniisiime genisler. Bu doniisiim de
uTM®S — S

([p: U]I [p, Lp]) = [p, Ho (U®LP)]
seklindedemet doniisiimii belirler.

(M, g) Riemann manifold lizerindeki Dirac operatorii asagidaki gibi

Dy = o VAT(S) V—A> N(T*"M®S)=T(TM®S) 5 r'(S)
bileske islemi ile tanimlanir. Burada T*M ve TM arasindaki gecis g metrigi ile
yapilir.
Mmanifoldu Uzerinde U € M agik alt kiimesi olmak fiizere, {eq,e,,...,e,} Yyerel

ortonormal ¢at1 verildiginde Dirac operatoriiniin lokal ifadesi asagidaki gibidir:
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n
D,V¥Y = z e V‘;‘i‘P.
=1

Sipinor demeti iizerinde tanimlanan kovaryant tiirevinin RV spinor egriligi, (M™, g)
tizerinde tanimli Levi—Civita kovaryant tirevinin R egrilik tensorii ile TM tanjant

demetinin herhangi bir ortonormal tabani {ej}, 1 < j < n ile asagidaki gibi gosterilir:

1 n
Ry, W = 2 Z 9(Rxyej ex)ej eV, (3.1)

ij=1
Ki burada X,Y € TM ve W € I'(S) (Friedrich 2000, Nicolas 2009).

Ozel olarak, n = 2 olmasi durumunda dzdeslik asagidaki gibi olur:
S
R,V(’YLP=§(X-Y—Y-X)-LIJ,

Ki burada S, (M™, g) nin skaler egriligidir.

Asagidaki ¢ok kullanigh formiil (3.1)esitliginden ¢ikarilabilir.

Yardimcar Teorem 3.3.5.1: Ric, n —boyutlu yonlendirilebilir Rieman Spin
manifoldu (M™, g) nin Ricci egrilik tensorii olsun. O halde VX € TM ve ¥ €
I'(S) i¢in asagidaki esitlik saglanir (Nicolas 2009):

n
1 .
Z e - R)‘Z,ejtp = ERw()() P,
]:

Ispat: Birinci Bianchi 6zdesligi sunu ima eder:

n ; 1 n
Z ej . RX,equ = Z g (RX'ejek, el) ej ‘epter v
j=1 j k=1
n
1
=2 z g (Rej,ekX,el) ejre-e ¥
jkl=1

n
1
=~ Z g (RX,ejek'el) (ex e -ej—ex-ei-e) ¥,

exrete—egrere =—eg-e-e —26,e +e-e e +26e
= Ze] ekt e + 45jkel - 25jlek

ile birlikte asagidaki sonucu elde ederiz.

36



n

n
Bzej'R)V(,ejlp_ z g\ Rxe; e]'el €’ k4
=1

j,l=1

I =

n
2 Z RXe ek,e] e ¥

n
1
= Zg(Ric(X),el)el WS gRic(X), ee W
=1 =1

= 2 Ric(X) - ¥.

Asagida, spektrumun bir sonraki ¢aligsmasi i¢in temel olan Dirac operatoriiniin

ozelliklerine deginilecektir. ~ Oncelikle, Dirac operatdriiniin komiitatoriinii bir

fonksiyonla hesaplayan bir formiile ihtiyacimiz var. Bir sonraki yardimci teoremde,

Dirac operatorini iceren ve asagida gerekecek olan komiitatorlerin veya anti-

komiitatorlerin hesaplamasini dahil ediyoruz.
Yardimcr Teorem 3.3.5.2: Herhangi ¥ € I'(S),§ € X(M) ve f € C*(M,R)icin
asag1dak1 kosullar saglanir (Nicolas 2009):

D(f¥) = grad(f)-¥ + fD¥

Ki burada grad(f), (M™, g) tizerinde vektor alanini1 gosterir.

D W) =—-¢-D¥Y -2V W+ (d+8)E°- ¥

Ki burada d ve § sirasiyla (M™, g) lizerinde dis tiirev ve codiferensiyeli
gosterir.

D*(f¥) = fD*¥ = 2Vg,0a(n)¥ + (AF)Y

Yukaridaki esitlikte A := 6d = —tr(Hessg(:)) , (M",g) Uzerinde skaler

laplaciani gostermektedir.

ispat: {ej}, 1 <j <nTM tanjant demetinin lokal ortonormal tabani olsun. Buna

gore

D(F W) = ) Ve (f )
j=1
= Z e (ej(f))‘P + fVe].‘P

=grad(f) ¥+ fD¥Y

~.

ki bu birinci kosulu saglar. Dahas1



DE-W) = ) eV (W)
j=1

n

=ZejVeJ§‘P+e]EVe]‘P

j=1
n n n
=Zej-Vejf"P—.f-Zej-Vej‘P—ZEg(f,ej)Vej‘P
j=1 j=1 j=1
n n
=Z(ej/\vej€b)-LP— zejivejfb -W—f-z‘ej-vejw
j=1 j=1 j=1

n
-2 Z 9(§ ¢)ve,¥
j=1

=—¢ DY -2V, W+ (d+6)¢°- ¥

bu da ikinci kosulun ispatini verir. Son olarak
D3(f-¥) =D(df ¥ + fD¥)

= —df - DY = 2V, 0¥ + (d + 8)df - ¥ + df - DY + fD?¥

= fD*¥ — 2V 0¥ + (ANH)Y,
Burada g —metrigi ile 1 —formlar1 vektdr alanlari ile tanimladik. Buda ispati
tamamlar.
Yardimer Teorem 3.3.5.3: Riemannian Spin manifoldunun Dirac operatori birinci
dereceden eliptik ve self—adjoint lineer diferansiyel bir operatordir (Nicolas 2009).
Ispat: Yardime1 Teorem 3.3.2.5.2 den D nin asil sembolii

T°"M — End(I(S))
§ — &t

olan birinci dereceden lineer bir diferansiyel operatdr oldugunu tespit ettik ki burada
VX € TM icing(£¥*, X) := &(X)dir. Herhangi bir & € T*M \ {0} icin ¥ - doniisiimii
EHER W = —g(§,8€)¥ oldugundan dolayr T'(S)) nin bir otomorfizmidir. Bu
ylzden D eliptiktir.
Kabul edelim ki ¢,¥ € I'(S) olsun. O halde (-,-)Hermityen i¢ carpimi, "-"
Clifford ¢arpimi ve I'(S) lizerinde tanimli V arasindaki karsilikli uyumluluk iliskisini

kullanarak asagidaki sonuca ulasiriz:
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n
(D(p' lp) = z (e] ' Vej(p; LIJ)
j=1
n
Z ej (p’ ej

j=1

n
_ej-(<p,ej.‘P)+(<p,Vejej +z @€V, lP

j=1 j=1
= divV,y + (¢, DW¥)
buradaV,y € I'(TM @ C) asagidaki gibi tanimlanmugtir:
VX € TMigin
(g9 ® 1) (Vew, X) = (9, X - ¥)
dir.
Ozellikle, eger ¢ veya WM iizerinde kompakt bir destege sahipse (M nin sinir1

tizerinde sifirlanir), buna bagl olarak Green formiluni uygularsak
f (Do, W)y, = f(go, DW¥)v,
M
M

bu yuzden D self—adjointtir.
Yardimei Teorem 3.3.5.4: (M", g) Riemannian Spin manifoldunun Dirac operatori
D, Schrddinger—Lichnerowicz formiiliinii saglar (Nicolas 2009):
D* =V'V+ 5,
4
ki burada S, (M™, g) Riemannian Spin manifoldunun skaler egriligidir.

Ispat: {ej}, 1 < j < nTM tanjant demetinin lokal ortonormal tabani olsun. O halde

n
DY = Z e * Ve, (e " Ve, ¥)
) Jj.k=1
= Z ejVejek Ve, ¥ teep: VejVek‘P
Jj,k=1 )

n
= - z e eg- Vvejek‘P + Z e "ey" VejveklP

J.k=1 jk=1
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n
Z Vve e e})tp

Jj=1

+ Z e+ ex " (Ve Ve, = Ve Ve, = Vo, o + Ve ) ¥

1<j<ksn

SV Z 6 ek (Viegen = [y Veu]) ¥

1<j<ksn

—VV‘P——Z e eg- e]ek‘P
k=1

Yardimci Teorem 3.3.2.5.2 den

n
e e Ry o W ZZeJ Ric(ej) - ¥
Jk=1

S

=y
2

ki bu da ispat1 verir.

Ozellikle Dirac operatoriiniin karesi, altta yatan manifoldun skaler egriligi

kaybolur kaybolmaz, spinorler Uzerine etki eden Laplacian ile ¢akismaktadir. Bu,

Dirac’ i Oklid uzay iizerindeki orijinal sorusuna cevap saglar.

Schrodinger—Lichnerowicz formiiliiniin 6zdeger tahminlerine uygulamalari

sonraki boliimde tartisilacaktir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Dirac Operatéoriiniin Ozdegerlerine Alt Simr

Bu bolimde, kompakt Riemann Spin manifoldu iizerinde tanimlanan Dirac
operatoriiniin  6zdegerlerine manifoldun skaler egriligi ve Energy—Momentum
tensorliniin normu anlaminda bir alt sinir verecegiz. Daha sonra bu alt smir1 limit
durumunda inceleyecegiz.

1980 yilinda, kompakt Riemann Spin manifoldu iizerinde tanimlanan Dirac
operatoriiniin  6zdegerlerine iliskin ilk alt smir T. Friedrich tarafindan
Schrodinger—Lichnerowicz formiilii yardimiyla asagidaki gibi verilmistir.

Teorem 4.1.1: Kabul edelim ki, (M™, g)n = 2 — boyutlukompakt Riemann Spin
manifoldu ve A, D Dirac operatoriiniin 6zdegeri olsun. O halde, A 6zdegerinin karesi

icin agsagidaki esitsizlik saglanir (Friedrich 1980):

S. (4.1

Ispat: Ispat fikri spinor demeti iizerinde tanimlanan Levi—Civita konneksiyonunun
asagidaki gibi f:M™ — R, reel degerli fonksiyonuna bagli olarak modifiye
edilmesine dayanir:
VLW =V, W+ fX - (4.2)
Dikkat edilecek olunursa V/ modifiye edilmis spinorial Levi—Civita konneksiyonu S
spinor demeti iizerinde tanimlanan Hermityen i¢ ¢arpima gére metrik uyumludur.
Yani,
X(W, W) = (VLw, W) + (W, VIW,)
= (VxW; + X W, W) + (W, VxW, + fX - W)

= (VxW, W) + (fX - W, W) + (W1, Vi Wo) + (Wy, fX - W),

X-¥,,¥,) = — (¥, X - ¥,)oldugundan,
X(W1, ¥2) = (VxWy, W2) + (Wy, Vi 'P2)

esitligi saglanir.
Simdi, kabul edelim ki V/ modifiye edilmis spinorial Levi—Civita konneksiyonuna

karsilik gelen Laplace operatorii:
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n n
ANy = — Z Vgi Vgl.‘P - Z div(e;) vgitp,
i=1 =1

= — Z(vei +fe;) (VoW + fe; - W) — Z div(e;) (Ve W + fe; - W)
i=1 i=1

=AV —fe; Vo, W=V, (fe) ¥ —fe; -V, W+nf?VY —div(e)fe; - ¥
div(e;) = 0oldugundan,
AW =AY — 2fD¥ — grad(H¥ + nf2¥ (4.3)

seklindedir, V/, nin normu

n n
O = > VL] = Y [+ fe - w
i=1 i=1

Simdi de Dirac operatdriiniin 6zdegerlerine alt sinir vermemizde kullanilacak olan
asagidaki esitligi elde edecegiz:
D-P=D-HNHO-HY=D-HDY-f¥)
= D?*¥ — D(f¥) — fDY + f?¥
D(f¥) = grad(f) - ¥ + fDWoldugundan
(D — f)*¥ = D*¥Y — 2 fDY — grad(f) - Y+ V.
Schrodinger—Lichnerowicz formulund (Lichnerowicz 1963) kullanarak da

yukaridaki esitlik asagidaki forma indirgenir:
S
(D —f)z‘{‘zA‘P+Z‘}’—2fD‘}’grad(f)-LP+f2LP. (4.4)

Yukaridaki esitlik, (4.3) de verilen esitlik ile kombine edilirse:

S

(D-HY =AY +7¥ - (1-n)f?¥
elde edilir ki bu esitligin her iki tarafi W ile Hermityen i¢ ¢carpimi alinip,M™ Uzerinde
integrali alinirsa, asagidaki formiil elde edilir:
S
[@=prwwy = [{[wref+ 510 + - nr2pwi.
Mn Mn

Kabul edelim ki DY = AW ve f = %olsun. O halde [/ | > 0 oldugundan

/12>1 n

- S
T 4n-—1

elde edilir.
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1984 yilinda, O. Hijazi yukarida elde edilen esitsizligi Yamabe operatdriiniin
0zdegerine bagli olarak asagidaki gibi gelistirmistir:

Teorem 4.1.2:(M", g)n = 3 — boyutlukompakt Riemann Spin manifoldu ve A, D
Dirac operatoriiniin 6zdegeri olsun. O halde, A 6zdegerinin karesi i¢in asagidaki

esitsizlik saglanir (Hijazi 1984):

> 2w, (45)

ki burada u, fonksiyonlar Uzerine etki eden konformal laplasyanin ilk 6zdegeridir.

Esitsizlik (4.4) ve (4.5) sadece skaler egriligin pozitif olmasi durumunda anlamlidir.

Asagidaki bolimde, spinorial Levi—Civita konneksiyonunu Energy—Momentum
tensoriine bagh olarak uygun bir sekilde modifiye ederek, Dirac operatorinin

0zdegerlerine bir alt sinir getirecegiz.

4.2. Levi- Civita Konneksiyonunun Modifikasyonu

Tamim 4.2.1:¢ tanjant demetinin simetrik bir endomorfizmi olsun. O halde herhangi
bir X vektor alan1 ve W spinor alan1 i¢in modifiye edilmis V¢ konneksiyonu asagidaki
gibi tanimlanir:

VAW = V¥ + £(X) - V. (4.6)
Modifiye edilmisV? spinorial Levi—Civita konneksiyonunun metrik uyumlulugu

asagidaki gibi gosterilir.

Yardimcr Teorem 4.2.1: Modifiye edilmis spinorial Levi—Civita konneksiyonu

V¢, metrik uyumludur. Yani VX € X(M) ve V¥, € I'(S) icin asagidaki esitlik

saglanir,
X(W, ) = (V¥ 0) + (¥, % ).
Ispat:
(VE¥, @) = (VxP+2(X) ¥, 0)+ (¥, V50 +2(X)- @) + (¥, Viko)

(Vx¥,0) + (£(X) - W, 0)+(¥ ,Vxp) + (¥, £(X) - @)
X)) ¥, 0)=—(¥,4(X) - @) oldugundan,

(V}"}‘{J’(p) = (lepfq))-l'(qJ'VX(p) +(W'V§(p)
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= XY, 9).
Yardimer Teorem 4.2.2:VY V4 T(S) — I'(S) operatorii negatif olmayan ve
self—adjoint operatoridir. Ozellikle kompak manifold tizerinde, YW € T'(S) igin
f (VEVW, ) = f (Viw,vép), (4.7)
M M
esitligi saglanir (Hijazi 1995).
ispat:

n
DIAAT)
i=1

(VEViY, )

n
= {elvEw.0) - (4,9, V% 0))
i=1

div(X) + (V5,¥,VE ).

Burada X, asagidaki gibi tanimlanan bir tanjant vektor alanidir:
VY e I(TM), g(X,Y) = (Vo¥, ¢).

Aslinda verilen bir noktada X tanjant vektor alanin diverjansi,

n
- Z g(Vel.X, ei)
i=1
n
- - Z eig(Xl ei)

i=1
n
= Z ei(Vﬁi‘P, ®).

i=1

div(X)

Bu integrasyon ile (4.7) de verilen esitlik elde edilir.
Onerme 4.2.3: Tanjant demetinin herhangi bir £ lineer endomorfizmi ve ¥ € I'(S)

spinor alani i¢in asagidaki 6zdeslik saglanir (Hijazi 1995):

n

D (v vew)

v = Ly

n
|[VW|? + |2)2|W|? — 2Re Z({’(ei) Ve, W, ). (4.8)

=1
Ispat:
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n
Z|vﬁiw|2 _ Z(veiw +2(e) - P,V W+ £(e;) - )

VP12 + > (0, W, 2(e)-¥) + ) (¢(e) - ¥,V ¥)
2 2

+ Z(ﬁ(eo W, 0(e) - W)

V|2 — 2Re 311 (€(e) - Vo, W, P) + |47 W]2.

4.3. Ozdeger Tahminleri

Simdi Onerme 4.2.3 deverilen uygun bir simetrik £ endomorfizm secimi igin
kompakt Riemann manifoldlar1 iizerinde tanimli Dirac operatdriiniin ilk 6zdegerine
optimal bir tahmin verilecektir. ~ Bunun icin o©ncelikle Qy ile gosterilen
Energy—Momentum tensorii tanimlanacaktir.

Tanim 4.3.1:¥ Spinor alanimin sifirlarinin kiimesinin tiimleyeni tizerinde herhangi X

ve Y vektor alanlari i¢in simetrik bilineer tensor alan1 Qy asagidaki gibi tanimlanir:
Qu(X,Y) = g(t(X),Y) =5 Re (X - +V -7 W,W/|¥)).  (49)

Ayrica {ey,...,e,} ortonormal catisi segilirse, Qg kosegensel olur ve iliskili

kuadratik formu

Qy(e;) = Re (el V.Y, |qlf|2>

ve Energy— Momentum tensoriiniin izi tr(Qy) = Re(DWY, W/|¥|?)dir. Eger DY =
AW ise tr(Qy) = Adir.
Energy—Momentum tensoriiniin izinin ifadesi {e;, e,, ..., e,} ortonormal tabanlarina

bagli olarak asagidaki gibi ifade edilir:

- 1 p
EQw(ei,ej)ei-ej=zz Re (el v, ‘P +e -V, lp|‘P|2> e €

i,j=1 i<j
1 p
+ZE Re( V‘P+ej le|‘p|2> "€
J<i

1
+Z§Re( V¥ e VY, ‘e

o)
|P[?
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1 v
= ZZ Re (el Ve ‘P +e 1Y, lez)ei-ej

i<j
Y
+Z Re (e] Ve, W +¢e; - |7e]‘lJ |‘P|2> e
i<j
v
Zz Re (el Ve ¥ |lp|2)
i=j
Y
= ZZ Re (el v, lIJ +e -1, |‘}’|2> &7
i<j
1 Y
_ZE Re ( V¥ +e -V Y, lez)ei-e]-
i<j
Y
_Zz £ (e‘ Vei¥ |tp|2)
i=j

b Y
= _ZE Re (ei - VeilP,W> = tr(Qy).
i=j

Teorem 4.3.2: n > 2 boyutlu kompakt Riemann Spin manifoldu {izerinde taniml
Dirac operatoriiniin ¥ 6z spindrii ile iligkili A 6zdegerinin karesi asagidaki esitsizligi

saglar (Hijazi 1995):
A2 =i (15
> infy 1
+ |€Lp|2). (4.10)

Burada S, (M™, g) nin skalar egriligi ve ¥y de kuadratik formlarin alani ile iligkili
simetrik endomorfizm alanidir.

Ispat:Onerme 4.2.3” iikullanarak asagidaki esitlik kolaylikla elde edilebilir.
VW] =[VW[2 — 2Re B, (Ly(e) - Vo ¥, W) + [0 2|2

= |DY|? — -5|tp|2 — 2Re X7, (by(e) - Ve, W, W) + [£9[?|W]?

1
=|DW|* — L SIWI1? — 2Re 571 (9 (bw(ep. €))e; - Ve, ¥, W) + £y ? W]

1

=|DW|? = 2 SIWI* — 2301 g(Lw (e e)g(bwle) ) IWI* + [£g|?[W]?
=IDW|? - ZS|¥|2 — [y ]? W2,

Dahas1 M tizerinde yukaridaki denklemin integrali alinirsa, asagidaki esitsizlik elde

edilir:
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2
[ID®12vg= [, [VEP| v + [, 2 SIW 2w, + [, 1] [W]2y,

1
> f15|tp|2vg+f|ew|2|tp|2vg
M M

DW¥ = AWoldugundan, asagidaki esitsizlik saglanir
_ 1
A2 > infy (ZS + I{’\p|2>.
Sonug 4.3.3: Teorem 4.3.2 nin kosullar1 altinda, D Dirac operatorinin A 6zdegerleri
icin agagidaki esitsizlik saglanir:
1 n
A2 >=

T 4n-1

Ispat: Cauchy—Schwarz esitsizligi ile Energy—Momentum tensorii asagidaki

infyS. (4.11)

esitsizligi saglar.

n n

1 (tréy)? A2
eal? = | Y e -tulen, ) e bule) | ===, (4.12)
i=1

n n

i=1
Yukaridaki esitlizligi (4.10) esitsizliginde yerine yazarsak (4.11) esitsizligi elde
edilir.

Not 1: Esitsizlik (4.11) sadece infS pozitif olan durumlarda ilgi ¢ekici iken, (4.10)
esitsizligi infy S pozitif olmayan durumlarda Dirac operatdriiniin ilk 6zdegeri

hakkinda bilgi verebilir.

4.4 Konformal Geometri ve Ozdeger Tahminleri

Bu béliimde, Yamabe operatoriiniin ilk 6zdegerine gore (4.10) esitsizliginden daha
optimal bir tahmin elde etmek igin Riemann metriginin konformal degisimlerini géz
onunde bulundurarak (Hijazi 1986, Hijazi 1991) deki teknikleri uyguluyoruz.
Tezimizde (Hijazi 1986) daki gosterimleri ve sonuglari kullaniyoruz.

(M™, g), n —boyutlu Riemannian Spinmanifoldu olsun. O halde asagidaki gibi

verilen
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konformal degisim metrigi i¢in, (M™, g) Uzerindeki Spinyapis1 (M™, g) Uzerine bir
Spinyapisi indirger. Bu metrige gore, iki Psg(n) asli—lif demeti arasidaki
izomorfizm asagidaki gibi tanimlanmustir:

Gu3P50(n)g - PSO(n)g

“en)

ki burada s=(e1,...,en),P50(n)g asli lif demetinin Kkesitleri iken &=

e=(ey..,en) +— E=(eYey,..,e

(e %eq,...,e Ye,) de Pso(n); asli lif demetinin kesitleridir.
(M™, g)lzerine indirgenen Spinyapisi izomorfizma ile asagidaki degismeli

diyagramla tanimlanir:

PSpin(n)g @) PSpin(n)g
ngl lng
Psomn),
G_u) P, so(n)g

Diyagramdaki tiim oklarin grup etkisi altinda degismez oldugu farz edilmistir.
K,: Spin(n) = Aut(A,) spinor temsili olsun. Spinor temsiline bagli olarak
tanimlanan Spinor demetleri arasindaki izomorfizm £, : § = Pspin(n), Xcn A, -
S = Pspin(n)g Xy, An dOnligimii ile verilir. Buna gore W € I'(S) spinor alan1 I'(S)
nin spinor alan1 olarak ¥ = G, ¥ seklinde yazilir. Dahas1 I'(S) deki Clifford
carpim,X € ['(TM) ve W € T'(S) igin
X$=X-¥

seklinde verilir. Buna ek olarak herhangi ¥, ¢ spinor alanlar1 I'(S) ve T'(S) spinor
demetleri tizerinde tanimli dogal Hermitiyen i¢ ¢arpimi (, ) asagidaki esitligi saglar:

(F,9) = (¥, ).
S spinor demeti izerinde g konformal degisim metrigine gére elde edilen V spinorial
Levi—Civita konneksiyonu ve S spinor demeti Uzerinde standart g metrigine gore

elde edilen spinorial Levi—Civita konneksiyonlar1 arasinda asagidaki iligki vardir:

_ 1 1
VP =V - o X du P - XWP. (4.13)

Buna gore(Hitchin 1974, Baum 1981), Dirac operatori
D(e~(=Du/2§) = o~(n+Du/2Dp, (4.14)
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D¥ = A¥icin, ¢ = e~ DW/2y jle birlikte D = Ae "% elde edilir. Bu calismada
|€¢, |, g seklinde tammlanan metrige gore €5 endomorfizm alaninin normu iken
|{’¢,| de g metrigine gore hesaplanmis normdur.
Onerme 4.4.1: Konformal degisim metrigi § = e?“g altinda, herhangi bir ¢ =
e~(=Du/2y gpinor alani icin asagidaki iliskiler gegerlidir (Hijazi 1995):

£5]" = e 24|e, | = e[ty | (4.15)
Ispat: (4.13) esitligi ve Q;(&;, &)’ nin tanimimni kullanarak, asagidaki esitlik elde

edir:

W (€e) = ZRe(a7. +5 T p.9/11)

i 1 11
+7[Tap - 5o du g - 5], /107)

e; e + e -e; = —24;;ile agagidaki esitlik elde edilir:

1 - -
Qp(eie) = 5e ™ Re (&7 Veyp + 7 Ver 0, 3/1017)

1 - — —_—
= e Re (e, Ve, + ¢ Ve 0, 5/151)
g ve gmetrikleri ile iliskili spinor demetleri arasindaki izomorfizm bir izometri

oldugundan, Hermityen skaler ¢carpima gore asagidaki durum elde edilir
N 2
Qz(eie) = € Re (ei Ve,0 + ¢ Ve,0,0/0] )

= e "Q, (e €). (4.16)
Ote yandan ¢ = e~ DW2y oldugundan, (a - ¥, @) = (—1)K*+D/2 gzdesligi ile

1
Q,(ene) = ERe (ei Ve, 0 te-Ve,0, %0/|<P|2)

:18_(n_1)uRe e.-v lp_l_e-v lpi
7 Ve e VeV

1 -(n-Du 2
- Z(n —1De Re(ej(u)ei W+ e(we ¥, ¥/ gl )
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1 2
= Re CRATTRARYID

= Q(P (ei, ej)dlr.
Dolayisiyla (4.16) yardimiyla
(8. 8) = e™“Qu(es ) (4.17)
elde edilir.
Onermenin ispati bitirebilmek igin,¢5 ile £y yi karsilagtiracagiz. (4.17) yardimiyla
ve Yy ile Qg arasindaki iliskiyi kullanarak, asagidaki esitlik bulunur
9(¢5(@, &) = 05(:,¢)
=e —quJ (ei, e])
= e‘”g(&p(ei), ej)
Yukaridaki 6zdeslik, (4.15) esitligini veren asagidaki durumu ima eder
‘gq—o =e _uqu .
Teorem 4.4.2: n > 3 boyutlu kompakt Riemannian Spin manifoldu (M™, g)
tizerinde, Dirac operatoriiniin ¥ 6z spindrii ile iliskili herhangi bir A 6zdegeri
asagidaki esitsizligi saglar (Hijazi 1995):
1
/12 = Zul + l.nfMl‘qulz,
Ki burada u; Yamabe operatoriiniin ilk 6zdegeridir, yani
Li=4-22A+5S
n-2
fonksiyon Uzerine etki eder ve £y,
Qu(X) = Re(X - Vy¥, W/|¥2)
kuadratik formlarin alani ile iligkili simetrik endomorfizmlerin alanidir.
Ispat: g = e®*g metrigine gore (4.8) esitligine, £ =¢5 i¢in @ spinor alam

uygulanirsa, M™iizerinde integrali alindiktan sonra asagidaki esitlik bulunur:

_ _ 1,
fIV"’%IZ:f ID@IZ—f (ZS+|£’¢|2>I¢|2.
M M M

ki burada S, (M™, g) nin skaler egriligidir. ¢ = e~ D¥/2y ve DY = AW igin,
D@ = Ae %@ elde edilir ve buOnerme 4.4.1ile birlestirildiginde asagidaki esitligi

Verir;

f |Vf¢¢|2 = f [AZ - G.S:ezu + |{’(7,|Zezu)] e 2% |qp|?
M M
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1
=f [/12 _ (—Sezu + |£q,|2)]e—2u 152 (4.18)
M 4

|V{}‘7’<ﬁ|2 > Ooldugundan, herhangi bir u fonksiyonu i¢in, (4.18) esitliginde verilen
esitlik asagidaki gibi indirgenir

1._
A% > infy (ZSeZ“ + |‘£\p|2>

infy (Se™™) + infy [fy|?

AN

=

1 _
> ZsupuinfM(SeZ”) + infy | fw|?. (4.19)

Metrigin g = e?*gKonformal degisimine gore,S ve S skaler egrilikleri arasinda
asagidaki gibi bir iligki vardir:
Se?* =S +2(n—1DAu—(n—1)(n—2)|dul? (4.20)
n = 3igin, h fonksiyonu
h*/m2 = e24(4.21)

seklinde tanimlanirsa, (4.20) denklemi
_ n—1
Sh*/m72 = h™'Lh = 4—= h™'Ah +§

=Sh*/(n—2)=Se* =S+ 2(n—1)Au— (n— 1)(n — 2)|dul|?
sekline indirgenir. Konformal sinifta pozitif skaler egriligine sahip bir metrik varsa,
L’ nin p, 6zdegeri ile iliskili h; 6z fonksiyonu ve u, 6zdegeri pozitif segilebilir. O
halde h, > 0 icin,

hilLh; = p; > Odur.
Simdi u;’ 1 (4.21) deki hy 6z fonksiyonu ile iliskili olarak alalim.
O halde,
Se?s = ShY P = hiLhy = gy

dir.
(Hijazi 1991)ile, ki bu da Se?*1= sabit oldugu anlamma gelir.
O halde Se?*1=sup, infy,(Se?*) elde edilir. Sonug olarak (4.19) esitsizligi

kullanilirsa
2 1 . 2
A° = i + infylfyl?, (4.22)

elde edilir.
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Sonug 4.4.3: Teorem 4.4.2 de verilen kosullar altinda, asagidaki esitsizlik elde edilir
1
22 > 2 p{Vol(M™, )} 2/™ + infy | €y, (4.23)

buradapu Yamabe operatorii olarak adlandirilan ve agagidaki gibi tanimlanan

konformal bir invaryanttir:

Sy Svg Sy RL(R)vy
":296[-9 {VOI(Mn g)}(” 2)/n n=3 h>0 ||h||2n/(n 2) ’
Ki burada
(n-2)/n
IRlZ, 2y = <j p2n/(n-2) vg) _
M
Ispat:

Holder esitsizligi ile
(n-2)/n
fhzvg <Vol(M", g)z/” (j p2n/(n-2) vg)
4 M

elde edilir. Bu esitsizlik yardim ile
U

Vol(M™, g)n

\Y

s (4.24)

esitligi elde edilir. Yukarida elde edilen esitsizlik (4.22) esitsizliginde yerine
yazilirsa (4.24) esitsizligi elde edilir.
Sonu¢ 4.4.4:n = 2 i¢in,Teorem 4.4.2 de verilen kosullar altinda, asagidaki esitsizlik

elde edilir:

25 2my (M)
~ Area(M)

ki burada y(M),M™ Riemanian Spin manifoldunun Euler karakteristigidir.

+ infy|fy|?, (4.25)

Ispat:n = 2 icin, konformal degisim metrigi g ile S skaler egriliginin degisimi
Se?™ =S+ 2Au
olur.

Stokes ve Gauss—Bonnet teoremi asagidaki esitsizligi verir:

1

infy (Se?*) < = f(S + 2Au)v,

2u
Area(M?, g) fSe Vs ~ Area(M?, g)

<— S
= Area(M?, g) f K
MZ
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_Amy(M?)
~ Area(M2,g)

Kabul edelim kiu,

esitliginin bir ¢6ztiimii olsun. O halde,

4y (M?)

_ 1
Se?i =S+ Auy = ————— f Svg =
¢ A Area(M?, g) 5 K Area(MZ, g)
M

elde edilir. Buna gore yukaridaki esitlik (4.19) esitsizliginde yerine yazilirsa (4.25)
de verilen alt sinir elde edilir (Bar 1992, Bar 1993, Hijazi 1991).
Yardimer Teorem 4.4.5: Kabul edelim ki,R'¥ve R spinorial egrilik tensorleri ile
iliskili S spinor demetinin spinorial Levi—Civita konneksiyonlar1 sirastyla V¥ ve V
olsun. Buna gore, S spinor demeti tizerinde, V** modifiye edilmis spinorial
Levi—Civita konneksiyonu ile iligkili R" egrilik tensorii asagidaki gibi ifade edilir
(Hijazi 1995):

R% W = Ryy ¥+ dly (X, V). ¥ + [ (X), L (V)] - W. (4.26)
Ispat: Spinorial egriligin tanimim kullanarak,

Ry4W = V! VW — ViV W — VY W
= (Vx + £y (X) ) (Vy + €p(Y) )Y — (Vy + Lo (¥) ) (Vg + £ (X) ¥
_V[X,Y]Lp - 1£)qu([X, Y]) Y
=VxVy ¥+ V(L (V). W) + (X)) VoW + Ly (X) - £y (V) - ¥ =V, Vi ¥
—Vy(p(X). W) =Ly (Y) - Vx¥W = Ly (V) - £ (X) - ¥ = Vg ¥
—ty (X, YD) ¥
= VyVyW = Vi VW = Vix ¥ + u (V) - VW + Ve by (V). W + £y (X) - Vy ¥

Hyp(X) Ay (V) - ¥ = Ly (V)VxW — £y (Y) - £y (X) - ¥ — Lp([X,Y]) - ¥
V(X)W — £y (X) - Vy W,
Vx(Lw(Y)) = (Vxly) (V) + £y (Tx)Yile
Ry = Ry W + ((Vxtw) (V) = (Vy L) () - ¥

+(Ly(X) - Ly(Y) = £y (Y) - £y(X)) - ¥
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elde edilir. Bu son esitlikte de dfy (X, V) - W = ((Vx€y)(¥) — (Vyy)(X)) - ¥
kullanilirsa
RIW = Ry y W + dly (X, Y) - W + (L (X) - Ly (Y) — £y (V) - £5(X)) - ¥

elde edilir.

4.5. Ozdegerlerin Limit Durumu

Bu boliimde (4.19) esitsizliginde elde edilen alt sinirin limit durumunu ele alacagiz.
Onerme 5.5.1: Sifirdan farkli W spinérii icin, V%= 0 ise |W|? sabittir ve

(trég)?:=f% = %S + |2y|?, (4.27)

f = —divty, (4.28)

esitlikleri saglanir (Hijazi 1995).
Ispat:Yardimc1 Teorem 4.2.1 de verilen metrik uyumluk ve V¢¥ ¥ = 0 durumu
|W|? nin sabit oldugunu ima eder. VveV¢¥ konneksiyonlar ile iliskili spinor demeti
lizerindeki egrilik tensorii sirasiyla R ve R*¥ile gosterilecektir. Buna gore (4.26)
esitliginde R ve R*¥egrilik tensorleri arasindaki asagidaki iliskiyi goz 6niinde
bulunduralim:

Ry W =Ryy ¥+ dy(X V). ¥ + [£ 4 (X), Ly (V)] - ¥ (4.29)
buradad?y, T(TM) deki degerleri ile birlikte ve [X,Y]=X-Y —-Y-X ile bir
2 —formdur
Simdi, (4.29) esitliginde Y = e; aldiktan sonra bu esitligin e;ile Clifford ¢arpimi
alinirsa agsagidaki sonug elde edilir:

Z e;" Ryt W= —%Ric(X) S\ Z e;-dty(X, e) ¥
i i

£ e (£, ty(ed] ¥, (4:30)

ki burada Ric , tanjant demeti lizerindeki Ricci egriligidir. Yukaridaki esitligin ¥ ile
skaler ¢arpimini aldigimizda reel ve imajiner seklinde ayirmak icin bu esitligin son
iki terimini, X € X' (M) ve a da bir k —form olmak (izere

X -a=XN\a—iya (4.31)
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esitligini kullanarak ayristiracagiz. Burada iy, X vektor alani ile interior ¢arpimdir.

(4.30) yardimiyla,

z erdty(X,e) ¥ = Z e [(Vxly)(e) — (Vo £w)0] - W

i i

= fei A (Txtad (e = €3 A (Ve w) (0] -
I

_Z[(VX{)\P)(eDei) — (Ve bw) (X, €)] - ¥

l

- Z[ei AdLy(X, )] W — [X(trey) + divey(X)]P,

l

(4.32)
esitligi elde edilir.
Sonterimicgin, X -Y +Y - X = —2g9(X,Y) oldugundan, asagidaki elde edilir

Z e " [fw(X), ty(e)] ¥ = z e [fw(X) - ty(e) — ty(e)  Lw(X)] W

I

= = > 18w (0 - e Ly le) + 29 (£ (0, e) - ¥]

—Z e tyle) fy(X) ¥
i
= 2(trtg)ty(X) ¥
2 Z 9(X, 29 (e) ey (er) - P. (4.33)
(4.31), (4.32) ve (4.33) esitliklerini birllestirirsek;

%Ric(X) Y= Z[ei Ndty(X,e)] W + 2 (trig)ly(X) - ¥

_2 Z 9(X, 2w (e) tw(e) - ¥ — (X(trfy) + divle(X))¥ (4.34)

elde edilir. Yukarida elde edilen esitligin ¥ ile skaler ¢arpimini aldiktan sonra reel
ve imajiner kisimlari ayirdiktan sonra, her bir X vektor alani i¢in agsagidaki iligkiler
elde edilir:

X(trty) = — divty(X), (4.35)

%Ric(X) R Z[ei Ndty(X,e)] W+ 2 (trigy)ty(X) - ¥
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=2 g(X,lu(e)) tule) ¥ (4.36)

Burada (4.35) esitligi (4.28) da verilen esitlige denktir. Yukaridaki esitlikte X=e;

aldiktan sonra ejile Clifford garpimi alinirsa

1
—5 SW= Z e (e ndty(es ) W —2(treg)? W+ 2|1eglw,  (437)
Lj
elde edilir.

(4.31)deki 6zdeslik asagidaki esitligi ima eder,

Zei'(ej/\d&p(ei,ej))'q—’= ZBiAej/\d&p(ei,ej) Y

ij Lj

- Z te, N&j A dty(e; €)W (4.38)

iLj
(4.38) esitliginin sag tarafinda yer alan ilk terim £y simetrik oldugundan sifir
degerini alir ve ikinci terim vektor alani ile W spinor alaninin Clifford ¢arpimi
oldugundan, ki bu W ile skaler ¢arpimi alinirsa imajiner deger verir. Bu yiizden
ikinci ifadede sifir degerini alir. Sonug olarak (4.37) deki esitligin W ile skaler
carpimi alindiginda (4.27) de verilen esitlik bulunur.
Simdi (4.19) esitsizliginde elde edilen alt sinirin limit durumunu ele alacagiz.
Onerme 5.5.2: (M", g)kompakt Riemannian Spin manifoldu tizerinde, kabul edelim
Ki A, W 6z spindrii ile iligkili Dirac operatoriiniin 6zdegeri asagidaki esitligi saglasin
1 inf

%= Tt leylz-

O halde |#y]| sabittir ve u, de, u, ile iliskili Yamabe Operatoriiniin 6z fonksiyonunu
ise, herhangi bir X vektor alani igin

gX, ty(duy) — Aduy) = g(AX — y(X)du,) =0, (4.39)
esitligi saglanir (Hijazi 1995).
Ispat: Eger (4.19) da verilen esitlik saglanirsa, o halde (4.18) deki esitlik u = u;ile
| £ | nin sabit oldugunu ve V%= 0 oldugunu gosterir. Onerme 5.5.1 ile,

1_
(treg) =12 = 25+ |65 (4.40)

gradf = —divty. (4.41)
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elde edilir. Onerme 4.4.1 ve esitlik (4.40), (4.19) daki esitligi ima eder. (4.41)
esitligi ile birlikte Onerme 4.4.1 in (4.39) esitligini verdigini gormek kolaydur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Son yillarda Dirac operatoriiniin 6zdegerlerine alt sinir getirme matematiksel
fizikte, topolojide ve geometride yogun olarak c¢alisilmaktadir. Bunun nedeni de
Dirac operatoriiniin - manifoldun topolojisi ve geometrisi hakkinda bilgiler
tagimasidir.

Dirac operatoriiniin  6zdegerine alt sinir getirme ilk olarak A. Lichnerowicz
tarafindan 1963 yilinda yapilmistir. 1980 yilinda da T. Friedrich Kompakt
Riemannian Spin manifoldlar1 tizerinde modifiye edilmis spinorial Levi—Civita
konneksiyonunu kullanarak A.Lichnerowicz’ in elde etmis oldugu alt sinir
gelistirtirdi. Son olarak, 1986 yilinda O. Hijazi T. Friedrich’ in 6ne siirmiis oldugu
alt sinir1 Yamabe operatoriiniin ilk 6zdegerine bagli olarak daha da gelistirmekle
kalmamis alt sinir1 Energy—Momentum tensOrinin normunun karesini bagli olarak
daha da miikemmel bir noktaya tasidi.

Tiim bu geligsmelerin yaninda ise 1992 yilinda C. Bar 2 —boyutlu Riemannian
Spin manifoldlar1 {izerinde Dirac operatoriiniin 6zdegerlerine, manifoldun
Euler—Poincare karakteristigine bagh olarak alt sinir getirdi.

Bu noktadan hareketle ¢galismamizda Spin manifoldlari iizerinde tanimlanan
Energy—Momentum tensorii lizerine elde edilmis olan alt sinirlarin irdelenmesi ve
daha sonraki ¢aligmalara bir kaynak olmast amaglanmaistir.

Bu tezde, Spin manifoldlar1 iizerinde tanimlanan Dirac operatoriiniin
O0zdegerlerinin minimum degerini almast durumunda manifoldun geometrisi
hakkinda ne gibi ince bilgiler verdigi incelenmistir. Ayrica, optimal alt sinir elde
etmek i¢in birden fazla yol kullanilabilecegine dair Thomas Friedrich’ in yaklagimi
sunulmustur.

Son olarak, Energy—Momentum tensorinin gerek Spin gerekse
Spin®manifoldlari iizerinde, Dirac operatoriiniin 6zdegerlerini elde etmede kullanilan
temel ara¢ olmasindan dolayi, bahsi gecen manifoldlar {izerinde optimal bir alt sinir

elde etmede nasil yararlinabilecegi irdelenmistir.
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