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ONUR SOZU

Yiiksek lisans tezi olarak sundugum “Esnek Genellestirilmis Gruplar” baglikli bu ¢calismanin
bilimsel ahlak ve geleneklere aykir diisecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigina
ve yararlandigim biitiin kaynaklarin hem metin i¢inde hem de kaynak¢ada yontemine uygun
bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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H SEMBOLLER VE KISALTMALAR
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: Esit degildir
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: Gerek sart
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: altgrup

: normal altgrup

: genellestirilmis altgrup
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: Esnek kiimenin tiimleyeni
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: Esnek alt kiime

: Esnek fark

Kuvvet kiimesi

: Esnek alt grup
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: Esnek normal altgrup

: Esnek genellestirilmis normal altgrup
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40+vi sayfa
2020
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Bu yiiksek lisans tez calismasi alti boliimden olusmaktadir.

Tezin giris boliimiinde, bu tezde ele alinacak olan esnek kiime, esnek grup ve
genellestirilmis grup kavramlan ile ilgili olarak literatiir bilgisi verilerek tezin amacindan
bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, esnek kiimeler ve onlar arasindaki temel islemler verilmistir.

Uciincii boliim, esnek kiime teorisinin cebirsel bir kavram olan grup kavramu ile
birlestirildigi esnek grup kavramina ve esnek gruplar ile ilgili temel bilgilere ayrilmistir.

Dordiincii boliimde, tezin temelini olusturan genellestirilmis grup kavrami ayrintili olarak
ele alinmustir.

Besinci boliimde esnek genellestirilmis grup kavrami tanimlanarak grup teorideki bazi temel
bilgiler esnek genellestirilmis gruplar acisindan incelenmis ve bazi sonuclar elde edilmistir. Son
olarak, altinc1 boliim Sonug¢ kismina ayrilmstir.

Anahtar Kelimeler: Esnek kiime, esnek grup, genellestirilmis grup, esnek genellestirilmis
grup.



ABSTRACT
Master Thesis

SOFT GENERALIZED GROUPS

Leyla KILINC

Inonu University
Graduate School of Nature and Applied Sciences
Department of Mathematics

40+vi pages
2020

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mustafa Habil GURSOY

This master thesis consists of six chapters.

In the introduction of the thesis, the literature about the notions of the soft set, soft group and
generalized group considered in this thesis is given and the purpose of the thesis is mentioned
and the emergence of the features of soft sets are mentioned.

In the second chapter, soft sets and their operations are given.

The third chapter is devoted to soft group, which combined the theory of soft set and the
concept of group which is an algebraic concept, and basic information related to the soft group.

In the chapter 4, the notion of generalized group is discussed in detail.

In the chapter 5, the notion of soft generalized group is defined and some basic information
in group theory is examined in terms of soft generalized groups and some results are obtained.
Finally, the last chapter is devoted to the Conclusion.

Keywords: Soft set, soft group, generalized group, soft generalized group.
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1. GIRIS

Giinliik hayattaki problemler pek cok belirsizlik tasimaktadir. Ornegin, havanin soguk veya
sicak olmasi: kime gore soguk veya kime gore sicak. Kutuplarda yasayan bir insana gore
sicaklik kavramu ile ekvator bolgesinde yasayan bir insana gore sicaklik kavrami gorecelilik
icermektedir. 15 santigrad derecelik hava kutup bolgesinde sicak kabul edilirken ekvator
bolgesinde serin veya soguk kabul edilebilir. Bu 6rnekten de goriilecegi lizere belirsiz, goreceli
durumlar icin klasik dogru-yanlis mantig1 yeterli gelmemektedir. Ozellikle ekonomi, sosyoloji
gibi sosyal bilimlerde ve miihendislik, tip gibi pek cok bilim dalinda bilim insanlar1 kesin
olmayan bilgilerin modellenmesinin karmasiklig1 ile ugrasmaktadir. Bu durum bilim insanla-
rin belirsizliklerin iistesinden gelmek icin cok farkli matematiksel modellemeler ve araclar
gelistirmeye sevk etmistir. Bu calismalarin sonucunda belirsiz tipteki problemlerin coziimii icin,
aralik matematigi, bulanik (fuzzy) kiime teorisi, yaklasimli (rough) kiime teorisi, esnek (soft)

kiime teorisi gibi farkl teoriler gelistirilmistir [1-3].

Belirsizlikle ilgili problemlerde kullanilan en yaygin yontem Azeri bilim insan1 Zadeh
tarafindan 1965 yilinda gelistirilen bulanik kiime teorisidir [3]. Aristo mantiiyla bir 6nermenin
dogruluk degeri 0 veya 1 iken bulanik mantikta dogruluk degeri [0, 1] araligindaki tiim sayilardur.
Diger bir ifadeyle bir bulanik kiime, bir kiimedeki her bir eleman: [0,1] birim aralifindaki
bir reel sayi ile eslestiren bir fonksiyon olarak diisiiniiliir. Bu reel say1 sozkonusu elemanin
kiimeye ait olma derecesini gosterir. Bu fonksiyona da iiyelik fonksiyonu adi verilir. Oldukca
yaygin ve kullanish bir teori olmakla birlikte bulanik kiime teorisinde bazi zorluklar karsimiza
cikmaktadir. Soyle ki, bulamik kiime islemlerinde farkli yazarlar tarafindan yapilan farkh
tanimlar bulunmaktadir. Mesela iki bulanik kiimenin kesisimi veya birlesimi icin farkli tanimlar
bulunmaktadir. Dolayisiyla yegane bir tanimin olmamasi ayni problem icin farkli coziimleri
dogurmaktadir. Bunun yam sira bir iiyelik fonksiyonunun degeri tek yonlii oldugundan bir
elemanin kiimeye ait olma derecesi her kisiye gore farkli yorumlanabilir. Ayrica iiyelik
fonksiyonunun insa edilmesi tamamen bireysel oldugundan, her bir durum icin birden fazla
tiyelik fonksiyonu olusturulabilir. Bunun sonucu olarak ayni problem icin farkli sonuclar cikar.
Bulanik kiime teorisi, klasik olasilik teorisinin bir alternatifidir. Bu teori ile gercek diinyada
var olan belirsizlik kavrami matematiksel olarak incelenmeye baslanmis ve 6zellikle goriintii
isleme, karar verme mekanizmalarinda, modellemede, robotik, kontrol miihendisligi, bilgisayar

mithendislii, bilgi-islem, yapay zeka gibi pek cok alanda uygulama imkani bulmustur.



Uyelik fonksiyonu ile ilgili yukarida bahsedilen yapisal zorluklardan dolay1 Molodtsov 1999
yilinda iiyelik fonksiyonu insasindan bagimsiz bir kiimeler teorisine ihtiyac oldugunu gorerek
belirsizliklerin giderilmesine yonelik olarak esnek kiime teorisini literatiire kazandirmistir [1].
Bu teori ile bulanik kiime teorisi birbirine benzeyen sistemler olmakla birlikte esnek kiime teorisi
bulanik kiime teorisinin aksine reel degerli bir fonksiyon yerine, kiime degerli bir fonksiyonla
belirsizligi ortadan kaldirmaktadir. Esnek kiime teorisinde iiyelik fonksiyonu kurma problemi
olmamasi, teoriyi daha kullanish kilmaktadir. Bu avantaj sayesinde esnek kiime teorisi ile ilgili
calismalar basta matematik olmak iizere miihendislik, tip, sosyal bilimler gibi pek cok bilim
dalinda ve giinliik hayatta karsilastigimiz bilgi sistemleri, karar verme problemleri gibi pek cok

alanda hizli bir sekilde uygulama imkani bulmustur [4-11].

Molodtsov ilk calismasinda esnek kiimelerin bazi 6zelliklerini inceleyerek bu teoriyi
matematigin pek cok alanina uygulamistir [1]. Ayrica bu calismada esnek kiime teorisinin

yukarida bahsedilen olumsuz durumlardan bagimsiz oldugunu ortaya koymustur.

2003 yilinda Maji ve arkadaslar1 Molodtsov’un calismasin ilerleterek iki esnek kiimenin
kesisimi, birlesimi, bir esnek kiimenin tiimleyeni, esnek alt kiime, esnek esit kiime, bos esnek
kiime, mutlak esnek kiime gibi temel cebirsel islemleri tanimlamislardir [9]. Ozellikle bu

calismadan sonra esnek kiimeler ile 1lgili calismalar biiyiik bir hiz kazanmustir.

2009 yilinda Ali ve arkadaslari, Maji ve arkadaslar tarafindan verilen bazi sonuclarin yanlis

oldugunu gostererek esnek kiimeler ile ilgili baz1 yeni kavramlar tanimladilar [5].

2010 yilinda Babitha ve Sunil, esnek kiimeler lizerinde kartezyen carpimi ve bagintilari
tanimlayarak esnek kiimeler tizerinde denklik bagintis1 ve parcalanma ile ilgili nemli sonuclar
elde etmislerdir [6]. Yine bu calismada esnek kiime fonksiyonu tanimlanmistir. Kharal ve
Ahmad ise 2011 yilinda esnek siniflar iizerinde esnek doniisim kavramim vermislerdir
[8]. Ayrica bir esnek kiimenin esnek doniisiim altindaki goriintiisiinii ve ters goriintiisiinii

incelemislerdir.

Esnek kiime teorisinin topolojik acidan incelenmesi ise yine 2011°de Shabir ve Naz
tarafindan olmustur [11]. Shabir ve Naz bu calismada esnek topoloji kavramini vererek esnek
acik kiime, esnek kapali kiime, esnek alt uzay, esnek ic nokta, esnek kapanis, bir esnek noktanin
esnek komsulugu gibi temel topolojik araclari tanimlamislardir. Esnek topolojik uzayin klasik
topolojik uzaydan daha kapsamli ve genellestirilmis oldugunu ortaya koymuslardir. Ayrica esnek

topolojik uzaylarda esnek ayirma aksiyomlarini incelemislerdir.



Esnek kiimeler kullanilarak olusturulan ilk cebirsel yap1 ise Aktas ve Cagman tarafindan
tanimlanan esnek grup kavramidir [4]. Bu calismada esnek gruplarin 6zellikleri incelenmis, ve
ayrica esnek kiimeler ile bulanik ve kaba kiimelerin bir karsilastirmasi yapilarak aralarindaki

farkliliklar ornekler ile aciklanmaistir.

Matematiksel fizikte oldukca eski bir problem vardir: Bir Lorentz metrigini bir
Riemann metrigine nasil doniistiirebiliriz? Bu problemi cdzmek icin 20. yiizyilin sonlarinda
matematikciler ve fizikciler, uzay-zamandaki fiziksel bilgileri, twistor alan1 olarak bilinen
karmasik bir projektif uzaydaki geometrik veriler olarak kodlamak icin bir cati olan Twistor
teori [12], fizikte partikiillerin hareketine matematiksel bir yaklasimin getirildigi izotoplar
teorisi (veya isotheory) [13] gibi baz1 uyumlu birlesik teoriler insa etmeye calismislardir. Bir
genellestirilmis grup da bu birlesik teorilerden biri olan birlesik gosterge teorisinde (unified
gauge theory) derin bir fiziksel altyapiya sahip olan cebirsel bir yapidir ve izotoplarla direkt
iliskilidir. Ayrica birlesik geometrik teorinin (unified geometric theory) insasi icin de onemli bir

aractir.

Gruplarin ilginc ve biiyiileyici bir genellemesi olan genellestirilmis grup kavrami ve onun
fiziksel yapisi ilk defa 1999°da Molaei [14] tarafindan sunulmustur. Bir grupta sadece bir
tek birim eleman varken, bir genellestirilmis grupta her bir eleman icin bir birim eleman
bulunmaktadir. Bu 6zelligi ile genetik kodlamada ve dinamik sistemlerde kullanishi bir arac
durumundadir. Soyle ki, DNA tiim canlilarda kalitsal bir materyaldir. DNA’ daki bilgi adenin,
guanin, sitozin ve timin dedigimiz dort kimyasal bazdan meydana gelen bir sifre halinde
bulunur. Insan DNA’s1 tahmini olarak 3 milyar bazdan meydana gelir ve bunlarin yiizde
99’undan fazlasi biitiin insanlarda aynidir. Bunlarin dizilimi, tipki alfabedeki harflerin belirli
bir sirada biraraya gelerek kelimeleri ve ciimleleri olusturmasi gibi, organizmanin insasi ve
devamu icin gerekli bilgileri belirler. DNA analizine matematiksel teknikleri uygulamak icin,
DNA dizilerinin kiimesinin bir matematiksel yapiya doniistiiriilmesi gerekir. Bu yap1 bir
cebirsel yap1 veya bir topolojik yapi olabilir. Bu yapilar DNA rekombinasyonundan gelir. DNA
rekombinasyonu kaliim ve evrimde Onemli bir rol oynar. Rekombinant DNA molekiilleri,
bircok kaynaktan genetik materyalleri bir araya getirerek laboratuvar yontemlerinin (molekiiler
klonlama) kullanimindan kaynaklanan DNA dizileridir. Rekombinant DNA miimkiindiir, ciinkii
tlim organizmalardan gelen DNA molekiilleri ayn1 kimyasal yapiy1 paylasir; onlar sadece ayni

0zdes yapi icindeki niikleotitler dizisinde farklilik gosterirler. Rekombinasyondan bir cebirsel



yapmin olusturulmasindaki ilk problem, kimlik olarak hareket eden hicbir DNA dizisinin

olmamasidir. Bu durum bizi genellestirilmis grup kavramini kullanmaya gotiiriir [15].

Bunun disinda genellestirilmis gruplar cebirsel, topolojik ve geometrik acidan da pek cok
matematikci tarafindan calisilmistir [16-21]. Fatehi ve Molaei, bir genellestirilmis grup tizerinde
boliim yapisim1 ve homomorfizm teoremlerini hem cebirsel hem de topolojik acidan calismistir

[22].

2004’te Araujo ve Konieczny, genellestirilmis grup kavraminin tamamen basit (simply) yar1

grup kavramina denk oldugunu ispatlamistir [17].

2009°da Akinmoyewa, klasik grup teorideki bazi sonuclar1 genellestirilmis gruplarda
incelemistir [16]. Baz1 sonuclarin genellestirilmis gruplarda da aynen gecerli oldugunu, fakat
bazi sonuclarin ise genellestirilmis gruplarin bazi 6zel tiirlerinde dogru oldugunu gostermistir.
Ayrica bir Bol grupoidin ve bir Bol quasi-grubun abelyan olmayan genellestirilmis grup

kullanilarak olusturulabilecegini ispatlamustir.

[23]°de genellestirilmis grup kullanilarak cebirsel topolojide onemli bir arac olan etki
kavramimin bir genellemesi olarak genellestirilmis etki kavrami sunulmustur. Bu kavramin
verilmesiyle 2011°de Farhangdoost, manifoldlar iizerinde genellestirilmis gruplarin etkileri ile

ile ilgili 6nemli sonuclar elde etmistir [18].

Mehrabi ve arkadaslar1 genellestirilmis altgruplar ve homomorfizmler ile ilgili onemli

sonuclar ortaya koymuslardir [24].

Genellestirilmis gruplarin cebirsel olarak calisig1 bir diger makale ise Giirsoy ve arkadaslari
tarafindan 2017 yilinda yapilmistir [25]. Bu makalede genellestirilmis gruplar iizerinde crossed
modiil kavrami sunulmustur. Ayrica bir genellestirilmis grup ile bir grupoidin uyumlu bir sekilde
kombine edilmesiyle genellestirilmis grup-grupoid kavrami tanimlanmistir. Boylece yapisal

grupoidlerden biri olan grup-grupoid kavramina yeni bir bakis acis1 getirilmistir.

Yukarida kisa bir literatiir taramas1 verilen genellestirilmis gruplarin cebirsel, topolojik
ve diferensiyellenebilir olarak matematigin pek cok alaninda ve ayrica genetik, dinamik
sistemler, isoteori, twistor teori, electroweak teori gibi pek cok uygulamali alanda calisildig:

goriilmektedir.

Bununla birlikte literatiirde esnek kiime teorisi ile genellestirilmis grup kavraminin bir

arada ele alindi81 bir calisma bulunmamaktadir. Dolayisiyla esnek genellestirilmis grup kavrami



tamimlandiginda 6zgiin bir degere sahip olmakla birlikte ileride yapilacak pek cok calismaya

kaynak teskil edecektir.

Tezin ilk boliimiinde, her ikisi de hemen hemen 20 yillik bir gecmise sahip olan esnek
kiime teorisi ve genellestirilmis gruplar ile ilgili olarak yapilan calismalar hakkinda ayrintili

bir literatiir verilmistir.

Tezin ikinci boliimii tezde kullanilacak olan esnek kiimelerle ilgili tanim ve teoremlere
ayrilmistir. Ayrica bu boliimde tez boyunca kullanilacak kavramlar icin bir notasyon biitiinliigii

olusturulmustur.

Ugiincii bolimde esnek gruplar hakkinda temel bilgiler sunulmustur. iki esnek grup
arasindaki esnek kesisim, esnek birlesim, "ve" ile "veya" islemlerinin, bir esnek grubun esnek
altgruplar1 ve esnek normal altgruplar ile ilgili baz1 karakterizasyonlarin ve iki esnek grubun
esnek carpiminin tanimlandig1 bu boliim icin Aktas ve Cagman’in 2007°de yayimladig1 esnek

kiimeler ve esnek gruplar isimli makalesi referans alinmistir.

Dordiincii bolim Molaei tarafindan tanimlanan ve gruplarin oldukca biiyiileyici bir
genellemesi olan genellestirilmis grup kavrami ve onunla ilgili temel bilgilere ayrilmistir.
Daha net olarak belirtmek gerekirse, bir genellestirilmis grubun 6zellikle birim eleman ve ters
elemanla ilgili yapisal ozellikleri, grup ile genellestirilmis grup kavramlari arasindaki iliski,
genellestirilmis altgrup ve genellestirilmis normal altgrup kavramlan ile ilgili sonuclar bu
bolimde ayrintili olarak ele alinmustir. Ayrica genellestirilmis grup homomorfizmi kavrami
verilerek iki genellestirilmis grup arasindaki iliskiler incelenmistir. Bu boliimdeki kavramlar
hakkinda daha detayl1 bilgi icin Molaei’nin [14] nolu calismasi ile Akinmoyewa’nin [16] nolu

calismasina bakilabilir.

Tezin son ve orijinal boliimii olan besinci boliimde, Molodtsov tarafindan tanimlanan esnek
kiime kavrami ile Molaei tarafindan tanimlanan genellestirilmis grup kavrami birlestirilerek
ilk defa esnek genellestirilmis grup kavrami elementer ve anlasilir Ornekleriyle birlikte
sunulmustur. Birim esnek genellestirilmis grup ve mutlak esnek genellestirilmis grup kavramlari
tamimlanmustir. Esnek genellestirilmis gruplar arasinda esnek kesisim ve esnek birlesim ile
ilgili baz1 sonuclar elde edilmistir. Esnek genellestirilmis altgrup ve esnek genellestirilmis
normal altgrup tanimlar1 verilerek bir esnek genellestirilmis grup homomorfizmi altinda onlarin
durumlar1 ve bir esnek genellestirilmis grubun esnek genellestirilmis altgruplarinin esnek

kesisimin hangi sartlar altinda bir esnek genellestirilmis grup olacag: incelenmistir. Bir esnek



genellestirilmis grup homomorfizmi altinda birim ve mutlak esnek genellestirilmis gruplarin
goriintiileri ile ilgili onemli bir sonuc elde edilmistir. Son olarak iki esnek genellestirilmis grubun

esnek carpimi tanimlanarak onun da yine bir esnek genellestirilmis grup oldugu ispatlanmustir.



2. ESNEK KUMELER VE OZELLIKLERI

Bu boliimde esnek kiime teorisiyle ilgili baz1 temel kavramlar, esnek kiime Ornekleri ve

esnek kiimenin 6zellikleri verilecektir.

Tanim 2.0.1. [1] Bir evrensel kiimeyi U, bir parametre kiimesini E ve U nun kuvvet kiimesini
P(U) ile gosterelim. Bir A C E alt kiimesi icin F : A — P(U) fonksiyonunu ele alalim. Bu
takdirde,

(F,A)={(e,F(e)) |ecA, F(e) e P(U)}

seklinde ikililerin olusturdugu kiimeye U iizerinde bir esnek kiime denir.
Diger bir ifade ile, U iizerinde bir esnek kiime, U nun alt kiimelerinin parametrelendirilmis

bir kolleksiyonudur. Yukarida sirali ikili seklinde verilen (F,A) esnek kiimesini notasyon

kolaylig1 acisindan cogu zaman
Fy={F,|ecA, F,€cP(U)}
ile gosterecegiz.

Ornek 2.0.1. [I] Evlerin kiimesini U ile gisterelim ve parametrelerin kiimesi olarak E =
{pahali, giizel ,ahsap,bahgeli} yi alalim. Bu durumda tammlanacak esnek kiimenin anlami
pahali evler, giizel evler, ahsap evler, bahceli evier seklinde olur. Fg esnek kiimesi, bay
Y nin alacag ev i¢in evlerin cazipligini tarif eden bir kiimedir. U = {uy,uy,u3,us,us} ve
parametrelerin kiimesi E = {e1,ea,e3,ea} olsun. Fp, = {uy,u2}, F,, = {uz,us}, Fo; = {us},
Fo, = {u1,up,us} alalim. Fg esnek kiimesi, U kiimesinin alt kiimelerinin parametrelendirilmis
bir ailesidir. Béylece F,, in anlami e\ parametresini saglayan evlerin kiimesidir. Dolayisiyla Fg

esnek kiimesi,
FE - {Fel 7F627F€37Fe4} = {{M],I/tz}, {l/l3,l/l4}, {u5}7 {u17u27u4}}
seklinde olur.

Tamm 2.0.2. [9] F4 ve G, U iizerinde iki esnek kiime olsun.

i) ACB,

ii) A min her e parametresi icin F, ile G, ozdes yaklasimlardir

7



sartlart saglanirsa Fy ya Gp nin esnek alt kiimesi denir ve FACGg yazlir.

Ornek 2.0.2. [9]A ={ej,es}, B={e1,e2,e3} olsun. A C B oldugu agiktir. U = {u1,up,u3,us}

evrensel kiimesi iizerinde Fy ve Gg esnek kiimelerini

Fel = {MZ,M};} Gel = {u27u3}
Fo, = {uz,u3,us} ve  Ge, ={uz,uz,us}
Gey = {uz,us}

seklinde tamimlayalim. Bu durumda FyC Gp dir.

Tanmm 2.0.3. [9] F4 ve Gg, U iizerinde iki esnek kiime olsun. Eger hem FyCGp hem de GgCF}

oluyorsa Fx ve Gp esnek kiimeleri esittir denir.
Tamm 2.0.4. [9] Verilen bir E = {e},e3,e3,...,e, } parametre kiimesi icin
—E = {—ey, ey, €3, ...,me, }

kiimesine parametre kiimesinin degili denir. Burada —e; nin anlami, her i icin e; parametresinin

degilidir.
Ornek 2.0.3. [9] Ornek 2.0.1 g0z oniine alinirsa,

—E = {pahali degil, guzel degil,ahsap degil ,bahceli degil }
dir.

Onerme 2.0.1. /9] E parametrelerin kiimesi ve A,B C E olsun. Bu durumda

i) —(—A) = A,
ii) 2(AUB) = (-FAU—B),
iii) ~(ANB) = (AN —B).

ispat:

i) A = {e; | e; € E} olsun. Tanim. 2.0.4 ten

—A = {—ei| e € E}
—(—A) ={~(-ei) |ei € E}

A:{ei]e,-EE}

elde edilir.



ii) "A = {—ej | e; € A} ve B = {—e¢; | ¢; € B} olsun.
AUB={e;|e; € Aveyae; € B}
dir. Bu takdirde Tanim. 2.0.4 ten
—“AU—-B = {—e; | e; € Aveyae; € B}

veE

—(AUB) = {—e; | ¢; € Aveya e; € B}

olup, (2.0.1) ve (2.0.2) den —(AUB) = (A U—B) elde edilir.
iii) 7A = {—e; | e; € A} ve =B = {—e, | e; € B} olsun.
ANB={e;|e; € Avee; € B}
dir. Bu takdirde Tanim. 2.0.4 ten
—“AN-B={—e;|e €Avee; €B}

Ve

—(ANB) ={—e; | e; € Avee; € B}

olup, (2.0.3) ve (2.0.4) den =(ANB) = (AN —B) elde edilir.

(2.0.1)

(2.0.2)

(2.0.3)

(2.0.4)

Tamm 2.0.5. [5] U iizerinde bir esnek kiime Fy olsun. Fy nin esnek tiimleyeni, a € —A icin

F{ =U — F- ile tamumlanan F¢ : ~A — P(U) doniisiimiidiir ve (F,A)¢ ya da F ile gosterilir.

Ornek 2.0.4. A = {e1,e2} olmak iizere U = {x1,x2,x3} iizerinde bir Fy = {{x1,x2},{x1,x3}}

esnek kiimesinin esnek tiimleyeni F = {{x3},{x2}} dir.

Tanim 2.0.6. [9] U iizerindeki bir Fy esnek kiimesi icin, eger her e € A icin F, = 0 oluyorsa Fy

va bog (null) esnek kiime deriz ve ® ile gosteririz.

Uyan 2.0.1. Bazi ispatlarda kolaylik olmast acisindan ® = (®,A) notasyonu kullamlacaktr.

Ornek 2.0.5. [9] U evrensel kiimesi ahsap evlerden olusan kiime olarak ele alinsin ve A =

{tugla,celik,tas} olsun. Bu durumda
(F,A) = {(tugla,0) , (celik,0), (tas,0) }

esnek kiimesi bos (null) esnek kiimedir.



Tanim 2.0.7. [9] U iizerindeki bir Fy esnek kiimesi icin, eger her e € A icin F, = U oluyorsa

Fx ya mutlak (absolute) esnek kiime denir ve U veya Uy ile gosterilir.
Ornek 2.0.6. [9] U evrensel kiimesi ahsap evlerden olusan kiime olsun ve
A ={tugla degil, celik degil ,tas degil}
parametre kiimesini alalim. Bu durumda
(F,A) = {(tugla degil,U) , (celik degil ,U), (tas degil ,U)}
esnek kiimesi mutlak esnek kiimedir.

Tanim 2.0.8. [9] Bir U evrensel kiimesi iizerindeki Fy ve Gp esnek kiimelerinin kesisimi

asagidaki sartlar saglayan Hc esnek kiimesidir:

i) C=ANB,

ii) Here € Cicin H, = F, veya H, = G,.

FANGp = Hc ile gosterilir.

Ornek 2.0.7. [9] Evierin maliyetini ve evlerin cazipligini belirleyen, ayni U evrensel kiimesi

lizerinde iki esnek kiime sirastyla Fy ve Gp olsun.

U = {uy,up,u3,us,us}, A= {maliyetli,ucuz}, B={giizel,ucuz} oldugunu kabul edelim.

Fmaliyetli = {u17u2} Ggilzel = {u17u5}

Fucuz = {u27u37u4} ve Gucuz = {u27u37u4}

olsun. Bu takdirde C = ANB = {ucuz} ve Hycy; = {ua,us,us} olup Fp ve Gp esnek kiimelerinin

kesisimi Hc = {{uy,u3,u4}} tiir.

Onerme 2.0.2. [9] U iizerindeki bir Fy esnek kiimesi icin asagidaki ifadeler saglanir:

i) FANFy = Fy,

ii) FyN® = .

Tanim 2.0.9. [9] U iizerinde iki esnek kiime Fy ile Gp ve C = AUB olsun. Her e € C icin
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F, ,ecA—B
H, = G, ,e€EB—A
FLUG, ,e€e ANB

seklinde tanimlanan H¢ esnek kiimesine Fy ile Gp esnek kiimelerinin birlesimi denir ve Fy UG =
Hc ile gosterilir.

Ornek 2.0.8. [9] Ornek 2.0.7 yi giz oniine alalim. C = AU B = {maliyetli, giizel ,ucuz} dur.
F\UGp = Hc dersek

Hmaliyetli - {ulaMZ} ;
Hgit‘zel = {”17”5}

Hycuz = {uz,u3,us}
olup He = {{uy,up },{ui,us},{uz,uz,us}} tiir
Onerme 2.0.3. [9] Fy ve Gp, U iizerinde tamimli olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler saglanir:
i) FAUFy = Fy,
ii) FuUD = Fy,
iii) F4UGp = GpUFy.

Ispat: iki esnek kiimenin birlesimi tanimim kullanirsak,

i) Her e € A i¢in

olup buradan FyUF, = F, elde edilir.

ii) Her e € A i¢in

F, ,ecA—A=0

(FAGd))e: b, ,eEA—A=0

F,U®, ,e€ ANA=A
=F,U0D,ecA

=F,
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oldugundan FyU® = F} dur.

iii) Her e € A i¢in

F, ,ecA—B
(FaUGg),= ¢ G ,e€B—A
F. UG, ,e€ ANB
G, ,e€eB—A
= F, ,e€EA—B
G, UF, ,e € BNA
—(GBOFA)

oldugundan F4UGp = GgUF} dur.

Onerme 2.0.4. [9] Fy ve G U iizerinde tanimli olsun. Bu takdirde

i) (F4UGg)® = F{NG,
ii) (FaNGg)¢ = F{UG, dir.

ispat:

i) F4UGp = Hy_p yazalim, burada

dir. Esnek tiimleyen tanimindan
(FaUGp)" = (Haup)*
= H y 5
yazilir, burada her —e € ~AU—-Bicin HS, = U — H, dir. Boylece
F¢, ,e€-A——B

H¢, = G, , e € "B ——A
FS,UGS, ,—e€-AN-B

elde edilir. Diger taraftan
(Fa)U(Gg)* = (F$4)U(GSp)
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olup bu esnek kiimeyi kisaca K4 -p seklinde gosterelim. Esnek birlesim tanimindan

Ffe , e € A——B
K., = G¢, ,me € B——A
FS, UGS¢, ,—-ec—-AN-B

dir. Boylece HS ; ,_ Ve K- esnek kiimelerinin ayn1 oldugu goriiliir. O halde (F4UGg)“ =

F{NG§ olur ve ispat tamamlanr.

ii) Esnek kesisim ve esnek tiimleyen tanimlar1 kullanilarak kolayca ispatlanur.

Tammm 2.0.10. [9] Fy ve Gp, U iizerinde tamimli olsun. Bu takdirde, “Fy VE Gp”islemi
FixNGp = Hyp ile gosterilir ve her (a,b) € A x B icin H, ) = Fa N Gy, seklinde tamimlanur.

Ornek 2.0.9. U evrensel kiimesi iizerinde evlerin maliyetini ve cazipligini belirleyen Fy ve Gg
esnek kiimeleri verilsin. U = {uy,us,u3,us,us,ug,u7} ve A = {giizel,maliyetli,ahsap} ve B =

{guzel,bahceli,ucuz} oldugunu varsayalim.

Fgﬂzel = {”17’/‘2} Ggiizel = {MI;MZ}
Foatiyerti = {u3,us,u7} ve  Gpgheeli = {U3,Us,Us }
Fahsap = {u57 u6} Gucuz = {”47 ”7}

olarak alinirsa FANGp = Hpxp,

H(maliyetli,giizel) =0, H(gb'izel,giizel) = {u17u2} ) H(ahsap,gb'izel) =0
H(maliyetli,bahgeli) = {M3} ’ H(giizel,bahgeli) =0, H(ahsap,bahgeli) = {I/t5, u6}
H(maliyetli,ucuz) = {u4} ’ H(gﬁzel,ucuz) =0 H(ahsap,ucuz) =0
seklindedir.

Tanim 2.0.11. /9] F ve Gp, U iizerinde tanimli olmak iizere “Fy YA DA Gp”islemi FAVGp =

Kaxp ile gosterilir ve her (a,b) € A X Bicin K, ) = F, UG, seklinde tanimlanir.

Ornek 2.0.10. Ornek 2.0.9 dikkate alinirsa FxNGg = Kaxp

K(maliyetli,giizel) = {u17u27u3>u47u7} ’ K(gb'izehgﬁzel) = {u17u2} ,
K(inaliyetli,ba/1geli) = {u37u47u57u67u7} ’ K(giizel,bahgeli) = {l/tl,l/tz,l/t3,l/t5,l/t6},
K(maliyetli,ucuz) = {u3> Uyg, u7} ’ K(gb'izel,ucuz) = {u17u27u47u7} ’

K(ahsap,giizel) = {”17”27”57”6} K(ahsap,ucuz) = {l/l4,l/l5,l/l6,l/l7}

K(ahsap,bahgeli) = {I/t3, us, u6}

seklindedir.

Tanm 2.0.12. [26] Fy esnek kiimesi U iizerinde tamimli ve u € U olsun. u € U icin F, = {u}
ve her ¢ € A\{e} icin F; = 0 olacak sekilde sadece bir tane e € A elemant varsa Fy esnek

kiimesine bir esnek nokta denir ve F,' ile veya kisaca u® ile gosterilir.
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Ornek 2.0.11. [26] U = {uj,us,u3} ve A = {e,e} olsun. Fy = {{u1},0} ve G4 =
{H{ur,uz,uz}, {uz,u3}} esnek kiimelerini ele alalim. Bu takdirde, Fy = u§ bir esnek noktadir

ve ayrica u‘fEGA drr.

Tanim 2.0.13. [6] F4 ve Gp U iizerinde tanimli olmak iizere Fy ile Gp nin kartezyen carpimi
Hywp = Fp x Gp seklinde tamumli olup burada H : A x B— P(U x U) ve (a,b) € A x B icin
Hqp) = Fa X Gy dir; yani H, p) = {(xi,xj) | xi € Fyvex; € Gy} dir.

x = (x1,%2) € Hywp noktasi i¢in m; izdiisiim fonksiyonu,
i=1,2icin m;: Hyxp — (Haxp)i Oyle ki m(x) = x| ve m(x) = xp seklindedir.
Sonlu tane bostan farkli esnek kiimenin kartezyen ¢arpimi, bu tanimin genellestirilmesiyle

tanimlanabilir. Bostan farkli (F})a, (F2)a, -, (Fy)a esnek kiimelerinin (Fj)4 X (Fa)a X - X (Fy)a

kartezyen ¢arpimi, i; € (F;), olmak iizere biitiin (hy,hy, -, hy,) sirali n lilerin esnek kiimesidir.
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3. ESNEK GRUPLAR

Tamm 3.0.1. [4] Fy, bir G grubu iizerinde esnek kiime olsun. Her x € A icin Fy < G ise Fy ya

G iizerinde bir esnek grup denir.
Ornek 3.0.1. [27]G=A=S; = {e,(12),(13),(23),(123),(132)} olsun ve
Fo={y€G|xRy <= y=x",n€IN}

kiime degerli fonksiyonunu géz éniine alalim. Acikca Fip) = {e}, Fi1p) = {e,(12)}, Fi3) =
{e,(13)}, Froz) = {e,(23)}, Fli23) = Fuz) = {e,(123),(132)} olup, bu kiimelerin her biri

G = 83 iin altgrubudur. Dolayisiyla Fy, G iizerinde bir esnek gruptur.

Onerme 3.0.1. [4] Fy ve Hy, G grubu iizerinde esnek gruplar olsun. Bu durumda FxNH,, G

iizerinde bir esnek gruptur.

ispat: Esnek kiimelerin kesisimi tanimindan FyNHy = K¢ yazabiliriz. Burada C=ANA =A
ve her x € C i¢in K, = F; veya K, = H, dir. K : A — P(G) bir doniisiim olup her x € A i¢in Ky,
G lizerinde bir esnek kiimedir. F4 ve Hy, G grubu ilizerinde esnek gruplar oldugundan her x € A

icin K, = F, < G veya K, = H, < G dir. Boylece FyN\H,, G iizerinde bir esnek gruptur.

Onerme 3.0.2. [4] G iizerinde herhangi iki Fy ve Hp esnek grubu icin eger ANB =0 ise F UHp

de G iizerinde bir esnek gruptur.

Ispat: Esnek kiimelerin birlesimi tanimindan C = A U B olmak iizere, FyUHp = K¢ yazabiliriz.

ANB =0 oldugundan C nin her x eleman1 yaA — B = A yayada B—A = B ye aittir. Bu durumda

x€A—-Boldugunda K, =F, < G

x€B—Aoldugunda Ky = H, < G
dir. Boylece F4UHp de G iizerinde bir esnek gruptur.

Teorem 3.0.1. [4] G iizerinde herhangi iki Fy ve Hp esnek grubu icin FyAHp de G iizerinde bir

esnek gruptur.

Ispat: Tanim 2.0.10 dan FyAHp = K, g diyelim. Bir grubun herhangi iki altgrubunun kesigimi
de yine bir alt grup oldugundan her (x,y) parametre cifti igin K,y = Fx1 Gy de G nin bir

altgrubudur. Boylece Fy AHp, G lizerinde bir esnek gruptur.

Tanim 3.0.2. [4] Fy, birim elemani e olan G grubu iizerinde bir esnek grup olsun. Bu takdirde
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i) Herx € A icin F, = {e} ise Fy ya birim esnek grup deriz.

ii) Her x € A icin F, = G ise Fy ya mutlak esnek grup deriz.

Onerme 3.0.3. [4] 1 : G — K bir grup homomorfizmi olsun.
i) Fa, G iizerinde bir esnek grup olmak iizere, her x € A icin Fy = Kern ise 1(F)a, K iizerinde
birim esnek gruptur.

ii) Fy, G iizerinde mutlak esnek grup ise 1(F)a da K iizerinde bir mutlak esnek gruptur.
ispat:

i) ex, K grubunun birim elemanini gostersin. x € A i¢in 1 (Fy) = ex dir. Boylece Tanim 3.0.2

den 1 (F), goriintiisii birim esnek gruptur.

ii) Hipotezden dolay1 her x € A i¢in F, = G dir. Buradan her x € A i¢in n(Fy) = n(G) = K dir.

Boylece Tanim 3.0.2 den 1 (F')4 goriintiisii mutlak esnek gruptur.

Tamm 3.0.3. [4] F4 ve Hp, G iizerinde esnek gruplar olsun. Bu takdirde,

i) BCA,

iil) Herx € Bicin H, < F;

sartlart saglaniyorsa Hy ye Fy nin esnek altgrubu deriz ve Hg<F)y ile gosteririz.
Ornek 3.0.2. [4] G=A=S;3 ve B=Aj alalm.
Fo={yeS|x~y<=y=x"neN}

ve

Hi={y€As|x~y<=y=<x>}

fonksiyonlarini tanimlarsak Hg<F} olur. Ciinkii her x € Az igcin A3 C S3 ve Hy < F, dir.

Teorem 3.0.2. [4] Fu, G iizerinde bir esnek grup ve {(Hi)Bi}iGI’ FA nin esnek altgruplarinin

bos olmayan bir kolleksiyonu olsun, burada I bir indis kiimesidir. Bu takdirde ﬂ(Hi) B, Fa min
iel
bir esnek altgrubudur.
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Ispat: Acikca ﬂB,- C A dir. Her bir i indisi i¢in (H;)p, < Fj olduundan ﬂ(H,-) B;» Fa nin bir
icl icl
esnek altgrubudur.

Onerme 3.04. [4] G iizerinde Fy ve Hp iki esnek grup ve Fy<Hp olsun. Eger n:
G — K bir grup homomorfizmi ise (N(F))a ve (N(H))p, K iizerinde esnek altgruplardir ve

(n(F))a<(n(H))p dir.

Ispat: 1) : G — K bir homomorfizm oldugundan her x € A ve her y € Bigin (Fy) ve 11(H,), K nin
altgruplaridir. Boylece (1(F))a ve (n(H))p, K iizerinde esnek altgruplardir. Diger taraftan Fj,
Hpg nin bir esnek altgrubu oldugundan her x € A i¢in Fy, H, in ve 1(F) de n(H,) in altgrubudur.
Boylece Tanim 3.0.3 den (1(F))a<(n(H))p gelir.

Tanim 3.0.4. [4] F ve Hp sirastyla G ve K gruplari iizerinde esnek gruplar, 1 : G — K bir grup
homomorfizmi ve g : A — B bir doniisiim olsun. Eger 1 ile g érten ve her x € A igin 1 (Fy) = H,(y)
ise (n,g) ikilisine bir esnek homomorfizm deriz. Bu durumda Fy ile Hp nin esnek homomorfik

oldugunu soyleriz ve Fx ~ Hp seklinde gosteririz.

Bu tanimda, 1 bir izomorfizm ve g doniistimii bire-bir ise (1, g) ¢iftine bir esnek izomorfizm

denir. Bu durumda Fy ile Hp nin esnek izomorfik oldugunu soyleriz ve F4 ~ Hp yazariz.

Tamm 3.0.5. [4] Fy, G iizerinde ve Hp, K iizerinde esnek gruplar ise Fx ve Hp nin carpimi her
(x,y) parametre cifti icin

Ty = o x Hy

olmak iizere Fy x Hg = Ty «p seklinde tanimlidr.

Onerme 3.0.5. [4] Eger F4, G iizerinde ve Hp, K iizerinde esnek gruplar ise Fy x Hg de G x K

lizerinde bir esnek gruptur.

Ispat: F, G iizerinde bir esnek grup oldugundan her x € A icin ¢ # F, < G ve benzer sekilde
Hp, K iizerinde bir esnek grup oldugundan her y € B icin ¢ # H, < K dir. Dolayisiyla her
(x,y) € A X B icin Tixy) = Fx x Hy # ¢ olup U, ,), G x K lizerinde bir esnek kiimedir. Diger
taraftan G x K kiimesi acikca, her (g1,k1), (g2,k2) € G x K icin (g1,k1).(g2,k2) = (g182,k1k2)
carpimi ile bir grup olup, bu grupta birim eleman (eg, ex), bir (g, k) elemaninin tersi (g=!, k1)
ile tanimlidir. O halde her bir (x,y) € A X B icin T, ) = Fy x Hy esnek kiimesinin, G x K carpim
grubunun bir altgrubu oldugu gosterilirse ispat tamamlanmis olur. Her (x,y) € A X B parametre
cifti icin herhangi iki (g1,k1), (82,k2) € T(y,) elemam alalm. Buradan (g1,k1).(g; L =
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(glgz_1 , klkz_l) olur. F; ve Hy, sirastyla G ve K nin altgruplari oldugundan glgz_1 € F,ve lqkz._1 €
H, dir. Boylece her bir (x,y) parametresi icin Tx,). G x K nim bir altgrubudur. Sonuc olarak

Ty«p = F5 X Hp, G x K lizerinde bir esnek gruptur.

Tamim 3.0.6. [4] Fy, G iizerinde bir esnek grup ve Hg<Fj olsun. Her x € B icin Hy, F\’ in bir

normal altgrubu ise Hg’ ye Fy’ min bir normal esnek altgrubu denir ve Hg<\Fy seklinde yazilir.

Teorem 3.0.3. [4] F), G iizerinde bir esnek grup, I bir indis kiimesi ve {(H;)p,};c; Fa* nin

normal esnek altgruplarinin bir kolleksiyonu olsun. Bu takdirde ﬂ(Hi) B, Fo’ min bir normal
iel
esnek altgrubudur.

Ispat: Acikca ﬂBi C A dir. Her i indisi i¢in (H;)p,<\Fs oldugundan ﬂ(H,) B;» F4 nin normal
il il
esnek altgrubudur.
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4. GENELLESTIRILMIS GRUPLAR

Tezin bu bolimiinde genellestirilmis gruplar ile ilgili baz1 temel kavramlar hakkinda

bilgiler verildi.

Tamim 4.0.1. [14] Bir G genellestirilmis grubu, iizerinde tanimlanan bir : G x G — G, (a,b) —

ab carpma islemi ile birlikte asagidaki kosullari saglayan bir kiimedir:

i) Hera,b,c € Gicin (ab)c = a(bc), (birlesme ozelligi),

ii) Her a € G icin bir tek e(a) € G vardir dyle ki ae(a) = e(a)a = a (birim eleman),

1

iti) Her a € Gicina™' € Gvardir oyle ki aa™' = a='a = e(a) (ters eleman).

Bir genellestirilmis grubun yapist ile ilgili olarak asagidaki 6nermeyi verelim.

Onerme 4.0.1. [14] Bir G genellestirilmis grubu asagidaki ozellikleri saglar:

i) Hera € Gicine(e(a)) = e(a) ve e(a™ ') = e(a) dur.
ii) Herac Gicin (a ')~ = adw
Ispat:

i) G bir genellestirilmis grup oldugundan herhangi bir a elemant icin a = ae(a) = e(a)a olacak
sekilde bir tek e(a) birim elemani bulunmaktadir. Dolayisiyla, 6zel olarak a elemani yerine
e(a) elemani alinirsa benzer olarak e (e(a)) e(a) = e(a) esitligini yazabiliriz. Bu son esitligin
her iki tarafini sag taraftan a ile carparsak [e (e(a)) e(a)] a = e(a)a elde edilir. Genellestirilmis
grubun birlesme ozelliginden e (e(a)) [e(a)a] = a gelir. Boylece e(e(a))a = a elde edilir.
Benzer islemler sol taraftan yapilirsa ae(e(a)) = a bulunur. a elemant icin birim eleman tek

olmak zorunda oldugundan bu iki sonuc e(e(a)) = e(a) olmasinm gerektirir.

Tkinci olarak herhangi bir a € G icin e(a™') = e(a) oldugunu gosterelim. a € G olsun. Bu
takdirde,

a=ae(a)=ala 'a)=ala e(a "))a= (e(a)e(a"))a

dir. Benzer olarak



dir. e(a) birim elemaninin tekliginden

olup
e(a ) =e(a) (4.0.1)
oldugu gelir.
ii) Ters eleman ozelliginden (a=!)"la~! =e(a™!) = e(a) du.
(a7 la ! =e(a)
esitliginin her iki tarafini sag taraftan a ile carparsak
[(a_l)_la_l] a=e(a)a (4.0.2)

elde edilir. Bu esitligin sol tarafim1 ele alir ve genellestirilmis grubun ilk aksiyomunu

kullanirsak
(a7t (aila) =@ Hle(a)=(@Hle(aH =@ le(@ ) =@ hH™! 4.03)
olur. Buradan (4.0.2) ve (4.0.3) esitlikleri araciligiyla (a_l)_1 = qa elde edilir.

Teorem 4.0.1. [14] Bir G genellestirilmis grubunda her a elemani icin bir tek a~' € G ters

elemani vardir.

Ispat: a € G nin b ve c gibi iki farkli ters elemaninin oldugunu kabul edelim. Bu takdirde, ba =
ab = e(a) ve ca = ac = e(a) dir. Buradan b(ac) = b(e(a)) elde edilir. Dolayisiyla e(a)c = be(a)
olup bu da (4.0.1) esitliginden b = ¢ olmasin1 gerektirir. Sonuc olarak, bir G genellestirilmis

grubunda her a elemani i¢in bir ters eleman vardir.

Ornek 4.0.1. [14] R reel sayilar kiimesi olmak iizere, G = R x R\{0} x R olsun. G,
(a1,b1,c1)(az,b2,¢2) = (braz, biby, bicy)

carpim islemine gore bir genellestirilmis gruptur.

Genellestirilmis grup tammindaki aksiyomlarin saglandigint gosterelim.
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i) (a1,b1,c1), (a2,b2,¢2), (a3,b3,c3) € G alalim. Bu takdirde

[(a1,b1,c1)(a2,b2,¢2)] (a3,b3,¢3) = (braz,b1bs,bicy) (a3, bz, c3)
= [(b1b2) a3, (b1b2) b3, (b1b2)c3]
= [b1(b2a3),b1(b2b3),b1(bac3)]
= (ay,b1,c1)(braz,bybz, brc3)
- ( ag 7b1 7C])[(a27b2762)(a37b3;c3)]
oldugundan birlesme ozelligi saglanir.
ii) (a1,b1,c1) € G icin birim eleman e( ay,by,cy) = (%, 1, Z—i) seklindedir.

Gercekten,

a C
(a17b17cl)e(a17blacl):(al,bl,cl) (—1 1 1)

bla ,b_l
aj C1
= (b1—.,b11,b1—
( 1y 0k 1b1)
= (ai,by,c1)

dir. Diger taraftan

a C
e(ay,by,c1)(ar,by,c1) = (b_i’l’b_i> (ai1,bi,c1)

= (lay,1by,1cy)
- ( (l],b],Cl)
olur. Boylece
(a],b],C])e(al,b],Cl) :€((ll,b],C1)(a],b1,C1) - (a],b],C])

esitligi saglantr.

N
N

iii) (ay,b1,c1) € G icin ters eleman (al,bl,cl)_l = (“—%, %, %) kuraly ile verilir. Gercekten,
1 1

-1 _ ai 1 C1
(a1,by,c1)(ay,by,c1) _(al’bl’cl)<b_%’a’b_%)
al 1 cl
— b—.,b—
p2" by 1b§>
a C1
(b17 7b1)
:€(a],b],6'1)

= (b,
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ve

a 1 ¢

(alablacl)il(ahbl?Cl) = <ﬁ,b_1’l?) (Cl],b],C])
1 1

olup, ters eleman kurali saglanir. Béylece G bir genellestirilmis gruptur.

Ornek 4.0.2. [25] G, iizerinde tamimlanan bir m carpim islemi ile bir genellestirilmis grup

olsun. Bu takdirde G x G kartezyen carpim kiimesi,

ml((avb)7 (Cad)) = (m(avc>7m(b=d)>

carpum islemi ile genellestirilmis gruptur. Herhangi bir (a,b) € G X G elemanu icin birim eleman

ei(a,b) = (e(a),e(b)) ve ters eleman (a,b)~' = (a=',b7") ile tanumhidur:

Tanim 4.0.1 den her grubun bir genellestirilmis grup oldugu aciktir. Fakat bunun tersi
dogru degildir, yani her genellestirilmis grup bir grup olmayabilir. Asagidaki teorem bir

genellestirilmis grubun ne zaman bir grup olabilecegini ifade etmektedir.
Teorem 4.0.2. [25] Her G abelyan genellestirilmis grubu bir gruptur.

Ispat: Bir grupta sadece bir tane birim eleman olmasi gerektiginden, bir G abelyan
genellestirilmis grubundaki herhangi a,b € G elemanlari icin e(a) = e(b) oldugunu gostermek
ispat icin yeterli olacaktir. a,b € G verilsin. Bu takdirde ae(a) = e(a)a = a ve be(b) = e(b)b=1b
esitlikleri vardir. e(a)a = a ve e(b)b = b esitliklerini sirasiyla b ve a ile sagdan carpalim. Bu
takdirde
e(a)a=a=(e(a)a)b=ab
= e(a)(ab) = ab
= e(a) = e(ab)
ve
e(b)b=>b= (e(b)b)a=ba
= e(b) (ba) = ba
= e(b) = e(ba)
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elde edilir. G abelyan oldugundan ab = ba ise e(ab) = e(ba) dir. Ayrica birim elemanin
tekliginden e(a) = e(ab) = e(ba) = e(b) bulunur. Béylece G abelyan genellestirilmis grubunda

birim elemanin tek oldugu sonucu gelir. Sonuc olarak, G bir gruptur.

Tamm 4.0.2. [14] Bir G genellestirilmis grubunda her a,b € G icin e(ab) = e(a)e(b) oluyorsa

G ye normal genellestirilmis grup denir.

Tamm 4.0.3. [24] H bir G genellestirilmis grubunun bosolmayan bir alt kiimesi olsun. H, G nin
carpim islemi ile bir genellestirilmis grup ise H ya bir genellestirilmis altgrup deriz ve H < G
ile gosteririz.

Teorem 4.0.3. [24] G bir genellestirilmis grup ve 0 # H C G olsun. Bu takdirde H, G nin bir

genellestirilmis altgrubudur ancak ve ancak her a,b € H icin ab~' € H dur.

Ispat: (=): H bir genellestirilmis altgrup olsun. O zaman her a,b € Hicinb~' €¢ Hveab™' ¢ H
dir.

(<=): H # 0 olmak iizere, her a,b € H icin ab~! € H olsun. Bu durumda bb~! = e(b) € H,
e(b)b™' =b~' € Hveab=a(b~')~' € H olup H bir genellestirilmis gruptur. Dolayisiyla da
bir genellestirilmis altgruptur.

Teorem 4.0.4. [24] {H; |i € I}, bir G genellestirilmis grubunun genellestirilmis altgruplarinin

bir ailesi ve (\H; # 0 olsun. Bu takdirde H = (\H,, G nin bir genellestirilmis altgrubudur.
icl icl

Ispat: Onceki teorem geregince herhangi a,b € H icin ab~!' € H oldugunu gostermek yeterlidir.
a,bce H=Vieclicina,b e H;
= Vi el icin ab™' € H; (ciinkii her bir H; genellestirilmis altgrup)
—ab 'eH= NicrH;
dir. Boylece ispat tamamlanir.

Asagidaki ornek iki genellestirilmis altgrubun kesisiminin bos olabilecegini gostermektedir.

Ornek 4.0.3. [24] G = IR x (IR —{0}) x IR kiimesi, (a,b,c)(d,e, f) = (bd,be,bf) carpimu ile
bir normal genellestirilmis gruptur. Hy = {0} x {1} x (IR—{0}) ve H, = (IR—{0}) x {1} x {0}

kiimeleri G’ nin carpim islemi ile genellestirilmis altgruplardir ve Hy N Hp = O dir.
Teorem 4.0.5. [24] Bir G genellestirilmis grubunda herhangi bir a elemani icin
G, ={xeG:e(x)=e(a)}

kiimesi G nin bir genellestirilmis altgrubudur. Ustelik, G, aslinda bir gruptur.
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Ispat: Her b,c € G, icin (bc)e(a) = (bc)e(c) = be ve e(a)(be) = e(b)(bc) = be esitliklerini
yazabiliriz. Buradan da e(bc) = e(a) oldugu gelir. Diger taraftan e(c) = e(c™!) dir. Dolayisiyla
b,c~' € G, olup bc™! € G, dir. Boylece G, G nin bir genellestirilmis altgrubudur. Ayrica birim

fonksiyon G, iizerinde bir sabit fonksiyon oldugundan G, aym zamanda bir gruptur.

Tanim 4.0.4. [24] G ve H genellestirilmis gruplar olsun. 1 : G — H doniisiimii her a,b € G
icin N (ab) = n(a)n(b) sartim sagliyorsa N doniisiimiine G den H ya bir genellestirilmis grup

homomorfizmi denir.

Ornek 4.04. [24] G = R x (R — {0}) kiimesi (a,b)(c,d) = (bc,bd) carpimi ile bir
genellestirilmis gruptur. Herhangi bir (a,b) € G elemani icin birim eleman ve ters eleman

sirastyla e(a,b) = (4,1) ve (a,b)~! = (%, ]%) seklinde tanmimlidr.

H = IR kiimesi ab = b carpumu ile bir genellestirilmis gruptur. Herhangi bir a € H elemani

1

icin birim eleman ve ters eleman sirastyla e(a) = a ve a~' = a seklinde tammhidir.

Yukaridaki gibi belirlenen G ve H genellestirilmis gruplart arasinda tanimlanan

n:G—H
(a,b) =3

doniisiimii bir genellestirilmis grup homomorfizmidir.

Gercekten, herhangi (a,b),(c,d) € G icin

1 ((a,b)(c,d)) = n(be,bd) = l’j_; _<
n(a.b)ne.d)=3=

olup, 1 ((a,b)(c,d)) =n(a,b)n(c,d) oldugu goriiliir.

Teorem 4.0.6. [16] G ve H ayrik genellestirilmis gruplar ve 1 : G — H bir genellestirilmis

grup homomorfizmi olsun. Bu takdirde

i) Herae€ Gicinn(e(a)) =e(n(a)), H da birim elemandur.
ii) Herac Gicinn(a™') =[n(a)]™.

iii) K, G nin bir genellestirilmis altgrubu ise 1(K) da H nin bir genellestirilmis altgrubudur.
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iv) G bir normal genellestirilmis grup ise, o zaman

{(e(a),n(a)) |a € G}
kiimesi
(e(a),n(a))(e(b),n (b)) = (e(ab),n(ab))

carpumt ile birlikte | n(Ge(a)) ile gosterilen bir genellestirilmis gruptur.
e(a)eG

ispat:
i) Hera € Gicin, n(e(a)) = e(n(a)) ile tanimlanan e(7(a))’ nin n(a) € H nin birimi oldugunu

gosterelim. Bunun icin e(n(a))n(a) = n(a)e(n(a)) = n(a) esitliginin saglandigini

gormeliyiz.

veE

olup n(e(a)) = e(n(a)) H da bir birim elemandir, yani bir 17 genellestirilmis grup

homomorfizmi birim eleman1 birim elemana gotiiriir.

ii)

= @] (n(@n(@)
=[n(a)] ' n(aa")

= [n(a)] " n(e(a))

= [n(a)] " e(n(a))

= [n(@) " e(n(a™")
=[n(a)]"’
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iii) x,y € n(K) alalm. x,y € n(K) = n(a) = x, n(b) =y olacak sekilde Ja,b € K vardir. K

genellestirilmis altgrup oldugundan ab~! € K olup buradan

n(ab~) =n(@n® ") =n@Mh®)]" =x»"en(K)
dir. Bu da n(K) nin, H nin bir genellestirilmis altgrubu oldugunu gosterir.
iv) Genellestirilmis grup kosullarin1 sagladigini gosterelim.

e Her bir a,b,c € G icin

[(e(a),n(a)) (e(b),n(b))](e(c),n(c)) = (e(ab),n(ab))(e(c),n(c))
= (e(abc),mn(abc)) (4.0.4)

ve

= (e(abc),mn(abc)) (4.0.5)

elde edilir. Boylece birlesme 6zelligi saglanir.

e a € G olmak iizere (e(a),n(a)) € U nN(G ) elemant icin birim eleman e(e(a),n(a)) =
e(a)eG
(e(a),n(e(a))) ile tanimli olup

oldugu kolayca gosterilebilir.

e a € G olmak iizere (e(a),n(a)) € U M(G,() elemant icin ters eleman (e(a),n(a))~! =

e(a)eG
(e(a),n(a"")) ile taniml1 olup

oldugu kolayca gosterilebilir.

Tanmm 4.0.5. [24] n : G — H bir genellestirilmis grup homomorfizmi ve a € G olsun. Bu
durumda M nin a daki cekirdegi kern(a) = {x € G| n(x) =n(e(a))} kiimesidir.
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Teorem 4.0.7. [24] G ve H birer genellestirilmis grup, 1 : G — H bir genellestirilmis grup
homomorfizmi ve a € G olsun. Bu takdirde a’ da 1’ nin cekirdegi kern(a) = {x € G| n(x) =
n(e(a))} G’ nin bir genellestirilmis altgrubudur. Ayrica M bire-birdir gerek ve yeter sart her
a € Gicinkern(a) = {e(a)} dr

Ispat: x,y € kern(a) olsun. Bu takdirde

N0y~ =1(x) (M)~ = nle(@) (n(e(a))™

dir. Dolayistyla xy~! € kern(a) dur.

Ikinci olarak 7 bire-bir olsun. Bu takdirde her a € G icin kern(a) = {e(a)} dir. Simdi de
kern(a) = {e(a)} ise N’ nin bire-bir oldugunu gosterelim. 7 (x) = n(y) olsun. Bu takdirde
NG~ =n)n(~") =n(e(y)) olup buradan 7 (xy~') = n(e(y)) gelir. kern(y) = {e(y)}

oldugundan

xy l=e(y)=e(y ") (4.0.6)

Y ix=e(y)=e(y") (4.0.7)
olup buradan (4.0.6) ve (4.0.7) araciligryla x = ((y~'))~! = y bulunur.

Teorem 4.0.8. [24] G, birim elemani e olan bir grup ve 1 : G — H bir genellestirilmis grup
homomorfizmi olsun. Bu takdirde 1(G), Hy nin bir genellestirilmis altgrubudur. Ashnda

n(G) bir gruptur.

Ispat: Eger z € n(G) ise n(a) = z olacak sekilde a € G vardir. Boylece zn(e) = n(a)n(e) =

n(ae) = n(a) =z ve n(e)z=n(e)n(a) = n(ea) = n(a) = z dir. Boylece e(z) = n(e) gelir.
Dolayisiyla z € Hy, dir.

Tanim 4.0.6. [24] G bir genellestirilmis grup ve N < G olsun. Her a € G icin, G, =
{g€Gle(g)=e(a)},Na=NNG,ve n, =N |g, olmak iizere eger N, = 0 yada N, = ker(n,)
olacak sekilde bir E genellestirilmis grubu ve bir 11 : G — E genellestirilmis grup homomorfizmi

varsa N’ ye bir genellestirilmis normal altgrup denir.
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Ornek 4.0.5. [24] Ornek 4.0.4 de verilen G genellestirilmis grubunu gozoniine alalim.
Bu takdirde, N = {(a,b) |a=bveya a=3b} kiimesi G’ nin bir genellestirilmis normal
altgrubudur. Tamimda gecen E genellestirilmis grubu G olarak alimir ve 1 : G - E =G

genellestirilmis grup homomorfizmi 1(a,b) = (,1) seklinde tanumlanr.

Teorem 4.0.9. [24] G bir normal genellestirilmis grup ve N < G olsun. Bu takdirde G/N =
U Gu/N, kiimesi

acG
:G/N x G/N — G/N,(xNg4,yNp) — (xy)Nyp

carpimi ile bir normal genellestirilmis gruptur.

Ispat: G/N nin tanimina dikkat edildiginde, eger G, = G, ise N, = N, oldugu, ve dolayisiyla
G,/N, = G, /N, oldugu goriiliir. Bu sebeple G/N birlesimi, ayrik G,’ lar iizerinden alinabilir.
Simdi carpimin iyi tanimli oldugunu gosterelim. 1 : G — E, N’ ye karsilik gelen genellestirilmis
grup homomorfizmi olsun. Bu takdirde a € G olmak iizere N, = kern, ve N, # 0 dir. Eger
x1Ny = x2N, ve y1 N = y2Nj, 1se 0 zaman en az bir n, € N, ve nj, € N;, vardir 8yle ki x; = xon, ve
y1 = yanp dir. G bir normal genellestirilmis grup oldugundan i = 1,2 icin e(x;y;) = e(x;)e(y;) =

e(a)e(b) = e(ab) dir. Dolayisiyla x1,x2,y1,y2 € Gyp Olup
X2Ngyonyp)

x2)1 (na) M (y2)7 (1)

Nab(x1,y1) = N (
n(
n(x2)n(e(a))n(y2)n(e(b))
n(
n(

xze(a))n(v2e(a))
x2)1(y2)

= Nap(x2y2)

dir. Buradan x|y kern,, = xoy2kerng, ya da x1y; N, = x2y2N,p, olur.

Simdi e(xN,) = e(x)N, oldugunu gosterelim. (xN,)(yNy) = (yNp)(xN,;) = xN, olsun.
Boylece e(b)e(a) = e(ba) = e(a) = e(ab) = e(a)e(b) dir. Buradan da e(b) = e(e(a)) = e(a)
ve N, = N, bulunur. Ayrica G, /N, yegane e(x)N, = e(a)N, birimi ile bir gruptur. Dolayisiyla
yN, = yN, = e(x)N, dir. Ispatin diger ayrintilar1 kolayca gosterilebilir.

G/N genellestirilmis grubuna faktor genellestirilmis grubu veya béliim genellestirilmis

grubu denir.

Tamm 4.0.7. [16] G ve H genellestirilmis gruplarimin carpimi G x H ={(g,h) |g€ G,h€ H}

kiimesidir.
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Teorem 4.0.10. [16] G ve H genellestirilmis gruplarimin G x H = {(g,h) | g € G,h € H}
carpumi

(81,h1)(82,h2) = (8182, h1h2)

seklinde tanmimlanan carpum islemi ile bir genellestirilmis gruptur.
Ispat: Carpim isleminin kapali ve birlesimli oldugu aciktir. Ayrica bir (g,#) € G x H eleman
icin birim eleman e(g, ) = (eg(g),en (h)) ve ters eleman (g,h) ' = (¢!, h~") ile tammlanir. Bu

tanimlamalarla genellestirilmis grup tanimindaki (ii) ve (iii) aksiyomlarinin saglandigi kolayca

gosterilir.
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5. ESNEK GENELLESTIRILMIS GRUPLAR

Bu bolimde Molodtsov tarafindan verilen esnek kiime teorisi ile Molaei tarafindan verilen
genellestirilmis grup kavramin birlestirerek esnek genellestirilmis grup kavramini tanimliyoruz.
Ayrica bu kavram ile ilgili bazi sonuclar elde ediyoruz. Notasyon karmasikligindan kurtulmak

icin bu boliimde bir G genellestirilmis grubu iizerinde bir esnek kiimeyi (F,A) ile gosterecegiz.

Tamm 5.0.1. (F,A), bir G genellestirilmis grubu iizerinde bir esnek kiime olsun. Her a € A icin
F(a), G nin bir genellestirilmis altgrubu oluyorsa (F,A) ya G iizerinde bir esnek genellestirilmis

grup adi verilir.

Ornek 5.0.1. Ornek 4.0.4 ten G =R, ab = b carpma islemi ile bir genellestirilmis gruptur.

1

Birim eleman her a € R icin e(a) = a ve ters eleman a~" = a seklindedir. Parametrelerin kiimesi

olarak E = N* yi alalim. G = R iizerinde (F,E) = (F,NT) esnek kiimesini her n € N* icin

F(1)={1}
F(2)={1,2}

seklinde tanimlayalim. Her n € N7 icin F(n) kiimesinin ab = b carpma islemine gire G = R
nin bir genellestirilmis altgrubu oldugu kolayca gésterilebilir. Béylece (F,NT) esnek kiimesi,

G = R iizerinde bir esnek genellestirilmis gruptur.

Tamm 5.0.2. Bir G genellestirilmis grubu iizerinde (F,A) ve (H,B) esnek genellestirilmis
gruplart verildiginde

i) BCA,

ii) Her b € Bicin H(b) < F(b)

aksiyomlari gercekleniyorsa (H,B) ye (F,A) min bir esnek genellestirilmis altgrubu adi verilir
ve (H,B)<(F,A) yazilir.

Ornek 5.0.2. Ornek 4.0.4 teki ab = b carpma islemi ile tammlanan G = R genellestirilmis

grubunu ve G = R iizerinde yukarida verilen ornekteki gibi tanimlanan (F,A = NT) esnek

30



genellestirilmis grubunu goz oniine alalim. G = R iizerinde ikinci bir esnek genellestirilmis
grup icin B parametre kiimesi olarak tek dogal sayilarin kiimesini diisiinelim. Bu takdirde her

n € Bicin
H(1) = {1}
H(3) = {3}

[ ]
seklinde tamumlanan (H, B) esnek kiimesi de acikca asikdr esnek genellestirilmis grup adi verilen

bir esnek genellestirilmis gruptur.

Bu sekilde tammlanan (F,A) ve (H,B) esnek genellestirilmis gruplart icin B C A ve her
b € B i¢in H(b) < F(b) oldugundan (H,B), (F,A) min bir esnek genellestirilmis altgrubudur,
yani (H,B)<(F,A) dur.

Onerme 5.0.1. Bir G genellestirilmis grubu iizerinde iki esnek genellestirilmis grup(F,A) ve

(H,A) olsun. Bu takdirde (F,A)N\(H,A) esnek genellestirilmis gruptur.

Ispat: Esnek kesisim tanimindan yararlanacagiz. C = ANA = A olmak iizere (F,A)N(H,A) =
(K,C) = (K,A)oluphera € C(=A) i¢cin K(a) = F(a) veya K(a) = H(a) di.

Her a € A icin K(a) lar G nin genellestirilmis alt gruplarndir. (F,A) ve (H,A) esnek
genellestirilmis gruplar oldugundan her a € A i¢in K(a) = F(a) < G veya K(a) =H(a) < G
dir. Boylece (F,A)N(H,A) da bir esnek genellestirilmis gruptur.

Ornek 5.0.3. Ornek 4.0.4 deki ab = b carpma islemi ile tammlanan G = R genellestirilmis
grubu iizerinde A = B = N1 parametre kiimeleri olmak iizere (F,NT) ve (H,N") esnek
genellestirilmis gruplar asagidaki gibi verilsin:

her n € N* icin
F(1)={1} H(1)={1}
F(2) ={1,2} H(2) = {2}

Bu takdirde iki esnek kiimenin esnek kesisimi tanimindan C = ANB = Nt NN1 = N* olup,

(F,NT)N(H,NT) = (K,NT) dersek her n € C = N icin
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K(1)=F(1) = {1} K(1)=H(1) = {1}

K(2) =F(2) ={1,2} K(2)=H(2) = {2}
° veya °

dir. Her iki durumda da n € N* icin K(n) < G = R oldugundan (F,NT)N\(H,N") esnek kiimesi

G = R iizerinde bir esnek genellestirilmis gruptur.

Onerme 5.0.2. Bir G genellestirilmis grubu iizerinde herhangi iki (F,A) ve (H,B) esnek
genellestirilmis grubu icin ANB = 0 ise (F,A)U(H,B) de bir esnek genellestirilmis gruptur.

Ispat: Ispat icin esnek birlesim tanimindan yararlanacagiz. C = A U B olmak iizere
(F,A)U(H,B) = (K,C) diyelim. AN B = 0 oldugundan esnek birlesim tanimindan her a € C igin
a€A—B=Aveyaac B—A =B dir. Bu takdirde (F,A) ve (H,B) iki esnek genellestirilmis
grup oldugundan hera € Ciginegera €c A—B=Aise K(a) =F(a) <Gveegerac B—A=B
ise K(a) = H(a) < G dir. Dolayisiyla (F,A)U(H, B) bir esnek genellestirilmis gruptur.

Ornek 5.0.4. Ornek 4.0.4 teki ab = b carpma islemi ile tammlanan G = R genellestirilmis
grubunu ele alalim. A ve B parametre kiimeleri sirastyla ¢ift ve tek dogal sayilarin kiimesi olmak
iizere G = R iizerinde

hern € A igin
F(2)
F(4)

{1,2}
{1,2,3,4}

ve her n € B igin

seklinde tamimlanan (F,A) ve (H,B) esnek kiimeleri birer esnek genellestirilmis gruptur. Ayrica
actkca ANB =0 ve AUB =N dir. (F,A)U(H,B) = (K,N") diyelim. Her n € N* icin eger
ncA—B=Aise K(n)=F(n) <GvencB—A=BiseK(n)=H(n) <G dir. Sonuc olarak,

(F,A)U(H,B) esnek kiimesi de G = R iizerinde bir esnek genellestirilmis gruptur.

Teorem 5.0.1. G genellestirilmis grubu iizerinde iki esnek genellestirilmis grup (F,A) ve
(H,B) olsun. Eger herhangi x € A ve y € B icin F(x) NH(y) # 0 ise (F,A)\(H,B) bir esnek
genellestirilmis gruptur.
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Ispat: Herhangi x € A ve y € B icin F(x)NH(y) # 0 olsun. Tanim 2.0.10 dan her (x,y)
parametre cifti i¢in K(x,y) = F(x) N H(y) olmak iizere, (F,A)A(H,B) = (K,A x B) yazalim.
F(x) < G ve H(y) < G oldugundan Teorem 4.0.4 den dolay1 F(x) N H(y) kesisimi G nin bir
genellestirilmis altgrubudur, yani her (x,y) parametre cifti icin K (x,y) = F(x) NH(y) < G olup
buradan (F,A)A(H,B), G iizerinde bir esnek genellestirilmis gruptur.

Teorem 5.0.2. Bir G genellestirilmis grubu iizerinde bir esnek genellestirilmis grup (F,A) ve
(F,A) min esnek genellestirilmis altgruplarimin bir ailesi {(H;,B;)},c; olsun. Bu takdirde, B =
ﬂB,- olmak iizere eger her b € B icin ﬂHi(b) # 0 ise ﬂ(H,',Bi) esnek kesisimi de (F,A) mn bir

iel iel iel
esnek genellestirilmis altgrubudur.

Ispat: Her bir i indisi icin B; C A oldugundan, B = ﬂB,- C A dir. Dolayisiyla esnek
il
genellestirilmis altgrup tanimindaki ilk sartin saglandig1 aciktir. Her bir i indisi icin

(H;,B;)<(F,A) oldugundan, verilen her b € B parametresi icin H;(b) < F(b) dir. ﬂHi(b) #0
i€l

oldugundan, Teorem 4.0.4 ten dolay1 ﬂHi(b) < F(b) dir, yani bir genellestirilmis altgruptur.

icl
Buradan esnek genellestirilmis altgrup tanimindaki ikinci sart da saglanir. Boylece ﬂ(H,-,Bi)

icl

esnek kesisimi (F,A) nin bir esnek genellestirilmis altgrubudur.
Tanmm 5.0.3. (F,A), bir G genellestirilmis grubu iizerinde bir esnek genellestirilmis grup
olsun. Eger her bir a € A icin F(a) lar G nin (tiim elemanlart icin bir tek durumdaki)
birim elemanlarindan olusuyorsa (F,A) ya G genellestirilmis grubu iizerinde birim esnek
genellestirilmis grup ad verilir, yani, her a parametresi icin

(F,4) = [J{e(s)}

geG

ise (F,A) birim esnek genellestirilmis gruptur.

Tanim 5.0.4. (F,A), bir G genellestirilmis grubu iizerinde bir esnek genellestirilmis grup olsun.

Her a € A icin F(a) = G oluyorsa (F,A) ya mutlak esnek genellestirilmis grup adi verilir.

Teorem 5.0.3. 1 : G — K doniisiimii bir genellestirilmis grup homomorfizmi olsun. Bu takdirde,

i) (F,A), G iizerinde bir esnek genellestirilmis grup olmak iizere, her a € A ve her g € G icin
F(a) =kern(g) ise (n(F),A), K iizerinde birim esnek genellestirilmis gruptur.

ii) (F,A), G iizerinde mutlak esnek genellestirilmis grup ise (1(F),A) da K iizerinde bir mutlak

esnek genellestirilmis gruptur.
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ispat:

i) Her bir a € A parametresi ve g € G icin F(a) = kern(g) olsun. Bu takdirde acikca F(a) < G
genellestirilmis altgrubu, goriintiisii 17(e(g)) ye esit olan i € G elemanlarindan olusur, yani
F(a)={heG|n(h)=n(e(g))} dir. n bir genellestirilmis grup homomorfizmi oldugundan,
G nin birim elemanlarim1 K nin birim elemanlarina donistiiriir. Dolayisiyla her bir g € G
icin n(e(g)) goriintiisii K genellestirilmis grubunun bir birim elemanina karsilik gelir, yani
F(a) ={h € G| n(h) = e(k), Ik € K} yazabiliriz. Bu kiimenin 7 altindaki goriintisiinii
distiniirsek 1 (F (a)) = {e(k) € K | k € K} elde edilir. Bu da (n(F),A) nin K iizerinde birim

esnek genellestirilmis grup olmasi demektir.

ii) (F,A), G genellestirilmis grubu tizerinde mutlak esnek genellestirilmis grup oldugu i¢in her
a € Aigin F(a) = G dir. Buradan hera € A igin (n(F))(a) =n(F(a)) = n(G) = K elde edilir.

Boylece Tanim 5.0.4 den (1(F),A) da K tizerinde mutlak esnek genellestirilmis gruptur.

Tanmm 5.0.5. (F,A) ve (H,B) swaswyla G ve K genellestirilmis gruplart iizerinde esnek
genellestirilmis gruplar olsun. ) : G — K ve g : A — B doniisiimleri asagidaki sartlar: sagliyorsa

(n,g) : (F,A) — (H,B) ikilisine esnek genellestirilmis grup homomorfizmi denir.

i) n: G — K orten genellestirilmis grup homomorfizmi,
ii) g:A — B orten doniigiim,

iii) Herac€ Aicinn(F(a)) =H(g(a)).

Bu takdirde (F,A) ve (H,B) esnek genellestirilmis gruplarina esnek genellestirilmis
homomorftur deriz ve (F,A) ~ (H,B) ile gosteririz.
Teorem 5.0.4. (F,A) ve (H,B), G genellestirilmis grubu iizerinde esnek genellestirilmis gruplar
ve (F,A)<(H,B) olsun.  : G — K genellestirilmis grup homomorfizmi ise (n(F),A) ve
(n(H),B), K genellestirilmis grubu iizerinde esnek genellestirilmis gruplardir ve (1(F),A)<
(n(H),B) dir.

Ispat: 1) : G — K bir genellestirilmis grup homomorfizmi oldugundan her x € A ve her y € Bicin
N(F(x)) ve n(H(y)), K nin genellestirilmis alt gruplaridir. Dolayisiyla (n(F),A) ve (n(H),B),
K iizerinde birer esnek genellestirilmis gruptur. Diger taraftan (F,A)<(H,B) ise Tamm 5.0.2
den her x € A icin F(x) < H(x) ve n(F(x)) < n(H(x)) dir. Béylece (n(F),A)<(n(H),B) dir.
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Tanmmm 5.0.6. (F,A), G genellestirilmis grubu iizerinde bir esnek genellestirilmis grup ve
(H,B)<(F,A) olsun. Her x € B icin H(x) < F(x) oluyorsa (H,B) ye (F,A) mn esnek

genellestirilmis normal altgrubu deriz ve (H,B) < (F,A) ile gisteririz.

Teorem 5.0.5. Bir G genellestirilmis grubu iizerinde bir esnek genellestirilmis grup (F,A)
ve (F,A) min esnek genellestirilmis normal altgruplarimin bostan farkli bir kolleksiyonu
{(H;,B;)};c; olsun. Bu takdirde, B = ﬂBi olmak iizere eger her b € B icin ﬂHi(b) # 0 ise

icl icl

ﬂ(Hi,Bi) esnek kesisimi de (F,A) min bir esnek genellestirilmis normal altgrubudur.

iel

Ispat: Her bir i € I icin B; C A oldugundan acikca B = ﬂBi C A dir. Her bir i indisi i¢in

iel

(H;,B;)<(F,A) oldugundan, verilen her b € B parametresi icin H;(b) < F(b) dir. (Hi(b) #0
icl

oldugundan ﬂHi(b) < F(b) dir, yani bir genellestirilmis normal altgruptur. Béylece ﬂ(H,-,B,-)

iel icl

esnek kesisimi (F,A) nin bir esnek genellestirilmis normal altgrubudur.

Tamm 5.0.7. G iizerinde (F,A) ve K iizerinde (H,B) (esnek bos olmayan) esnek genellestirilmis

gruplari verildiginde (F,A) ve (H,B) nin (F,A) x (H,B) = (T,A x B) ¢arpuni her (x,y) €A X B

icin

T(x,y) = F(x) xH(y)

seklinde tanimlidir.

Onerme 5.0.3. Yukaridaki gibi tanimlanan (T,A x B) = (F,A) x (H,B) carpuimi G x K iizerinde

bir esnek genellestirilmis gruptur.

Ispat: Oncelikle G x K nin, ayritilar1 Teorem 4.0.10 deki gibi olan bir genellestirilmis grup
oldugunu belirtelim. Tanim 5.0.7 den (T,A x B) = (F,A) x (H,B) ¢arpimu her (x,y) parametre
cifti icin T'(x,y) = F(x) x H(y) seklinde tammhdir. (F,A) ve (H,B) esnek bos olmayan birer
esnek genellestirilmis grup oldugundan her (x,y) € A X B i¢in T'(x,y) = F(x) x H(y) # ¢ dir,
ciinkii F(x) # 0 ve H(y) # 0 dir. Gostermemiz gereken, her (x,y) parametre cifti icin F(x) X
H(y) < G x K olup olmadigidir. Her x € A icin F (x) < G oldugundan herhangi g1, g> € F(x) icin
18, € F(x) dir. Benzer sekilde her y € B icin H(y) < K oldugundan herhangi k;,k» € H(y)
icin k1k, ' € H(y) dir. F(x) x H(y) kartezyen carpim kiimesinin herhangi iki (g1,k1), (g2,k2)

elemani icin
(81.k1)-(82,k2) ™" = (g1.k1)-(83 Ky )
= (218, ' kiky )
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olup g1g,' € F(x) ve kik,' € H(y) oldugundan (g1g,"',kik; ') € F(x) x H(y) bulunur. Yani
her (x,y) € A x Bigin F(x) x H(y) < G x K dir. Dolayisiyla (F,A) x (H,B), G x K iizerinde bir

esnek genellestirilmis gruptur. Boylece ispat tamamlanir.
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6. SONUC

Bu tez calismasinda Molodtsov tarafindan ortaya koyulan esnek kiime teorisi ile Molaei
tarafindan tanimlanan genellestirilmis grup kavram birlestirilerek esnek genellestirilmis grup
kavrami tanimlanmistir. Bu amacla, Boliim 2’ de esnek kiime teorisi ile ilgili temel bilgiler
sunulmustur. Bolim 3’ te Aktas ve Cagman tarafindan esnek kiime teorisinin cebir alanina
uygulandig1 esnek grup kavramu ile ilgili temel tanim ve sonuclar ele alindi. Boliim 4 ise Molaei
tarafindan tanimlanan genellestirilmis grup kavrami ve onunla ilgili temel sonuclara ayrilmistir.
Tezin orijinal kismu olan son boliimde esnek genellestirilmis grup kavrami tanimlanarak esnek

gruplar icin gecerli olan sonuclar esnek genellestirilmis gruplar acisindan incelenmistir.
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