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OZET

Yiiksek lisans tez galismasi, 1999 yilinda Molodtsov tarafindan belirsizligi modellemek igin ortaya
atilan esnek kiime teorisi tizerinedir. Tezde yeni pek ¢ok esnek ikili pargali islemler tanimlanmus,
islemlerin oOzellikleri detayli bir sekilde incelenmis ve bu islemlerin U evreni tizerindeki esnek
kiimeler kiimesi ve sabit parametreli esnek kiimeler kiimesi iizerinde, hangi cebirsel yapilar
olusturduklari tiim ayrintilariyla sunulmustur.

On bolimden olusan bu calismada birinci boliimde esnek kiimeler, esnek islemler ve cebirsel
yapilar ile ilgili literatiirde yer alan calismalara deginilmistir. Ikinci béliimde, bu tez ¢alismasinda
kullanilacak olan temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Uciincii boliimde esnek ikili parcali
kesisim islemi, dordiincii béliimde esnek ikili pargali birlesim islemi, besinci boliimde esnek ikili
pargal1 art1 islemi, altinct boliimde esnek ikili par¢ali gamma islemi, yedinci boliimde esnek ikili
pargall lamda islemi, sekizinci béliimde esnek ikili pargali yi1ldiz islemi, dokuzuncu boliimde esnek
ikili parcali teta iglemi tanitilmig, 6rnegi verilmis, bu islemlerin tim 6zellikleri ayrintili sekilde
incelenmistir. Bu islemlerin diger esnek kiime islemleri ile olan iliskilerine bakmak adina, bu yeni
esnek kiime iglemlerinin; diger esnek kiime islemlerinden olan, kisitlanmig, genisletilmis ve esnek
ikili parcal1 islemler iizerine dagilma kurallarina bakilmustir. Islemlerimizin cebirsel 6zellikleri ve
dagilma kurallar1 géz 6niinde bulundurularak, bu islemlerle birlikte esnek kiimeler kiimesinin hangi
cebirsel yapilar olusturduguna bakilmis; belli sartlar altinda monoid, sinirh yari-kafes, grup, yari-
halka, yar1 yakin halka, sag yari yakin-halka, hemihalka, sol-sag sistem, sinirli dagilmali kafes,
Bool Halkasi; Bool cebiri, De Morgan Cebiri, Kleene Cebiri, Stone cebiri gibi ¢ok cesitli yapilar
olusturdugu sistematik bir sekilde gosterilmistir. Son boliimde ise bu calismadan elde edilen
sonuclara yer verilmis ve sonuglarin 6nemi tartisilmistir.

Sayfa Adedi : 238
Anahtar Kelimeler : Esnek Kiime,Esnek Kiime Islemleri, Cebirsel Yapilar
Danisman : Prof. Dr. Aslthan SEZGIN
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ABSTRACT

This master's thesis is on soft set theory, introduced by Molodtsov in 1999 to model uncertainty.
Many new soft binary piecewise operations are defined, their properties are thoroughly examined,
and it is examined in full detail which algebaric structures these operations together with soft sets
form in the set of soft sets over the universe U and in the set of soft sets with a fixed parameter

This study, consisting of ten section, begins with the first chapter where the literature on soft sets,
set operations, and algebraic structures are discussed. In the second section, fundamental
definitions and theorems to be used in this thesis are provided. In the third section, soft binary
piecewise intersection operation; in the fourth section, the soft binary piecewise union operation; in
the fifth section, the soft binary piecewise addition operation; in the sixth section, the soft binary
piecewise gamma operation; in the seventh section, the soft binary piecewise lambda operation; in
the eighth section, the soft binary piecewise star operation; in the ninth section, and the soft binary
piecewise theta operation are introduced, their examples are given, and all the properties of these
operations are examined in detail. In order to obtain the relationships of these operations with other
soft set operations, the distributions of these operations on other soft set operations such as
restricted, extended and soft binary piecewise operations are explored. Considering the algebraic
properties and distributive rules of the operations, it is shown that the set of soft sets together with
these operations form a wide variety of algebaric structures such as monoid, bounded semi-lattice,
group, semiring, hemiring, left-right system, zero-symmetric right seminearring, bounded
distributive lattice, Boolean ring, Boolean algebra, De Morgan Algebra, Kleene Algebra and Stone
algebra under certain conditions. In the conclusion section, the results obtained from this study are
presented, and the significance of the results is discussed.
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ON SOZ ve TESEKKUR
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degerli bilgilerini benimle paylasan, kendisine ne zaman danigsam bana kiymetli zamanini
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sunan her sorun yasadifimda yanina c¢ekinmeden gidebildigim, giiler yiiziini ve
samimiyetini benden esirgemeyen, birlikte ¢alismaktan keyif aldigim, onur duydugum ve
bir danmismanin ¢ok Otesinde bilgisi, deneyimi ve bana kattiklariyla yolumu aydinlatan
degerli danmismanim Prof. Dr. Aslhihan SEZGIN hocama tesekkiirii bir bor¢ bilir ve

stikranlarim1 sunuyorum.

Tesekkiirlerin az kalacagi diger {iniversite hocalarimin da bana 4 yillik {iniversite hayatim
boyunca kazandirdiklar1 her sey icin ve beni gelecekte s6z sahibi yapacak bilgilerle

donattiklar1 i¢in hepsine teker teker tesekkiirlerimi sunuyorum.

Son olarak hayattaki en biiyilk sansim olan desteklerini her an yanimda hissettigim,

varliklar1 beni her daim cesaretlendiren kiymetli aileme tesekkiir ederim.
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viii

SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek tizere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

)] Bos kiime

€ Elemanidir

¢ Eleman: degildir

v Evrensel niceleyici, her

3 Varliksal niceleyici, en az bir
+* Esit degildir

= Gerek sart

= Yeter sart

E Parametre kiimesi

U Evrensel kiime

P(U) U nun kuvvet kiimesi

(F,K) (F,K) esnek kiimesi

(F,K)" (F,K) esnek kiimenin tiimleyeni
Da A ya gore bos esnek kiime

DOk E ye gore bos esnek kiime

Uga A ya gore evrensel kiime

Ug Mutlak esnek kiime

Do Bos esnek kiime

Se(V) U flizerinde taniml1 tiim esnek kiimelerin kiimesi

Sk(U) K kiimesi lizerinde tanimli tiim esnek kiimelerin kiimesi



Artt iglemi
Lamda islemi
Teta islemi
Yildiz islemi

Gamma islemi



1.GIRIS

Gilinliik yagamda karsilastigimiz bazi durumlari agiklamak ve bu durumlar hakkinda kesin
yorum yapmak olduke¢a zordur. Bu durumlarin dogru, yanlis ya da kime gore dogru veya
kime gore yanlis oldugu zamana, ortama ve kisilere gore degisiklik gostermektedir. Her
insanin glinlik yasamda kullandig1 belirsizlik iceren ifadeler vardir. Giizel araba, yliksek
hiz, lezzetli yemek, kisa boy, gen¢ kiz, zor soru gibi kelimeler 6rnek olarak verilebilir.
Belirsizlikler matematikle birlikte diger bilim dallarin1 da etkilemektedir. Arastirmacilar
biyoloji, sosyoloji, miihendislik, ekonomi, ¢evre bilimleri, tip bilimleri ve daha bir¢ok
alanda karmasik problemleri ¢6zmeye calisirken ayni zamanda belirsizliklerin
modellemesiyle de ugrasmislardir. Farkli tiirlerde ortaya c¢ikan bu belirsizliklerin klasik
yontemlerle modellenmesi her zaman miimkiin degildir. Zaman gectik¢e etrafimizda
bulunan belirsizlikleri giderebilmek ve modelleyebilmek icin bir¢ok farkli matematiksel

teori ortaya atilmistir.

Olasilik teorisi, aralik matematigi, sezgisel bulanik kiimeler teorisi, bulanik kiimeler teorisi
gibi matematiksel teoriler belirsizligi a¢iklamak i¢in kullanilabilir teorilerdir ancak bu
teorilerin her birinin kendi i¢ginde zorluklar1 vardir. Bu modellemelerin birgoguna 6nciiliik
eden bulanik kiimeler teorisi Zadeh (1965) tarafindan ortaya atilmistir. Bir bulanik kiime
iiyelik fonksiyonu tarafindan tanimlanmaktadir. Her bir énerme i¢in bu fonksiyon [0,1]
araliginda bir gercek say1 ile iliskilendirilir. Bu gerg¢ek sayir bulanik kiimeye aidiyet
derecesi olarak yorumlanir. Aitlik derecesi 1’e yaklasirken artarken; 0’ a yaklasirken

azalir. Eleman kiimeye ait degilse aitlik degeri 0 ‘a esittir.

Uyelik fonksiyonunu belirlemek i¢in tek yol olmadigindan iiyelik fonksiyonu dogasi geregi
son derece kisiseldir ve her 6zel durum i¢in iiyelik fonksiyonunun nasil ayarlayacag: biiyiik
bir sorun olusturmustur. Bu nedenle tiyelik fonksiyonundan bagimsiz bir kiimeler teorisine
ihtiya¢c duyulmustur. Molodtsov (1999) belirsizligi modellemek ve belirsizlik igeren
problemlerde kullanmak icin yeni bir yaklagim olan Esnek Kiime Teorisini ortaya atmistir.
Bu teori, liyelik fonksiyonun ayarlanma sorununu ortadan kaldirmuis; dolayistyla teorinin
bir¢ok farkli alana kolayca uygulanmasini saglamistir (Molodtsov, 1999). Molodtsov esnek

kiimler teorisini matematigin birgok alaninda basari ile uygulamistir. Bu alanlara oyun



teorisi, Reimann integrasyonu, Perron integrasyonu islem arastirmalari, olasilik teorisi

Ol¢lim teorisi 6rnek olarak verilebilir.

Esnek kiime teorisinin, teori ortaya atildigindan itibaren en yogun uygulama buldugu alan,
karar verme problemleridir. Maji, Roy ve Biswas (2002) esnek kiime ve bulanik kiimeyi
birlestirip bulanik esnek kiime ve daha sonrasinda sezgisel bulanik esnek kiime kavramini
ortaya atmis, ayrica ¢ok aralik degerli bulanik esnek kiime kavramini, tiimleyen, birlesim,
kesisim, ve, veya gibi temel islemleri inceleyip karar verme probleminde uygulamiglardir.
Chen, Tsang ve Yeung (2003), Maji ve digerlerinin (2002) esnek kiimelerin indirgeme
sonucunun yanlis oldugunu ve indirgeme esnek kiime taniminin uygun olmadigini
belirtmislerdir. Xioa, Li, Zhong ve Yang (2003) esnek kiimelerde kullanilmak tizere yapay
bir hesaplama yontemi gelistirmistir. Yang, Qu ve Li (2004) esnek kiimeler ve yaklagimli
esnek kiimelere dayali karar analizi ¢alismasini yayimlamistir. Chen, Kong, Zhong ve Ye
(2005) esnek kiimelerde parametre indirgemesi iizerine ¢alismalar yapmistir. Chen, Tsang,
Yeung ve Wang (2005) parametrelestirme azaltmasinin yeni bir tanimini kullanarak karar
verme probleminde esnek kiime uygulamasinin gelistirmislerdir. Xiao, Chen, Zhong ve Ye
(2005) esnek kiime teorisine dayali bilgi tablosu olusturularak esnek bilgi Oriintiilerinin
taninmasi; ayn1 zamanda farkli tanima vektorlerine karsilik gelen ¢oziimler onermislerdir
Miisrif, Sengupta ve Ray (2006) smiflandirmalarda, esnek kiime teorisinin karar verme
uygulamalarin1 kullanarak yeni bir algoritma sunmuslardir. Herawan ve Deris (2010)
gripten siiphelenen hastalarin karar vermesinde esnek kiime teorisinin uygulanabilirligini
yapay bir veri seti lizerinden giincel esnek karar verme tekniklerine karsi niteliksel bir
bakis acisi ile tartisip sunmuslardir. Ayrica Herawan (2010) siiphelenilen hastalarin veri
kiimesinden Boolean degerli bir bilgi sistemi araciligiyla esnek kiimeye dayali karar verme
slirecimizin genisletilmis bir uygulamasini sunmus ve esnek kiime teorisini ve hastalarda
maksimum semptomlarin birlikte ortaya ¢ikmasini kullanarak, esnek kiimeye dayali karar
verme tekniginin, vazgecilebilir semptomlarin sayisini azaltmak ve ayrica dogru ve hizl
bir karar vermek i¢in nasil kullanilabilecegini arastirmigtir. Cagman ve Enginoglu (2010a)
belirsizlik i¢eren problemlere uygulanabilecek esnek maksimum-minimum karar verme
yontemini olusturmuglar ve Cagman ve Enginoglu (2010b), Molodtsov’un esnek kiime
islemlerini daha islevsel hale getirmek icin iglemleri yeniden tanimlamislar ve esnek
kiimelerin karar fonksiyonunun ¢arpimlarini gostermislerdir. Jiang, Tang, Chen, Wang ve

(2010), genisletilmis bir esnek kiime teorisi sunmuslardir. Genisletilmis esnek kiimeler igin



bazi islemleri tanimlayarak bu iglemlerle ilgili olarak genisletilmis esnek kiime teorisinde
bazi De Morgan yasalarinin gegerli oldugunu kanitlamislardir. Gong, Xiao ve Zhang
(2010) bijektif esnek kiime kavramimi ve karar verme problemlerinde bijektif esnek
kiimenin uygulanmasini arastirmiglardir. Xia, Gong, Xiao ve Zou (2010), bijektif esnek
kiimeler arasindaki bagimlilik, dislayici ayirict esnek kiimeler, dislayici ayirict esnek karar
sistemlerinin azaltilmasi gibi baz1 kavramlari incelemislerdir. Feng, Li ve Cagman (2012)
tiniter karar verme yOntemini gelistirip tekdilize karar verme ilkesine daha derin bir bakis
acist kazandirip sinirlarint gostermislerdir. Kharal (2014), bir esnek kiimenin iyelik
yapisint incelenmis ve ozelliklerini sunmustur (Kharal, 2014). Atagiin, Kamaci1 ve Oktay
(2018) daha 6nce tanimlanan esnek matris ¢arpimlarini farkls tiirlerdeki esnek matrisleri de
carpacak sekilde genellestirmis, bu yeni islemleri karar verme problemlerini ¢dzme
stirecini daha hizli, daha anlasilir ve daha rahat hale getirmislerdir. Kamaci, Saltik, Akiz
ve Atagiin (2018) ters esnek matris teorisini ve islemlerini ¢arpimlarini ve cebirsel
yapilarini ayrintili olarak tanitmis, esnek toplam satirli karar verme algoritmasi olarak
adlandirdiklar1 algoritmanin Scilab kodlarmi vermis ve bu kodlarin kara verme siirecinin
birgok nesneden olustugunu savunmuslardir. Yang ve Yao (2020) esnek kiimenin
cekirdegine ve deste§ine dayanan ii¢ yonlii kararin niteliksel bir modelini sunmuslardir.
Petchimuthu, Garg, Kamaci ve Atagiin (2020), bulanik esnek matrislerin ortalama
operatorlerini ve normallestirilmis bulanik agirlikli ortalama operatorlerini tanitmis, ¢ok
kriterli grup karar verme problemini farkli degerlendirme kriter setleri ile tanimlamis ve
benzer problemlerle basa ¢ikmak icin ortalama operatorleri ve bulanik esnek matrislerin
genellestirilmis ¢arpimlarini kullanarak iki algoritma olusturmuslardir. Zorlutuna (2021)
esnek simiflar iizerinde kiime degerli haritalama kavraminmi tanitmi Ornekler ve karsi
orneklerle desteklenen goriintiilerin ¢esitli 6zelliklerini ve esnek kiimelerin ters

goriintiilerini incelemis, bu kavrami karar verme problemlerine uygulamislardir.

Esnek kiimeler yardimiyla, esnek cebirsel yapilar da pek ¢ok arastirmaci tarafindan
calistlmistir. Aktas ve Cagman (2007) esnek kiimeleri, bulanik kiimeler ve yaklasimli
kiimelerin ilgili kavramlariyla karsilagtirmistir. Ayrica pek ¢ok yeni calismaya 1s1k tutan
esnek grup teorisini literatiire kazandirmiglardir. Esnek grup yapisi iizerinde esnek alt grup,
normal esnek alt grup, esnek grup homomorfizmi gibi cebirsel yapilari da tanimlamiglardir.
Jun (2008) esnek BCK-BCl-cebirleri ve esnek alt cebir kavramlarini tanimlayarak bazi

temel Ozellikleri incelemistir. Jun ve Park (2008) esnek kiimeleri BCK-BCI-cebirlerine



uygulayarak, BCK-BCl—cebirlerinin esnek cebirsel ozelliklerini arastirmis ve cesitli
ornekler vermislerdir. Park, Jun ve Oztiirk (2008) esnek WS-cebirleri iizerine ¢alismalar
yapmislardir. Feng, Jun ve Zhao (2008) esnek kiime teorisini kullanarak esnek yari
halkalari, esnek yar1 halkalardaki esnek idealleri ve idealisttik yar1 halkalar
tanimlamiglardir. Sun, Zhang ven Liu (2008) esnek modiillerin kavramini tanitip, esnek
kiime teorisinden yararlanarak esnek modiillerin temel 6zelliklerini incelemislerdir. Jun,
Lee ve Zhan (2009) esnek p-idealleri ve p-idealistik esnek BCl-cebirleri kavramini
tanitmig ve temel Ozelliklerini arastirmiglardir. Esnek kiimeleri kullanarak, BCI
cebirlerindeki bulanik p-ideallerinin ayricaliklarini vermislerdir. Zhan ve Jun (2010) esnek
BL-cebirleri tizerine ¢alismalar yapmislardir. Acar, Koyuncu ve Tanay (2010) esnek halka
kavramini tanitip, esnek alt halka, esnek idealler, idealistik esnek halkalar ve esnek halka
homomorfizmalarin1 1ilgili 6zellikleriyle birlikte incelemislerdir. Kazanci, Yilmaz ve
Yamak (2010), esnek BCH-cebiri kavrami tanitip, yapisal 6zellikleri incelenmistir. Esnek
BCH-cebirleri ve esnek BCH-alt cebirleri ailesinin ikili kesisimi, genisletilmis kesisimi,
kisith birlesimi, V-birlesimi, A-kesisimi ve kartezyen ¢arpimini olusturmuslardir. Esnek
kiimelerin homomorfik goriintii ve esnek BCH-homomorfizmi kavramlar1 tanitmis ve
temel Ozellikleri incelemistir. Jun, Lee ve Khan (2010) esnek kiime kavramini sirali
yarigruplara uygulamislardir. Esnek sirali yar1 grup, esnek sirali alt yar1 grup, esnek sol
(sag) ideal ve sol (sag) idealistik, esnek sirali yar1 grup kavramlarini tanitmislar ve ilgili
ozellikleri arastirmiglardir. Jun, Lee ve Park (2010), BCK/BCI cebirlerindeki ¢esitli tiirleri
ele almak icin yapryl, bulanik esnek kiimeye uygulayarak bulanik esnek BCK/BCI
cebirleri, bulanik esnek idealleri ve bulanik esnek p-idealleri kavramlarini tanitmus ve ilgili
ozelliklerini aragtirmiglardir. Sezgin ve Atagiin (2011) esnek gruplar ve normalistik esnek
gruplar1 incelemislerdir. Sezgin, Atagiin ve Aygiin (2011) idealistik esnek yakin halkalarin
Ozelliklerini arastirmis ve yakin halka epimorfizmleri altinda yapinin korundugunu
gostermislerdir. Esnek yakin halkalarla ilgili calismalar1 teorik agidan genisletmislerdir.
Sezer, Cagman ve Atagiin (2014), yar1 gruplarin esnek kesisimli i¢ ideallerini, yari-
ideallerini ve genellestirilmis iki-ideallerini tanimlamis ve aralarindaki iligkileri
vermislerdir. Ayrica diizenli, tam diizenli, zayif diizenli ve yari-diizenli yar1 gruplar1 bu
idealler acisindan karakterize etmislerdir. Aktas ve Ozlii (2014) devirli esnek gruplar
incelemiglerdir. Sen (2014) sabit parametreler kiimesindeki tiim esnek kiimelerin
kiimesinin cebirsel yapisin1 incelemistir. Sezer, Cagman, Atagiin, Ali ve Tiirkmen (2015)

yar1 gruplarin esnek kesisimsel yar1 gruplarini, esnek kesisim sol (sag, iki tarafl)



ideallerini ve iki ideallerini tanimlayip, 6zelliklerini ve aralarindaki iliskileri bulmuslardir.
Ullah, Ahmad, Karaaslan, Hayat ve Rashad (2018) esnek kesisimli AG-grubunun
tanimlanmis ve esnek kiime teorisi ve AG gruplar1 arasinda bir baglanti kurmuslardir.
Karaaslan (2019) AG-grupoid, AG*-grupoid ve AG-bant iizerindeki esnek kiime ailesinin
bazi 6zelliklerini aragtirmis, ayrica esnek idempotent eleman, esnek kesisimli AG-bandi,
sol s(sag) baglantili esnek kiime, esnek kesisimel-ideali ve esnek kesisimsel AG-
grupoidinin esnek asal ideali gibi yeni kavramlar tanimlamistir. Karaaslan, Ullah ve
Ahmed (2021), normal bipolar esnek alt grup kavramini tanitmis ve normal bipolar esnek
alt gruplarin 6zelliklerini aragtirmiglardir. Ayrica bir bipolar esnek grubun bipolar esnek

sol ve sag kosetleri kavramlarini ve eslenik bipolar esnek alt grup kavramini tanitmiglardir.

Molodsov tarafindan 1999 yilinda esnek kiime teorisi ortaya atildiginda, temel esnek kiime
islemleri bu makalede verilmis olsa da, bilinen esnek kiime islemleri ve ozellikleri
Pawlak’in (1982) yaklasimli kiime teorisinden yararlanilarak, Maji, Biswas ve Roy (2003)
tarafindan tanimlanmistir. Maji ve digerleri (2003), esnek alt kiime, bir esnek kiimenin
timleyeni, iki esnek kiimenin birlesimi ve kesisimi gibi esnek kiimeler iizerinde yeni
islemleri ilk olarak tanimlayanlar olmus, Pei ve Miao (2005) esnek kiimeler i¢in kesisim,
alt kiime gibi temel kavramlar literatiire kazandirmistir. Yang (2008) pek ¢ok arastirmaci
gibi, Maji ve digerleri (2003) ¢alismasindaki esnek kiime islemlerinde birtakim yanlislar
oldugunu kars1 6rnekle gostermistir. Yang, Lin, Yang, Li, Yu (2009) aralik degerli bulanik
esnek kiime kavramini tanitmis; tiimleyen, “VE” ve “VEYA” islemlerini aralik degerli
bulanik esnek kiimeler iizerinde tanimlayarak aralik degerli bulanik esnek kiimelerin De
Morgan, birlesme ve dagilima 6zelliklerini ispatlamiglardir. Ali, Feng, Liu, Min ve Shabir
(2009) de, Maji ve arkadaslarimin (2002) tanimladigi esnek kiime islemleri ve
ozelliklerindeki bir takim problemli durumlari diizelterek, esnek kiimelerin kisitli birlesim,
kisith kesisim, kisith fark ve esnek kiimelerin genisletilmis kesisimi gibi bazi yeni ¢ok
onemli islemlerini tanimlamis ve temel Ozelliklerini incelemislerdir. Bir esnek kiimenin
timleyeni kavramini gelistirmis ve bu yeni tanimlara goére bazi De Morgan yasalarmin
esnek kiime teorisinde gegerli oldugunu kanitlamislardir. Feng, Li, Davvaz ve Irfan Ali
(2010), bulanik esnek kiimeler olarak adlandirilan hibrit bir model elde etmek igin bir
esnek kiimelerin yaklasimi iizerinde durmuslardir. Qin ve Hong (2010) esnek kiimelerin
cebirsel yapilarini ele almislar; esnek kiimelerin kafes yapilarini incelemislerdir. Sezgin ve

Atagiin (2011) esnek kiimelerle ilgili ¢alismasinda, daha once calisilmamis olan esnek



kiimelerin temel Ozelliklerini ¢alismislardir. Esnek kiimeler iizerindeki temel islemlerin
temel ozelliklerini tartismis ve bunlarin birbirleriyle olan baglantilarini gostermis ve esnek
kiimelerin kisith simetrik farkini tanimlayip 6zelliklerini vermislerdir. Ali, Shabir ve Naz
(2011), esnek kiimelerin cebirsel yapilarimi detayl sekilde incelemis; monoid, hemihalka
ve kafes gibi yapilar olusturdugunu gormiislerdir. Ge ve Yang (2011), Maji ve
arkadaglarinin (2011) tanimladigi islemleri ayrintili incelemislerdir. Neog ve Sut (2011) bir
esnek kiimenin tiimleyeni kavramini yeniden tanimlamis ve yeni tiimleyen tanimlarina
gore De Morgan gibi yasalar1 tekrar ele almislardir. Liu, Feng ve Jun (2012), esnek L-
esitlik tanimini formiile etmis ve esnek carpim islemlerinin baglantili yasalarinin bir esnek
L-esit iliski anlaminda karsilandigimi kanitlamislardir. Singh ve Onyeozili (2012a, 2012b,
2012c, 2012d), bir esnel kiimenin tiimleyeni kavramini yeniden tanimlamis ve esnek kiime
islemlerinin baz1 Ozellikleri iizerine oOzellikle dagilma ve yutma kurallar1 iizerinde
caligmalar yapmislardir Liu, Feng ve Jun (2012) esnek esitlik iliskileri tiirleri hakkinda
detayli incelemeler yapmis, esnek M-alt kiime ve esnek M-esit iligkilerini dogal bir sekilde
genellestiren yeni kavramlar ortaya koymuslardir. Feng ve Li (2013) esnek carpim
islemlerine iligkin bazi eksik sonuglar1 tamamlayip, esnek carpim islemlerinin cebirsel
ozelliklerini detayli olarak incelemislerdir. Serbest esnek cebirleri de ele alip esnek L-esit
bagintilarin serbest esnek cebirler {izerindeki uyum bagmtilar1 oldugu ve yapilarinin
degismeli yar1 gruplar oldugunu gostermislerdir. Zhu ve Wen (2013) esnek kiimelerin
kesigimini, tiimleyenini ve farkini yeniden tanimlamislar ve bu islemlerin cebirsel
Ozelliklerini bilinen bir birlestirme islemiyle birlikte arastirmiglardir. Abbas, Ali ve
Romaguera (2014) iki esnek kiimenin genellestirilmis esnek esitligi kavramini tanitmiglar
ve iki esnek kiimenin alt ve iist esnek esitligi olarak adlandirilan esitligin g-esnek esitlik
anlamina geldigini ancak bunun tersinin gecerli olmadigini kanitlamiglardir. Ayrica esnek
kiimelerin ve esnek kafes yapilarinin toplanmasina iliskin tolerans veya bagimlilik
iliskisini vermislerdir. Mujahid Abbas, Ali ve Romaguerac (2017) parametreler iizerindeki
kosullar1 hafifleterek iki esnek kiimenin genellestirilmis sonlu esnek esitligi,
genellestirilmis sonlu esnek birlesimi ve genellestirilmis sonlu esnek kesisimi kavramlarini
tanitmiglardir. Husain ve Shivani (2018) iki esnek kiimenin esitligi, bir esnek kiimenin alt
kiimesi, esnek kiimenin iist kiimesi, bos esnek kiime, veya, ve, birlesim, kesisim bagil
kesigsim, bagil birlesim, simetrik fark, bagil simetrik fark gibi esnek kiime islemlerini
orneklemislerdir. Sezgin, Ahmad ve Mehmood (2019) esnek kiimelerin genisletilmis

farkini incelemis ve 6zelliklerini arastirmislardir. Alshami ve El-Shafei (2020) T-esnek alt



kiime ve T-esnek esitlik iligkilerini tanitip; bunlart herhangi bir esnek kiime ailesi igin T-
esnek birlesme ve T-esnek kesisme i¢in kullanmislar ve baz1 esnek esitlik iliskilerine gore
esnek dogrusal denklemleri incelemislerdir. Stojanovic (2021) esnek kiimelerin
genisletilmis simetrik farkini tanimlamis ve 6zelliklerini arastirmigtir. Ali, Saleem, Sundus

ve Khaleeq (2022) genellestirilmis yeni kavramlar tizerinde ¢alismislardir.

Bu zamana kadar yapilan ¢alismalar incelendiginde, genel anlamda esnek kiime islemlerin
kisitlanmis esnek kiime islemleri ve genisletilmis esnek kiime islemleri olmak tizere iki ana
baslik altinda ilerledigi goriilmektedir. Eren (2019) esnek kiimelerde ikili parcali fark
islemini tanimlamis ve 6zelliklerini ¢alismis; Sezgin ve Calisic1 (2024), klasik kiimelerde
yer alan fark isleminin 6zelliklerini esnek ikili pargali fark isleminde detayli incelemistir.
Cagman (2021) iki yeni tiimleyen islemini literatiire kazandirmis; Sezgin, Cagman, Atagiin
ve Aybek (2023c) yeni ikili kiime islemleri ¢alismistir. Ayrica, bu kiime islemleri esnek
kiimeye aktarilarak, yeni kisitlanmis esnek kiime islemleri ve yeni genisletilmis esnek
kiime islemleri tanmitilmistir (Aybek, 2024). Demirci (2024), Sarialioglu (2024), Akbulut
(2024) esnck kiimelerdeki genisletilmis islemlerinin formunu degistirerek, tiimleyenli
genisletilmis islemler {izerinde ¢aligmalarini stirdiirmiistiir. Ayrica, esnek kiimelerdeki ikili
parcali isleminin formu biraz daha degistirilerek, tiimleyenli ikili parcali esnek kiime
islemeleri de Sezgin ve Demirci (2023), Sezgin ve Sarialioglu (2024), Sezgin ve Akbulut
(2023), Sezgin ve Yavuz (2023b), Sezgin ve Aybek (2023), Sezgin ve Atagiin (2023),
Sezgin, Aybek ve Atagiin (2023a); Sezgin, Aybek ve Giingor (2023b), Sezgin ve Cagman
(20244a) tarafindan ¢alisilmustir.

Soyut cebir, matematiksel nesnelerin genel ve soyut bir perspektifte incelenmesini
saglayarak, matematik¢ilere bu yapilarin derinlemesine anlasilmasinda bir ¢erceve
sunmaktadir. Bu ag¢idan, soyut cebir, bir kiime iizerinde tanimlanan ikili islemlerle
olusturulan yapilar1 inceleyen matematigin 6nemli bir dalidir. Amaci, bu cebirsel yapilar
siiflandirmak, ortak oOzelliklerini bagimsiz olarak bulmak ve bu ozelliklerden genel
sonuglar ¢ikarmaktir. Cebirsel yapilar, matematikte ve diger bilim alanlarinda, 6zellikle
fizik, kimya ve bilgisayar bilimi gibi uygulamalarda temel bir rol oynar. Grup, halka, cisim
gibi cebirsel yapilar, simetri analizinden say1 teorisine kadar bir¢cok alanda kullanilir.
Ayrica, vektor uzaylari, modiiller gibi cebirsel yapilar, matematiksel mantik, fizik ve

bilgisayar bilimlerinde genis bir uygulama yelpazesine sahiptir. Belli bir cebirsel yap1 icin



onemli olan, ¢ogu 6zelliginin igerdigi islemlerden tahmin edilebilmesidir. Bunun anlamu,
ortak ozelliklere sahip cebirsel yapilarin siniflara (ailelere) ayrilabilecegidir. Verilen bir
cebirsel yapinin hangi belli yapi ailesine ait oldugunu bulabilmek, bu ailenin tim
elemanlarimin hangi karakteristik 6zelliklere sahip oldugu sonucuna varabilmemize imkan
verir. Yani eger belli bir yapinin ‘grup’ oldugunu anlayabiliyorsak bu yapiin gruplarin
tim karakteristik Ozelliklerine sahip oldugunu varsayabiliriz. Bu fayda, biiylik dlclide
soyutlamanin arkasindaki ana motivasyondur. Bu nedenlerle, cebirsel yapilarin soyut
matematik ve soyut cebirdeki 6nemi oldukga biiytiktiir.

Genellestirilmis halkalar olan yakin halkalar Dickson tarafindan 1905 yilinda ortaya
atilmistir. Tek yonlii dagilma 6zelligine sahip cisimlerin varligini ispatlamis ve cisimler
yakin cisim olarak adlandirilmistir (Dickson, 1905). Yakin halka kavrami ise ilk defa
Zassenhaus tarafindan kullanilmistir (Zassenhaus, 1935). Clay ve Lawyer (1969) birimli
bir Boole halkadan Boole yakin halka elde etmenin yolunu gdstermis, bu yolla elde edilen
yakin halkalar1 6zel yakin halkalar olarak ifade etmistir. Ayn1 zamanda bu yakin halkalar
sag degismeli yakin halkalardir (Clay ve Lawyer, 1969). Vandiver (1935) yar1 halka
kavramini tanitmis ve sonrasinda pek ¢ok yazar bu konu ilizerine arastirma yapmuistir.
Vandiver (1935), yar1 halkalarin matematikte biiyiik bir 6nem tasimakla birlikte genis bir
uygulama alanina sahip oldugunu belirtmistir. Terslenebilir yar1 halkalar Karvellas (1974)
tarafindan incelenmis olup; Kaplansky (1979), Petrich (1973) ve Goodearl (1979) yari
halkalar tizerine bazi ¢alismalardir. Reutenauer ve Straubing (1984) degismeli yar1 halkalar
tizerinde ¢alismalar yapmuslardi. Li (1996), yarigrup halkalarinin regiiler olmasi igin yeterli
kosullar elde etmistir. Hoorn ve Rootselaar (1967) yar1 halka cebirsel yapisindan daha

genel bir yap1 olan yakin-halka kavramini tanitip 6zelliklerini incelemistir.

Esnek kiime teorisinde yer alan esnek kiime islemleri, matematikteki islemler, kiimeler ve
sayilar kadar temel bir kavramdir. Bu islemler, esnek hesaplama ve karar verme
yontemlerinin teorik temelini olusturur. Ayrica, literatlirdeki esnek cebisel caligmalar,
esnek kiime islemlerinin etkisi altinda sekillenir. Esnek kiimelerin ve islemlerinin cebirsel
yapilarin1 incelemek, esnek kiime cebirinin klasik ve klasik olmayan mantiga nasil
uygulanabilecegini anlamak i¢in kapsamli bir bakis acis1 sunar. Esnek kiime islemleri, bu

teorik cergevede pratikten uygulamalara doniisen kose tasi bir kavramdir.



Bu tez c¢aligmasinda, Eren (2019) calismasindaki, esnek ikili parcali fark isleminden
esinlenerek, yeni pek cok esnek ikili parcali kiime islemi tamitilmig, bu islemlerin
Ozellikleri ayrmtili bir sekilde incelenmistir. Klasik kiimelerde var olan iglemlerin
ozelliklerinin bu esnek kiime islemleri iizerine yansimasi nasil olur sorusu goz Oniinde
bulundurularak, klasik kiimelerdeki kesisim ve birlesim islemlerinin 6zellikleri, esnek ikili
parcali kesisim ve birlesime aktarilmis ve esnek kiimeler {izerinde her birinin bir karsiligi
oldugu ortaya koyulmustur. Bu islemlerin, U iizerindeki tiim esnek kiimeler kiimesi
iizerinde ve sabit parametreli esnek kiimeler kiimesi iizerinde, hangi cebirsel yapilar

olusturduklar tiim ayrintilariyla sunulmustur.

Tezin ilk boliimiinde esnek kiimeler, esnek islemler ve cebirsel yapilar ile ilgili ayrintili bir
literatiir taramas1 yapilmis; ikinci boliimde, tez ¢alismasinda da kullanilacak olan klasik
kiime islemleri, cebirsel yapilar ve esnek kiimeler ilgili temel tanimlara yer verilmistir.
Tezin 6zgiin boliimlerinden {igiincli boliimde esnek ikili pargali kesisim islemi; dordiincii
boliimde esnek ikili pargali birlesim islemi; besinci boliimde esnek ikili pargali art1 islemi;
altinct boliimde esnek ikili parcali gamma islemi; yedinci boliimde esnek ikili parcgali
lamda islemi; sekizinci boliimde esnek ikili parcali yildiz islemi; dokuzuncu boliimde
esnek ikili parcali teta islemi tanitilmis, O6rnegi verilmis, Ozellikleri incelenmistir. Bu
islemlerin, diger esnek kiime islemleri ile olan iligskilerine bakmak adina her bir ikili parcali
esnek kiime isleminin; kisitlanmis esnek kiime islemlerine, genisletilmis esnek kiime
islemlerine ve ikili pargali esnek kiime islemlerine sagdan ve soldan dagilma kurallarina
bakilmistir. Islemlerimizin cebirsel o6zellikleri ve dagilma kurallar1 gdz ©Oniinde
bulundurularak U evreni {lizerindeki tiim esnek kiimeler kiimesi iizerinde ve sabit
parametreli esnek kiimeler kiimesi iizerinde belli sartlar altinda monoid, sinirli yari-kafes,
grup, yari-halka, yar1 yakin halka, sag yar1 yakin-halka, hemihalka, sol-sag sistem, sinirlt
dagilmali kafes, Bool Halkasi; Bool cebiri, De Morgan Cebiri, Kleene Cebiri, Stone cebiri
gibi ¢ok cesitli yapilar olusturdugu sistematik bir sekilde gosterilmistir. Matematikte
yapilan en onemli iglemlerden biri, bir kiime iizerinde tanimlanan bagint1 veya islemin
ozelliklerini incelemektir (Hacisalihoglu, 2007:181). Soyut matematik ve soyut cebirdeki
onemi oldukg¢a biiylik olan pek c¢ok cebirsel yapinin elde edilmis olmasi, ve islemlerinin
ozellijklerinin detayli sekilde incelenmis olmasi ¢aligmanin 6nemini arttirmaktadir. Son
bolimde ise bu c¢aligmadan elde edilen sonuglara yer verilmis ve sonuglarin Onemi

tartisilmastir.
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2. GENEL BIiLGILER

2.1. Kiimeler

Iyi tammlanmis nesneler topluluguna kiime denir. Kiime teorisi ilk defa Alman
matematik¢i Georg Cantor tarafindan sonsuz biiyiikliikleri tanimlamak ve karsilagtirmak

icin ortaya atilan, 1874 ile 1895 yillar1 arasinda gelistirilen bir teoridir (Dauben, 1990).

Kiimeler genelde A,B,C,...gibi biiylik harflerle; kiimenin elemanlar1 ise a,b,c,...gibi kiigiik
harflerle gosterilir. Eger bir x eleman bir A kiimesine aitse bunu x€A; aksi halde x¢A
seklinde gosterilir. Kiimeler, listeleme yontemi, ortak 6zellik yontemi ve Venn semasi
yontemi ile gosterilir. A ve B iki kiime olmak {izere; A nin her eleman1 ayn1 zamanda B nin
de bir elemani1 ise A'ya B'nin bir alt kiimesi denir ve ACB seklinde yazilir. ACB ve BCA
ise 0 zaman A ile B kiimelerine esittir denir ve A = B yazilir. Uzerinde ¢alisilan en genis
kiimeye evrensel kiime denir ve E ile gosterilir. Higbir eleman1 olmayan kiimeye bos kiime

denir ve @ ile gosterilir. Bos kiime her kiimenin alt kiimesidir (Callialp, 1994: 1-7).

Kiimelerde, kesisim, birlesim, fark ve simetrik fark gibi ikili islemler ile tiimleyen gibi birli
islem vardir. Tezimiz boyunca, kiime islemlerine dayal1 ispatlara yer verileceginden, temel

kiime islemleri ve 6zellikleri bu boliimde verilmistir.

2.1.1. Kesisim islemi

K ve Y iki kiime olmak tizere, hem K ya hem de Y kiimesine ait olan elemanlarin

kiimesine K ile Y nin kesisimi (arakesiti) denir ve K N'Y ile gosterilir.

KNY={x: xeK ve XxeY}

Kesigim igleminin temel 6zellikleri asagida belirtilmistir:

e (KNY)ND=KN(YND) (Birlesme 6zelligi)
e KNY=YNK (Degisme ozelligi)

e KNP=PNK=0 (Yutan eleman 6zelligi)
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e KNE=ENK=K (Etkisiz eleman 6zelligi)

o KnNK=K (Denk giicliiliik 6zelligi)

o KnNY=p& KCY’. Benzer sekilde, KNY=pYCK’

e PcCKNY, KNYCE

e KnY=Ee=K=Y=E

o KNY=0= K=0 V Y=0 veya K ve Y ayriktir.

e KNYCSK,KNYCZSY

e KCY&KNY=K

e KNY=KUY©K=Y

e KNYSKUY

o KCY=KNDCYND. Tersi dogru degildir.

e KCYveVCL = KNVCYnL

e KN(KUY)=KU(KNY)=K (Yutma Kurali)

e KN(YUD)=(KNY)U(KND) (Kesisimin birlesim {izerine soldan dagilmasi)
e (KUY)ND=(KND)U(YND) (Kesisimin birlesim tizerine sagdan dagilmast)
e KN(Y\D)=(KNY)(KND) (Kesisimin fark tizerine soldan dagilmasi)

e (K\Y)ND=(KND)\(YND) (Kesisimin fark {izerine sagdan dagilmasi)

(Nesin, 2019: 7-59).

2.1.2. Birlesim islemi

K ve Y iki kiime olsun. K ya, Y ye veya her ikisine ait olan elemanlarin kiimesine K ile Y

nin birlesimi denir ve KUY ile gosterilir.

KuY={x: xeK veya xeY}

Birlesim isleminin 6zellikleri asagida belirtilmistir:
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e (KUY)uD=KuU(YUD) (Birlesme 6zelligi)
e KuUY=YUK (Degisme ozelligi)

o Ku@=pUK=K (Birim eleman 6zelligi)
e KUK=K (Denk giicliiliik 6zelligi)

e KUE=EUK=E (Yutan eleman 6zelligi)

o KCKUY, Yc KuY

e @ CKUY, KUYCE

e KuY=YeKCY

e KNYSKUY

e KUuY=KNYSK=Y

o KuY=0=K=Y=0

o KCY=KUDCYUD. Tersi dogru degildir.

e KCY ve VCL=KuUVCYUL ve VUKCLUY
e KNKUY)=KU(KNY)=K (Yutma kural1)

e Ku(YND)=(KUY)N(KUD) (Birlesimin kesisim tizerine soldan dagilmasi)

e (KNY)uD=(KuD)N(YUD) (Birlesimin kesisim tizerine sagdan dagilmasi)

(Callalp, 1994: 1-7).

2.1.3. Fark islemi

K ve Y iki kiime olsun. K da olup Y de olmayan elemanlarin kiimesine K ile Y nin farki

denir ve K\Y veya K-V ile gosterilir.

K\Y ={x: xeK, xgY}={xeK:x¢Y}

Bu tezimiz boyunca, K ile Y islemlerinin farki icin K-Y gosterimini tercih ediyoruz.

Asagida fark isleminin 6zellikleri verilmistir.
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K-Y £Y-K
(K-Y)-D#K-(Y-D)
K-g=K, K-E=@

P-K=0 ve K-K=¢
(K-Y)NKNY)=¢ ve (Y-K)N(KNY)=0
K-(K-Y)=KNY ve Y-(Y-K)=KNY

KNY=0 ise K-Y=K. Buradan, KN(Y-K)=0 olup K-(Y-K)=K; YN(K-Y)=0 olup Y-
(K-Y)=Y; (K-Y)N(Y-K)=0 olup (K-Y)-(Y-K)=K-Y; (Y-K)N(K-Y)=0 olup (Y-K)-
(K-Y)=Y-K; (K-Y) N Y=0 olup (K-Y)-Y=K-Y

(K-Y)SK ve (Y-K)SY

K=(K-Y)U(KNY) ve Y=(Y-K)U(KNY)
KUY=(K-Y)U(Y-K)U(KNY)=(K-Y) uY=(Y-K)UK
KSYeK-Y=0

(KNY)-D=(K-D)N(Y-D) (Farkin kesisime sagdan dagilmasi)
(KUY)-D=(K-D)U(Y-D) (Farkin birlesime sagdan dagilmasi)
(K-Y)-D=(K-D)-(Y-D) (Farkin farka sagdan dagilmasi)
K-(YND)=(K-Y)uU(K-D)

K-(YUD)=(K-Y)N(K-D)

(Nesin, 2019: 7-59; Callalp, 1994: 1-7).

2.1.4. Simetrik fark islemi

K ve Y kiimeleri verildiginde, KUY ye ait olup KNY ye ait olmayan elemanlarin

olusturdugu kiimeye K ile Y kiimelerinin simetrik farki denir ve KAY ile gosterilir.

KAY={x: xeKUY, xgKNY}=(KUY)-(KNY)
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Bu tanimin bir sonucu olarak KAY=(K-Y)U(Y-K) oldugu agiktir. Simetrik fark igleminin
ozellikleri asagida verilmistir.

e (KAY)AD=KA(YAD) (Birlesme 6zelligi)
o KAY=YAK (Degisme ozelligi)

o KAP=PAK=K (Birim eleman 6zelligi)

o KAK=@ (Ters eleman 6zelligi)

e KAK’=K’AK=U
e (KAY)A(YAD)=KAD

e K’AY’=KAY

e KAY=KAD=Y=D (Kisaltma kural1)
o KAYCKUY

o KAY=0oK=Y

e KcoY= KAY=Y\K

o KAKNY)=K\Y

o KUY=(KAY)UKNY)

e KN(YAD)=(KNY)A(KND) (Kesisimin simetrik fark islemi {izerine soldan
dagilmasi)

e (KAY)ND=(KND)A(YND) (Kesisimin simetrik fark islemi {iizerine sagdan
dagilmasi)
(Karagay, Es ve Ibrahimoglu, 2017: 61-71).

2.1.5. Tiimleyen islemi

K bir kiime olmak ftizere, evrensel kiimede olup, K da olmayan elemanlarin kiimesine K

nin timleyeni denir ve K'ile gosterilir. O halde:

K'= {x: x ¢K}={xeE: x¢K}=E-K

Tilimleyen isleminin 6zellikleri asagida verilmistir.
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e KUK'=E ve KNK'=0@

e E=Qve@'=E

e (K)=K

e KAE=EAK=K’

e (KUY)’=K’NY’ (De Morgan Kurali)
e (KNY)=K’UY’ (De Morgan Kuralr)
(Nesin, 2019: 7-59).

2.2. Bazi Cebirsel Yapilar

Bu alt boliimde, tezimizde de gegen bazi cebirel yapilar hakkinda bilgi verilecektir.

2.2.1. Tanim A bos olmayan bir kiime olmak tizere
*AXA— A
fonksiyonuna, A kiimesi tizerinde bir (ikili) islem denir (Aydin ve Kandamar, 2013:71).

« ikili islemi, bir fonksiyon oldugundan V a,beA i¢in, a*b€A ve V ab,c,dEA i¢in
(a,b)=(c,d) iken a*b=c*d kosullarinin saglandig: agiktir. Bu kosullardan ilki, A kiimesinin
* islemine gore kapali olmasi; ikincisi ise * isleminin A tlizerinde iyi tanimli olmasi

olarak da isimlendirilir (Aydin ve Kandamar, 2013:71).

Herhangi bir kiimede tanimlanan islem/islemler bu kiime ile birlikte cebirsel yapi
(matematiksel ~ yapi/matematiksel  sistem) olusturur  (Hacisalioglu, 2007:181).
Matematikteki ii¢ temel cebirsel yap1 olan grup, halka ve cisimden, grup bir islemli bir

cebirsel yap1 iken halka ve cisim gibi iki islemli cebirsel yapilardir.

2.2.2. Tanmim G bos olmayan bir kiime ve *, G kiimesi {izerinde bir ikili iglem olsun.
Asagidaki sartlari saglayan (G,*) cebirsel yapisina grup denir.
i. Herab,c G igin; (axb)xc=ax(b* c) (Birlesme 6zelligi)
ii.  Oyle bir e€G vardir ki, her a€G i¢in axe=exa=a (Birim eleman 6zelligi)
iii. e, birim eleman olmak {izere, her a€G i¢in 6yle bir yEG vardir ki axb=b+a=e (Ters
eleman 6zelligi)

Va,beG icin axb=b+a sartin1 saglayan (G, *) grubuna ise degismeli grup denir (S,*) bir
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cebirsel yap1 oldugunda, * S de bir ikili islem oldugundan, her a,b€G igin, a*beG ozelligi
yani kapalilik 6zelligi saglanir ve bu durumda (S,*) cebirsel yapisi grupoid adini alir
(Aydin ve Kandamar, 2013:72).

(S,*) bir grupoid olsun. Vs€ S igin e*s =s olacak sekilde €€S var ise, e elemanina S nin sol
birim elemani; sxe=s olacak sekilde e€S varsa, e elemanina S nin sag birim eleman1 denir.
Birim eleman hem sag birim, hem de sol birimdir ve tektir. (S,*), birim elemen1 e olan bir
cebirsel yapi olsun. s € S igin $'xs=e olacak sekilde S'€S var ise, s' elemanina s elemanin
sol ters elemant; sxs'=e olacak sekilde S'€S varsa, s' elemanina s elemaninin sag tersi denir.
s elemanmin tersi, hem sag ters, hem de sol terstir ve tektir. VS €S igin, z*s=z olacak
sekilde z€S varsa, z elemanina S nin sol yutan elemani; sxz=z olacak sekilde z€S varsa, z
elemanina S nin sag yutan eleman: denir. Yutan eleman hem sag yutan, hem de sol yutan

elemandir ve tektir (Kilp, Knauer and Mikhalev, 2001).

2.2.3. Tanmim (G,*) cebirsel yapisi, birlesme 6zelligini sagliyorsa bu cebirsel yapiya yari
grup; birlesme ve birim eleman 6zelliklerini sagliyorsa bu cebirsel yapiya monoid denir
Degisme 6zelligini saglayan yarigruba komutatif (degismeli) yarigrup; monoide komutatif

(degismeli) monoid demir (Aydin ve Kandamar, 2013:72).

2.2.4. Tanim (S,*) bir cebirsel yap1 olsun. a €S i¢in, a’=a (a*a=a) ise a elemanina
idempotent eleman denir. Va€S icin, a*=a ise, (S,*) cebirsel yapisina idempotentir denir
(Clifford, 1954).

2.2.5. Tanim Idempotent yar1 gruba bant; idempotent ve degismeli yarigruba yar1 kafes;

idempotent ve degismeli monoide sinirlt yar1 kafes denir (Clifford, 1954).

Bir monoidin birim elemani tek olmasina ragmen bir yarigrup/grupoid, bir veya birden ¢ok
sol birime sahip olabilir; fakat birden ¢ok sol birime sahip ise, sag birim eleman1 yoktur,
dolayistyla birim elemani yoktur. Benzer sekilde, bir yarigrup/grupoid, bir veya birden ¢ok
sag birime sahip olabilir; fakat birden ¢ok sag birime sahip ise, sol birim eleman1 yoktur,

dolayisiyla birim eleman1 yoktur (Clifford, 1954).
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Benzer sekilde, bir grupta her elemanin tersi tek olmasina ragmen, bir monoidde bir
elemanin bir veya birden ¢ok sol tersi olabilir; fakat o eleman birden ¢ok sol terse sahip
ise, sag terse sahip degildir; dolayisiyla ters elemana sahip degildir. Benzer sekilde bir
monoidde bir elemann bir veya birden ¢ok sag tersi olabilir; fakat o eleman birden gok sag
terse sahip ise, sol terse sahip degildir; dolayisiyla ters elemana sahip degildir (Clifford,
1954).

2.2.6. Teorem G bostan farkli bir kiime ve *, G de birlesme 6zelligini saglayan bir kiime
olsun. vaeG igin exa= a olacak sekilde ecG var (sol birim) ve vVaeG igin a'+a=e olacak

sekilde 3a'eG var (a elemaninin sol tersi) ise bu durumda (G,*) bir gruptur (Callialp, 2011:
72-73).

2.2.7. Teorem G bostan farkli bir kiime ve *, G de birlesme 6zelligini saglayan bir kiime
olsun. YaeG igin axe=a olacak sekilde eeG var (sag birim) ve VaeG i¢in a*a'=e olacak

sekilde 3a'eG var (a elemaninin sag tersi) ise bu durumda (G,*) bir gruptur (Callialp, 2011:
72-73).

2.2.8. Tanim (S,*) yarigrubu sol birime sahip ve her elemanin sag tersi var ise, bu
yarigruba bir sol-sag sistem denir. (S,*) sol-sag sistemini, gruptan ayiran fark, (S,*)
cebirsel yapisinin, sol birim ve sol ters (ya da sag birim ve sag ters) yerine; sol birim ve sag

ters icermesidir (Maan, 1944).

2.2.9. Tanim R bostan farkli bir kiime, “+” ve “.” R kiimesi tizerinde tanimli birer ikili
islem olsun. (R,+, .) cebirsel yapisi asagidaki ozellikleri sagliyorsa (R,+, .) Ggliisiine bir
halka denir.

= (R,*) degismeli bir gruptur.
= (R,.) yarigruptur.
= Vabc€eRi¢ina(b+c)=ab+acve(a+bh).c=ac+b.a
(R,+, .) halkas1 kisaca R ile gosterilir. (R,+) nin birim elemani Oy ile gosterilir ve R

halkasinin sifirt denir. R halkas1 Va,b€R i¢in a.b=b.a sartin1 sagliyorsa R’ye degismeli

halka denir. R halkasinda Ya€eR i¢in, a.e=e.a=a olacak sekilde bir ¢€R var ise, e ye R nin
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birim elemani denir ve 1r ile gosterilir. Birim elemana sahip halkaya birimli halka denir

(Bayraktar, 2006:177).

2.2.10. Tanim S bostan farkli bir kiime, “+” ve “.” S kiimesi iizerinde tanimli birer ikili
islem olsun. (S,+, .) cebirsel yapis1 agsagidaki ozellikleri sagliyorsa (S,+, .) Ugliisiine bir
yarihalka denir.

= (S,+) yarigruptur.
= (S,.) yarigruptur.

= VabceSi¢ina(b+c)=ab+acve(a+b)c=ac+b.a.

Her a,bes i¢in, atb=Db+a ise S yar1 halkasina toplamsal degismeli yarihalka; her a,b€S i¢in
a.b=Db.a ise S yar1 halkasina ¢arpimsal degismeli yarihalka; her a€S igin, a.1=1.a=a olacak
sekilde 1€S varsa yani ¢arpimsal birimli yarthalkaya birimli yarihalka denir. Her a€S i¢in
0.a=a.0=0 ve O+a=a+0=a olacak sekilde 0 € R elemanm1 varsa, 0 € R clemanina R
yarthalkasimin sifir1 denir. Toplamsal degismeli ve sifirli yarthalkaya hemihalka denir
(Vandiver,1934).

2.2.11. Tanim N bostan farkli bir kiime, “+” ve “.” N kiimesi lizerinde tanimli birer ikili
islem olsun. (N,+, .) cebirsel yapis1 asagidaki Ozellikleri sagliyorsa (N+, .) tigliisiine bir
yakin-halka denir.

i.  (N,+) degismeli olmasi gerekmeyen bir gruptur.
ii. (N, .) bir yar1 gruptur.

iii. VXY, zeNi¢in(x+y).z=x.z+y.z

Burada iii) sikkinda sagdan dagilma 6zelligi verildiginden, bu sartlar1 saglayan (N,+, .)
ticliisiine bir sag yakin-halka denir. Eger iii) sikki yerine, VX, Y, zeN i¢in x.(y + z) = x.y +
x.z soldan dagilma saglanirsa, bu sartlar1 saglayan (N,+, .) tg¢liisiine bir sol yakin-halka

denir. Dagilma 6zelliginin hangi taraftan kullanildigi, yakin-halkanin sag veya sol olmasinm

belirler (Pilz, 1983:4)
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2.2.12. Tanim S bostan farkli bir kiime, “+” ve “.” S kiimesi {izerinde taniml1 birer ikili
islem olsun. (S,+, .) cebirsel yapisi asagidaki ozellikleri sagliyorsa (S,+, .) Ugliisiine bir
yakin yarihalka denir.

= (S,+) yarigruptur.
= (S, ) yarigruptur.

= Hera, b, ce S igin (at+b).c = a.ctb.c (Sagdan dagilma kurali)

Eger (S,+, .) nin toplamsal birimi olan 0, her a€S igin 0.a=0 (sol yutan) sartin1 sagliyorsa,
(S,+,.) (sag) yakin yarihalkasina sifirli (sag) yakin yarihalka denir. (S,+,.) sifirli (sag) yakin
yar1 halkasi, eger her s€S igin s.0=0 (sol yutan) sartin1 da sagliyorsa S’ye sifir simetrik

yakin yari halka denir. (Hoorn ve Rootselaar, 1967)

2.2.13. Tanmim L bostan farkli bir kiime, “V” ve “A” S kiimesi tizerinde tanimli birer ikili
islem olsun. (L,V,A) asagidaki ozellikleri sagliyorsa, (L,V,A) tgliisiine bir kafes (latis)
denir.

= (L, V) degismeli, idempotent bir yar1 grup (yar1 kafes)
= (L, A) degismeli, idempotent bir yar1 grup (yar1 kafes)

= Hera,b,c €L igin, aV(aAb)=aA(aVvb) (yutma kuralr)

Her iki isleme gore birim elemana sahip olan kafese siirli kafes denir. Siirli kafeste
genellikle L nin A islemine gore birim eleman1 1 ile gosterilirken, V islemine gore birim
eleman 0 ile gosterilir. Smirli L kafesi, her a € L i¢in aAa =0 ve ava=1 olacak sekilde bir
a’ elamanina sahip ise L ye tiimlenmis kafes denir. Dagilma kurallar1 gegerli olan kafese
dagilmali kafes denir. Sinirli, dagilmali, ayn1 zamanda tiimlemeli olan kafese Boole cebri
denir. De Morgan yasalarina yani her X,yeL i¢in (X Vy)' =x'Ay've (X Ay)' =x'V y'sahip
kafese De Morgan cebiri denir. De Morgan cebiri her X,y€L igin XAx'<yVy' sartini
sagliyorsa, Kleene cebiri denir. XL olmak iizere, X A X’= 0 ve X A y=0 oldugunda y < x"
ise X" elemanina X in sozde tiimleyeni denir. X"'vx™=1 esitligine Stone 6zelligi denir. Stone

ozelligini saglayan sozde tiimlenmis dagilmali kafese Stone cebiri denir (Birkhoff, 1967).
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2.3. Esnek Kiimeler

Bu boliimde, esnek kiime teorisiyle ilgili temel kavramlar derlenerek verilmistir.

2.3.1. Tanim U evrensel kiime, E parametreler kiimesi, P(U) U'nun kuvvet kiimesi ve K €
E olarak verilsin. Bir (F,K) sirali ikilisi U iizerinde esnek kiime olarak adlandirilir.
Burada F,

F:K - P(U)

ile verilen bir fonksiyondur. Baska bir sekilde ifade edecek olursak, U iizerinde bir esnek

kiime, U evreninin alt kiimelerinin parametrize edilmis bir ailesidir. (Molodtsov, 1999)

(F,K) esnek kiimesi gosterimi, kimi kaynaklarda Fk seklinde gosterilse de biz Molodtsov
(1999) ve Maji ve digerleri (2003) calismasinda da kullanilan esnek kiimenin (F,K)
gosterimini tercih edecegiz. Molodtsov tarafindan ortaya atilan bu tanim, Cagman ve

Enginoglu (2010) tarafindan yeniden diizenlenerek asagidaki tanimi vermislerdir.

2.3.2. Tanim U baslangi¢ evrensel kiimesi, E parametreler kiimesi; P(U), U’'nun kuvvet
ciimlesi ve K € E olsun. Va € K i¢in F(a) = @ olacak sekilde F:E — P(U) fonksiyonuna,

U {izerinde bir esnek kiime denir. O halde bir (F,K) esnek kiimesi
(F,K) = Fx = {(o,F(a)): « € E, F(a) € P(U)}
bi¢iminde sirali ikililerin kiimesidir.

Biz bu tez boyunca, aslina sadik kalarak ilk olarak Molodtsov (1999) tarafindan verilen
esnek kiime tanimini kullanacagiz. E parametreler kiimesinin bir K alt kiimesi ile birden
fazla esnek kiime tanimlanabilir. Bu durumda bu esnek kiimeler (F,K), (G,K), (H,K) vb.
seklinde gosterilecektir. Ayrica, E parametreler kiimesinin K, L, Z vb. farkl alt kiimeleri
ile de birden fazla esnek kiime tanimlanabilir. Bu durumda esnek kiimeler (F,K), (F,L),

(F,Z) vb seklinde olur.
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Yine bu tez boyunca, U iizerindeki tiim esnek kiimelerin kiimesi (parametre kiimesi ne
olursa olsun) Sg(U) ile gosterilecektir. A, E kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak {izere,
sabit A parametre kiimesi ile U {izerindeki tiim esnek kiimelerin kiimesi, S, (U) ile
gosterilecektir. Yani, S,(U) kiimesinde, parametre kiimesi sadece A olan esnek kiimeler
yer alirken; Sg(U) kiimesinde, parametre kiimesi herhangi bir kiime olan U tizerindeki tiim

esnek kiimeler yer alabilir. Agikca, S5 (U) kiimesi Sg(U) kiimesinin alt kiimesidir.

F: A— B bir fonksiyon oldugunda, tanim kiimesi olan A kiimesinin @ olabilir; fakat deger
kiimesi olan B kiimesinin @ olamayacag1 bilinmektedir. F: @ — B fonksiyonuna bos
fonksiyon denildigi bilinmektedir. Esnek kiimenin de bir fonksiyon oldugu gerceginden
yola ¢ikacak olursak, tanim kiimesi @ alinirsa, F:@ —P(U) olacak sekilde bir esnek kiime
tanimlanabilecegi asikardir. Boyle esnek kiimeye, bos esnek kiime denilir ve @y ile
gosterilir. @4, parametre kiimesi bos kiime olan tek esnek kiimedir (Ali ve digerleri, 2011).
Bu tez boyunca (F,A)= @, diye belirtilmedigi siirece A=@ alinmayacaktir; yani aksi

belirtilmedigi siirece, esnek kiimelerin tiimii bos esnek kiime olan @, den farklidir.

2.3.3. Ornek U satm almak icin iizerinde diisiiniilen oyuncaklarin bir kiimesi, E’nin de
parametrelerin kiimesi oldugunu kabul edelim. Her bir parametre bir kelime veya bir
cimledir. E={ilging, klasik, ucuz, yikanabilir, biiyiik, kaliteli} olsun. Bu durumda bir
esnek kiime tanimlamak, “ucuz oyuncak, biiyiik oyuncak vb.” olusturmak demektir. (F, K);
esnek kiimesi Pelin Hanim’in almayr disiindiigii “oyuncaklarin ¢ekiciligi” olarak
tanimlanir. U evrensel kiimesinde asagidaki sekilde verilen 7 tane oyuncagin oldugunu

diistinelim.

U = {uy, up, uz, uy, us, ug, u;} Ve E = {e;, e,, €3, 84, €5, 6 }, K={eq, €,, €3, €6 }

olsun. Burada, e; "ilging" parametresini; e, "klasik" parametresini; e; "ucuz"
parametresini; e, "yikanabilir" parametresini; e; "bilylk" parametresini; e "kaliteli”
parametresini temsil etsin. Buna goére oyuncak almaya gelen Pelin Hanim igin Fy esnek
kiimesini olusturalim. Bunun i¢in Once verilen parametrelere goére oyuncaklar

siniflandiralim:
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F(e;) = {uy,u,}, Fley) = {uzue}, F(e3) = U, F(eg)={uy, uz, us}

Bu durumda esnek kiimemiz:

(F; K) = {(el' {uZJ u4})' (eZJ {U3, u6})J (63, U), (66, {u1, us, uS})}

seklinde yazilabilir.

2.3.4. Tanim (F,K), U tizerinde bir esnek kiime olsun. Her e €K igin; F(e)=0 ise (F,K)
esnek kiimesine K ya gore bos esnek kiime denir ve @y ile gosterilir. (F,E), U iizerinde bir
esnek kiime olsun. Her e €E igin; F(e)=0 ise (F.E) esnek kiimesine E ye goére bos esnek

kiime denir ve Qg ile gosterilir (Ali ve digerleri, 2009).

2.3.5. Tanim (F,K), U iizerinde bir esnek kiime olsun. Her e €K igin; F(e)=U ise (F,K)
esnek kiimesine K ya gor mutlak esnek kiime denir ve Uy ile gosterilir. (F,E), U tizerinde
bir esnek kiime olsun. Her e €E i¢in; F(e)=U ise (F,E) esnek kiimesine E ye gore mutlak

esnek kiime denir ve Ug ile gosterilir (Ali ve digerleri, 2009).

2.3.6. Tanim (F,K) ve (G,Y), U iizerinde esnek kiimeler olsun. Eger, KEY ve her eeK igin
F (e)=G(e) ise (F,K) ya (G,Y) nin esnek alt kiimesidir denir (F,K)E(G,Y) gosterilir. Eger
(G)Y), (F,K) nin esnek alt kiimesi ise (F, K) ya (G,Y) nin esnek iist kiimesidir denir ve
(F,.K)3(G,Y) ile gosterilir. Eger (F,K)E(G,Y) ve (G,Y)E(F,K) ise (F,K) ve (G,Y) esnek

kiimelerine esnek esit kiimeler denir (Pei ve Maio, 2005) .

2.3.7. Tanim (F,K), U iizerinde bir esnek kiime olsun. (F,K) esnek kiimesinin esnek
timleyeni (F,K)" =(F",K) ve her eeK icin; F'(e)=U-F(e) seklinde tanimlanir (Ali ve
digerleri, 2009).

Buradan, (8,)"=Ua, (Ua)=0a, (Br)=Ug, (Ue)=0g, (Bg) =0y, (F,A))=(F,A). Ayrica,
@4 E(F,A) € Ua € Uk oldugu agiktir. (Ali ve digerleri, 2010).

Esnek kiimelerdeki islemler, genel anlamda kisitlanmis esnek kiime islemleri ve

genigletilmis esnek kiime islemleri olmak tizere iki kategoride tanimlanmistir. Sirasiyla



23

once kisitlanmis esnek kiime islemleri, sonra genisletilmis ensek kiime islemleri

verilecektir.

2.3.8. Tanim (F,K) ve (G,Y), U lizerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin
(F,K) Nr (G,Y) ile gosterilen kisitlanmis kesisimi P=KNY ve Ve € P i¢in H(e) =
F(e) N G(e) olmak iizere (F,K) Ng (G, Y) = (H, P) olarak tanimlanir (Pei ve Miao, 2005).
Burada, P =KNnY = @ ise (F,K) ng (G, Y)=04 (Ali ve digerleri, 2011)

2.3.9. Tanim (F,K) ve (G,Y), U iizerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin
(F,K) Ug (G,Y) ile gosterilen kisitlanmig birlesimi P=KNY ve Ve € P i¢in H(e) =
F(e) U G(e) olmak iizere (F,K) Uy (G,Y) = (H, P) olarak tanimlanir (Ali ve digerleri,
2009). Burada, P =KnY = @ ise (F,K) Ur (G, Y)=0y (Ali ve digerleri, 2011).

2.3.10. Tanim (F,K) ve (G,Y), U lizerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin
(F,K)\x (G, Y) ile gosterilen kisitlanmis farki P = KN'Y ve Ve € P igin H(e) = F(e)\G(e)
olmak tizere (F,K)\(G,Y) = (H, P) olarak tanimlanir (Ali ve digerleri, 2009) . Burada,
P=KnY=0ise (F K)\r(G Y)=0y (Ali ve digerleri, 2011)

2.3.11. Tanim (F,K) ve (G,Y), U iizerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin
(F,K)Ax(G,Y) ile gosterilen kisitlanmig simetrik farki P = KN'Y ve Ve € P i¢in H(e) =
F(e)AG(e) olmak fizere (F,K)A%(G,Y) = (H,P) olarak tanimlanir (Sezgin ve Atagiin,
2011). Burada, P = KNnY = @ ise (F,K)Ar(G, Y)=0y4 (Ali ve digerleri, 2011)

2.3.12. Tanim (F,K) ve (G,Y), U iizerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin

genisletilmis birlesimi (H, P)’dir. Burada P = KU Y ve Ve € P i¢in,

F(e), eeK-Y
H(e) = G(e), e€eY—-K
Fle)uG(e), eeKnY

ile tamimlanir, (F,K) U, (G,Y) = (H, P) seklinde yazilir (Maji ve digerleri, 2003)

2.3.13. Tanim (F,K) ve (G,Y), U iizerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin
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genisletilmis kesisimi (H, P)’dir. Burada P = KU Y ve Ve € P i¢in,

F(e), eeK-Y
H(e) = G(e), eeY—K
Fle)nG(e), eeKNY

ile tanimlanir, (F,K) N, (G,Y) = (H, P) seklinde yazilir (Ali ve digerleri, 2009).

2.3.14. Tanim (F,K) ve (G,Y), U iizerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin

genisletilmis fark (H, P)’dir. Burada, P = KU Y ve Ve € P i¢in,

F(e), eeK-Y
H(e) = G(e), eeY—-K
F(e)\G(e), e€KnY

ile tanimlanir, (F,K)\¢(G,Y) = (H, P) seklinde yazilir (Sezgin ve digerleri, 2019).

2.3.15. Tanim (F,K) ve (G,Y), U iizerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin

genisletilmis simetrik farki (H, P)’dir. Burada, P = KU Y ve Ve € P i¢in,

F(e), eeK-Y
H(e) = G(e), eeY—-K
F(e)AG(e), e€eKNnY

ile tamimlanir, (F, K)A¢(G,Y) = (H, P) seklinde yazilir (Stojanavic, 2021).
2.3.16. Ornek E={e;,e,,e3,e, €5} parametreler kiimesi K={e,, e5} ve Y={e; e,,e5,e,}, E

nin iki alt kiimesi olsun. (F,K) ve (G,Y), U={h;,h;,h5,h, hg, hy} lizerinde asagidaki

sekilde taniml1 iki esnek kiime olsun:

(F.K)={( ey {hy, hy,hy), (es,{hs, hy, hs, he})},(G,Y)={(e;,{hy, h3, hs}). (e, {hs, he}),
(es{hz,hy,he}) (€4, {hy, by hy by}

Bu durumda,
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o (FK)Nr(G,Y)={(ey,{hs, hs})}

e (FK)URr(GY)={(ey{hy, hy, h3,h })}

o (FK)\RG.Y)={(ey{h,})}

* (FK)Ag (G Y)={(ey{hz, h3)}

o (FK)Ne(GY)={( ey, {hy, h,}),(ez {hs, he}).(e3,{h2,hs,he}).(e4,{hy, hy , h3,h,]) (
es,{hshy.hs, he P},

o (FK)U(GY)={(ey{hy, hy h3 h,}), Cez {hs, he}),(e3.{hz,hy,h6}) (4, {hy, Dy, b3
h4}).(es,{hz,hs.hs, he P},

o (FK)\e(GY)={(e1{h2}).(ez{hs, he),(e3,{hz,hy,h¢}) (4, {hy, hy, h3 .04} (e5.{
hs,h,,hg, he P}

o (FK)A(GY)={(ey{h,, h3}), (ey{hs, he}).(e3,{hz,hyhe}).(e4,fhy, hy  hshy ) (
es,{hs,hy.hs, he})}

Cagman (2021), kiime teorisinin yeni bir kavrami olarak, kapsayici tiimleyen ve dislayici
timleyen seklinde iki yeni tiimleyen tanimlamistir. Gosterim kolayligi agisindan, biz bu
ikili islemleri, + ve 0 islemleri seklinde gosteriyoruz. K ve D iki kiime olmak iizere, bu
ikili islemler, K+Y=K’UY, KB8Y=K’NY’. Sezgin ve digerleri (2023c), bu iki islem
birbirleriyle olan iliskisini incelemistir. K ve D iki kiime olmak tizere K*Y=K’UY’, KyY=
K’NY, KAY=KUY" (Sezgin ve digerleri, 2023c)

Gosterim kolaylig1 agisindan, @ kiimelerdeki islemleri gostermek iizere (yani burada &
;NU,—, AN Y, 0, % gibi kiime islemlerini gdstermek iizere) esnek kiimelerdeki
kisitlanmis islemler, genisletilmis islemler, timleyenli genisletilmis islemler, esnek ikili
parcali islemler, tiimleyenli esnek ikili parcali islemler asagida verilen genellenmis

tanimlar ile genel formda verilebilir.

2.3.17. Tanim (F,K) ve (G,Y), U iizerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin
(F,K) ®« (G,Y) ile gosterilen kisitlanmis @ islemi, P=KNY ve Ve € P i¢in H(e) =
F(e) ® G(e) olmak iizere (F,K) Q¢ (G,Y) = (H, P) olarak tanimlanir. Burada, P = Kn
Y =0ise (F,K) ®r (G, Y)=0y (Ali ve digerleri, 2009; Sezgin ve Atagiin, 2011; Aybek,
2024).
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2.3.18. Tanim (F,K) ve (G,Y), U iizerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin

genisletilmis & islemi (H, P)’dir. Burada, P = KU Y ve Ve € P igin,

F(e), eeK-Y
H(e) = G(e), eeY—K
F(e) ® G(e), e€eKNnY

ile tanimlanir ve (F,K) ®. (G,Y) = (H, P) seklinde yazilir (Maji ve digerleri, 2003; Ali ve
digerleri, 2009; Sezgin ve digerleri, 2019; Stojanavic, 2021; Aybek, 2024).

2.3.19. Tanim (F,K) ve (G,Y), U iizerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin

tiimleyenli genisletilmis @ islemi (H, P)’dir. Burada P = KU Y ve Ve € P i¢in,

F'(e), eeK-Y
H(e) = G'(e), eeY—K
Fle) ® G(e), e€eKNnY

*x
ile tanimlanir ve (F, ,Y) = (H,P) seklinde yazilir (Sarialioglu, ; Demirci,
il 1 F,K Q GY H, P) seklind lir (Sarialioglu, 2024; Demirci

2024; Akbulut, 2024).

2.3.20. Tanim (F,K) ve (G,Y), U iizerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin

ensek ikili parcali fark islemi (H, K)’dir ve Ve € K i¢in,

_ F(e), eeK-Y
H(e) = {F(e) —G(e), eeKNnY

ile tanimlanir ve (F, K):G, Y) = (H,K) seklinde gosterilir (Eren, 2019; Sezgin ve Calisic,
2024).

2.3.21. Tanim (F,K) ve (G,Y), U iizerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin

ensek ikili parcali simetrik fark islemi (H, K)’dir ve Ve € K igin,

_ F(e), eeK-Y
fe) = {F(e)AG(e), eeKnNY
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ile tanimlanir ve (F, K)ZG, Y) = (H,K) seklinde gosterilir (Yavuz, 2023b).

2.3.22. Tanim (F,K) ve (G,Y), U iizerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin

tiimleyenli ensek ikili par¢ali & islemi (H, K)’dir ve Ve € K i¢in,

_ F'(e), eeK-Y
H(e) = {F(e) ®Gle), e€KNY

*
ile tanimlanir ve (F,K)~ (G,Y) = (H,K) seklinde gosterilir (Sezgin ve Demirci, 2023;
b2

Sezgin ve Aybek, 2023; Sezgin ve digerleri, 2023a; Sezgin ve digerleri, 2023b; Sezgin ve
Atagiin, 2023; Sezgin ve Yavuz, 2023a; Sezgin ve Sarialioglu, 2024; Sezgin ve Cagman,
2024b)

2.3.23. Tanim (F,K) ve (G,Y), U iizerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin
kartezyen carpimi (F,K)x(G,B)=(H,KxY) dir. Burada, H=KxY ve V(ky)eKxY igin,
H(k,y)=F(K)xF(y) seklinde tanimlidir (Babitha ve Sunil, 2010)
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3. ESNEK iKILi PARCALI KESISIiM iSLEMI

Bu boliimde, esnek ikili pargali kesisim adi verilen yeni esnek kiime islemi tanitilmas,
ornegi verilmis, islemin cebirsel 6zellikleri ile diger esnek kiime islemleri ile olan iliskisine
bakilarak dagilma kurallar1 ve Sg(U) kiimesi iizerinde bu islemin hangi cebirsel yapilari

olusturdugu incelenmis ve ¢ok 6nemli sonuglar elde edilmistir.

3.1. Tanim (F,K) ve (G,Y), U iizerinde taniml iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin
(F, K);(G, Y) ile gosterilen esnek ikili parcali kesisim islemi Vw €K igin,

F(w), weK-Y
H(w)=

Flw)NG(w), weKNY

olmak iizere (F,K);(G,Y):(H,K) ile tanimlanir.

Burada, esnek kiimelerin parametre kiimeleri esit ise (F,K);(G,K)=(F,K) Ng (G,K)=

(F,K)N¢(G,K) olur. Yani, K, E evrensel kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak tizere, Sk(U)
kiimesi lizerinde esnek ikili parg¢ali kesisim islemi, kisitlanmis kesisim ve genisletilmis

kesisim islemleri ile ¢akisiktir.

3.2. Ornek E={e,,e,,e3,e,} parametre kiimesi, K={e,,e,}, Y={e,,e5,e,} E’nin iki alt
kiimesi, U={h;,h,, h3,hy, hs, hg} evrensel kiime, (F,K) ve (G,Y), U iizerinde (F,K)={(ey,
{h3, hy,he})(es {hy,hy, he D} (G Y)={( e, {hs,h;}),(e3,{h2,h3,hy, hs}) (€4, {h2, hy })}
olarak tanimlanan iki esnek kiime olsun. (F,K) ; (G,Y)=(H,K) olmak iizere,

Flw), weK-Y
H(w)=

F(w)NG(w), weKNY
Burada, K={e;,e,}, K—Y={e;} olmak iizere, Vw € K — Y={e,} i¢cin, H(w)=F(w) olup,
H(e) =F(e;) ={ h,,h, , hg} , Vo e KNnY = {e, } i¢in, H(w)=F (w) N G(w) olup,
H(e,)=F(e4s)NG(e,)={h,h,, hg}N{h,, h4}:{h2}.BGylece,(F,K);(G,Y):{( e1,{hy,hyhe})
(eq, {ha})}.
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Teorem 3.3. (Islemin Cebirsel Ozellikleri)

1);, Se(U) kiimesi iizerinde kapalidir.

~

Ispat: n nin Sg(U) lizerinde ikili islem oldugu agiktir. Yani,
:Se(U)x Se(U)— Se(U)
(FK), (G,Y)) = (FK)(GY)=(H.K)
olup, (F,K) ve (G,Y), U iizerinde iki esnek kiime oldugunda (F,T) ; (G,Y) de, U iizerinde

bir esnek kiimedir. KESE sabit bir parametre kiimesi olmak {izere, ; isleminin Sk(U)

iizerinde de bir ikili islem oldugu agiktir.
2) KNY’ND=9 ise [(F,K) ~(G.Y)]  (H.D)=(F.K) ~ [(G,Y)  (H.D)]

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F, K);(G,Y)=(T,K) olsun. Burada YweK
i¢in;
Fw), weK-Y
T(w)=
F(w) NG(w), weKNY
(T.K) ~(H.D)=(M,K) olsun. Burada, VweK igin;

T(w), weK-D
M(w)=
T(w)NH(w), weKND
Boylece,
[ Fw), we(K-Y)-D=KNY’ND’
M(w)=| F(w)NG(w), we(KNY)-D=KNYND’
1 Fw)nH(w), we(K-Y)ND=KNY’ND
| [F(w)NG(w)]NH(w), we(KNY)ND=KNYND

(G,Y)(H.D)=(K,Y) olsun. Burada YaeY igin;
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G(w), weY-D
K(w)=
G(w)NH(w), weYND
(F,K) (K,Y)=(S K) olsun. Burada YweK igin;

F(w), weK-Y
S(w)=
Flw)NK(w), weKNY
Boylece,
Flw), weK-Y
S(w)=~ F(w)NG(w), weKN(Y-D)=KNYND’

F(w) N[G(w) NH(w)], weKN(YND)=KNYND
S fonksiyonundaki, K-Y ye bakacak olursak, K-Y=KNY” olup, eger weY’ ise weD-Y
veya we(YUD)’. Buradan weK-Y ise weKNY’ND’ ve weKNY’ND olur. Boylece,

~

KNY’ND=0@ i¢in M=S olur. Yani uygun kosullar altinda, Sg(U) kiimesi {izerinde n islemi

birlesme 6zelligine sahiptir.
3) [(F.K)  (GK) 5 (HK) = (F,K) 1 [(GK)  (HK)]

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F, K);(G,K):(T,K) olsun. Burada VweK
i¢in;
F(w), weK-K=0
T(w)=
F(w)NG(w), weKNK=K
(T.K)  (H.K)=(M,K) olsun. Burada VweK iin;

T(w), weK-K=0
M(w)=

T(w) NH(w), weKNK=K
Boylece,

T(w), weK-K=0
M(w)=

[F(w)NG(w)] NH(w), weKNK=K
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Simdi de esitligin sag tarafina bakalim. (G,K);(H,K):(L,K) olsun. Burada VweK i¢in;
G(w), weK-K=0

L(w)=
G(w)NH(w), weKNK=K

(F,K), (LK)=(N,K) olsun. Burada YweK igin;

Flw), weK-K=0
N(w)=

F(w) NL(w), weKNK=K
Boylece,

Flw), weK-K=0
N(w)=

F(w)N[G(w) NH(w)], weKNK=K
Buradan M=N oldugu goériiliir. Yani, Sk(U) kiimesi iizerinde de (parametre kiimeleri ayn1

olan esnek kiimeler lizerinde), ; isleminin birlesme 6zelligi vardir.
4) (F,K) L (G.Y)A(G, V) (F.K).

Ispat: (F K) (G,Y)=(H,K) olsun. Burada YweK igin;
" Fw), weK-Y

H(w)= 4
Flw) NG(w), weKNY

G,Y) ;ﬁ(F,K):(T,Y) olsun. Burada YweY icin;
| G(w), weY-K
T(w)="

. G(w) NF(w), weYNK
Burada, sol taraftaki esnek kiimenin parametre kiimesi K; sag taraftaki esnek kiimenin

parametre kiimesi Y dir. Boylece esnek kiimelerin esitligi tanim1 geregi;

(F.K)  (GY)AG,Y) , (FK).
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Fakat (F, K) ;(G,K)Z(G,K);(F,K) oldugu aciktir. Yani, Sg(U) kiimesi iizerinde g islemi,

degisme Ozelligine sahip degilken, K< E sabit bir paramere kiimesi olmak tizere Sk(U)

~

kiimesi lizerinde n islemi degisme 6zelligine sahiptir.

5) (F.K) ~(F.K)= (FK).

Ispat: (F, K)G (F,K)=(H,K) olsun. Burada VweK igin;
F(w), weK-K=0

H(w)=

F(w)NF(w), weKNK=K
Burada, VweK igin, H(w)=F(w)NF(w)=F(w), boylece (H,K)= (F,K). Yani, Sg(U) kiimesi

~

iizerinde n islemi, denk giicliiliik (idempotent) 6zelligine sahiptir.
6) (F, K)n Ug=Ug n(F, K) = (F,K).

Ispat: Ug=(T,K) olsun. Burada YweK igin, T(w)=U. (F, K);(T, K)=(H,K) olsun. Burada

VweK i¢in;

Fw), weK-K=0
H(w)=

Flw) NT(w), weKNK=K

Buradan, VweK i¢in; H(w)=F(w)NT(w)=F(w)NU= F(w) olur ve boylece (H,K)=(F, K).

Sk (U) kiimesi tizerinde n isleminin birim eleman1 Uk esnek kiimesidir.

3.3.1. Sonug¢ Teorem 3.3 (1), (2), (4) ve (5) den, (F,K), (G,Y) ve (H,D), Se(U) kiimesinin
elemanlart olmak {izere, KNY’ND=@ sart1 altinda (Sg (U), ; ) komutatif olmayan,
idempotent bir yarigruptur yani komutatif olmayan bir banddir. K< E sabit bir parametre
kiimesi olmak iizere, Teorem 3.3 (1), (3), (4), (5) ve (6) dan (SK(U),;) cebirsel yapisi

birimi Uk olan komutatif, idempotent bir monoid yani sinirl bir yari-kafestir.
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7) (F,K) Ug=(F,K).

Ispat: ®g=(S,E) olsun. Burada VweE; S(w)=0. (F, K);(S,E):(H,K). Boylece, VweK igin;
Flw), weK-E=0

H(w)=
F(w) NS(w),  weKNE=K

Buradan, VweK i¢in; H(w)=F(w) NS(w)=F(w)NU= F(w) olur ve bdylece (H,K)=(F, K).

Sg (V) kiimesi tizerinde ; isleminin sag birim eleman1 Ug esnek kiimesidir.
8) (F,K) ~0p=(F.K).

Ispat: §g=(S, @) ve (F,K);(S, @)=(H,K) olsun. Boylece, VweK igin,
Fw), weK-p=K

H(w)=
F(w) NS(w),  weKNP=0

Buradan, YweK i¢in; H(w)=F(w) olup, (H,K)=(F,K).

Sk (V) kiimesi tlizerinde ; isleminin sag birim eleman1 @, esnek kiimesidir.
9) @q)n(F; K) = 9.

Ispat: §y=(S,0) ve (S,(Z));(F,K):(H,(D) olsun. @y, parametre kiimesi bos kiime olan tek
esnek kiime oldugu i¢in, (H,@)=@, olur.

Yani, Sg(U) kiimesi l'izerinde; islemi i¢in, her elemanin sag birim eleman olan @y ye

~

gore sol tersi, @, esnek kiimesidir. Ayrica, Sg(U) kiimesi iizerinde n isleminin sol yutan

elemant @y esnek kiimesidir.

3.3.2. Sonug¢ Teorem 3.3 (1), (2), (8) ve (9) dan, (F,K), (G,Y) ve (H,D), Se(U) kiimesinin
elemanlar1 olmak iizere, KNY’ND=0 sart1 altinda (SE(U),;) cebirsel yapisi, sag birimi @y ,

her elemanin sol tersi @, olan idempotent bir sol-sag sistemdir.
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10) (F,K) , Bx=0x (F.K)= Ox.

Ispat @y =(SK) olsun. Burada YweK igin; S(w)=0. (F,K)_(S,K)=(H,K) olsun. Burada

VweK igin;

F(w), weK-K=0
H(w)=

F(w)NS(w), weKNK=K

Béylece, YVweK i¢in, H(w)=F(w)NS(w)=F(w)N®= @ Buradan (H,K)=0.

Sk (U) kiimesi tizerinde ; isleminin yutan eleman1 @x esnek kiimesidir.
11) (F, K) y e=0x.

Ispat: Ug=(T,E) olsun. Burada VYweE icin, T(w)= @. (F, K);(T, E)=(H,K) olsun. Burada

VweK i¢in;

Fw), weK-E=Q
H(w)=

Flw) NT(w), weKNE=K

Buradan, YweK i¢in, H(w)=F(w) NT(w)=F(w)N@= @ olur. Boylece, (H,K)= Q.
12) @, (F, K)=0.

Ispat: Ug=(T,E) olsun. Burada YweE i¢in, T(w)= 0. (T, E);(F, K)=(H,E) olsun. Burada
VweK i¢in ;
T(w), weE-K=K’
H(w)=
F(w) NT(w), weENK=K
Buradan, VweK i¢in, H(w)=F(w) NT(w)=F(w)N@= @ olur. Boylece,
o, weE-K=K’
H(w)=
¢, weENK=K
Buradan, (H,E)= 0.
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Sg(U) kiimesi tizerinde n isleminin sol yutan elemani @ esnek kiimesidir.

13) (F, Ky (F, K)™=(F, K)" 1, (F,K) = O

Ispat: (F,K)"=(H,K) olsun. Burada YweK igin, H(w)=F"(w). (F,K) -, (H,K)=(T,K) olsun.

Burada VweK igin,

Flw), weK-K=0
T(w)=

F(w) NH(w), weKNK=K

Buradan, YweK i¢in, T(w)=F(w) NH(w)=F(w) NF’(w)= @ olur. Burada (T,K)=0.

~ >X< ~ ~
14) [(F,K) n(G,Y)]'=(F,K) ~ (G,Y) ve [(F,K) n(G,K)]r=(F,K)r u(G,K)r.

E3

Ispat: (F, K); (G,Y)=(H,K) olsun. Burada VweK igin,
F(w), weK-Y

H(w)=
F(w) NG(w), weKNY

(H, K)'=(T,K) olsun. Burada YweK ig¢in,

F’(w), weK-Y
T(w)=
F'(w)NG’(w), weKNY
* ~ ~
Boylece, (T,K)=(F,K) ~ (G,Y). Benzer sekilde, [(F,K) n(G,K)]r:(F,K)rU(G,K)r oldugu
0

~

gosterilebilir. Bu son esitlikte, esnek ikili pargali birlesim yani U islemi yerine, kisitlanmis
birlesim yani Ug ve genisletilmis birlesim yani U, islemi de getirilse, Teorem 3.3 (14)
ozelliginin saglanacagi K, E evrensel kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak tizere, Sk (U)

kiimesi lizerinde bu iglemlerin ¢akisik oldugundan asikardir.

15) (F,K) ~(G,K) = Ux ©(F,K) = (G,K) = Uy



Ispat: (F,K) ;(G, K) = (T,K) olsun. Burada VweK ig¢in;
Fw), weK-K=0
T(w)=
F(w) NG(w), weKNK=K
(T,K) = Ug oldugundan, VweK igin, T(w)= U . Buradan, VweK

T(w)=F(w)NG(w)=U © Vw € Kicin, F(w)=U ve G(w)=U (F,K) = (G,K) = Ug.

16) (F,K) (G, K) = @x <(G,K) € (F,K) ve (F,K) € (G,K)'

Ispat: (F,K) ;(G, K) = (T, K) olsun. Burada YweK ig¢in;
F(w), weK-K=0
T(w)=
Flw) NG(w), weKNK=K
(T,K) = ¢ oldugundan, VweK i¢in, T(w)= @ . Buradan, VweK
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igin,

i¢in,

T(w)=F(w)NG(w)=0 & Yw € Kicin, xe G(w) ise X¢ F(w), dolayisiyla xeF’(w). Buradan,

G(w)<E F'(w). Dolayisiyla, G,K) € (F,K)".

Benzer sckilde, (F,K) ;(G, K) = @¢ ise(F,K) € (G,K)" oldugu gosterilebilir. Tersine,

(G,K) € (F,K)" olsun. Buradan, Vw € Kigin, Xe G(w) ise x¢& F(w), dolayisyla Vw € K;

F(w) NG(w)= 8. Boylece, (F,K) ~(G,K)= .
17) ¢ € (F,K) (G, Y) ve By E (G, V), (F.K).
18) (F,K) (G Y) € U ve (GY) (F,K) E Uy.

19) (F,K) ~(G.Y) € (F,K) ve (G,Y)(F.K) E (GY).
Ispat: (F,K) [(G,Y)=(H,K) olsun. Burada YweK igin,
Flw), weK-Y
H(w)=
F(w)NG(w), weKNY
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VweK-Y; H(w)=F(w)<€ F(w), YweKNY; H(w)=F(w) N G(w) € F(w),

(F,K) € (F,K)(GY). (GY) E (GY) (F.K) benzer sekilde gosterilebilir.
20) (F.K)E (G,Y) ise (F.K) (G.Y)=(F.K).

Ispat: (FK)E (G,Y) ise KEY ve her weK igin, F(w)S G(w). (F,K) (G,Y)=(H.K) olsun.
Burada VweK igin,

F(w), weK-Y=0
H(w)=

F(w) NG(w), weKNY=K

Boylece, YweK; H(w)=F(w) N G(w)=F(w). Buradan, (F.K) | (G.Y)=(F.K).
21) (F.K) € (G,K) ise (F,K) L (H,2) € (GK) ~(H,2) ve (H,2) ~(FK) E (H2) ,(GK).

Ispat: (F,K)E (G,K) olsun. Buradan, YweK igin, F(w)E G(w). (F.K)N (H,Z) = (W,K)

olsun. Boylece, VweZ igin,

Flw), weK-Z
W(w)=
F(w) NH(w), weKNZ
(GK) ~(H,Z)=(L,Y) olsun. Boylece, VweK igin,
G(w), weK-Z
L(w)=
G(w) NH(w), weKNZ
Boylece, V w €K-Z ig¢in, W( w )=F(w ) € G( w )=L( w ) ve VweKNZ igin,
W(w)=F(w)NH(w)SG(w)NH(w)=L(w) olup, (F.K) ~(H,Z) € (G K) ~(H,Z).
Simdi de (H.Z) (F,K) = (Y,K) olsun. Boylece, YweZ igin,
H(w), weZ-K
Y(w)=
H(w) NF(w), weZNK
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(H2) A(G,K).=(S,Y) olsun. Béylece, YweK igin,
H(w), weZ-K
S(w)=
H(w) NG(w), weZNK
Boylece, V w €Z-K i¢in, Y(w )=H(w ) € H( w )=S( w ) ve VweZNK i¢in,
Y ()=H(w)NF(w)SH(@)NG(w)=S(w) olup, (H.2) (F.K) &€ (H.2) (G,K).

22) (F.K),(H,Z) E(GK) (H,Z) ise (FK) E (GK) olmak zorunda degildir. Benzer

sekilde, (H,2) - (F,K) € (H.2) ,(G,K) ise (F.K) & (G,K) olmak zorunda degildir. Yani

Teorem 3.3. (21) nin tersi dogru degildir.

Ispat: Teorem 3.3 (21) nin tersinin dogru olmadigmi gostermek igin bir 6rnek verelim.
E={e;,e;,e3,e4 €5} parametre kiimesi, K={e;,e3,es} ve Z={e;,e3} E’nin iki alt kiimesi,
U={h;,h,, h3,hy, hg} evrensel kiime, (F,K), (G.,K) ve (H,Z), U iizerinde (F,K)=(e; h,, hs}),
(e3,{hy,hz,hs}).(es,{h1,h3,hs H}(GK)={(ey,{h2}).(e5.{h1,h2 }).(es.{h, D} (H.2)={(e1,

?),(e3, @)} olarak tanimlanan esnek kiimeler olsun.

(F,K)G(H, Z) = (LK) olmak iizere Vw € K-Z={es} i¢in, L(es)=F(es)=(hy,h3,hs}; Vw €
Knz={e,,e;} icin, L(e;)=F(e;) NH(e;)=0, L(e;)=F(e3) NH(e3;)=0. Buradan,
(F.K) (H 2)={(ey, B).(e3, 9).(es, (hy.hshs ).

(G,K);(H, Z) = (T,K) olmak iizere Vw € K-Z={es} i¢in, T(eg)=F(h;,h;,hs}; Vw €
KnZ={e;, e;} icin, T(e;)=G(e;) NH(e;)=0, T(e3)=F(e3) NH(e3;)= @. Buradan,
(G.K),(H,2)={(es, B).(e3, B).(es, (hy.h3.hsH}.

Buradan, (F,K) ;(H, Z) € (G,K) ;(H, Z) olmasma ragmen (F,K) € (G,K) olmadig

goriilmektedir. Aynm1 6rnek iizerinde, (H,Z);(F, K) € (H,Z);(G, K) olmasina ragmen,

(F,K)E (G, K) olmak zorunda olmadig: gosterilebilir.
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23) (FT)E (G,T) ve (KV)E (LV) ise (FT)(KV)E(GT)~(LV) ve (KV) (FT)

E(LV)(GT).

Ispat: (F,T)E (G,M) ve (K,V)E (L, V) olsun. Buradan, YweT igin, F(w)S G(w) ve YweV
i¢in, K(w)< L(w). (F,T);(K,V)Z(Y,T) olsun. Boylece, VweT igin,
Flw), weT-V
Y (w)=
Flw) NK(w), weTNV
(G.T)(L.V)=(W.T) olsun. Béylece, YoeT igin,
G(w), weT-V
W(w)=
G(w) NL(w), weTNV
Vw €T-Vigin, Y(w)=F(w )< G(w)=W(w); YweTNV i¢in, Y(w)=F(w)NK(w) S
G(w)NL(w)=W(w) olur. Boylece (F.T),(K,V) E(G,T)(L.V).
Simdi de (K, V), (F,T)=(M,V) olsun. Béylece, YweV igin,
K(w), weV-T
M(w)=
K(w) NFw), weVNT
(L.V)(G.T)=(N.V) olsun. Bsylece, YweT igin,
L(w), weV-T
N(w)=
L(w) NG(w), weVNT
Vw eV-T i¢in, M(w)=K(w)EL(w)=N(w); YweVNT i¢in, M(w)=K(w)NF(w) S

L(w)NG(w)=N(w) olur. Boylece (K,V)(F.T) E(L,V)(G.T).

Klasik kiimelerde FN(FUG)= FU(FNG)=F olup, kesisim ve birlesim islemleri yutma kurali
ile birbirine baghdir. Asagida ise degisme 6zelligine sahip Sk(U) kiimesi {izerinde, esnek
ikili parcali kesisim ve birlesim islemi i¢in bu 6zelligin analojisini veriyoruz:

24) (F,K) [(F,K) (G, K)]= (F,K) ve (F,K) | [(F,K) (G, K)] = (F,K).
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Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F, K)G(G,K):(T,K) olsun. Burada YweK
igin;
F(w), weK-K=0
T(w)=
F(w)uG(w), weKNK=K
(F.K)  (T.K)=(M,K) olsun. Burada VaeK igin;

F(w), weK-K=0
M(w)=
F(w)NT(w), weKNK=K
Boylece,
i F(w), weK-K=0
M(w)=+
| F@)V[F(w)NG(w)], weKNK=K
Buradan,
[ F(w), weK-K=¢
M(w)=+
- F(w), weKNK=K

Boylece, (MK)=(F.K). Yani, (F,K) J[(F,K) | (G,K)] = (F,K).

Benzer sekilde, (F, K)G[(F, K);(G, K)] = (F,K) saglandig1 da gosterilir. Burada, esnek

~

ikili parcali birlesim yani U islemi yerine, kisitlanmig birlesim yani Ug veya genisletilmis
birlesim yani U islemi de getirilse, Teorem 3.3 (24) 6zelliginin saglanacagi K, E evrensel
kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak tizere, Sg(U) kiimesi iizerinde bu islemlerin c¢akisik

oldugundan asikardir.

3.4. Teorem (F,K), (G, Y), (H,D), U fizerinde esnek kiimeler olmak {izere, asagidaki gibi

esnek ikili pargali kesisim isleminin diger esnek kiime islemlere dagilmasi mevcuttur:

3.4.1. Teorem (F,K), (G, Y), (H,D), U iizerinde esnek kiimeler olmak {izere, asagidaki gibi

esnek ikili parcali kesisim isleminin kisitlanmis islemlere dagilmasi mevcuttur:
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i)Esnek Ikili Parcali Kesisim Isleminin Kisitlanmis Islemlere Soldan Dagilmast:
1)(F; K) n[(Gi Y) UR(HaD]:[(F' K)n (G,Y)]UR[(FJ K) n (H,D)]

Ispat: 1k olarak esitligin sol tarafim1 ele alalim. (G,Y) Ug(H,D)=(M,YND) olsun. Burada

YweYND, M(w)=G(w) UH(w). (F, K);(M,YDD)Z(N,K) olsun. Burada VweK ig¢in,

F(w), weK-(YND)
N(w)= "]
- F(w)"M(w), weKN(YND)
" F(w), weK-(YND)
N(w)=

. F(w) N [G(w) UH(w)], weKN(YND)
Simdi esitligin sag tarafina bakalim.
[(F,K) (G Y)]UR[(F, K) (H.D)].(F, K) (G.Y)=(V.K) olsun. Burada YweK igin,
F(w), weK-Y
V(w)=
F(w) NG(w), weKNY
(F, K); (H,D)=(W,K) olsun. Burada YweK ig¢in,
Flw), weK-D
W(w)=
F(w)NH(w), weKND
(V.K) Ur(W,K)=(T,K) olsun. Burada YweK i¢in, T(w)=V(w) UW(w),

F(w)UF(w), we(K-Y)N(K-D)
T(w)7 F(w)U[F(@)NH(w)], we(K-Y)N(KND)
[ F@)NG(w)] UF(w), we(KNY)N(K-D)
[ F(w)NG(w)]U[F(w)NH(w)], we(KNY)N(KND)
Buradan,
F(w), weKNY’ND
T(w)5 F(w), weKNY’ND
| F), weKNYND?
F(w) N[G(w)UH(w)], weKNYND
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N fonksiyonun ilk satirindaki parametre kiimesi dikkate alindiginda K-(YND)=KN(YND)'
olup eger we(YND)' ise weY-D veya weD-Y veya weYUD olarak diisiinebiliriz.
Boylece, weK-(YND) ise weKNYND' veya weKNY'ND veya weKNY'ND'. Boylece,
N=T oldugu goriiliir.

2)KN(YAD)=@ ise (F,K) [(G,Y) Ng(H.D)I=[(F,K) ~ (G.Y)INR[(F.K)  (H.D].

ii) Esnek Ikili Parcali Kesisim Isleminin Kisitlanmis islemlere Sagdan Dagilmast:

1) [(F,K) Ng (G,Y)]y (HD)=I(F, K) , (H.D)INRI(G,Y) , (H.D)].

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafim ele alalim. (F,K)Ng(G,Y)=(M,KNY) olsun. Burada,

VweKNY i¢in, M(w)=F(w)UG(w). (M,KﬂY);(H,D)Z(N,KﬂY) olsun. Burada, VweKNY

i¢in,
M(w), we(KNY)-D
N(w)=
M(w)NH(w), we(KNY)ND
Buradan,
F(w)NG(w), we(KNY)-D=KNYND’
N(w)=

[ F(w)NG(w)]NH(w), we(KNY)ND
Simdi esitligin  sag tarafina bakalm.[ (F,K). (HD)] nx [ (GY), (HD)]
(F,K) (H.D)=(V,K) olsun. Burada, VweK igin,
F(w), weK-D
V(w)=
F(w)NH(w), weKND
(G,Y)(H.D)=(W.Y) olsun. Burada, YweY igin,
G(w), weY-D
W(w)=
G(w) NH(w), weYND
(V,K)ng (W,Y)=(T,KNY) olsun. Burada, VweKNY i¢in, T(w)=V(w)NW(w),
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[ F(w) NG(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
T(w)= | F(w)N[G(w)NH(w)], we(K-D)N(YND)=¢
| [F(w)nH(w)] NG(w), we(KND)N(Y-D)=0
| [F(w) NH(w)] N [G(w) NH(w)], we(KND)N(YND)=KNYND
Buradan,
F(w) NG(w), weKNYND’
T(w)= | Fw)NG(w) NH(w), weKNYND

Boylece, N=T oldugu goriiliir.
2)[(F.K) Ug (G,Y)](H.D)=(F, K) ,(H.D)]UR[(G, ), (H.D)].
3(F.K) &g (G,Y)](H.D)=I(F, K) (H.D)IARI(G, Y) y (H.D)]

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafimi ele alalim. (F,K)AR(G,Y)=(M,KNY) olsun. Burada,
VweKNY i¢in, M(w)=F(w) AG(w). (M,KﬂY);(H,D)Z(N,KﬂY) olsun. Burada, VweKNY

i¢in,
M(w), we(KNY)-D
N(w)=
M(w)NH(w), we(KNY)ND
Buradan,
F(w)AG(w), we(KNY)-D=KNYND’
N(w)=

[ F(w)AG(w)]NH(w), we(KNY)ND

Simdi esitligin sag tarafina bakalim.

[(F,K) (H.D)IAR[(G, Y) - (H.D)]. (F,K) ~(H.D)=(V K) olsun. Burada, YweK igin,
F(w), weK-D

V(w)=
F(w)NH(w), weKND

(G,Y)(H.D)=(W.Y) olsun. Burada, YweY igin,
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G(w), weY-D
W(w)=
G(w)NH(w), weYND
(V,K)AR(W,Y)=(T,KNY) olsun. Burada, VweKNY ig¢in, T(w)=V(w)NW(w),
[ F(w)AG(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
T(w)=| F(w)A[G(w)NH(w)], we(K-D)N(YND)=0
1 [F(o)nH(@)]AG(w), we(KND)N(Y-D)=0
_[F(w) NH(w)]A[G(w) NH(w)],  we(KND)N(YND)=KNYND
Buradan,
F(w) AG(w), weKNYND’
T(w)=
F(w)AG(w)]NH(w), weKNYND

Boylece, N=T oldugu goriiliir.
HI(F.K) vr (G V)] (H.D)=[(F, K) ,(H.D)Iyr[(G, Y) ; (H.D)].

5)[(F.K) \& (G.Y)](H.D)=[(F, K) ,(H.D)\R[(G, )  (H.D)].

Ispat: 1k olarak esitligin sol tarafini ele alalim. (F,K)\r(G,Y)=(M,KNY) olsun. Burada,
VweKNY i¢in, M(w)=F(w) -G(w). (M,KﬂY);(H,D)Z(N,KﬂY) olsun. Burada, VweKNY

i¢in,
M(w), we(KNY)-D
N(w)=
M(w)NH(w), we(KNY)ND
Buradan,
F(w)-G(w), we(KNY)-D=KNYND’
N(w)=

[ F(w)-G(w)]NH(w), we(KNY)ND
Simdi esitligin sag tarafina bakalim.

[(F, K) (H.D)\RL(G, Y)  (H.D)]. (F, K) (H.D)=(V,K) olsun. Burada, VaweK igin,
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Fw), weK-D
V(w)=

F(w)NH(w), weKND
(G.Y)(H.D)=(W.,Y) olsun. Burada, YweY igin,

G(w), weY-D
W(w)=
G(w)NH(w), weYND
(V,K)\r(W,Y)=(T,KNY) olsun. Burada, YweKNY i¢in, T(w)=V(w)NW(w),
[ F(w)-G(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
T(w)=| F(w)-[G(w)NH(w)], we(K-D)N(YND)=0
| [F(w)nH(w)]-G(w), we(KND)N(Y-D)=0
[F(w) N"H(w)]-[G(w) NH(w)],  we(KND)N(YND)=KNYND
Buradan,
F(w)-G(w), weKNYND’
T(w)=
[F(w)-G(w)]NH(w), weKNYND

Boylece, N=T oldugu goriiliir.

3.4.1.1. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),Ng) cebirsel yapisinin birimi Ug olan

komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu gostermisti. Sonu¢ 3.3.1 de (SE(U),;) cebirsel yapisiin, (F,T), (G,Z) ve (H,M),
Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM =@ sart1 altinda komutatif olmayan,
idempotent bir yarigrup oldugu, Teorem 3.4.1 (i) (2) bashginda, ; isleminin Ny islemine
TN(ZAM)=0 sart1 ile soldan dagildigi, Teorem 3.4.1 (ii) (1) bashginda, ; isleminin Ng
islemine sagdan dagildigi gosterilmistir. Sonug olarak, TN(ZAM)=TNZ’NM=@ sartlari
altinda, (SE(U),nR,;) cebirsel yapist komutatif olmayan, idempotent, birimsiz ve sifirsiz

bir yari-halkadir. (Sg (U), Yr), (Sg (U), \r) cebirsel yapilari birlesmeli olmadigindan

yarigrup olusturamaz. Dolayisiyla bu cebirsel yapilar bir yari-halka olusturmaz.

3.4.1.2. Sonug Ali ve digerleri (2011), K, E evrensel kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak

tizere, (Sk(U),NR) cebirsel yapisinin birimi Ug olan komutatif, idempotent bir monoid yani
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sinirlt bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup) oldugunu gostermisti. Sonu¢ 3.3.1.°de
(SK(U),;) cebirsel yapisinin da birimi Ug olan komutatif, idempotent bir monoid yani
sinirh bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup) oldugu gosterildi. Teorem 3.4.1 (i) (2)
basligindan Sk (U) kiimesi iizerinde, ; isleminin Uy islemine soldan dagildigi, Teorem

3.4.1 (i) (1) baghgindan isleminin Uy islemine sagdan dagildig1 kolaylikla

>N
gosterilebilir. Sonug olarak, higbir sart olmaksizin, (SK(U),nR,;) cebirsel yapisi komutatif,

idempotent, birimli, sifirsiz bir yari-halkadir. (Sg (U),yr), (Sk(U),\r) cebirsel yapilar
birlesmeli olmadigindan, yarigrup olusturamaz. Dolayisiyla bu cebirsel yapilar bir yari-

halka ve sag yari-halka olusturmaz.

3.4.1.3. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),Ugr) cebirsel yapisinin birimi @ olan
komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu gostermisti. Sonug 3.3.1 de (SE(U),;) cebirsel yapisiin, (F,T), (G,2) ve (H,M),
Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM=@ sart1 altinda komutatif olmayan,

~

idempotent bir yarigrup oldugu, Teorem 3.4.1 (i) (1) bashiginda, n isleminin Uy islemine

soldan dagildigi, Teorem 3.4.1 (ii) (2) bashginda, n

isleminin Uy islemine altinda sagdan

dagildig1 gosterilmistir. Sonu¢ olarak, TNZ’NM=@ sart1 altinda (SE(U),UR,;) cebirsel

yapist komutatif olmayan, idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir yari-halkadir.

Ayrica, Teorem 3.3 (12) de, (Z)E;(F, T)=0g, yani @g nin Sg(U) kiimesi lizerinde ; islemine
gore sol yutan eleman oldugu gosterilmisti. Sonu¢ olarak, TNZ’NM=@ sart1 altinda,
(SE(U),UR,;) cebirsel yapist bir komutatif olmayan, idempotent, birimsiz ve sifirli bir
(sag) yakin yari-halkadir. Ustelik, (F,K) ;(DE # Qg oldugundan, (Sg (U), Uy, ;) sifir

simetrik olmayan bir (sag) yakin yari-halkadir.

3.4.1.4. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sx(U),Ug) cebirsel yapisinin birimi @ olan

komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu gostermisti. Sonu¢ 3.3.1 de (Sk (U),;) cebirsel yapisinin, birimi Ug olan,

komutatif, idempotent bir monoid yani smirl bir yari-kafes oldugu, 3.4.1. (i) (1)
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~

' A isleminin Uy islemine soldan, Teorem 3.4.1 (ii) (2) bashiginda, ; isleminin

basliginda
Ng islemine sagdan dagildigr gosterilmistir. Ayrica, Teorem 3.3 (10)’da
(F,K) Ok = Ok (FK) =8¢ ve (FK)Ug@ = B Ug (F,K) =(F.K) oldugundan,
(SK(U),UR,;) cebirsel yapist komutatif, idempotent, birimli bir hemihalkadir. Benzer
sekilde, (F,K) - @ =@y (F,K) = @ ve (F,K)Ag@y = BxAr(F,K) =(F.K) oldugundan,

(SK(U),AR,;) cebirsel yapis1 komutatif, ¢arpimsal idempotent, birimli bir hemihalkadir.

3.4.1.5. Sonu¢ Sezgin ve Cagman (2024b), (Sx(U),AR) cebirsel yapisinin birimi @k olup,

her elemanin tersi kendisi olan, degismeli bir grup oldugunu gostermisti. Sonug 3.3.1 de

(SK(U),;) cebirsel yapisinin, birimi Ug olan, komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli

~

bir yari-kafes, dolayisiyla bir yarigrup oldugu, Teorem 3.4.1 (i) (1) basliginda, n isleminin
Ag islemine soldan, Teorem 3.4.1 (ii) (2) bashginda, ; isleminin A islemine sagdan
dagildig1 gosterilmistir. Dolayisiyla (SK(U),AR,;) cebirsel yapisi birimli degismeli bir
halkadir. Ayrica, (F,K)?=(F,K) ;(F,K) oldugundan, (SK(U),AR,;) cebirsel yapisi bir Bool
Halkasidir. (F,K) , (FK)= @ ve (F,K) (GK)=(G,K)(FK) olmast, (Sg(U) Ag,,) Cebirsel

yapisnin bir Bool halkasi olmasinin dogal sonucudur.

3.4.1.6. Sonu¢ (Sg(U),Ug) cebirsel yapisi, birimi @x olan komutatif, idempotent bir
monoid yani simirli bir yari-kafes dolayisiyla bir yarigruptur. (SK(U),;) cebirsel yapisi,
birimi U, olan komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli bir yari-kafes dolayisiyla bir

yarigruptur. Teoerem 3.3 (24) de, ; ve Uy islemlerinin yutan kuralim sagladigi

gosterilmistir. Dolayisiyla, (Sk(U),0k,Uk,Ur, ;) sinirli bir kafestir. Ayrica, V(F,K) €

SK(U) i(;in, (FaK) UR(FiK)r:UK ve (FaK);(FlK)r:QK Oldugundan: (SK(U)IQKaUKﬂUR’ ;)

tiimlemeli smirli bir kafestir. Ustelik, Teorem 3.4.1 (i) (1) bashginda, U

isleminin Ny
islemine soldan, Teorem 3.4.1. (ii)) (2) bashiginda, ; isleminin Ug islemine sagdan

dagildig1 gosterilmistir. Dolayisiyla, (Sg(U),0x,Uk,Ur, ;) dagilmali, tiimlemeli, sinirli bir

kafes, dolayistyla bir Boolean Cebiridir.
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Ustelik, [(F.K) - (GK)'=(F.K)'Ug (G.K)" ve [(F.K)Ug (G.K)I'=(FK) - (GK) yani De

Morgan kurali da sagladigindan, (Skg(U),0k,Ux,%Ug, ;) De Morgan Cebiridir.

Ayrica, V(F,K), (G, K) € S(U) igin, (F.K) _(F.K)=@y E(G,K)Ug(G.K)'=U oldugundan,
(Sk (U), @ . U .° Ug, o) bir Kleene Cebiridir. Ayrica, (FK) - (FK)'= @ oldugu

bilinmektedir ve (F,K) ; (G,K)=0g iken (G,K) €(F,K)" oldugu Teorem 3.3 (16) da

gosterilmisti. Bu (F,K)" nin (F,K) nin sdzde tiimleyeni oldugunu gosterir.

Ayrica, (F,K)'Ug [ (F,K)']'=Ug oldugundan, (Sg (U), @k, Uk ,C,UR,;) Stone’nun birimi
ozelligini saglar ve(Sg(U),0k,Uk,%Ur, ;) bir Stone cebiridir. Burada hemen not edelim ki,

(SE(U),;) cebirsel yapisi, komutatif olmayan, idempotent bir yarigrup oldugu igin, Uy ile

birlikte Sg(U) kiimesi tizerinde bir kafes olusturma durumu yoktur.

3.4.2. Teorem (F,K), (G,Y), (H,D), U tizerinde esnek kiimeler olmak iizere, asagidaki gibi

esnek ikili pargali kesisim isleminin genisletilmis islemlere dagilmasi mevcuttur:

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafim ele alalim. (G,Y) U.(H,D)=(M,YuD) olsun. Burada
YweYUD i¢in;
G(w), weY-D
M(w)= 7 H(w), weD-Y
G(w)UH(w), weYND
(F,K) (M,YUD)=(N,K) olsun. Burada VweK igin;
F(w), weK-(YUD)
N(w)=
F(w) NnM(w), weKN(YUD



F(w), weK-(YUD)=KNY’ND’

N(w)= | F(w)NG(w), weKN(Y-D)=KNYND’

Simdi esitligin sag tarafina bakalim:

[(F.K) G.Y)]U[(F.K)(H D)]. (F,K), (G, Y)=(V.K) olsun. Burada YeweK igin

F(w), weK-Y
V(w)=
F(w) NG(w), weKNY

F(w) NH(w), weKN(D-Y)=KNY’ND
‘F(w) N [(G(w) UH(w)], weKNYND=KNYND

(F.K) ~(H,D)=(W,K) olsun. Burada VaweK igin;

we(K-Y)N(K-D)= KNY’ND’

F(w), weK-D
W(w)=
F(w)NH(w), weKND
(V,K) Ug(W,K)=(T,K) olsun. Burada YweK igin;
V(w), weK-K=0
T(w)= W(w), weK-K=0
V(w) UW(w), weKNK=K
Buradan,
| F(w)UF(w),
F(w)U[F(w)NH(w)],

T(w)] [F(@)NG(w)] UF(w),
 [F@)NG(@)] U [F@)NH(@)]

we(K-Y)N(KND)=KNY’ND

we(KNY)N(K-D)= KNYND’

we(KNY)N(KND)=KNYND

Boylece,
F(w), we(K-Y)N(K-D)= KNY’ND’
F(w) we(K-Y)NKND)=KNY’ND
T(w)=| F(w) we(KNY)N(K-D)= KNYND’
F(w) N [G(w) UH(w)], we(KNY)N(KND)=KNYND
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KNY’ND=KNYND’=@ i¢in N=T oldugu gorilir. KNY’ND=KNYND’=@ sartinin,

KN(YAD)=0 sartina denk oldugu asikardir.

2)(F,K) [(GY)N(HD)I=[(F.K) ~(G.Y)] N [(F.K) ~(H,D)].
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ii) Esnek ikili Pargal1 Kesisim Isleminin Genigletilmis 1slemlere Sagdan Dagilmasi:

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalm. (F,K) U.(G,Y)=(M,KUY) olsun. Burada

VweKUY igin;
F(w), weK-Y
M(w)= 4 G(w), weY-K

F(w)UG(w), weKNY
(M,KUY)_, (H,D)=(N,KUY) olsun. Burada YaweKUY igin;

M(w), we(KUY)-D
N(w)=
M(w)NH(w), we(KUY)ND
Boylece,
| F(w), we(K-Y)-D=KNY’ND’
G(w), we(Y-K)-D=K’NYND’
N(w)= | F(w) UG(w), we(KNY)-D=KNYND’
| F(w)NH(w), we(K-Y)ND=KNY’ND
G(w)NH(w), we(Y-K)ND=K’NYND
[ F(w)UG(w)]NH(w), we(KNY)ND=KNYND

Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F,K) - (H,D)]U[(G,Y),(H.D)]. (F.K) L (H.D)=(V,K)
olsun. Burada VweK igin;
F(w), weK-D
V(w)=
F(w)NH(w), weKND
(G.Y) , (H.D)=(W.Y) olsun. Burada YweY igin;
G(w), weY-D
W(w)=
G(w)NH(w), weYND
(V,K) Ug (W, Y)=(T, KUY) olsun. Burada YweKUY igin;



[ V(w), weK-Y

T(w)=— W(w), weY-K
V(w)UW(w), weKNY
Béylece,&
| F(w), we(K-D)-Y=KNY’ND’
F(w)NH(w), we(KND)-Y=KNY’ND
G(w), we(Y-D)-K=K’NYND’
T(w)= | G(w)NH(w), we(YND)-K=K’NYND
| F(w)uG(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
F(w)U[G(w)NH(w)], we(K-D)N(YND)=0
[F(w)NH(w)]UG(w), we(KND)N(Y-D)=0
[F(w)NH(w)JU[G(w)NH(w)], we(KND)N(YND)=KNYND
Boylece,
" F(w), wekKNY’ND’
F(w)NH(w), weKNY’ND
G(w), weK’NYND’
T(w)= | G(w)NH(w), weK’NYND
F(w) UG(w), weKNYND’
[F(w) UG(w)]NH(w), weKNYND
Boylece N=T oldugu goriiliir.

2[(F,K)Ne(G, V) (HD)=IF.K) , (HD)INI(G,Y) (HD)]

3) [(FK) A (G.Y)], (HD)=I(F.K) (HD)AL(G, Y) (H.D)].

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafim ele alalim. (F,K)A.(G,Y)=(M,KuUY) olsun. Burada

VweKUY i¢in;

M(w)=

Flw), weK-Y
G(w), weY-K
F(w) AG(w), weKNY

(M,KUY) . (H,D)=(N,KUY) olsun. Burada YweKUY igin;
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M(w), we(KUY)-D

N(w)=
M(w)NH(w), we(KUY)ND

Boylece,
" Fw), we(K-Y)-D=KNY’ND’
G(w), we(Y-K)-D=K’NYND’
N(w)= | F(w)AG(w), we(KNY)-D=KNYND’
| Fw)NH(w), we(K-Y)ND=KNY’ND
G(w)NH(w), we(Y-K)ND=K’NYND
[ F(w)AG(w)]NH(w), we(KNY)ND=KNYND

Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F,K) _(H,D)]A:[(G,Y) (H.D)]. (F.K)(H.D)=(V.K)
olsun. Burada YweK igin;
F(w), weK-D
V(w)=
F(w)NH(w), weKND
(GY) ., (H.D)=(W.,Y) olsun. Burada YweY igin;
" G(w), weY-D
W(w)=
G(w)NH(w), weYND
(V,K) A (W, Y)=(T, KuY) olsun. Burada VweKUY icin;

" V(w), weK-Y
T(w)=7 W(w), weY-K
_V(w) AW(w), weKNY
Boylece,
| F(w), we(K-D)-Y=KNY’ND’
F(w)NH(w), we(KND)-Y=KNY’ND
G(w), we(Y-D)-K=K’NYND’
T(w)= | G(w)NH(w), we(YND)-K=K’NYND
1 F(w)AG(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
F(w)A[G(w)NH(w)], we(K-D)N(YND)=@¢
[F(w)NH(w)]AG(w), we(KND)N(Y-D)=0
[F(w)NH(w)]A[G(w)NH(w)], we(KND)N(YND)=KNYND
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Boylece,
| F(w), wekKNY’ND’
F(w)NH(w), weKNY’ND
G(w), weK’NYND’
T(w)= | G(@)NH(w), weK’NYND
F(w) AG(w), wekKNYND’
[F(w)AG(w)]NH(w), weKNYND

Boylece N=T oldugu goriiliir.
DIF.K) Y (G.Y)] (H.D)=[(F.K) L(H.D)I[(G,Y) ~(H.D)].

5) [(F.K) \e (G.Y)], (H.D)=[(F.K) ~(H.D)\:[(G,Y) ~(H.D)].

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalm. (F, K)\:(G,Y)=(M,KUY) olsun. Burada
VweKUY i¢in;
Fw), weK-Y
M(w)=— G(w), weY-K
F(w)-G(w), weKNY
(M,KUY)_ (H,D)=(N,KUY) olsun. Burada YweKUY igin;

M(w), we(KUY)-D
N(w)=
M(w)NH(w), we(KUY)ND
Boylece,
| Fw), we(K-Y)-D=KNY’ND’
G(w), we(Y-K)-D=K’NYND’
N(w)= | F(w)-G(w), we(KNY)-D=KNYND’
| Fw)nH(w), we(K-Y)ND=KNY’ND
G(w)NH(w), we(Y-K)ND=K’NYND
| [F(w)-G(w)INH(w), we(KNY)ND=KNYND

Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F,K) (H.D)\:[(G.Y) ,(H.D)]. (F.K) (H.D)=(V,K)

olsun. Burada YweK i¢in;



Fw), weK-D
V(w)=
{F(w)ﬂH(w), weKND
(G.Y)  (H.D)=(W,Y) olsun. Burada VweY igin;
G(w), weY-D
W(w)=
G(w)NH(w), weYND

(V,K)\¢(W,Y)=(T, KUY) olsun. Burada VweKUY igin;

V(w), weK-Y
T(w)=— W(w), weY-K
V(w)-W(w), weKNY
Boylece,
" Fw), we(K-D)-Y=KNY’ND’
F(w)NH(w), we(KND)-Y=KNY’ND
G(w), we(Y-D)-K=K’NYND’
T(w)= | G(w)NH(w), we(YND)-K=K’NYND
1 Fw)-Gw), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
F(w)-[G(w)NH(w)], we(K-D)N(YND)=0¢
[F(w)NH(w)]-G(w), we(KND)N(Y-D)=0¢
[F(w)NH(0)]-[G(0)NH(w)], we(KND)N(YND)=KNYND
Béylecej
[ F(w), weKNY’ND’
F(w)NH(w), weKNY’ND
G(w), weK’NYND’
T(w):_< G(w)NH(w), weK’NYND
F(w)-G(w), weKNYND’
[F(w)-G(w)]NH(w), weKNYND

Boylece N=T oldugu goriiliir.
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Asagida yer alan esitlikler ise KNYND=0 sart1 altinda saglanir. Ispatlar1 benzer sekilde

yapildig1 i¢in, ispatsiz sekilde verilmistir.
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6) [(F.K) +¢ (G.Y)], (HD)=[(F.K) L(H.D)]+:[(G,Y) (H.D)].
7) [(F.K) A (G.Y)], (H.D)=[(F.K) ~(H.D)IA[(G,Y) ~(H.D)].
8) [(F.K) % (G.Y)], (H.D)=[(F.K) ~(H.D)][(G,Y) ~(H.D)].
9) [(F.K) 6, (G.Y)] (H.D)=[(F.K) ~(H.D)]6.[(G,Y) (H.D)].

3.4.2.1. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),N.) cebirsel yapisinin birimi @y olan

komutatif, idempotent bir monoid yani sinirhi bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu gostermisti. Sonu¢ 3.3.1 de (SE(U),;) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,2) ve (H,M),
Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM =@ sart1 altinda komutatif olmayan,
idempotent bir yarigrup oldugu, Teorem 3.4.2 (i) (2) baslhiginda, ; isleminin N, islemine
soldan dagildigi, Teorem 3.4.2 (ii) (2) bashiginda, ; isleminin N islemine sagdan dagildig:
gosterilmistir. Sonug olarak, TNZ’NM=@ sartlar1 altinda, (Sg (U),ﬂs,;) cebirsel yapisi

komutatif olmayan, idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir yari-halkadir.

3.4.2.2. Sonug¢ Ali ve digerleri (2011), K, E evrensel kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak
tizere, (Sk(U),N,) cebirsel yapisinin birimi Ug olan komutatif, idempotent bir monoid yani
sinirlt bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup) oldugunu gostermisti. Sonu¢ 3.3.1 de
(SK(U),;) cebirsel yapisinin da birimi Uk olan komutatif, idempotent bir monoid yani
sinirht bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup) oldugu gosterildi. Teorem 3.4.2 (i) (2)

~

basligindan Sk (U) kiimesi {iizerinde, n isleminin N islemine soldan dagildigi, Teorem
3.4.2 (i1) (2) bashigindan, ; isleminin N islemine sagdan dagildig: kolaylikla gosterilebilir.
Sonug olarak, higbir sart olmaksizin, (SK(U),HS,;) cebirsel yapisi komutatif, idempotent,

birimli, sifirsiz bir yari-halkadir. Benzer sekilde, higbir sart olmaksizin, (SK(U),AS,;)

cebirsel yapist komutatif, carpimsal idempotent, birimli, sifirsiz bir yari-halkadir.

(Sk(U)\es 1) Sk (U), Yer ) Sk (U), e, ), (S (U), B, ), (S (U), +e ) Sk (U) Ae, )
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cebirsel yapilarinda ise ilk islem Sk (U) kiimesinde birlesmeli olmadig1 igin yarigrup

olusturamaz, dolayistyla bu cebirsel yapilar yari-halka veya sag-yar1 halka olusturamaz.

3.4.2.3. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),U.) cebirsel yapisinin birimi @y olan

komutatif, idempotent bir monoid yani sinirhi bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu gostermisti. Sonug¢ 3.3.1. de (SE(U),;) cebirsel yapisiin, (F,T), (G,Z) ve (H,M),

Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM=@ sart1 altinda komutatif olmayan,

~

idempotent bir yarigrup oldugu, Teorem 3.4.2 (i) (1) bashiginda, A

isleminin U, islemine
N
islemine altinda sagdan dagildigi gosterilmistir. Sonug olarak, TNZ’NM=TN(ZAM)=0

TN(ZAM)=@ sart1 ile soldan dagildigi, Teorem 3.4.2 (ii) (1) basliginda isleminin U
sartlar1 altinda (SE(U),US,;) cebirsel yapist komutatif olmayan, idempotent, birimsiz ve

sifirsiz bir yari-halkadir.

Ayrica, Teorem 3.3 (9)’da, %;(F, T)=0g, Yani @4 nin Sg(U) kiimesi tizerinde ; islemine
gore sol yutan eleman oldugu gosterilmisti. Sonug¢ olarak, TNZ’NM=@ sart1 altinda,
(SE(U),Us,;) cebirsel yapisi bir komutatif olmayan, idempotent, birimsiz ve sifirli bir (sag)
yakin yari-halkadir. Ustelik, (F,K);(D@ # @y oldugundan, (Sg (U),Us,;) sifir simetrik

olmayan bir (sag) yakin yari-halkadir.

Benzer sekilde, (Sg(U), A, ;), (Sg(V), \¢, ;), (Sg(V), ve, ;) cebirsel yapilarinin da
TNZ’NM=0@ sart1 altinda bir komutatif ve sifir simetrik olmayan, ¢arpimsal idempotent,
birimsiz ve sifirli bir (sag) yakin yar1 halkadir. (SE(U),+8,;), (SE(U),AS,;), (SE(U),*S,;),
(SE(U),GS,G) cebirsel yapilarimin da TNZ’NM=TNZNM=@ sartlar1 altinda, sifir simetrik

ve komutatif olmayan, ¢arpimsal idempotent, birimsiz ve sifirli bir (sag) yakin yari-halka

oldugu gosterilebilir.

Buradaki, ilk islemlerin Sg(U) kiimesi tizerinde, TNZNM=@ sart1 altinda (A, islemi sartsiz
bir sekilde) birlesmeli oldugu, Aybek (2023) tarafindan gosterilmistir.
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3.4.2.4. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),U.) cebirsel yapisinin birimi @ olan

komutatif, idempotent bir monoid yani smirl bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu gostermisti. Sonu¢ 3.3.2 de (Sk (U),;) cebirsel yapisinin, birimi Uk olan,

komutatif, idempotent bir monoid yani sinirh bir yari-kafes oldugu, Teorem 3.4.2 (i) (1)

~

' A isleminin U, islemine soldan, Teorem 3.4.2 (ii) (1) bashginda, ; isleminin

basliginda
Ue islemine sagdan dagildigr gosterilmistir.  Ayrica, Teorem 3.3 (10)’da
(FK) Ok = Ok L(FK) =0 ve (FK)U. @ = @ U, (F,K) =(F.K) oldugundan,
(SK(U),UE,;) cebirsel yapis1 komutatif, idempotent, birimli bir hemihalkadir.

Ustelik, (F,K) . @ = @k ~(F,K) = O ve (F,K)A.B, = x4, (F,K) =(F.K) oldugundan,

(SK(U),AS,;) cebirsel yapis1 da komutatif, idempotent, birimli bir hemihalkadir.

3.4.25. Sonu¢ (Sk(U),Ug) cebirsel yapisi, birimi @k olan komutatif, idempotent bir
monoid yani sinirli bir yari-kafes dolayisiyla bir yarigruptur. (SK(U),;) cebirsel yapisi,
birimi Uk olan komutatif, idempotent bir monoid yani sinirlt bir yari-kafes dolayisiyla bir

yarigruptur. Teoerem 3.3 (24) de, ; ve U, islemlerinin yutan kuralimi sagladigi
gosterilmistir. Dolayisiyla, (SK(U),(DK,UK,US,;) sinirh bir kafestir. Ayrica, V(F,K) €

Sk (V) igin, (F,K) U, (F,K)'=Ug Ve (F,K) (F,K)'=@ oldugundan, (S(U),8x,Ug,Us, ;)

tiimlemeli smirl bir kafestir. Ustelik, Teorem 3.4.2 (i) (1) bashiginda, n

isleminin U,
islemine soldan, Teorem 3.4.2 (ii) (1) basliginda, ; isleminin U, islemine sagdan dagildigi

gosterilmistir. Dolayistyla, (SK(U),QK,UK,US,;) dagilmali, tiimlemeli, sinirlt bir kafes,

dolayisiyla bir Boolean Cebiridir.

Ustelik, [(F,K) (G.K)I'=(F.K)'U. (G.K) ve [(F,K) U, GK)]'=(F.K) (G K) yani De
Morgan kurali da sagladigindan, (SK(U),(DK,UA,C,US,;) De Morgan Cebiridir. Ayrica,
V(F,K), (G K) € Sk (U) igin, (F, K);(F, K) = @k € (G,K) Ug (G,A)'= Ug oldugundan,
(Sk (V), @k , Uk ,° ,US,; ) bir Kleene Cebiridir. Ayrica, (F, K);(F, K) '= @k oldugu

bilinmektedir ve (F,K) ; (G,K)=0x iken (G,K) € (F,K)" oldugu Teorem 3.3 (16) da

gosterilmisti. Bu (F,K)" nin (F,K) nin sozde tiimleyen oldugunu gosterir. Ayrica,
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(F,K)"Ug [(F,K)""=Ug oldugundan, (Sk(U),?k,Uk,%Us, ;) Stone’nun birimi 6zelligini

saglar ve(S(U) By Ux %,Ue, ) bir Stone cebiridir.

Burada hemen not edelim ki, (SE(U),;) cebirsel yapisi, komutatif olmayan, idempotent bir

yarigrup oldugu igin, U, ile birlikte Sg (U) kiimesi iizerinde kafes olusturma durumu

yoktur,

3.4.3. Teorem (F,K), (G,Y), (H,D), U iizerinde esnek kiimeler olmak {izere, asagidaki gibi

esnek ikili pargali kesisim isleminin esnek ikili parcali islemlere dagilmasi1 mevcuttur:

i) Esnek Ikili Pargali Kesisim Isleminin Esnek Ikili Parcali Islemlere Soldan Dagilmast:
1) KNYND™= ise (F, K) ~[(G, V), (H,D)I=I(F.K) ~(GY)] ¢, [(FK) - (HD)I

Ispat: Tk olarak esitligin sol tarafim ele alalm. (G,Y) G(H,D)=(M,Y) olsun. Burada
VYweY igin;
G(w), weY-D
M(w)=
G(w)UH(w), weYND
(F, K);(M, Y)=(N,K) olsun. Burada YweK i¢in;

Flw), weK-Y
N(w)=
F(w)nM(w), weKNY
Boylece,
F(w), weK-Y
N(w)= -4 F(w)NG(w), weKN(Y-D)=KNYND’

F(w)N[G(w)UH(w)], weKNYND=KNYND
Simdi esitligin sag tarafina bakalim. [(F.K) - (G,Y)] J[(F.K) ; (H.D)].

(FK) - (GY)=(V.K) olsun. Burada YweK igin;



Fw), weK-Y
V(w)=
F(w)NG(w), weKNY
(F.K)  (H.D)=(W,K) olsun. Burada YweK igin;
F(w), weK-D
W(w)=
F(w)NH(w), weKND
(V,K) |, (W,K)=(T K) olsun. Burada YweK igin;

V(w), weK-K=0
T(w)=
V(w)UW(w), weKNK=K
Boylece,
[ F(w)UF(w), we(K-Y)N(K-D)=KNY’ND’
T(w)=| F(w)U[F(w)NH(w)], we(K-Y)N(KND)=KNY’ND
| [Fo)NGw)]uF(w), we(KNY)N(K-D)= KNYND’
 [F)NG(W)V[F(@)NH(w)],  weNY)N(KND)=KNYND
Boylece,
Flw), weKNY’ND’
T(w)=| F(w) weKNY’ND
| F(w), weKNYND’
| F(w)N[G(w)UH(w)], weKNYND
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N fonksiyonundaki K-Y yi diisiinecek olursak, weK-Y ise, K-Y=KNY"’ olacagindan, weY”’

ise weD-Y veya we(YUD)’ olacagindan, buradan, weK-Y ise,
weKNY’ND olur. Boylece KNYND’=@ i¢in N=T oldugu goriiliir.

2)KNY’ND=@ ise (F,K) [(G, Y) L (H.D)I=[(F.K) 1(G.Y)] , [(H.D) (F.K)].

i) Esnek Ikili Parcali Kesisim Isleminin Esnek Ikili Pargali Islemlere Sagdan Dagilmast:

1) [(F, K), (G )], (HD)=[(FK),(H.D)] |, [(G, V), (H,D)].

weKNY’ND’ veya
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Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini1 ele alalm. (F, K);(G,Y):(I\/I,K) olsun. Burada VweK

i¢in,
F(w), weK-Y
M(w)=
F(w)UG(w), weKNY
(M,K) (H.D)=(N,K) olsun. Burada YweK igin,

M(w), weK-D
N(w)=
M(w)NH(w), weKND
Boylece,
F(w), we(K-Y)-D=KNY’ND’
N(w)= | F(w)UG(w), we(KNY)-D=KNYND’
| F(w)nH(w), we(K-Y)ND=KNY’ND
‘[F(a))UG(w)]nH(w), we(KNY)ND=KNYND

Simdi esitligin sag tarafina bakalim. [(F,K) ~(H.D)] [(G,Y) ; (H.D)].
(F,K) ; (H,D)=(V,K) olsun. Burada VweK igin;
F(w), weK-D
V(w)=
F(w)NH(w), weKND
(G.Y), (H.D)=(W.Y) olsun. Burada YweY igin;
G(w), weY-D
W(w)=
G(w)NH(w), weYND
(V.K) , (W,Y)=(T K) olsun. Burada YoeK igin;
V(w), weK-Y
T(w)=
V(w)UW(w), weKNY

Buradan,



T(w)=

F(w),

F(w)NH(w),
F(w)uG(w),

F(w)u [G(w)NH(w)],
[F(w)NH(w)]UG(w),

Boylece,

‘F(w),
F(w)NH(w),

T(w)=| F(w)UG(w),

[F(wUG(w)]NH(w),

Boylece N=T oldugu goriiliir.

[F(w)NH(w)]U[G(w)NH(w)],

we(K-D)-Y=KNY’ND’
we(KND)-Y=KNY’ND
we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
we(K-D)N(YND)=0
we(KND)N(Y-D)=0
we(KND)N(YND)=KNYND

weKNY’ND’
weKNY’ND

weKNYND’

weKNYND

2I(F, K) (G HD)=I(FK) L(HD)] G Y)  (HD).

3) [(F.K) 5 (GY)], (HD)=[(F.K) (HD)] , [(G,Y) L(H.D)].

61

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalim. (F, K)Z(G,Y):(M,K) olsun. Burada VweK

i¢in,

Fw), weK-Y

M(w)=

F(w)AG(w), weKNY

(M.K)(H.D)=(N.K) olsun. Burada YweK igin,

M(w), weK-D
N(w)=
M(w)NH(w), weKND
Boylece,
F(w), we(K-Y)-D=KNY’ND’
N(w)=| F(w)AG(w), we(KNY)-D=KNYND’
| F(w)nH(w), we(K-Y)ND=KNY’ND
[F(w)AG(w)]NH(w), we(KNY)ND=KNYND




Simdi esitligin sag tarafina bakalim. [(F,K) ;(H,D)]Z[(G, Y) ; (H,D)].
(F,K) , (H.D)=(V.K) olsun. Burada YweK igin;
F(w), weK-D
V(w)=
F(w)NH(w), weKND
(G.Y), (H.D)=(W,Y) olsun. Burada VweY igin;

G(w), weY-D
W(w)=
G(w)NH(w), weYND
(V.K) 5 (W,Y)=(T K) olsun. Burada YweK igin;

V(w), weK-Y
T(w)=
V(w)AW(w), weKNY
Buradan,
" Fw), we(K-D)-Y=KNY’ND’
F(w)NH(w), we(KND)-Y=KNY’ND
T(w)= F(w)AG(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
| F(w)A[G(w)NH(w)], we(K-D)N(YND)=
[F(w)NH(w)]AG(w), we(KND)N(Y-D)=0
| [F(@)NH(@)]A[G(@)NH(w)],  @e(KND)N(YND)=KNYND
Boylece,
[ Fw), wekKNY’ND’
F(w)NH(w), weKNY’ND
T(w)=] F(w)AG(w), weKNYND’
[F(wAG(w)]NH(w), weKNYND

Boylece N=T oldugu goriiliir.

HIFK) | GV, (HD)=F.K) L(HD] | [(G,Y) N(H.D)L.

5) [(F.K) | (G.Y)], (HD)=IF.K) ((HD)]  [(G,Y) A(H.D)]
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Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafin1 ele alalm. (F, K);(G,Y):(I\/I,K) olsun. Burada VweK

i¢in,
F(w), weK-Y
M(w)=
F(w)yG(w), weKNY
(M,K) (H,D)=(N,K) olsun. Burada YweK igin,

M(w), weK-D
N(w)=
M(w)NH(w), weKND
Boylece,
F(w), we(K-Y)-D=KNY’ND’
N(w)= | F(w)yG(w), we(KNY)-D=KNYND’
| F(w)nH(w), we(K-Y)ND=KNY’ND
[F(w)YG(w)]NH(w), we(KNY)ND=KNYND

Simdi esitligin sag tarafina bakalm. [(F,K) ;(H,D)];[(G, Y)  (HD)]

(F,K) ; (H,D)=(V,K) olsun. Burada YweK igin;
F(w), weK-D

V(w)=
F(w)NH(w), weKND

(G.Y), (H.D)=(W,Y) olsun. Burada YweY igin;
G(w), weY-D

W(w)=
G(w)NH(w), weYND

(V,K);(W,Y):(T,K) olsun. Burada VaweK igin:
V(w), weK-Y

T(w)=
V(w)yW(w), weKNY

Buradan,
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F(w), we(K-D)-Y=KNY’ND’
F(w)NH(w), we(KND)-Y=KNY’ND
T(w)= F(w)y G(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
1 F(w)y[G(w)NH(w)], we(K-D)N(YND)=0
[F(w)NH(w)]yG(w), we(KND)N(Y-D)=¢
[F(w)NH(w)Y[G(w)NH(w)],  we(KND)N(YND)=KNYND
Boylece,
| F(w), wekKNY’ND’
F(w)NH(w), weKNY’ND
T(w)=| F(w)y G(w), weKNYND’
[F(w)YG(w)]NH(w), weKNYND

Béylecé N=T oldugu goriiliir.

Burada yer alan esitlikler ise KNYND=0 sart1 altinda saglanir. ispatlar benzer sekilde

yapildigi i¢in, ispatsiz sekilde verilmistir.

6) [(F.K) _(G.Y)] (HD)=[(F.K) ~(H.D)] , [(G,Y) ~(H.D)].
) [(FK) 5 GV, (HD)=[F.K) (H.D)]; [(GY) L(H.D).
8) [(F.K) , (GY)], (HD)=[(F.K) (HD)], [(GY) L(H.D)].
9) [(F.K) g GV, (HD)=[(F.K) L(H.D)] ¢[(G,Y) (H.D)].

3.4.3.1. Sonug Sonug¢ 3.3.1 de (Sg(V), ;) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M), Sg(U)

kiimesinin elemanlart olmak tizere, TNZ’NM=@ sart1 altinda komutatif olmayan,

~

idempotent bir yarigrup yani bir band oldugu, Teorem 3.4.3 (i) (2) bashiginda,  isleminin

;islemine TNZ’NM=@ sart1 ile soldan, Teorem 3.4.3 (ii) (2) basliginda, ; isleminin n

islemine sagdan dagildigi gosterilmistir. Sonu¢ olarak, TNZ’NM=@ sart1 altinda,

SE(U),N,N) cebirsel yapis1 bir komutatif olmayan, idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir
aN y P
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yari-halkadir. Benzer sekilde, TNZ’NM=TNZNM’=@ sart1 altinda, (SE(U),G,;) cebirsel

yapist da komutatif olmayan, idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir yari-halkadir.

Yine benzer sekilde, TNZ’NM=0 ise (SE(U),A, n),(SE(U),\, n)’(SE(U)’Y’ r\) cebirsel
yapilarinin; TNZ’NM=TNZNM=0 ise (Sg (U), Y ), Sg (V), ., A ), (Sg (U), 0'n ),
(SE(U),;,;) cebirsel yapilarmin komutatif olmayan, ¢arpimsal idempotent, birimsiz ve
sifirsiz bir sag yari-halka oldugu gosterilebilir. Buradaki, ilk islemlerin Sg(U) kiimesi

iizerinde, TNZ’NM=TNZNM=@ sart1 altinda (Z islemi TNZ’NM=@ sart1 altinda)

birlesmeli oldugu, bu tezin ilerleyen kisimlarinda gosterilmistir.

3.4.3.2. Sonu¢ Sonu¢ 3.3.1 de K, E evrensel kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak iizere,
(SK(U),;) cebirsel yapisinin birimi @ olan komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli
bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup) oldugunu gosterilmisti. Teorem 3.4.3 (i) (2)

~ ~

bashigindan Sg(U) kiimesi {lizerinde, n isleminin n islemine soldan dagildigi, Teorem 3.4.3

~

(i1) (2) bashgindan, ; isleminin n islemine sagdan dagildigi kolaylikla gosterilebilir.
Sonug olarak, higbir sart olmaksizin, (SK(U),;,;) cebirsel yapist komutatif, idempotent,

birimli ve sifirsiz bir yari-halkadir. Benzer sekilde, (SK(U),Z, ;) cebirsel yapist da higbir

sart olmaksizin, komutatif, toplamsal idempotent, birimli ve sifirsiz bir yari-

halkadir. (S (U), \, ) Sk (U), 3 ) k(W) 1) Sk (). o) k(W) o).
K ,~, ) cebirse apilarinda ise ilk islem Sk(U) kiimesinde birlesmeli olmadigi i¢in
S(U))\n)b 1 yapilarind Ik islem Sk(U) k de birl li olmadig

yarigrup olusturamaz, dolayisiyla bu cebirsel yapilar yari-halka veya sag-yar1 halka

olusturamaz.

3.4.3.3. Sonug¢ Sonu¢ 3.3.1 de K, E evrensel kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak {izere,
(SK(U),G) cebirsel yapisinin birimi @ olan komutatif, idempotent bir monoid yani sinirl
bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup) oldugu, Sonu¢ 3.3.1 de, (Sk (U),;) cebirsel

yapisinin birimi Uk olan komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli bir yari-kafes

(dolayisiyla bir yarigrup) oldugunu gostermisti gostermisti. Teorem 3.4.3 (i) (2)
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~ ~

basligindan Sg(U) kiimesi iizerinde, n isleminin U islemine soldan dagildigi, Teorem 3.4.3

(i) (2) baslhigindan, ; isleminin G islemine sagdan dagildig1 kolaylikla gosterilebilir.

Ayrica, Teorem 3.3 (10) da (F,K) , @x=0x (F,K) = @y ve (F,K) 8x=0x , (F,K)=(F K)
oldugundan, (Sx(U),, ) cebirsel yapisi Komutatif, idempotent, birimli bir hemihalkadir.
3.4.3.4. Sonu¢ (Sk(U), ;) cebirsel yapisi, birimi @g olan komutatif, idempotent bir

monoid yani simirlt bir yari-kafes dolayisiyla bir yarigruptur. (SK(U),;) cebirsel yapisi,
birimi Uk olan komutatif, idempotent bir monoid yani sinirlt bir yari-kafes dolayisiyla bir

yarigruptur. Teoerem 3.3 (24) de, ; ve ; islemlerinin yutan kuralim sagladigi

gosterilmistir. Dolayisiyla, (Sg(U),®@k,Uk, ;,;) simirli bir kafestir. Ayrica, V(F,K) €

Sk (U) isin, (F,K) (F,K)'=Ug ve (F,K),(F,K)'=@ oldugundan, (Sx(U),Bx, Uk, )

~

tiimlemeli smirh bir kafestir. Ustelik, Teorem 3.4.3 (i) (1) bashginda, ; isleminin U

~

islemine soldan, Teorem 3.4.3 (ii) (1) bashginda, ; isleminin U islemine sagdan dagildig:

gosterilmistir. Dolayisiyla, (Sk (U), @k, Uk, G,;) dagilmali, tiimlemeli, siirli bir kafes,

dolayisiyla bir Boolean Cebiridir.

Ustelik, [ (F,K), (G.K)I'=(FK)' | (GK) ve [(F,K)  (GKI=(FK) ,(GK) yani De

Morgan kurali da sagladigindan, (Sg(U),?k,Ux,", ;, ;) De Morgan Cebiridir.

Ayrica, ¥(F,K), (G,K) € Sg(U) igin, (F,K) - (F,K)'=0x E(G.K) (G K)'=Uk oldugundan,
(Sk (U), 8k . Uk £, ) bir Kleene Cebiridir. Ayrica, (F,K)(F,K) = @ oldugu

bilinmektedir ve (F, K);(G,K):(DK iken (G,K) € (F,K)" oldugu Teorem 3.3 (16) da
gosterilmisti. Bu, (F,K)" nin (F,K) nin sézde tiimleyeni oldugunu gosterir. Ayrica,
(F,K)G((F, K)")'=Uk oldugundan, (Sk(U),0k,Uk,", G, ;) Stone’nun birimi 6zelligini saglar

ve(Sk(U),0k, Uk, ; ;) bir Stone cebiridir.
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Burada hemen not edelim ki, (Sg (U),;) ve (Sg (U),G) cebirsel yapilari, komutatif

olmayan, idempotent bir yarigrup oldugu icin bu islemlerin, Sg(U) kiimesi iizerinde kafes

olusturma durumu yoktur.

3.4.4. Teorem (F,K), (G,Y) ve (H,D), U iizerinde esnek kiime olsun. Bu durumda
i, (FRKX[GY) - (H2)]= [(FKX(GY)] , [(FK)x(H2)

i, [(FK) (GY)X(H2)=[(FK)x(H2)]  [G.Y)x(H.2)]

Ispat: (i) 1k olarak esitligin sol tarafin1 ele alalim. (G,Y) ;(H,D):(M,Y) olsun. Burada
VweY i¢in;
G(w), weY-D
M(w)=
G(w)NH(w), weYND
(F, K)x(M, Y)=(N,KxY) olsun. Burada V(w,y)€eKxY i¢in; N(w,y)=F(w)xM(y). Boylece,
F(w)xG(y) (w,y)eKX(Y-D)=(KxY)-(KxD)
N(w,y)=
F()X[G(Y)NH(y)], (w,y)eKx(YND)=(KxY)N(KxD)
Simdi esitligin sag tarafina bakalim.
[(F,K) x(G,Y)] ;[(F,K) x (H,D)]. (F,K) x(G,Y)=(V,KxY) olsun. Burada V(w,y)€eKxY igin;
V(w,y)=F(w)xG(y).(F,K) x (H,D)=(W,KxD) olsun. Burada V(w,d)eKxD ig¢in;
W(w,d)=F(w)xH(d). (V,KXY) ;(W,KXD):(T,KXY) olsun. Burada V(w,y)eKxYigin;

V(wy), (w,y)€(KXY)-(KxD)
T(wy)=-
V(w,y)NW(w,y) (w,y)e(KxY)N(KxD)
Boylece, i
| F(w)XxG(y), (w,y)€(KXY)-(KxD)
T(wy)=-
[F()XG)] N [F(w)XC(y)], (wy)e(KXY)N(KXD)

Buradan; N(w,y)=T(w,y) oldugu goriiliir.

ii) ilk olarak esitligin sol tarafini ele alalim.(F,K) ;(G,Y):(S,K) olsun. Burada YweK ig¢in;
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F(w), wekK-Y
S(w)=
Flw)NG(w), weKNY
(S,K)x(H, Z)=(T,KxZ) olsun. Burada V(w,y)€KxZ i¢in; T(w,y)=S(w)xH(y). Boylece,
F(w)xH(y) (w,y)e(K-Y)xZ=(KxZ)x (Y-Z)
T(wy)=
[F(w)NG(w)]XH(y), (w,y)e(KNY)xZ=(KxZ)N(YXZ)
Simdi esitligin sag tarafina bakalim. [(F,K) x(H,Z)] ; [(GY) x (H2)]. (FK)
X(H,2)=(W,KxZ) olsun. Burada V(w,y)eKxZ igin; V(w,y)= Fw)xH(y). (G,Y)
x(H,Z)=(R,YxZ) olsun. Burada V(w,d)€eYxZ i¢in; R(w,d)=G(w)xH(d).
(W.KXZ) (R, YXZ)=(MKxZ) olsun. Burada ¥ (w,y)€KxZ igin;

- W(w,y), (w,y)€(KXZ)-(YXZ)
M(w,y)=|

L W(w,y)NR(w,y) (w,y)e(KxZ)N(YxZ)

| F(w)XH(y), (w,y)e(KXY)-(KxD)
T(wy)=1

L [F(w)xHE)] N [G(w)XHE)],  (w,y)e(KXY)N(KXD)

Buradan, N(w,y)=M(w,y) oldugu goriiliir.
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4. ESNEK IKiLi PARCALI BiRLESIM iSLEMIi

Bu boliimde, esnek ikili pargali birlesim adi verilen yeni esnek kiime islemi tanitilmas,
ornegi verilmis, islemin cebirsel 6zellikleri ile diger esnek kiime islemleri ile olan iliskisine
bakilarak dagilma kurallar1 ve Sg(U) kiimesi iizerinde bu islemin hangi cebirsel yapilari

olusturdugu incelenmis ve ¢ok 6nemli sonuglar elde edilmistir.

4.1. Tanim (F,K) ve (G,Y), U tizerinde taniml iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin
(F, K)G(G, Y) ile gosterilen esnek ikili parcali birlesim islemi Vw €K igin,

F(w), weK-Y
H(w)=

F(w)uG(w), weKNY

olmak iizere (F,K);(G,Y):(H,K) ile tanimlanir.

Burada, esnek kiimelerin parametre kiimeleri esit ise (F,K) G( G,K)=(F,K) Uy (G,K)=
(F,K)U¢(G,K) olur. Yani, K, E evrensel kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak tizere, Sk(U)

kiimesi tizerinde esnek ikili parcali birlesim islemi, kisitlanmis birlesim ve genisletilmis

birlesim islemleri ile ¢cakisiktir.

4.2. Ornek E={e,,e,,e3,e,} parametre kiimesi, K={e;,e,}, Y={e,,e5,e,} E’nin iki alt
kiimesi, U={h;,h,, h3,hy, hs, hg} evrensel kiime, (F,K) ve (G,Y), U iizerinde (F,K)={(ey,
{hz, hy.he}), (e4.{hihe P} (G Y)={(e2.{h1,h2}),(e3,{hz h3,h4, hs}). (€4, {h2, hy})} Olarak

tanimlanan iki esnek kiime olsun. (F,K) G (G,Y)=(H,K) olmak iizere,

Flw), weK-Y
H(w)=

F(w)UG(w), weKNY
Burada, K={e;,e,}, K—Y={e;} olmak iizere, Vw € K — Y={e,} i¢cin, H(w)=F(w) olup,
H(e;) =F(e;) ={ h,,h, , hg} , Vo e KNY ={e, } icin, H(w)=F (w) U G(w) olup,
H(ey)=F(es)UG(es)={h;,hs}u{h,, hy}={h;, hy, hy, het .Béylece,(F,K)G(G,Y):{( e1,{h,,

hy.he}),(es, {hy, hy, hy, hs 3

4.3. Teorem (Islemin Cebirsel Ozellikleri)
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1);, Se(U) kiimesi tizerinde kapalidir.

Ispat: G isleminin Sg(U) lizerinde ikili islem oldugu aciktir. Yani,
L:Se(U)x Se(U)- Se(U)
(FK), (G,Y)) = (FK),(G,Y)=(H,K)
olup, (F.K) ve (G,Y), U iizerinde iki esnek kiime oldugunda (F,T) G (G,Y) de, U iizerinde

bir esnek kiimedir. KCE sabit bir parametre kiimesi olmak {izere, G isleminin Sk(U)

iizerinde de bir ikili islem oldugu agiktir.
2KNY’ND=9 ise [(F,K) (G,Y)] , (H.D)=(F.K) | [(G,Y) , (H.D)]

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F, K);(G,Y)=(T,K) olsun. Burada YweK
i¢in;
Flw), weK-Y
T(w)=
F(w)UG(w), weKNY
(T.K) (H.D)=(M,K) olsun. Burada, YweK igin;

T(w), weK-D
M(w)=
T(w)UH(w), weKND
Boylece,
| F(w), we(K-Y)-D=KNY’ND’
M(w)= | F(w)UG(w), we(KNY)-D=KNYND’
| Fw)uH(w), we(K-Y)ND=KNY’ND
| [F(w)UG(w)]JUH(w),  we(KNY)ND=KNYND

(G,Y)_(H.D)=(K,Y) olsun. Burada YaeY igin;
G(w), weY-D

K(w)=
G(w)UH(w), weYND



(F,K),(K.Y)=(S,K) olsun. Burada VaweK igin;

[ F(w), weK-Y
S(w)= -
F(w)UK(w), weKNY
Béylece,\
| F(w), weK-Y
S(w)=- F(w)UG(w), weKN(Y-D)=KNYND’
| Fw)U[G(w)UH(w)],  weKN(YND)=KNYND
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S fonksiyonundaki, K-Y ye bakacak olursak, K-Y=KNY” olup, eger weY’ ise weD-Y
veya we(YUD)’. Buradan weK-Y ise weKNY’ND’ ve weKNY’ND olur. Boylece,

KNY’ND=0 i¢in M=S olur. Yani uygun kosullar altinda, Sg(U) kiimesi {lizerinde U islemi

birlesme 6zelligine sahiptir.

3) [(F,K) |, (GKI | (HK) = (FK) | [(GK) |, (HK)]

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F, K)G(G,K)=(T,K) olsun. Burada VweK

i¢in;
F(w), weK-K=0
T(w)=
F(w)UuG(w), weKNK=K
(T.K) ,, (H.K)=(M,K) olsun. Burada VweK igin;

T(w), weK-K=0
M(w)=
T(w)UH(w), weKNK=K
Boylece,
T(w), weK-K=0
M(w)=

[F(w)UG(w)]JUH(w), weKNK=K

Simdi de esitligin sag tarafina bakalim. (G,K)G(H,K):(L,K) olsun. Burada YweK i¢in;
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G(w), weK-K=¢
L(w)=
G(w)UH(w), weKNK=K

(F,K) |, (LK)=(N,K) olsun. Burada VweK igin;

| Fw), weK-K=¢
N(w)=-
F(w)UL(w), weKNK=K
Béylecej
[ F(w), weK-K=0
N(w)=1
_ F(w)U[G(w) UH(w)], weKNK=K

Buradan M=N oldugu goriiliir. Yani, Sg(U) kiimesi tizerinde de (parametre kiimeleri ayni

olan esnek kiimeler tizerinde), ; isleminin birlesme 6zelligi vardir.
4) (F,K) [(G.Y)£(G,Y)(FK).

Ispat: (F.K) [(G,Y)=(H.K) olsun. Burada YweK igin;

F(w), weK-Y
H(w)=

F(w)UuG(w), weKNY
(G,Y) G (F,K)=(T,Y) olsun. Burada YweY igin;

G(w), weY-K
T(w)=

G(w)UF(w), weYNK
Burada, sol taraftaki esnek kiimenin parametre kiimesi K; sag taraftaki esnek kiimenin
parametre kiimesi Y dir. Boylece esnek kiimelerin esitligi tanim1 geregi;

(F.K) | (GY)AG,Y) | (FK).

Fakat (F,K) (G, K)=(G,K) ,(F.K) oldugu agiktir. Yani, Sg(U) kiimesi iizerinde , islemi,
degisme Ozelligine sahip degilken, K< E sabit bir paramere kiimesi olmak iizere Sk (U)

~

kiimesi tizerinde U islemi degisme 6zelligine sahiptir.
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5) (F.K) | (F.K)= (F.K).

Ispat: (F, K); (F,K)=(H,K) olsun. Burada YweK i¢in;
F(w), weK-K=0
H(w)=
F(w)UF(w), weKNK=K
Burada, VweK i¢in, H(w)=F(w)UF(w)=F(w), boylece (H,K)= (F,K). Yani, Sg(U) kiimesi

~

iizerinde U islemi, denk giicliiliik (idempotent) 6zelligine sahiptir.
6) (F' K) U Q)K:Q)K U(F1K)= (F,K)

Ispat: §=(S,K) olsun. Burada YweK igin; S(w)=@. (F,K) (S,K)=(H,K) olsun. Burada

VweK i¢in,

Fw), weK-K=0
H(w)=

F(w)US(w), weKNK=K

Boylece, VweK i¢in, H(w)=F(w)US(w)=F(w)U @= F(w). Buradan (H,K)=(F, K).

Sk (U) kiimesi tizerinde U isleminin birim eleman1 @k esnek kiimesidir.

4.3.1. Sonug¢ Teorem 4.3 (1), (2), (4) ve (5) den, (F,K), (G,Y) ve (H,D), Se(U) kiimesinin
elemanlart olmak {izere, KNY’ND=@ sart1 altinda (Sg (U), G ) komutatif olmayan,
idempotent bir yarigruptur yani komutatif olmayan bir banddir. K< E sabit bir parametre
kiimesi olmak tizere, Teorem 4.3 (1), (3), (4), (5) ve (6) dan (SK(U),G) cebirsel yapisi

birimi @k olan komutatif, idempotent bir monoid yani sinirl bir yari-kafestir.
7) (F,K) 8=, K).

Ispat: 35=(S.E) olsun. Burada YweE; S(w)=9. (F,K)(S.E)=(H,K). Boylece, VweK igin,
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Flw), weK-E=0Q
H(w)=
F(w)uS(w), weKNE=K
Buradan, VweK i¢in; H(w)=F(w)US(w)=F(w)U @= F(w) olur ve boylece (H,K)=(F, K).

Sg (V) kiimesi tizerinde G isleminin sag birim eleman1 @ esnek kiimesidir.
8) (F.K) ,Bs=(F.K).

Ispat: y=(S, @) ve (F,K)G(S, @)=(H,K) olsun. Boylece, VweK igin,
F(w), weK-9=K

H(w)=
Flw)uS(w), weKNP=0

Buradan, YweK i¢in; H(w)=F(w) olup, (H,K)=(F,K). Sg(U) kiimesi lizerinde U isleminin

sag birim eleman1 @y esnek kiimesidir.
9) @, (F, K) = .

Ispat: §y=(S,0) ve (S,Q))G(F,K):(H,(D) olsun. @y, parametre kiimesi bos kiime olan tek

~

esnek kiime oldugu i¢in, (H,@)=@, olur. Yani, Sg(U) kiimesi iizerinde U islemi igin, her
elemanin sag birim eleman olan @y ye gore sol tersi, @y esnek kiimesidir. Ayrica, Sg(U)

~

kiimesi tizerinde |, isleminin sol yutan elemam @y esnek kiimesidir.

4.3.2. Sonug¢ Teorem 4.3 (1), (2), (8) ve (9) dan, (F,K), (G,Y) ve (H,D), Se(U) kiimesinin
elemanlar1 olmak iizere, KNY’ND=0 sart1 altinda (SE(U),G) cebirsel yapisi, sag birimi @y ,

her elemanin sol tersi @, olan idempotent bir sol-sag sistemdir.
10) (F, K)U UK:UK U(F, K) = UK'

Ispat: Ug=(T,K) olsun. Burada YweK i¢in, T(w)=U. (F, K)G(T, K)=(H,K) olsun. Burada

VweK i¢in;
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F(w), weK-K=0
H(w)=
F(w)UT(w), weKNK=K
Buradan, YweK ig¢in; H(w)=F(w)UT(w)=F(w)U U= U olur ve bdylece (H,K)=Ug. Sk(U)

~

kiimesi tizerinde U isleminin yutan eleman1 Uk esnek kiimesidir.
11) (F,K),, Up=Ug.

Ispat: Ug=(T,E) olsun. Burada YweE i¢in, T(w)=U. (F, K)G(T, E)=(H,K) olsun. Burada
VweK i¢in ;

Flw), weK-E=0
H(w)=

F(w)UT(w), weKNE=K

Buradan, YweK i¢in, H(w)=F(w)UT(w)=F(w)UU= U olur. Bdylece, (H,K)= Uk
12) Ug,(F, K)=Ug.

Ispat: Ug=(T,E) olsun. Burada VweE igin, T(w)=U. (T, E)G(F, K)=(H,E) olsun. Burada
VweK i¢in ;
T(w), weE-K=K’
H(w)=
F(w)UT(w), weENK=K
Buradan, VweK ig¢in, H(w)=F(w)UT(w)=F(w)UU= U olur. Bdylece,
U, weE-K=K’
H(w)=
U, weENK=K

~

Buradan, (H,E)= Ug. Sg(U) kiimesi iizerinde U

isleminin sol yutan eleman1 Ug esnek

kiimesidir.

13) (F,K),(F,K)"=(F,K)" [ (F,K) = Ug.
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Ispat: (F,K)'=(H,K) olsun. Burada YweK icin, H(w)=F’(w). (F, K)G(H, K)=(T,K) olsun.

Burada VweK igin,

F(w), weK-K=0
T(w)=

F(w)UH(w), weKNK=K

Buradan, YweK i¢in, T(w)=F(w)UH(w)=F(w)UF’(w)= U olur. Burada (T,K)=U.

~ >k ~ ~
14) [(F,K) U(G,Y)]r=(F,K) ~ (G,Y) ve [(F,K) U(G,K)]r=(F,K)r n(G,K)r.
0

Ispat: (F,K)  (G,Y)=(H,K) olsun. Burada YweK igin,

F(w), weK-Y
H(w)= —
F(w)UG(w), weKNY
(H, K)r:(?I',K) olsun. Burada VweK igin,
F(w), weK-Y
T(w)=

F(0)NG(w), weKNY

%
Boylece, (T,K)=(F,K) ~ (G,Y). Benzer sekilde, [(F,K) U(G,K)]r:(F,K)rn (G,K)" oldugu
0
gosterilebilir. Bu son esitlikte, esnek ikili parcali kesisim yani ; islemi yerine, kisitlanmis
kesisim yani Ny ve genisletilmis kesisim yani N islemi de getirilse, Teorem 4.3 (14)

ozelliginin saglanacagi K, E evrensel kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak tizere, Sk (U)

kiimesi lizerinde bu islemlerin ¢akisik oldugundan asikardir.
15) (F,K) (GK) = 8¢ =(F,K) = (G,K) = .

ispat: (F,K) (G,K) = (T,K) olsun. Burada YweK igin,



Fw), weK-K=0
T(w)=

F(w)UuG(w), weKNK=K
(T,K) = ¢ oldugundan, VweK igin, T(w)= @ . Buradan, VweK
T(w)=F(w)UG(w)=0 © Vw € Kicin, F(w)=0 ve G(w)=0 <(F,K) = (G,K) = 6.
16) ¢ € (F,K) (G, Y) ve By € (G, V) ,(F,K).
17) (F,K),(GY) € Ug ve (G,Y) (F.K) € Uy.

18) (F,K) A (G,Y) € (F,K) U (G, Y).

Ispat:(F,K) 0 (G,Y) = (T,K). Buradan, YweK igin,

Fw), weK-Y
T(w)=
F(w) NG(w), weKNY
(F,K) U (G, Y) = (W,K). Buradan, YVweK i¢in,
Fw), weK-Y
W(w)=
F(w) UG(w), weKNY

Timii i¢in VweK-Y icin, T(w)=F(w) S F(w)=W(w) ve YweKNY

T(w)=F(w)NG(w)SF(w) UG(w)=W(w). Bdylece, (F,K) N (G,Y)E (F,K) U (GY).

19) (F,K) (G K) = (F,K)(GK) < (FK) = (GK).
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igin,

i¢in,

Ispat: (F,K) (G, K) =(F,K) ,(G,K) ve (F,K),(G,K) = (T,K) olsun. Buradan, VweK igin

Flw), weK-K=0
T(w)=
F(w) NG(w), weKNK =K

(F,K),(G,K) = (W,K) olsun. Buradan VweK igin,
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F(w), weK-K=0
W(w)=

F(w) UG(w), weKNK =K
(T,K)=(W,K) oldugu i¢in, VweK i¢in, T(w)=W(w). Buradan, VweK i¢in, F(w)NG(w) =
F(w) UG(w) olup, F(w)=G(w). Buradan, (F,K)=(G,K). Tersine, (F,K) = (G,K) olsun.
Buradan, (F, K);(G,K) = (F, K);(F, K) =(F,K) ve (F, K)G(G, K) = (F, K);(F, K) = (F,K)

olup, ispat tamamlanir.
20) (F,K) € (F,K) ,(G.Y) ve (G,Y) € (G,Y) (F.K).

Ispat: (F,K) (G,Y)=(H,K) olsun. Burada YweK igin,
F(w), weK-Y
H(w)=
F(w)UG(w), weKNY
VweK-Y; H(w)=F(w)E F(w), VweKNY; H(w)=F(w)<S F(w) U G(w).
(F,K) € (F, K)G(G, Y).(GY) € (GY) G(F,K) benzer sekilde gosterilebilir.

21) (F.K)E (G,Y) ise (FK) ,(G,Y)=(GK) ve (F.K)E (G,K) ise (F.K)_(GK)=(GK).

Ispat: (FK)E (G,Y) ise KSY ve her weK igin, F(w)S G(w). (F,K)(G,Y)=(H.K) olsun.
Burada VweK i¢in,
Flw), weK-Y=0
H(w)=
F(w)UG(w), weKNY=K
Boylece, VweK; H(w)= F(w)UG(w) = G(w) . Buradan, (F,K) | ( G,Y)=(GK).

(F,.K)E (G,K) ise (F,K)G(G,K):(G,K) olacagi agiktir.

22) (F.K) € (G,K) ise (F,K) [ (H,2) € (GK) [(H,2) ve (H2) [(F.K) & (H2) (GK).
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Ispat: (F,K)E (G,K) olsun. Buradan, YweK igin, F(w)S G(w). (FK) (H,Z) = (W,K)
olsun. Boylece, VweZ igin,
F(w), weK-Z
W(w)=
F(w)UH(w), weKNZ
(G,K) G(H, Z) =(L)Y) olsun. Boylece, VweK igin,
G(w), weK-Z
L(w)=
G(w)UH(w), weKNZ
Boylece, V w €K-Z i¢in, W(w )=F(w ) € G( w )=L( w ) ve VweKNZ ig¢in,
W(w)=F(w)UH(w)SG(w)UH(w)=L(w) olup, (F.K) (H,2) € (GK) (H,Z).
Simdi de (H,Z) G(F, K) = (Y,K) olsun. Boylece, VweZ igin,
H(w), weZ-K
Y(w)=
H(w)UF(w), weZNK
(H2) ,(G,K).=(S,Y) olsun. Boylece, YweK igin,
H(w), weZ-K
S(w)=
H(w)UG(w), weZNK
Boylece, V w €Z-K igin, Y( w )=H( w ) € H( w )=S( w ) ve VweZNK ig¢in,
Y (@)=H(w)UF(w)SH(@)UG(w)=S(w) olup, (H.2) [ (F,K) & (H.2) (G,K).

23) (F.K) (H,2) E(GK) (H,2) ise (FK) E (GK) olmak zorunda degildir. Benzer

sekilde, (H,2),(F,K) € (H.2) [ (G,K) ise (F,K) € (G,K) olmak zorunda degildir. Yani

Teorem 4.3 (22) nin tersi dogru degildir.

Ispat: Teorem 4.3 (22) nin tersinin dogru olmadigini gdstermek icin bir érnek verelim.
E={e,,e;,e3,e4 €5} parametre kiimesi, K={e;,e3,es} ve Z={e;,e3} E’nin iki alt kiimesi,

U={hy,h,, h3,hy, hs} evrensel kiime, (F,K), (G,K) ve (H,Z), U iizerinde (F,K)= (e h,, hs),
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(63 1{h1 1h2 1h5})1(e5 ’{hl ’h3 ’hS})}!(G!K):{(el,J{hZ})!(eB ’{hl ’hZ})l(eS ’{hZ})}’(H’Z):{( el )

U),(e3, U)} olarak tanimlanan esnek kiimeler olsun.

(F.K)(H,2) = (LK) olmak iizere Vo € K-Z={es} icin, L(es)=F(es)=(hy,h3,hs}; Vo €
KnZ={e,;,e;} icin, L(e;)=F(e;) UH(e; )=U, L(e3) =F(e3;) UH(e3;)=U. Buradan,
(F.K), (H,2)={(e1,U), (e3,U), (es, (hy,hs,hsh}.

(G,K)G(H, Z) = (T,K) olmak tizere Vw € K-Z={es } i¢in, T(es)=F(h;,h;,hs};Vw €
KnZzZ={e;,e;} i¢in, T(e;)=G(e;) UH(e; )=U, T(e3)=F(e;3) UH(e3; )=U. Buradan,

(GK),(H,2)={(e1,U).(e5,U).( es, (hy,hs,hs )}

Buradan, (F,K) ;(H, Z) € (G,K) G(H, Z) olmasma ragmen (F,K) € (G,K) olmadig

goriilmektedir. Ayni ornek iizerinde, (H,Z);(F, K) € (H,Z)G(G, K) olmasina ragmen,

(F,K)E (G, K) olmak zorunda olmadig: gosterilebilir.

24) (FT)E (G,T) ve (KV)E (LV) ise (1) (KV)E(GT) (LV) ve (KV) (FT)

E(LV),(GT).

Ispat: (F,T)E (G, M) ve (K,V)E (L, V) olsun. Buradan, YweT i¢in, F(w)< G(w) ve YweV
igin, K(w)E L(w). (F.T),,(K.V)=(Y.T) olsun. Béylece, YweT igin,
Flw), weT-V
Y(w)=
F(w)UK(w), weTNV
(G T)(L.V)=(W,T) olsun. Bylece, VweT igin,
G(w), weT-V
W(w)=
G(w)UL(w), weTNV
VweT-V i¢in, Y(w)=F(w) € G(w)=W(w); YweTNV icin,Y(w)=F(w)UK(w) S
G(w)UL(w)=W(w) olur. Béylece (F,T) ,(K,V) & (G,T) (LV).



simdi de (K, V), (F,T)=(M.V) olsun. Boylece, YweV igin,
K(w), weV-T
M(w)=
K(w)UFw), weVNT
(L.V)(G.T)=(N,V) olsun. Boylece, YaweT igin,
L(w), weV-T
N(w)=
L(w)UG(w), weVNT
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Vw eV-Tigin, M(w)=K(w) € L(w)=N(w );YweVNT i¢in, M(w )=K(w)UF(w) S

L(w)UG(w)=N(w) olur. Boylece (K,V) (F,T) E(L,V),(G.T).

Klasik kiimelerde FN(FUG)= FU(FNG)=F olup, kesisim ve birlesim islemleri yutma kurali

ile birbirine baghdir. Asagida ise degisme 6zelligine sahip Sk(U) kiimesi iizerinde, esnek

ikili parcali kesisim ve birlesim islemi i¢in bu 6zelligin analojisini veriyoruz:

25) (F,K) [(F,K) (G, K)]= (F,K) ve (F,K) | [(F,K) (G, K)] = (F,K).

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F, K);(G,K)=(T,K) olsun. Burada YweK

i¢in;
F(w), weK-K=0
T(w)=
F(w)UG(w), weKNK=K
(F.K) , (T.K)=(M,K) olsun. Burada VweK iin;

F(w), weK-K=0
M(w)=

F(w)NT(w), weKNK=K

Flw), weK-K=0
M(w)=

F(w)VU[F(w)NG(w)], weKNK=K

Buradan,
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Fw), weK-K=0
M(w)=
F(w), weKNK=K
Boylece, (M.K)=(F.K). Yani, (F,K) | [(F,K) (G, V)] = (F,K).

Benzer sekilde, (F, K)G[(F, K);(G, K)] = (F,K) saglandigi da gosterilir. Burada, esnek

~

ikili parcali kesisim yani n islemi yerine, kisitlanmis kesisim yani Ng ve genisletilmis
kesisim yani N islemi de getirilse, Teorem 4.3 (25) 6zelliginin saglanacagi K, E evrensel
kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak iizere, Sx(U) kiimesi iizerinde bu islemlerin ¢akisik

oldugundan agikardir.

4.4. Teorem (F,K), (G,Y), (H,D), U iizerinde esnek kiimeler olmak {iizere, asagidaki gibi

esnek ikili pargali birlesim isleminin diger esnek kiime islemlere dagilmasi mevcuttur:

4.4.1. Teorem (F,K), (G,Y), (H,D), U tizerinde esnek kiimeler olmak {izere, asagidaki gibi

esnek ikili pargal1 birlesim isleminin kisitlanmis islemlere dagilmasi mevcuttur:

i) Esnek Ikili Pargali Birlesim Isleminin Kisitlanmis Islemlere Soldan Dagilmast:

Ispat: Ik olarak esitligin sol tarafin1 ele alalim. (G,Y) Ng(H,D)=(M,YND) olsun. Burada

YweYND, M(w)=G(w) NH(w). (F,K) G(M,YHD)Z(N,K) olsun. Burada VweK i¢in,

Flw), weK-(YND)
N(w)=

F(w)UM(w), weKN(YND)

Fw), weK-(YND)
N(w)=

F(w)U[G(w)NH(w)], weKN(YND)

Simdi esitligin sag tarafina bakalim.

[(F,K) (G V)INR[(F,K) [ (H.D)].(F, K)(G.Y)=(V.K) olsun. Burada YeweK igin,
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Fw), weK-Y
V(w)=
F(w)uG(w), weKNY
(F,K), (H.D)=(W,K) olsun. Burada YweK igin,
F(w), weK-D
W(w)=
F(w)UH(w), weKND
(V,K) QR(W,K):(T,K) olsun. Burada YweK ig¢in, T(w)=V(w)NW(w),

F(w)NF(w), we(K-Y)N(K-D)
| F(w)N[ F(w)UH(w)], we(K-Y)N(KND)
T(w)=| [ F(w)UG(w)]NF(w), we(KNY)N(K-D)
[ F(w)uG(w)]n[F(w)UH(w)], we(KNY)N(KND)
Buradan,
| F(w), weKNY’ND’
T(w)=| Fw), weKNY’ND
| F), weKNYND’
| F(w)V[G(w)NH(w)], weKNYND

N fonksiyonun ilk satirindaki parametre kiimesi dikkate alindiginda K-(YND)=KN(YND)'
olup eger we(YND)' ise weY-D veya weD-Y veya weYUD olarak diisiinebiliriz.
Boylece, weK-(YND) ise weKNYND' veya weKNY'ND veya weKNY'ND'. Boylece,
N=T oldugu goriiliir.

2)KN(YAD)=9 ise (F,K) [(G,Y) Ur(H.D)I=[(F, K) | (G,Y)]UR[(F.K) , (H.D].
i) Esnek Ikili Parcali Birlesim Isleminin Kisitlanmig islemlere Sagdan Dagilmast:
1) [(F.K) Ug (G )], (H.D)=[(F,K) ; (H.D)IUR[(G,Y) , (H.D)]

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalm. (F,K)Ug(G,Y)=(M,KNY) olsun. Burada,
YweKNY i¢in, M(w)=F(w)UG(w). (M,KNY) G(H,D):(N,KOY) olsun. Burada, YweKNY

i¢in,
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M(w), we(KNY)-D
N(w)=

M(w)UH(w), we(KNY)ND
Buradan,

F(w)UuG(w), we(KNY)-D=KNYND’
N(w)=

[ F(w) UG(w)]UH(w), we(KNY)ND

Simdi esitligin sag tarafina bakalim. [ (F,K)G (HD)] ur [ (G,Y)G (H,D)].
(F,K),(H,D)=(V,K) olsun. Burada, VaweK igin,
Fw), weK-D
V(w)=
F(w)UH(w), weKND
(G,Y)_,(H.D)=(W.Y) olsun. Burada, YweY igin,

G(w), weY-D
W(w)=
G(w)UH(w), weYND
(V,K)Ug (W,Y)=(T,KNY) olsun. Burada, VweKNY i¢in, T(w)=V(w) UW(w),
[ F(w)UG(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
T(w)= | Fw)VU[G(w)UH(w)], we(K-D)N(YND)=0
| [F(0)UH(w)]uG(w), we(KND)N(Y-D)=0
[F(w)UH(w)]U[G(w)UH(w)], we(KND)N(YND)=KNYND
BuradanT
F(w)UG(w), weKNYND’
T(w)=
| F(w)UG(w)UH(w), weKNYND

Boylece, N=T oldugu goriiliir.
2)[(F,K) N (G,Y)],(H,D)=I(F, K) {,(H,D)INR[(G, ), (H,D)].

4.4.1.1. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),Ur) cebirsel yapisinin birimi @g olan

komutatif, idempotent bir monoid yani smirl bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup)
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oldugunu gostermisti. Sonug 4.3.1 de (SE(U),G) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z2) ve (H,M),
Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak iizere, TNZ’NM =@ sart1 altinda komutatif olmayan,
idempotent bir yarigrup oldugu, Teorem 4.4.1 (i) (2) basliginda, G isleminin Uy islemine
TN(ZAM)=0 sart1 ile soldan dagildigi, Teorem 4.4.1 (ii) (1) bashiginda, ; isleminin Ug
islemine sagdan dagildigi gosterilmistir. Sonug olarak, TN(ZAM)=TNZ’NM=@ sartlari
altinda, (SE(U),UR,G) cebirsel yapist komutatif olmayan, idempotent, birimsiz ve sifirsiz

bir yari-halkadir.

4.4.1.2. Sonug Ali ve digerleri (2011), K, E evrensel kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak
tizere, (Sk(U),Ug) cebirsel yapisinin birimi @ olan komutatif, idempotent bir monoid yani

sinirlt bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup) oldugunu gostermisti. Sonug¢ 4.3.1 de
(SK(U),G) cebirsel yapisinin da birimi @ olan komutatif, idempotent bir monoid yani
sinirlt bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup) oldugu gosterildi. Teorem 4.4.1 (i) (2)

bashigindan Sk (U) kiimesi iizerinde, G isleminin Uy islemine soldan dagildigi, Teorem

441 (i) (1) bashgindan, U

isleminin Uy islemine sagdan dagildigi kolaylikla

gosterilebilir. Sonug olarak, hi¢bir sart olmaksizin, (SK(U),UR,;) cebirsel yapis1 komutatif,

idempotent, birimli, sifirsiz bir yari-halkadir.

4.4.1.3. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),Ng) cebirsel yapisiin birimi Ug olan

komutatif, idempotent bir monoid yani sinirhi bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu gostermisti. Sonug 4.3.1 de (SE(U),G) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M),

Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM=@ sart1 altinda komutatif olmayan,

~

idempotent bir yarigrup oldugu, Teorem 4.4.1 (i) (1) bashiginda, U

isleminin Ny islemine

soldan dagildigi, Teorem 4.4.1 (ii) (2) bashginda, U

isleminin Ny islemine altinda sagdan

dagildig1 gosterilmistir. Sonug olarak, TNZ’NM=@ sart1 altinda (SE(U),nR,G) cebirsel

yapist komutatif olmayan, idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir yari-halkadir.

Ayrica, Teorem 4.3 (12)’de, UEG(F, T)=Ug, yani Ug nin Sg(U) kiimesi lizerinde G islemine

gore sol yutan eleman oldugu gosterilmisti. Sonu¢ olarak, TNZ’NM =@ sart1 altinda,
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(SE(U),nR,G) cebirsel yapisi bir komutatif olmayan, idempotent, birimsiz ve sifirli bir

(sag) yakin yari-halkadir. Ustelik, (F, K);UE # Ug oldugundan, (Sg (U), Ng, G) stfir

simetrik olmayan bir (sag) yakin yari-halkadir.

4.4.1.4. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),Ng) cebirsel yapisinin birimi Ug olan

komutatif, idempotent bir monoid yani smirl bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu gostermisti. Sonu¢ 4.3.1 de (Sk (U),;) cebirsel yapisinin, birimi @ olan,

komutatif, idempotent bir monoid yani sinirlt bir yari-kafes oldugu, Teorem 4.4.1 (i) (1)

~

U isleminin Ny islemine soldan, Teorem 4.4.1 (ii) (2) basliginda, G isleminin

basliginda
Ng islemine sagdan dagildigi gosterilmistir.  Ayrica, Teorem 4.3 (10) da
(F,K) Ug = Ug [(FK) =Ug ve (FK)NgUg = Ug Ng (F,K) =(F,K) oldugundan,

(SK(U),nR,G) cebirsel yapis1 komutatif, idempotent, birimli bir hemirhalkadir.

4.4.1.5. Sonu¢ (Sk(U),Ng) cebirsel yapisi, birimi Uk olan komutatif, idempotent bir
monoid yani sinirli bir yari-kafes dolayisiyla bir yarigruptur. (SK(U),;) cebirsel yapisi,
birimi @k olan komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli bir yari-kafes dolayisiyla bir

yarigruptur. Teoerem 4.3 (25) de, G ve Ng islemlerinin yutan kuralim sagladigi
gosterilmistir. Dolayisiyla, (Sk(U),Uk,@x,Ng, ;) sinirh bir kafestir. Ayrica, V(F,K) €

Sk(U) igin, (F.K) Ng (F,K)"=@y ve (F,K), (F,K)'=U oldugundan, (Sk(U),Ux, BN, )

tiimlemeli smirli bir kafestir. Ustelik, Teorem 4.4.1 (i) (1) bashginda, U

isleminin Ng
islemine soldan, Teorem 4.4.1 (ii) (2) bashginda, ; isleminin Ny islemine sagdan dagildig:
gosterilmistir. Dolayistyla, (SK(U),UK,QK,HR,;) dagilmali, tiimlemeli, sinirl bir kafes,
dolayisiyla bir Boolean Cebiridir. Ustelik, [ (F, K)G (G, K)I'=(F,K) ng (G,K)" ve
[ (F,K)ng (G,K)]'=(F,K) G (G,K)" yani De Morgan kurali da sagladigindan,

(Sk(V),Uk,2k.%NR, G) De Morgan Cebiridir.
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Burada hemen not edelim ki, (SE(U),G) cebirsel yapisi, komutatif olmayan, idempotent bir

yarigrup oldugu igin, Ny ile birlikte Sg(U) kiimesi iizerinde bir kafes olusturma durumu

yoktur.

4.4.2. Teorem (F,K), (G,Y), (H,D), U tizerinde esnek kiimeler olmak {izere, asagidaki gibi
esnek ikili parcali birlesim igsleminin genisletilmis islemlere dagilmasi mevcuttur:

i) Esnek Ikili Pargali Birlesim isleminin Genisletilmis islemlere Soldan Dagilmasi:

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafim ele alalm. (G,Y) N.(H,D)=(M,YUD) olsun. Burada
VYweYUD igin;
G(w), weY-D
M(w)= - H(w), weD-Y
G(w)NH(w), weYND
(F,K) ,(M,YUD)=(N,K) olsun. Burada VweK igin;

Fw), weK-(YUD)
N(w)=
F(w)UM(w), weKN(YUD)
Buradan,
[ F(w), weK-(YUD)=KNY’ND’
N(w)= | Fw)UG(w), weKN(Y-D)=KNYND’
| F(w)UH(w), weKN(D-Y)=KNY’ND
F(w)VU[(G(w)NH(w)], weKNYND=KNYND

Simdi esitligin sag tarafina bakalim:

[(F.K) ((GYINL(F.K) S(H D). (F.K), (G,Y)=(V.K) olsun. Burada YweK igin
F(w), weK-Y

V(w)=
F(w)UG(w), weKNY

(F.K) ,(H,D)=(W,K) olsun. Burada YweK igin;
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Fw), weK-D
W(w)=
F(w)UH(w), weKND
(V,K) ng(W,K)=(T,K) olsun. Burada YweK igin;
V(w), weK-K=0
T(w)= { W(w), weK-K=0
V(w) NW(w), weKNK=K
Buradan,
F(w)NF(w), we(K-Y)N(K-D)= KNY’ND’
F(w)N[F(w)UH(w)], we(K-Y)N(KND)=KNY’ND
T(w)=| [F(w)UG(w)]NF(w), we(KNY)N(K-D)= KNYND’
[F(w)UG(w)N[F(w)UH(w)], we(KNY)NKND)=KNYND
Béylecé,
Fw), we(K-Y)N(K-D)= KNY’ND’
F(w) we(K-Y)N(KND)=KNY’ND
T(w)=| F(w) we(KNY)N(K-D)= KNYND’
| F(w)U[G(w)NH(w)], we(KNY)N(KND)=KNYND

KNY’ND=KNYND’=@ i¢in N=T oldugu gorilir. KNY’ND=KNYND’=@ sartinin,
KN(YAD)=0 sartina denk oldugu asikardir.

2)(F,K) (G, Y)Ue(HD)I=I(F.K) (G, )] Ue [(FK) |, (H,D)].
i) Esnek Ikili Parcali Birlesim Isleminin Genisletilmis Islemlere Sagdan Dagilmast:
1) [(F.K) ne(G V)], (HD)=[(F.K), (H.D)INI(G,Y) | (HD)].

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalm. (F,K) N.(G,Y)=(M,KUY) olsun. Burada
VYweKUY i¢in;
Flw), weK-Y
M(w)= G(w), weY-K
F(w)NG(w), weKNY
(M,KUY),; (H,D)=(N,KUY) olsun. Burada YweKUY igin;
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M(w), we(KUY)-D

N(w)=

M(w)UH(w), we(KUY)ND
| F(w), we(K-Y)-D=KNY’ND’
G(w), we(Y-K)-D=K’NYND’
N(w)= | F(w)NG(w), we(KNY)-D=KNYND’
| F(w)UH(w), we(K-Y)ND=KNY’ND
G(w)UH(w), we(Y-K)ND=K’NYND
[ F(w)NG(w)]UH(w), we(KNY)ND=KNYND

Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F,K) [ (H,D)]N[(G,Y) ,(H.D)]. (F.K)_(H.D)=(V,K)
olsun. Burada YweK igin;
F(w), weK-D
V(w)=
F(w)UH(w), weKND
(GY) , (H.D)=(W.,Y) olsun. Burada YweY igin;

G(w), weY-D
W(w)=
G(w)UH(w), weYND
(V,K) ng (W, Y)=(T, KUY) olsun. Burada VweKUY igin;
V(w), weK-Y
T(w)=- W(w), weY-K
V(w)NW(w), weKNY
Boylece,
| F(w), we(K-D)-Y=KNY’ND’
F(w)UH(w), we(KND)-Y=KNY’ND
G(w), we(Y-D)-K=K’NYND’
T(w)= | G(w)UH(w), we(YND)-K=K’NYND
| Ew)nc(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
F(w) N [G(w)UH(w)], we(K-D)N(YND)=@¢
[F(w)UH(w)]NG(w), we(KND)N(Y-D)=0
| [F@)UH(w)IN[G(w)UH(w)]  we(KND)N(YND)=KNYND
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Boylece,
[ F(w), weKNY’ND’
F(w)UH(w), weKNY’ND
G(w), weK’NYND’
T()= | G(w)UH(w), wEK NYND
F(w)NG(w), wekKNYND’
[F(w)NG(w)]JUH(w), weKNYND

BéyleceE\IZT oldugu goriiliir.
2) [(FK) Ue(G,Y)],(H,D)=I(F K) , (H,D)IUL[(G, ) | (H,D)]

Buradaki esitlikler ise KNYND=@ sart1 altinda saglanir. Ispatlar1 benzer sekilde yapildig

i¢in, ispatsiz bir sekilde verilmistir.

3)(F.K) A, (G.V)], (HD)=[(F.K) [ (H.D)A[(G, Y) ,(H.D)].
DIF.K) \e (G.Y)], (HD)=[(F.K) [(HD)\.(G,Y) (H.D)]
B)I(FK) +¢ (G,Y)], (H.D)=[(F.K) [(H.D)]+:[(G,Y) ,(HD)].
6)[(F.K) v: (G.Y)], (H.D)=[(F.K) (H.D)Iy:[(G,Y) (H.D)]
DI(FK) A (G.Y)], (HD)=[(F.K) [ (HD)IAL(G,Y) (H.D)].
8)[(F K) * (G.Y)], (H.D)=[(F.K) (H.D)]+[(G,Y) (H.D)].
9I(FK) 8. (G.Y)], (H.D)=[(F.K) |(H.D)]6.[(G,Y) (H.D)].

4.4.2.1. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),U,) cebirsel yapisinin birimi @y olan

komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup)
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oldugunu gostermisti. Sonug 4.3.1 de (SE(U),G) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M),
Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak iizere, TNZ’NM =@ sart1 altinda komutatif olmayan,
idempotent bir yarigrup oldugu, Teorem 4.4.2. (i) (2) bashginda, G isleminin Uy islemine
soldan dagildig1, Teorem 4.4.2 (ii) (2) bashiginda, ; isleminin U, islemine sagdan dagildigi
gosterilmistir. Sonug olarak, TNZ’NM=@ sartlar1 altinda, (Sg (U),Us,;) cebirsel yapisi

komutatif olmayan, idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir yari-halkadir.

4.4.2.2. Sonug Ali ve digerleri (2011), K, E evrensel kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak
tizere, (Sk(U),U,) cebirsel yapisinin birimi @ olan komutatif, idempotent bir monoid yani
sinirlt bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup) oldugunu gostermisti. Sonu¢ 4.3.1 de
(SK(U),G) cebirsel yapisinin da birimi @ olan komutatif, idempotent bir monoid yani
sinirh bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup) oldugu gosterildi. Teorem 4.4.2 (i) (2)

~

bashigindan Sk (U) kiimesi iizerinde, U isleminin U, islemine soldan dagildigi, Teorem
4.4.2 (i1) (2) baghigindan, G isleminin U, islemine sagdan dagildigi kolaylikla gdsterilebilir.

Sonug olarak, higbir sart olmaksizin, (SK(U),US,;) cebirsel yapisi komutatif, idempotent,

birimli, sifirsiz bir yari-halkadir.

Sk (V) \es ) Sk (V). Yer ) Sk (U), %, ) (S (U), 6, ), Sk (U), e ). (S (W) Aes )

cebirsel yapilarinda ise ilk islem Sk (U) kiimesinde birlesmeli olmadigi i¢in yarigrup

olusturamaz, dolayisiyla bu cebirsel yapilar yari-halka veya sag-yar1 halka olusturamaz.

(Sk (U),As,;) cebirsel yapisinda ise Ag islemi, Sk (U) kiimesinde birlesmeli olmasina

ragmen, G islemi A, isleminen sagdan, ne de soldan dagilmadig: igin bir yari-halka veya

sag-yar1 halka olusturamaz.

4.4.2.3. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),N.) cebirsel yapisinin birimi @, olan

komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu gostermisti. Sonug 4.3.1 de (SE(U),G) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M),

Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM=@ sart1 altinda komutatif olmayan,

~

idempotent bir yarigrup oldugu, Teorem 4.4.2 (i) (1) basliginda, U

isleminin N islemine
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>U
islemine altinda sagdan dagildigi gosterilmistir. Sonug olarak, TNZ’NM=TN(ZAM)=0

TN(ZAM)=@ sart1 ile soldan dagildigi, Teorem 4.4.2 (ii) (1) bashginda isleminin N,
sartlar1 altinda (SE(U),nE,;) cebirsel yapist komutatif olmayan, idempotent, birimsiz ve

sifirsiz bir yari-halkadir.

Ayrica, Teorem 4.3 (9)’da, (Z)@;(F, T)=0gy, yani @4 nin Sg(U) kiimesi tizerinde ; islemine
gore sol yutan eleman oldugu gosterilmisti. Sonug olarak, TNZ’NM=@ sartlar1 altinda,

(SE(U),nE,G) cebirsel yapisi bir komutatif olmayan, idempotent, birimsiz ve sifirli bir (sag)

yakimn yari-halkadir. Ustelik, (F, K);(Z)@ # @y oldugundan, (Sg (U), ns,;) sifir simetrik

olmayan bir (sag) yakin yari-halkadir.

Benzer sekilde, (SE(U),AS,U), (SE(U)’\S’U)’ (SE(U),‘Fs,U),(SE(U),Ys,U),(SE(U)a)\s’U)’
(SE(U),*s,G), (SE(U),Gs,G), cebirsel yapilarinin da TNZ’NM=TNZNM=@ sartlar1 altinda,

sifir simetrik ve komutatif olmayan, ¢arpimsal idempotent, birimsiz ve sifirli bir (sag)
yakin yari-halka oldugu gosterilebilir. Buradaki, ilk islemlerin Sg(U) kiimesi tizerinde,

TNZNM=0@ sart1 altinda birlesmeli oldugu, Aybek (2023) de gosterilmistir.

4.4.2.4. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),Ng) cebirsel yapisinin birimi Uk olan

komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu gostermisti. Sonu¢ 4.3.2 de (Sk (U),;) cebirsel yapisinin, birimi @ olan,

komutatif, idempotent bir monoid yani siirlt bir yari-kafes oldugu, Teorem 4.4.2 (i) (1)

~

basliginda, U

isleminin N, islemine soldan, Teorem 4.4.2 (ii) (1) bashginda, G isleminin
Ng islemine sagdan dagildigi gosterilmistir. Ayrica, Teorem 4.3 (10) da
(F,K) Ug = Ug ,(FK) =Ug ve (FK)N,Ug = Ug N, (FK) = (F,K) oldugundan,

(SK(U),OS,G) cebirsel yapis1 komutatif, idempotent, birimli bir hemihalkadir.

4.4.25. Sonu¢ (Sg(U),Nng) cebirsel yapisi, birimi Uk olan komutatif, idempotent bir
monoid yani simurlt bir yari-kafes dolayisiyla bir yarigruptur. (SK(U),G) cebirsel yapisi,

birimi @ olan komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli bir yari-kafes dolayisiyla bir
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yarigruptur. Teoerem 4.3 (25) de, ; ve N, islemlerinin yutan kuralin1 sagladigi

gosterilmistir. Dolayisiyla, (SK(U),UK,Q)K,HS,;) sinirlt bir kafestir. Ayrica, V(F,K) €

Sk(U) igin, (F.K) N, (F,K)'=@ ve (F,K) (F,K)'=U oldugundan, (Sx(U),Ug Bx.Ne, )

tiimlemeli simirl bir kafestir. Ustelik, Teorem 4.4.2 (i) (1) bashginda, U

isleminin N,
islemine soldan, Teorem 4.4.2 (ii) (1) bashginda, ; isleminin N islemine sagdan dagildig:
gosterilmistir. Dolayistyla, (SK(U),UK,(Z)K,F\S,G) dagilmali, tiimlemeli, sinirlt bir kafes,
dolayisiyla bir Boolean Cebiridir.

Ustelik, [(F,K)(GK)'=(F.K)'n. (GK) ve [(F,K) N, (GK)]=(FK)(G.K) yani De
Morgan kurali da sagladigindan,(Sg(U),Uk,@x,%Ne, ;) De Morgan Cebiridir.

Burada hemen not edelim Ki, (SE(U),;) cebirsel yapisi, komutatif olmayan, idempotent bir

yarigrup oldugu igin, N, ile birlikte Sg (U) kiimesi iizerinde kafes olusturma durumu

yoktur.

4.4.3. Teorem (F,K), (G,Y), (H,D), U tizerinde esnek kiimeler olmak {izere, asagidaki gibi

esnek ikili parcali birlesim isleminin esnek ikili parcali islemler dagilmasi mevcuttur:

i) Esnek Ikili Pargal1 Birlesim isleminin Esnek Ikili Parcali Islemlere Soldan Dagilmast:

DKNYND=@ ise (F,K) [(G,Y), (HD)=[(F.K) [(G.Y)] ; [(FK)  (H.D)]

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalim. (G,Y) ;(H,D):(M,Y) olsun. Burada VweY
i¢in;
G(w), weY-D
M(w)=
G(w) NH(w), weYND
(F,K) |, (M, Y)=(N,K) olsun. Burada VweK iin;
F(w), weK-Y
N(w)=
F(w)UM(w), weKNY
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Boylece,
Fw), weK-Y
N(w)= 4 Fw)uG(w), weKN(Y-D)=KNYND’
F(w)U[G(w)NH(w)], weKNYND=KNYND
Simdi esitligin sag tarafina bakalim. (F,K) ; (G,Y)=(V,K) olsun. Burada VweK igin;
F(w), weK-Y
V(w)=
F(w)UG(w), weKNY
(F.K) , (H.D)=(W,K) olsun. Burada YeweK igin;
F(w), weK-D
W(w)=
F(w)UH(w), weKND
(V.K) ~(W,K)=(T,K) olsun. Burada VweK igin;

V(w), weK-K=0
T(w)=
V(w)NW(w), weKNK=K
Boylece,
| F()N Fw), we(K-Y)N(K-D)=KNY’ND’
T(w)=| F(w)N[F(w)UH()], we(K-Y)N(KND)=KNY’ND
1 [Fw)us(@)NFWw), we(KNY)N(K-D)= KNYND’
[F(w)UG(w)]N[F(w)UH(w)], we(KNY)N(KND)=KNYND
] F(w), weKNY’ND’
T(w)=| F(w) weKNY’ND
| Flw), weKNYND’
‘F(a))U [G(w)NH(w)], weKNYND

N fonksiyonundaki K-Y yi diisiinecek olursak, weK-Y ise, K-Y=KNY"’ olacagindan, weY”’
ise weD-Y veya we(YUD)’ olacagindan, buradan, weK-Y ise, weKNY’ND’ veya
weKNY’ND olur. Boylece KNYND’=@ igin N=T oldugu goriiliir.

2) KNY’ND=0 ise (F,K)_[(G, V), (H.D)I=[(F.K) (G.Y)] | [(H.D), (FK)].

i) Esnek ikili Parcali Birlesim Isleminin Esnek ikili Parcali Islemlere Sagdan Dagilmast:
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DI(F, K)(G.Y)], (H.D)=[(F.K) (H.D)]  [(G, V), (H.D)].

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalim. (F, K);(G,Y):(I\/I,K) olsun. Burada VweK
i¢in,
F(w), weK-Y
M(w)=
F(w)NG(w), weKNY
(MK) |, (H.D)=(N,K) olsun. Burada VaeK igin,

M(w), weK-D
N(w)=
M(w)UH(w), weKND
Boylece,
Flw), we(K-Y)-D=KNY’ND’
N(w)= | F(w)NG(w), we(KNY)-D=KNYND’
| F(w)uH(w), we(K-Y)ND=KNY’ND
_[F(a))nG(w)]UH(w), we(KNY)ND=KNYND

Simdi esitligin sag tarafima bakalm. [(FK) | (HD)] - [(GY) (HD). (FK)
(H,D)=(V,K) olsun. Burada YweK igin;
F(w), weK-D
V(w)=
F(w)UH(w), weKND
(G,Y),, (H.D)=(W.Y) olsun. Burada YweY igin;
G(w), weY-D
W(w)=
G(w)UH(w), weYND
(V.K) , (W,Y)=(T.K) olsun. Burada VaeK igin;
V(w), weK-Y
T(w)=
V(w)NW(w), weKNY

Buradan,
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| F(w), we(K-D)-Y=KNY’ND’
F(w)UH(w), we(KND)-Y=KNY’ND
T(w)= | Fw)nG(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
| F(w) N [G(w)UH ()], we(K-D)N(YND)=0
[F(w)UH(w)] NG(w), we(KND)N(Y-D)=0
[F(w)UH(w)]N[G(w)UH(w)], we(XND)N(YND)=KNYND
Béylece:
" Fw), weKNY’ND’
F(w)UH(w), weKNY’ND
T(w)=| F(w)NG(w), weKNYND’
[F(w)NG(w)]UH(w), weKNYND

Béylece&NZT oldugu goriiliir.

2I(F, K) |, (GY],HD)=IFK) [(HD)] (G Y) , (HD)].

Buradaki esitlikler ise KNYND=0 sart1 altinda saglanir. Ispatlar1 benzer sekilde yapildig

iin, ispatsiz bir sekilde verilmistir.

3) [(F.K) 5 (GY)], (HD)=[(F.K) ,(HD)] , [(G,Y) ,(H.D)].
4) [(FK) \ (G V)], (HD)=[(FK) [(HD)] | [(G,Y) ,(H.D)]

5) [(F.K) (G Y)], (HD)=[(F.K) [(H.D)] , [(G,Y) (H.D)].
6) [(F.K) (G, (HD)=[(F.K) [(HD)], [(G,Y) {(H.D)].
7) [(F.K), (G.Y)], (HD)=[(F.K) [(H.D)] ; [(G,Y) (H.D)].

8) [(FK) , (GY)], (HD)=[(F.K) ,(HD)] , [(GY) [(HD)].
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9) [(FK) g GV, (HD)=IF.K) ,(HD)] o[(G,Y) [(H.D)]

4.4.3.1. Sonug¢ Sonug¢ 4.3.1 de (Sg(VU), G) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M), Sg(U)

kiimesinin elemanlar1 olmak {izere, TNZ’NM=@Q sarti altinda komutatif olmayan,

~

idempotent bir yarigrup yani bir band oldugu, Teorem 4.4.3 (i) (2) basliginda, U isleminin

U
islemine sagdan dagildigr gosterilmistir. Sonu¢ olarak, TNZ’NM=@ sart1 altinda,

Gislemine TNZ’NM=@ sart1 ile soldan, Teorem 4.4.3 (ii) (2) basliginda, G isleminin

(SE(U),G,G) cebirsel yapis1 bir komutatif olmayan, idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir

yari-halkadir. Benzer sekilde, TNZ’NM=TNZNM’=@ sart1 altinda, (SE(U),;, ;) cebirsel
yapist komutatif olmayan, idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir yari-halkadir. Yine benzer

sekilde, eger TNZ NM=TNZNM=0 ise, (Sg(U), ;. ;),(SE(U),:, 0 GeU). 1 ) (Se(U)

,U),(SE V), >|<,U),(SE (U)’G’U)’(SE(U)’A’U) cebirsel yapilarinin komutatif olmayan,
carpimsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir sag yari-halka oldugu gosterilebilir.
Buradaki, ilk islemlerin Sg(U) kiimesi tizerinde, TNZ’NM=TNZNM=@ sart1 altinda (Z

islemi TNZ’NM=@ sart1 altinda) birlesmeli oldugu, bu tezin ilerleyen kisimlarinda

gosterilmistir.

4.4.3.2. Sonu¢ Sonuc 4.3.1 de K, E evrensel kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak iizere,
(SK(U),G) cebirsel yapisinin birimi @ olan komutatif, idempotent bir monoid yani sinirl
bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup) oldugunu gostermisti. Teorem 4.4.3 (i) (2)

~ ~

basligindan Sg(U) kiimesi iizerinde, U isleminin U islemine soldan dagildigi, Teorem 4.4.3
(i) (2) bashigindan, G isleminin J islemine sagdan dagildig1 kolaylikla gosterilebilir.
Sonug olarak, higbir sart olmaksizin, (SK(U),;,G) cebirsel yapist komutatif, idempotent,
birimli ve sifirsiz bir yari-halkadir. (SK(U),;, G),(SK(U),;, G), (SK(U),:, G),(SK(U),E, G),
(SK(U),:,G), (SK(U)’;'G) cebirsel yapilarinda, ilk islem Sk (U) kiimesinde birlesmeli
olmadig1 i¢in yarigrup olusturamaz, dolayisiyla bu cebirsel yapilar yari-halka veya sag-yari

halka olusturamaz. (SK(U),Z,G) cebirsel yapisinda ise G islemi Z islemine dagilmadigi

icin bir yari-halka veya sag-yar1 halka olusturamaz.
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4.4.3.3. Sonu¢ Sonu¢ 3.3.1 de K, E evrensel kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak {iizere,

(SK(U),;) cebirsel yapisinin birimi Uk olan komutatif, idempotent bir monoid yani sinirh

bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup) oldugu, Sonu¢ 4.3.1 de, (Sk (U),;) cebirsel

yapisinin birimi @x olan komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli bir yari-kafes

(dolayisiyla bir yarigrup) oldugunu gostermisti gostermisti. Teorem 4.4.3 (i) (2)

basligindan S (U) kiimesi iizerinde, ; isleminin ; islemine soldan dagildigi, Teorem 4.4.3

~ ~

(i) (2) basligindan, U isleminin  islemine sagdan dagildigi kolaylkla gosterilebilir.
Ayrica, Teorem 4.3 (10)’da (F,K) |, Ug=U , (F,K) = U ve (F,K) ,Ux=Ug  (F, K)=(F K)

oldugundan, (SK(U),;,;) cebirsel yapis1 komutatif, idempotent, birimli bir hemihalkadir.

4.4.3.4. Sonu¢ (Sk(U), ;) cebirsel yapisi, birimi Uk olan komutatif, idempotent bir

monoid yani smirlt bir yari-kafes dolayisiyla bir yarigruptur. (SK(U),;) cebirsel yapisi,
birimi @k olan komutatif, idempotent bir monoid yani sinirh bir yari-kafes dolayisiyla bir
yarigruptur. Teoerem 4.3 (25) de, G ve ; islemlerinin yutan kuralim1 sagladigi

gosterilmistir. Dolayisiyla, (Sg(U),Uk, Dk, ;,G) sinirht bir kafestir. Ayrica, V(F,K) €

Sk (U) isin, (F,K) . (F,K)'=@x ve (F,K)_ (F,K)'=Ug oldugundan, (Sk(U),Ug, % -, )

~

tiimlemeli smirht bir kafestir. Ustelik, Teorem 4.4.3 (i) (1) bashginda, ; isleminin n

islemine soldan, Teorem 4.4.3. (i) (1) bashginda,  isleminin _ islemine sagdan dagildig1
gosterilmistir. Dolayisiyla, (Sg(U), Uk, Dk, ;,;) dagilmali, tiimlemeli, sinirli bir kafes,
dolayisiyla bir Boolean Cebiridir. Ustelik, [(F,K)_ (GK)I'=(FK) - (G.K) ve [(FK)
’r:(G,K)]r:(F,K)rG(G,K)r yani De Morgan kurali da sagladigindan, (Sk(U),Uk,®k,°, ;,G)

De Morgan Cebiridir.

Burada hemen not edelim ki, (Sg (U),G) ve (Sg (U),;) cebirsel yapilari, komutatif

olmayan, idempotent bir yarigrup oldugu i¢in bu iglemlerin Sg(U) kiimesi {lizerinde kafes

olusturma durumu yoktur.

4.4.4. Teorem (F,K), (G,Y) ve (H,D), U iizerinde esnek kiime olsun. Bu durumda
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i (FKXIGY) | (H2]= [(FKX G [FK)X(H2)]

i, [(FK) | (GY)xH2)=[(FK)x(H2)] | [G.Y)x(H.2)]

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafim ele alalim. (G,Y) G(H,D):(M,Y) olsun. Burada
VweY igin;
G(w), weY-D
M(w)=
G(w)UH(w), weYND
(F, K)x(M, Y)=(N,KxY) olsun. Burada V(w,y)€eKxY i¢in; N(w,y)=F(w)xM(y). Boylece,
F(w)xG(y) (w,y)eKX(Y-D)=(KxY)-(KxD)
N(w,y)=
F(w)X[G(y)UH(y)], (w,y)eKx(YND)=(KxY)N(KxD)
Simdi esitligin sag tarafina bakalim. [(F,K) X(G,Y)] ;[(F,K) x (H,D)]. (FK)
X(G,Y)=(V,KxY) olsun. Burada V(w,y)eKxY i¢in; V(wy)= F(w)xG(y). (F,K)
x (H,D)=(W,KxD) olsun. Burada V(w,d)eKxD igin; W(w,d)=F(w)xH(d).
(V,KxY) G(W,KXD)=(T,KXY) olsun. Burada V(w,y)eKxYigin;

V(wy), (w,y)e(KXY)-(KxD)
T(wy)="

L V(wy)uW(wy) (w,y)e(KxY)N(KXD)

| F(w)xG(y), (w,y)e(KXY)-(KxD)
T(wy)=7

L[F()xG/I U [F(@)xG)],  (wy)e(KxY)N(KXD)

Buradan, N(w,y)=T(w,y) oldugu goriiliir.

i)ilk olarak esitligin sol tarafin1 ele alalim. (F,K) G(G,Y):(S,K) olsun. Burada VweK i¢in;
Flw), weK-Y

S(w)=
F(w)UG(w), weKNY

(S,K)x(H, Z)=(T,KxZ) olsun. Burada V(w,y)eKxZ i¢in; T(w,y)=S(w)xH(y). Boylece,
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F(w)xH(y) (w,y)e(K-Y)xZ=(Kx2Z)x (Y-Z)
T(wy)=
[F(w)UG(w)]XH(y), (w,y)e(KNY)xZ=(KxZ)N(YXZ)

Simdi esitligin sag tarafina bakalim. [(F,K) x(H,Z)] G [(GY) x (H2)]. (FK)

X(H,Z2)=(W,KxZ) olsun. Burada V(w,y)eKxZ igin; V(w,y)= Fw)xH(y). (G,Y)
x (H,2)=(R,YxZ) olsun. Burada V(w,d)eYxZ i¢in; R(w,d)=G(w)xH(d).
(W.KXZ) | (R,YxZ)=(M,KxZ) olsun. Burada V(w,y) €KxZ igin;

CW(wy), (w,y)e(Kx2)-(YXZ)
M(w,y)=|

L W(w,y)UR(w,y) (w,y)e(KxZ)N(YXZ)

| F(w)xH(y), (w,y)e(KXY)-(KxD)
T(wy)=]

L [Fl@)xH(y)] U [G(w)xH(y)],  (wy)e(KxY)N(KXD)

Buradan, N(w,y)=M(w,y) oldugu goriiliir.
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5. ESNEK IKILi PARCALI ARTI iSLEMI

Bu béliimde, esnek ikili pargali art1 adi verilen yeni esnek kiime islemi tanitilmis, drnegi
verilmig, islemin cebirsel Ozellikleri ile birlikte diger esnek kiime islemleri ile olan
iliskisine bakilarak dagilma kurallar1 ve Sg(U) kiimesi iizerinde bu islemin hangi cebirsel

yapilar1 olusturdugu incelenmis ve ¢ok 6nemli sonuglar elde edilmistir.

5.1. Tanim (F,K) ve (G,Y), U iizerinde taniml1 iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin
(F, K)_T_ (G,Y) ile gosterilen esnek ikili parcali art1 islemi Vw €K igin,

Flw) , weK-Y
H(w)=

F’(w)UG(w), weKNY

olmak tizere (F, K);(G,Y)Z(H,K) ile tanimlanir.

5.2. Ornek E={e,,e,,e3,e,} parametre kiimesi, K={e,,e,}, Y={e,,e5,e,} E’nin iki alt
kiimesi, U={h;,h,, h3,hy, hg, hg} evrensel kiime, (F,K) ve (G.Y), U iizerinde (F,K)={(ey,
{hz,hy,he}), (eq,{hy,hy,hshe P} (GY)={( e, {hy,hy}), (es{h; h3 hyhs}),
(e4,{h,, h3,h,}) olarak tanimlanan iki esnek kiime olsun. (F,K) : (G,Y)=(H,K) olmak
lzere,

Flw), weK-Y
H(w)=

F’(w)UG(w), weKNY
Burada, K={e;,e,}, K—Y={e;} olmak iizere, Vw € K — Y={e,} i¢cin, H(w)=F(w) olup,
H(e,) =F(e;) ={ hy,h, , he}, Vo e KNY ={e, } i¢in, H(w)=F '(w) U G(w) olup,
H(e,)=F’(e4)UG(e,)={h3,h, }u{h, h3, hy}={h,, h;, h,} .Bé’)ylece,(F,K)_T_(G,Y):{( e1,{hy,

hy,he}).(e4, {hy, hs, hy D}

5.3. Teorem (Islemin Cebirsel Ozellikleri)

1):, Se(U) kiimesi tizerinde kapalidir.
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~
2

fspat.‘ +

nin Sg(U) lizerinde ikili islem oldugu agiktir. Yani,
_1Se(U)x Se(U)— Se(U)
(FK), (G.Y)) = (F.K) (G Y)=(HK)
olup, (F,K) ve (G,Y), U iizerinde iki esnek kiime oldugunda (F,T) ; (G,Y) de, U iizerinde
bir esnek kiimedir. KEE sabit bir parametre kiimesi olmak {izere, o Sk(U) tlizerinde de

bir ikili islem oldugu aciktir.
2) KNY’ND=KNYND= ise [(F,K) , (GY)] , (HD)=(FK) | [(G,Y) , (HD)]

Ispat: 1k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F, K);(G,Y)=(T,K) olsun. Burada YweK
i¢in;
F(w), weK-Y
T(w)=
F(w)UG(w) , weKNY
(T,K) | (H.D)=(M,K) olsun. Burada, YweK igin;

T(w), weK-D
M(w)=
T’ (w)UH(w) , weKND
Boylece,
[ Fw), we(K-Y)-D=KNY’ND’
M(w)= | F(w)UuG(w), we(KNY)-D=KNYND’
| P(w)UH(w), we(K-Y)ND=KNY’ND
_ [F(w)NG’(w)]UH(w), we(KNY)ND=KNYND

(G.Y), (H.D)=(K,Y) olsun. Burada YweY igin;
G(w), weY-D

K(w)=
G’(w)UH(w) , weYND

(F,K), (K,Y)=(S,K) olsun. Burada VweK igin;
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Fw), weK-Y
S(w)=
F’(w)UK(w) , weKNY
Boylece,
F(w), weK-Y
S(w)= 4 F(w)UG(w), weKN(Y-D)=KNYND’

F(w)U[G’(w) UH(w)], weKN(YND)=KNYND
S fonksiyonundaki, K-Y ye bakacak olursak, K-Y=KNY” olup, eger weY’ ise weD-Y
veya we(YUD)’. Buradan weK-Y ise weKNY’ND’ ve weKNY’ND olur. Boylece,
KNY’ND=KNYND= @ i¢cin M=S olur. Yani uygun kosullar altinda, Sg (U) kiimesi

iizerinde : islemi birlesme 6zelligine sahiptir.

3) [(FK) , (GK)] ;. (HK) = (FK) | [(GK) , (HK)]

Ispat: 1lk olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F, K)I(G,K)=(T,K) olsun. Burada YweK
i¢in;
Fw), weK-K=0
T(w)=
F(w)UG(w), weKNK=K
(T.K) . (HK)=(M,K) olsun. Burada YweK igin;

T(w), weK-K=0
M(w)= { T’ (w)UH(w) , weKNK=K
Boylece,

T(w), weK-K=@
M(w)=

[F(w)NG’(w)]UH(w), weKNK=K

Simdi de esitligin sag tarafina bakalim. (G,K)_T_(H,K):(L,K) olsun. Burada VweK i¢in;

G(w), weK-K=0
L(w)=
G’ (w)UH(w) , weKNK=K
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(F,K) | (L,K)=(N,K) olsun. Burada YweK igin;

F(w), weK-K=0
N(w)=
F’(w)UL(w) , weKNK=K
Boylece,
F(w), weK-K=0
N(w)=

F’(w)U[G'(w) UH(w)], weKNK=K
Buradan M#N oldugu goriiliir. Yani Sg(U) kiimesi tizerinde (parametre kiimeleri ayni olan

esnek kiimeler iizerinde), ; isleminin birlesme 6zelligi yoktur.
4) (F,K) L(G.Y)(G,Y) (F.K).

Ispat: (FK) | (G,Y)=(H,K) olsun. Burada VweK igin;
Flw), weK-Y
H(w)=
F’(w)UG(w), weKNY
(G,Y) 1 (F,K)=(T,Y) olsun. Burada YweY igin;
G(w), weY-K
T(w)=
G’(w)VUF(w), weYNK
Burada, sol taraftaki esnek kiimenin parametre kiimesi K; sag taraftaki esnek kiimenin

parametre kiimesi Y dir. Boylece esnek kiimelerin esitligi tanimi1 geregi;

(F.K) | (GY)#GY) | (FK).
Ayrica, (F,K) :(G,K)#(G,K)_T_(F,K) oldugu agiktir. Yani, Sg(U) ve K< E sabit bir
paramere kiimesi olmak tizere Sk(U) kiimesi iizerinde _T_ islemi degisme Ozelligine sahip

degildir.
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5.3.1. Sonu¢ Teorem 5.3 (1), (2) ve (4) den, (F,K), (G)Y) ve (H,D), Se(U) kiimesinin
elemanlar1 olmak iizere, KNY’ND=KNYND=@ sart1 altinda (Sg (U),_T_) komutatif ve
idempotent olmayan bir yar1 gruptur. K< E sabir bir parametre kiimesi olmak {iizere,
(SK(U),;) cebirsel yapist Teorem 5.3 (3) den, birlesme Ozelligine sahip olmadigi i¢in

yarigrup olamaz; fakat bu yapinin komutatif olmayan bir grupoid oldugu agiktir.
5) (F,K) +(F,K)= Ugk.

Ispat: (F, K)_T_ (F,K)=(H,K) olsun. Burada VweK igin;
F(w), weK-K=0
H(w)=
F’(w)UF(w) , weKNK=K
Burada, YweK i¢in, H(w)=F’(w)UF(w)=U, boylece (H,K)= Ug.

Yani, Sg(U) kiimesi {izerinde ; islemi, denk gii¢liiliik 6zelligine sahip degildir.
6) (F.K) , Bx=(F,K)"

Ispat: ®x=(S,K) olsun. Burada VweK igin; S(w)=@. (F, K): (S,K)=(H,K) olsun. Burada

VweK i¢in,
Flw), weK-K=0
H(w)=
F’(w)US(w), weKNK=K
Boylece, VweK igin, H(w)=F’(w)US(w)=F’(w)U @= F’(w). Buradan (H,K)=(F, K)".

7) Bk, (F,K) = Ug.

Ispat: @, =(S,K) olsun. Buradan, YweK icin, S(w)=0. (S,K) ;(F,K):(H,K) olsun.

Buradan, YweK icin,
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S(w), weK-K =0
H(w)=
S’(w) UF(w), weKNK=K
Buradan, VweK i¢in, H(w)= S’(w) UF(w)= UUF(w)=U olup, (H,K)= Ug.

8) (F,K) , 05=(F,K)".

Ispat: Og=(S,E) olsun. Burada VweE; S(w)=0. (F, K)_T_(S,E)Z(H,K). Boylece, VweK igin,
Flw), weK-E=0

H(w)=
F'(w)US(w), weKNE=K

Buradan, YweK i¢in; H(w)=F’(w)US(w)=F’(w)U @=F’(w) olur ve boylece (H,K)= (F, K)".

9) (F,K) , B5=(F.K).

Ispat: §3=(S, ) ve (F,K);(S, @)=(H,K) olsun. Boylece, VweK i¢in,
Fw), weK-p=K
H(w)=
F(w)US(w), weKN@=0¢

Buradan, YweK i¢in; H(w)=F(w) olup, (H,K)=(F,K). Sg(U) kiimesi tizerinde " isleminin

sag birim eleman1 @y esnek kiimesidir.

Ispat: §3=(S,0) ve (S,(Z));(F,K):(H,(D) olsun. @y, parametre kiimesi bos kiime olan tek
esnek kiime oldugu igin, (H,@)=@ olur. Yani, Sg(U) kiimesi ﬁzerinde; islemi icin, her
elemanin sag birim eleman olan @y ye gore sol tersi, @y esnek kiimesidir. Ayrica, Sg(U)

~

kiimesi tizerinde n isleminin sol yutan eleman: @, esnek kiimesidir.
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5.3.2. Sonu¢ Teorem 5.3 (1), (2), (9) ve (10) dan, (F,K), (G,Y) ve (H,D), Se(U) kiimesinin
elemanlar1 olmak tizere, KNY’ND=KNYND=0@ sart1 altinda (SE(U),_T_) cebirsel yapisi, sag

birimi @y , her elemanin sol tersi @ olan idempotent olmayan bir sol-sag sistemdir.
11) Uy , (F.K)= (FK).

Ispat: Ux=(T,K). Buradan, YweK icin, T(w)=U. (T,K) ;(F, K)=(H,K) olsun. Buradan

VweK icin,
T(w), weK-K=0
H(w)=
T’(w) UF(w), weKNK=K
Buradan VweK i¢in, H(w)= T’(w) UF(w)=0UF(w)=F(w) dolaysiyla (H,K)= (F, K).

Sk (U) kiimesi tizerinde ; isleminin sol birim eleman1 Uk esnek kiimesidir.
12) (F,K) , Ux=Ug.

Ispat: Ug=(T,K) olsun. Burada YweK icin, T(w)=U. (F, K)_T_(T, K)=(H,K) olsun. Burada
VweK i¢in;
Flw), weK-K=0
H(w)=
F’(w)UT(w), weKNK=K
Buradan, YweK i¢in; H(w)=F’(w)UT(w)=F’(w)UU=U olur ve béylece (H,K)= Ug. Yani,

Sk(U) kiimesi l'izerinde; islemi icin, her elemanin sol birim eleman olan Uk ye gore sag

~

tersi, Ug esnek kiimesidir. Ayrica, Sg(U) kiimesi {izerinde n isleminin sag yutan elemani

Uk esnek kiimesidir.
13) (F,K) , Up=Ug.

Ispat: Ug=(T,E) olsun. Burada VweE i¢in, T(w)=U. (F, K)_T_(T, E)=(H,K) olsun. Burada

VYweK i¢in ;
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Flw), weK-E=0Q
H(w)=
F’(w)UT(w), weKNE=K
Buradan, VweK i¢in, H(w)=F’(w)UT(w)=F’(w)uU=U olur. (H,K)= Uk.

14) (F,K)_ (F,K)"=(F,K)".

Ispat: (F,K)'=(H,K) olsun. Burada YweK icin, H(w)=F’(w). (F, K)_T_(H, K)=(T,K) olsun.

Burada VweK igin,

F(w), weK-K=0
T(w)=

F’(w)UH(w), weKNK=K

Buradan, VweK ig¢in, T(w)=F’(w)UH(w)=F’(w)UF’(w)= F’(w) olur. Burada (T,K)= (F,K)"
Sg(U) kiimesi tizerinde, her esnek kiimenin tlimleyeni ; islemi i¢in kendisinin sagda yutan

elemanidir.
15) (F.K)", (F, K)=(F.K).

Ispat: (FK)'=(H,K). Buradan, VweK icin, H(w)=F'(). (H,K)  (F,K)=(T,K) olsun.
VweK igin,
H(w), weK-K =0
T(w)=
H’(w) UF(w), weKNK =K
Boylece, VweK i¢in, T(w)= H’(w)UF(w)= F(w)UF(w)=F(w) olur. (T,K)=(F,K).

~

Sg(U) kiimesi iizerinde, her esnek kiimenin tiimleyeni n islemi i¢in kendisinin solda birim

elemanidir.

*x
16) [(F,K) _I_(G,Y)]r:(F,K) : (G)Y).
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spat: (F, K), (G.Y)=(H.K) olsun. Burada YeweK iin,
F(w), weK-Y

H(w)="
- F(0)UG(w), weKNY
(H, K)"'=(T,K) olsun. Burada YweK igin,

[ F(w), weK-Y
T(w):«
. Fw)NG’(w), weKNY
*
Boylece, (T,K)=(F,K) ~(G,Y).
\

17) (F,K) ;(G, K) = @y ©(F,K) = Ug ve (G,K) = dy.

Ispat: (F,K) I(G, K) = (T, K) olsun. Burada YweK ig¢in,
Flw), weK-K=0
T(w)=
F’(w)UG(w), weKNK=K
(T,K) = @k oldugundan, VweK igin, T(w)=0.
Buradan, YweK i¢in, T(w)=F’(w)UG(w)=0 © Vw € Kicin, F’(w)=0 ve G(w)=0 <
VweK igin, F(w)=U ve G(w)= 0 <(F,K) = Uk ve (G K) = 0.

18) 6 € (F,K) L (G,Y) ve 8y € (G,Y) , (FK).
19) (F,K)_(GY) € Ug ve (G Y), (FK) € Uy.
20) (F,K)" € (F,K) | (GK) ve (G,K) € (F,K) | (G.K).

Ispat: (F,K) | (G,K)=(H,K) olsun. Burada YweK igin,
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Fw), weK-K=0
H(w)=
F’(w)UG(w), weKNK=K
VoeK:H(w)=F(v) < F(w) U G(w), (F,K)" & (F, K);(G, K). (G K) € (F,K) ; (G,K)

benzer sekilde gosterilebilir.
21) (FK) € (GK) ise (H.2) | (F.K) € (H2) | (G.K) ve (GK) L (HK) E (FK) | (HK).

Ispat: (FK)E (G,K) olsun. Buradan, YweK igin, F(w)C G(w). (H.Z) (F,K) = (W,2)
olsun. Boylece, VweZ igin,

H(w), weZ-K
W(w)=

H’(w)UF(w), weZNK
(H.2) | (G,K)=(L,2) olsun. Boylece, YaweZ igin,

H(w), weZ-K
L(w)=

H(w)UG(w), weZNK
Boylece, VweZ-K i¢in, W(w)=H(w)EH(w)=L(w), VweZNK i¢in W(w)=H’(w)UF(w) S
H(w)UG(w)=L(w) olup, (H,Z)_T_(F, K) € (H,Z)_T_(G, K). Aym sartlar altinda, VweK igin,
G (w)UH(w)SEF (w)UH(w) olacagindan (G,K) _T_(H, K) € (F,K) ;(H, K) saglanacagi

aciktir.

22) (H2) L(F,K) € (H2) _(GK)ise (FK) & (GK) olmak zorunda degildir. Yani
Teorem 5.3 (21) nin tersi dogru degildir. Benzer sekilde, (G,K) , (H,K) E(F K), (H,K) ise

(F.K)Z (G,K) olmak zorunda degildir.

Ispat: Teorem 5.3 (21) in tersi dogru olmadigini gdstermek icin bir drnek verelim.
E={e,,e;,e3,e4 €5} parametre kiimesi, K={e;,e3} ve Z={e;,e3, es} E’nin iki alt kiimesi,

U={h;,h,, h3,h,, hs} evrensel kiime olsun.
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(FK), (GK), (HZ), U iizerinde (FK)= (ey, { hy,hs}), (es; ,{hy, hy, hs P}
(GvK):{(el,i{hZ})v(GS’{hl’hZ})}’ (H!Z):{( e1,(25),(e3,(25),(e5,{hz,h5})} olarak tanlmlanan

esnek kiimeler olsun.

(H.2) (F.K) = (L.Z) olmak iizere Yo € Z-K={es} igin, L(es)=H(es)={h;,hs}; Vo €
ZNnK={e;,e;} icin, L(e;)=H’(e;) UF(e;)=U, L(e3)=H’(e3) UF(e3;)=U. Buradan,

(H.2) | (F,K)={(e;,U),(e5,U),(es, {ha, hs D}

Simdi de, (H,Z)_T_(G, K)(=W.,Z) olmak tizere Vw € ZK={es} i¢in, W(es)=H(es)={h,, hs}.;
Vw € ZNK={e,,e3} i¢cin, W(e,)=H’(e;)UG(e,)=U, W(e;)=H’(e3)UG(e3)=U. Boylece

(H.2);. (G, K)={(e1,U),(e3,U).(es, {hz, hs )}

Buradan, (H,Z)_T_(F, K) € (H,Z);(G, K); fakat (F,K) € (G,K) olmadig1 agiktir. Benzer

sekilde, (G,K) | (H,K) € (FK) , (HK) ise(FK) € (GK) olmak zorunda olmadig,

yukaridaki ornekte, (H,K)={( e;,U),(e5,U)} se¢ilerck gosterilebilir.

23) (FMEGT) ve (KME (L T) ise (GT)  (KDEFET) (L) ve (LT (F.T)

E(K.T),(GT).

Ispat: (F,T)E (G,T) olsun. Buradan, V weT icin, F(w)<E G(w). Bdylece VweT igin,
G’ (w)< F'(w). (G,T):(K,T):(M,T) olsun. Boylece, VweT i¢in, M(w)=G’(w)UK(w).
(F,T):(L,T):(N,T) olsun. Boylece, V weT ig¢in, N(w)=F’(w)UL(w). VwEeT igin, G’(w)<
F'(w) oldugundan, M(w)=G’(w)UK(w)SF’(w)UL(w)=N(w) olur. Boylece, (G,T)_T_(K,T)
C(F,T) :(L,T). Ayni sartlar altinda, (L,T)_T_(F,T) §(K,T)_T_(G,T) oldugu benzer sekilde

gosterilebilir.

5.4. Teorem (F,K), (G, Y), (H,D), U fizerinde esnek kiimeler olmak {iizere, asagidaki gibi

esnek ikili parcali art1 isleminin diger esnek kiime islemlere dagilmasi mevcuttur:
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5.4.1. Teorem (F,K), (G,Y), (H,D), U iizerinde esnek kiimeler olmak iizere, asagidaki gibi
esnek ikili parcali art1 isleminin kisitlanmis islemlere dagilmast mevcuttur: Bu alt baslik

altindaki esitlikler, KN'Y N D = @ i¢in saglanir.
D[(F.K) Ug (G.Y)], (HD)=[(F,K) (H.D)JUR[(G,Y) | (H.D)].

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalm. (F,K)Ur(G,Y)=(M,KNY) olsun. Burada,

VweKNY i¢in, M(w)=F(w)UG(w). (M,KNY) ;(H,D)Z(N,KDY) olsun. Burada, VweKNY

i¢in,
M(w), we(KNY)-D
N(w)=
M’(w)UH(w), we(KNY)ND
Buradan,
Flw)uG(w), we(KNY)-D=KNYND’
N(w)=

[ F’(w)NG’(w)]UH(w), we(KNY)ND
Simdi esitligin sag tarafina bakalim. [ (F, K); (H,D)] Ur [ (G,Y)I (H,D)].
(F,K) I(H,D):(V,K) olsun. Burada, VweK igin,
Flw) , weK-D
V(w)=
F’(w)UH(w) , weKND
(G.Y),, (H,D)=(W.Y) olsun. Burada, YweY iin,

G(w), weY-D
W(w)=
G’(w)UH(w), weYND
(V,K)Ug (W,Y)=(T,KNY) olsun. Burada, YweKNY ig¢in, T(w)=V(w) UW(w),
" F(w)UG(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
T(w)=| F(w)VU[G’(w)UH(w)], we(K-D)N(YND)=0
| [F(0)UH(@)]UG(w), we(KND)N(Y-D)=0
 [F’(0)UH(w) JU[G’(w)UH(w)], we(KND)N(YND)=KNYND

Buradan,
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F(w)uG(w), weKNYND’
T(w)=

F’(w)UG’(w)UH(w), weKNYND
Boylece KN YN D = @ i¢cin N=T oldugu goriiliir.

2[(F.K) Ng (G.Y)] (H.D)=[(F, K)  (H.D)INR[(G,Y) , (H,D)].

5.4.1.1. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),Ug) cebirsel yapisinin birimi @ olan

komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli bir yari-latis oldugu (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu gostermisti. Sonug¢ 5.3.1 de (Sg(U), ;) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M),
Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM =TNZNM=@ sart1 altinda komutatif
ve idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, 5.4.1. (1) bashginda, ; isleminin Ug
islemine TNZNM =@ sart1i altinda sagdan dagildigi gosterilmistir. Sonug olarak,
TNZ’NM=TNZNM=0@ sartlar1 altinda, (SE(U),UR,;) cebirsel yapist komutatif olmayan,

toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir (sag) yakin yari-halkadir.

5.4.1.2. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),Ng) cebirsel yapisinin birimi Ug olan

komutatif, idempotent bir monoid yani smirli bir yari-latis oldugunu (dolayisiyla bir
yarigrup) oldugunu gostermisti. Sonug 5.3.1 de (Sg(U), :) cebirsel yapisiin, (F,T), (G,2)
ve (H,M), Sg(U) kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM=TNZNM=@ sart1 altinda
komutatif ve idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, Teorem 5.4.1 (2) bashglnda,:_
isleminin Ny islemine TNZ N M = @ sart1 altinda sagdan dagildigi gosterilmistir. Sonug
olarak, TNZ’NM =TNZNM=@ sartlar1 altinda, (SE(U),HR,_T_) cebirsel yapist komutatif

olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz, bir (sag) yakin yari-halkadir.

5.4.2. Teorem (F,K), (G, Y), (H,D), U iizerinde esnek kiimeler olmak {izere, asagidaki gibi

esnek ikili parcali art1 isleminin genisletilmis islemlere dagilmasi mevcuttur:
i) Esnek ikili Pargali Art1 isleminin Genisletilmis Islemlere Soldan Dagilmast:

Bu alt baglik altindaki esitlikler, KN(YAD)=0 ise saglanir.
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1) (F,K) [(G.Y)U(H.D)I=[(F.K) L (G.Y)] U [(F.K) | (H,D)].

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafim ele alalm. (G,Y) U.(H,D)=(M,YUD) olsun. Burada
VweYUD igin;

G(w), weY-D
M(w)= 4 H(w), weD-Y

G(w)UH(w), weYND

(F,K) , (M,YUD)=(N,K) olsun. Burada YweK igin;

F(w), weK-(YUD)
N(w)=
F’(w)UM(w), weKN(YUD)
Buradan,
) weK-(YUD)=KNY’ND’
N(w)= | F(w)UG(w), weKN(Y-D)=KNYND’
| P(w)UH(w), weKN(D-Y)=KNY’ND
F’(w)U[(G(w)UH (w)], weKNYND=KNYND

Simdi esitligin  sag tarafina bakalm: [(F,K ), GY)] U [(FK) (D) 1.
(F, K)I (G,Y)=(V,K) olsun. Burada VweK igin
F(w), weK-Y

V(w)=
F’(w)UG(w), weKNY

(F.K) | (H,D)=(W,K) olsun. Burada YweK icin;

Flw), weK-D
W(w)=
F’(w)UH(w), weKND
(V,K) U (W,K)=(T,K) olsun. Burada VweK igin;
V(w), weK-K=0
T(w)= 1 W(w), weK-K=0
V(w) N"W(w), weKNK=K

Buradan,
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'F(w) UF(w) , we(K-Y)N(K-D)=KNY’ND’
F(w) U [F’(w)UH(w)], we(K-Y)N(KND)=KNY’ND
T(w)= | [F’(w)UG(w)]UF(w), we(KNY)N(K-D)= KNYND’
[F’(w)UG(w)]V[F’(w)UH(w)], we(KNY)N(KND)=KNYND
Béylece—
F(w), we(K-Y)N(K-D)= KNY’ND’
U we(K-Y)N(KND)=KNY’ND
T(w)=| U we®NY)N(K-D)=KNYND’
_F’(w)UG(w)UH(w), we(KNY)N(KND)=KNYND

KNY’ND=KNYND’=@ i¢in N=T oldugu gorilir. KNY’ND=KNYND’=@ sartinin,
KN(YAD)=0 sartina denk oldugu asikardir.

2) (F,K) ,[(G.Y)n(H.D)I=[(F.K) (G )] n; [(F.K) , (H,D)].

ii) Esnek Ikili Pargal1 Art1 Isleminin Genisletilmis Islemlere Sagdan Dagilmasi:
Bu alt baglik altindaki esitlikler KN'YND=@ ise saglanir.

1) [(F.K) N(G,Y)] (H.D)=[(F.K), (H.D)IN[(G,Y) | (H.D)].

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalm. (F,K) N.(G,Y)=(M,KUY) olsun. Burada
VYweKUY i¢in;
Flw), weK-Y
M(w)=7 G(w), weY-K
Flw)NG(w), weKNY
(MKUY), (H,D)=(N,KUY) olsun. Burada YweKUY igin;
M(w), we(KUY)-D
N(w)=
M’(w)UH(w), we(KUY)ND
Boylece,



N(w)=

F(w),

G(w),
F(w)NG(w),
F'(w)UH(w),
G’ (w)UH(w),

[ F’(w)UG’(w)]UH(w),

we(K-Y)-D=KNY’ND’
we(Y-K)-D=K’NYND’
we(KNY)-D=KNYND’
we(K-Y)ND=KNY’ND
we(Y-K)ND=K’NYND

we(KNY)ND=KNYND
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Simdi esitligin sag tarafina bakalm [(F,K)_ (H.D)]N.[(G,Y)  (H.D)]. (F.K)_ (H.D)=(V.K)

olsun. Burada VweK igin;
F(w), weK-D

V(w)=

F’(w)UH(w),

weKND

(G.,Y) jr (H,D)=(W,Y) olsun. Burada YweY igin;

we(K-D)-Y=KNY’ND’
we(KND)-Y=KNY’ND
we(Y-D)-K=K’NYND’
we(YND)-K=K’NYND

G(w), weY-D
W(w)=
G’ (w)UH(w), weYND
(V,K) ng (W, Y)=(T, KUY) olsun. Burada VweKUY igin;
V(w), weK-Y
T(w)=- W(w), weY-K
V(w)NW(w), weKNY
Boylece,
" F(w),
F’(w)UH(w),
G(w),
T(w)= | G(w)UH(w),
| F@)nG(w),

—

Boylece,

Fw) N [G’(w)UH(w)],
[F*(w)UH(0)ING(w),

[F*(w)UH(w)]N[G’ (w)UH(w)],

we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
we(K-D)N(YND)=0
we(KND)N(Y-D)=0
we(KND)N(YND)=KNYND



117

Fw), weKNY’ND’
F’(w)UH(w), weKNY’ND
G(w), weK’NYND’
T(w)= | G(w)UH(w), weK’NYND
F(w)NG(w), weKNYND’
[F’(w)NG’(w)]UH(w), weKNYND

Boylece KNYND=0@ i¢in N=T oldugu goriiliir.

Asagida yer alan esitlikler de KNYND=@ igin saglanir. Ispatlar benzer sekilde yapildig

icin, ispatsiz sekilde verilmistir.

2) [(F.K) Ug (G, V)], (HD)=[(F.K) , (H.D)]U.[(G,Y) , (H.D)].
3) [(F.K) \¢ (G.Y)] (HD)=[(F.K) , (HD)\:[(G,Y)  (HD)]
4) [(F.K) A(G, )], (H.D)=[(F.K), (H.D)]A[(G,Y)_ (H.D)].
5) [(F.K) +¢(G,Y)] (H.D)=[(F.K)_ (H.D)]+:[(G, ) (H.D)].
6) [(F.K) ve(G.Y)] { (HD)=[(F.K), (H.D)Ie[(G, ), (H.D)L.
7) [(F.K) (G, V)], (H.D)=[(F.K) . (H.D)]*[(G,Y) | (H.D)].
8) [(F.K) 6:(G,Y)I, (H.D)=[(FK), (H.D)]6.[(G,Y)  (H.D)].

5.4.2.1. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U), Ug) cebirsel yapisinin birimi @, olan

komutatif, idempotent bir monoid yani simurlt bir yari-latis (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu gostermisti. Sonug 5.3.1 de (Sg(U), _T_) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M),
Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak iizere, TNZ’NM=TNZNM=0@ sart1 altinda komutatif ve

idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, tistelik Teorem 5.3 (10) da, (D@I(F, T)=0gy, yani
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~

@y nin Sg(U) kiimesi lizerinde n

islemi altinda, sol yutan eleman oldugu ve Teorem 5.4.2

~

(i) (2) bashginda, n isleminin U, islemine TNZNM=@ sart1 altinda sagdan dagildig:
gosterilmistir. Sonug olarak, TNZNM= TNZ’NM =0 sartlar1 altinda, (SE(U),US,_T_) cebirsel

yapist bir komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirli bir (sag) yakin yari-

halkadir. Ayrica, (F, K);(Z)Q, # @y oldugundan, (SE(U),US,:) sifir simetrik olmayan bir

(sag) yakin yari-halkadir. Benzer sekilde (SE(U),nS,;) cebirsel yapisinin da sifir simetrik

ve komutatif olmayan, birimsiz ve sifirli, toplamsal idempotent (sag) yakin yari-halka

oldugu gosterilebilir.

Benzer sekilde, (Sg (U),ns,l) cebirsel yapisinin ayni sartlar altinda komutatif ve sifir

simetrik olmayan toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirl bir (sag) yakin yari-halka oldug:
gosterilebilir. Yine, (Sg (U), \e. ) (Sg (U) A, ), (Sp(U), +e. ) Se(U)ve, 1),
(SE(U),As,_T_), (Sg (U),*S,;), (SE(U),GS,I) cebirsel yapilarinin da ayni sartlar altinda

komutatif, sifir simetrik ve idempotent olmayan, birimsiz ve sifirli bir (sag) yakin yari-
halka oldugi gosterilebilir. Buradaki, ilk islemlerin Sg(U) kiimesi {izerinde, TNZNM=0
sart1 altinda (A, islemi sartsiz bir sekilde) birlesmeli oldugu, Aybek (2023) tarafindan

gosterilmistir.

5.4.2.2. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U), Ug) cebirsel yapisinin birimi @, olan

komutatif, idempotent bir monoid yani siirli bir yari-latis (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu géstermisti. Sonug 5.3.1 de (SE(U),_T_) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M),
Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak iizere, TNZ’NM=TNZNM=0@ sart1 altinda komutatif ve
idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, Teorem 5.4.2 (i) (1) basliginda, _T_ isleminin U,
islemine TN(ZAM)=@ sart1 altinda soldan dagildigi, Teorem 5.4.2 (ii) (2) bashglnda,:_
isleminin U, igslemine TNZNM=@ sart1 altinda sagdan dagildig1 gosterilmistir. Sonug

olarak, TNZNM=TNZ’NM=TN(ZAM)=0 sartlar1 altinda, (Sg(U),Ug, , ) cebirsel yapis1 bir

€’+

komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir yari-halkadir.
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5.4.2.3. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U), Ng) cebirsel yapisinin birimi @y olan
komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli bir yari-latis oldugunu gostermisti. Sonu¢
5.3.1 de (SE(U),;) cebirsel yapisiin, (F,T), (G,Z) ve (H,M), Sg(U) kiimesinin elemanlari
olmak tizere, TNZ’NM=TNZNM=@ sart1 altinda komutatif ve idempotent olmayan bir
yarigrup oldugu, Teorem 5.4.2 (i) (2) basliginda, ; isleminin N, islemine TN(ZAM)=0
sartt altinda soldan dagildigi, Teorem 5.4.2 (ii) (1) bashgmda,; isleminin Ng islemine
TNZNM=@ sart1 altinda sagdan dagildig1 gosterilmistir. Sonu¢ olarak, TNZNM=
TNZ’NM= TN(ZAM)=0 sartlar1 altinda, (Sg (U),ns,l) cebirsel yapist bir komutatif

olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir yari-halkadir.

5.4.3. Teorem (F,K), (G,Y), (H,D), U tizerinde esnek kiimeler olmak iizere, asagidaki gibi
esnek ikili pargali art1 isleminin esnek ikili pargali islemlere dagilmasi mevcuttur: Buradaki

esitlikler, KNYND=0 ise saglanir.

1) [(F, K) , (GY)], (HD)=[(F.K)  (H.D)]  [(GY) | (H.D)].

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalim. (F, K);(G,Y):(M,K)Olsun. Burada YweK
i¢in,
Flw), weK-Y
M(w)=
F(w)NG(w), weKNY
(M.K) . (H.D)=(N,K) olsun. Burada YweK igin,

M(w), weK-D
N(w)=
M’(w)UH(w), weKND
Boylece,
Fw), we(K-Y)-D=KNY’ND’
N(w)x F(w)NG(w), we(KNY)-D=KNYND’
| F(w)UH(w), we(K-Y)ND=KNY’ND
[F(w)UG’(0)]U H(w), we(KNY)ND=KNYND
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Simdi esitligin sag tarafina bakalim. [(F,K) I(H,D)] ; [ (G,Y)I (H,D)]. (F, K)_T_

(H,D)=(V,K) olsun. Burada YweK igin;
Flw), weK-D
V(w)=
F’(w)UH(w), weKND
(G,Y); (H,D)=(W,Y) olsun. Burada YweY icin;
G(w), weY-D
W(w)=
G’ (w)UH(w), weYND
(V.K) ~ (W,Y)=(T,K) olsun. Burada YweK igin;

V(w), weK-Y
T(w)=
V(w)NW(w), weKNY
Buradan,
" Fw), we(K-D)-Y=KNY’ND’
F’(w)UH(w), we(KND)-Y=KNY’ND
T(w)=| F(w)NG(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
| Fw) n [6’(0)uHW)], we(K-D)N(YND)=0
[F’(w)UH(w)] NG(w), we(KND)N(Y-D)=¢
[F’(w)UH(w)] N[G’(w)UH(w)],  we(XND)N(YND)=KNYND
Béylecet
[ Flw), weKNY’ND’
F’(w)UH(w), weKNY’ND
T(w)=| Fw)NG(w), weKNYND?’
[F’(w)NG’(w)]UH(w), weKNYND

Béylece KNYND=@ icin N=T oldugu goriilir.

Asagida yer alan esitlikler de KNYND=0 sart1 altinda saglanir. ispatlar benzer sekilde

yapildig1 i¢in, ispatlar1 verilmeyecektir.

2I(F, K) |, (GY)], (HD)=[(FK) (HD)] |[(GY) | (H.D)L.
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3)I(F, K) \ (G (H.D)=[F.K); (HD)] | [(G,Y) | (HD)]
I(F, K) (G )], (HD)=[(F.K) L (HD)] ; [(GY) , (HD)]
5I(F. K) , (G.Y)]; (HD)=[(F.K) (HD)] , [(GY) ; (H.D)].
B)I(F. K) , GV} (HD)=[F.K) {(HD)] , [(G,Y) | (HD)]
DIF. K) , G Y], (HD)=[FK) L (HD)], [(GY), (HD)]
B)I(F. K) g (G, (H.D)=[(F.K) L (H.D)] 4 [(G,Y) (H.D)].

9) [(F.K) 5 GV, (HD)=[(F.K) L (H.D)]; [(GY) (HD)]

5.4.3.1. Sonu¢ Bu tezimizde, (F,T), (G,Z2) ve (H,M), Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak
tizere, TNZ’NM=@ sart1 altinda (Sg (U), ;) cebirsel yapisinin komutatif olmayan,

idempotent bir yarigrup yani bir band oldugu gosterildi. Sonug¢ 5.3.1 de (Sg(U), _T_) cebirsel

yapismin, (F,T), (G,Z) ve (H,M), Sg(U) kiimesinin eclemanlar1 olmak iizere,
TNZ’NM=TNZNM=0 sart1 altinda komutatif ve idempotent olmayan bir yarigrup oldugu,

~ ~

Teorem 5.4.3 (1) bashginda, n isleminin n islemine TNZNM=@ sart1i altinda sagdan
dagildig1 gosterilmistir. Sonug olarak, TNZNM= TNZ’NM=@ sartlar1 altinda, (Sg(U), ;

, +) cebirsel yapisi bir komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir

(sag) yakin yari-halkadir.

5.4.3.2. Sonu¢ Bu tezimizde, (F,T), (G,Z2) ve (H,M), Sg(U) kiimesinin elemanlar1 olmak

tizere, TNZ’NM=@ sart1 altinda (Sg (U), G) cebirsel yapisinin komutatif olmayan,

idempotent bir yar1 grup yani bir band oldugu gosterildi. Sonu¢ 5.3.1 de (Sg(U), _T_)

cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M), Se(U) kiimesinin elemanlari olmak {izere,
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TNZ’NM=TNZNM=0 sart1 altinda komutatif ve idempotent olmayan bir yar1 grup oldugu,
Teorem 5.4.3 (2) bashginda, _T_ isleminin ; islemine TNZNM=@ sart1 altinda sagdan

dagildig1 gosterilmistir. Sonug olarak, TNZNM= TNZ’NM=@ sartlar1 altinda, (Sg(U), G

, +) cebirsel yapisi bir komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir

(sag) yakin yari-halkadir.

5.4.3.3. Sonu¢ (F,T), (G,Z2) ve (H,M), Se(U) kiimesinin elemanlart olmak iizere,

TNZ'NM=TNZAM=0 sarti altinda, (Sg (U), \ + 4 )r Sz (U), 7.4 ) Ge (W), 40 1),

(SE(U),y, +), (Se(V),, . +), (SE(U),e : +) cebirsel yapilariin, komutatif ve idempotent
olmayan, birimsiz ve sifirsiz bir (sag) yakin yari-halka oldugu gosterilebilir. Buradaki, ilk
islemlerin Sg (U) kiimesi tizerinde, TNZ’NM=TNZNM=@ sart1 altinda ( Z islemi

TNZ’NM=0 sart1 altinda) birlesmeli oldugu, bu tezin ilerleyen kisimlarinda gosterilmistir.



123

6. ESNEK IKiLi PARCALI GAMMA ISLEMI

Bu boliimde, esnek ikili pargali gamma adi verilen yeni esnek kiime islemi tanitilmas,
ornegi verilmis, islemin cebirsel 6zellikleri ile birlikte diger esnek kiime islemleri ile olan
iliskisine bakilarak dagilma kurallart ve Sg(U) kiimesi iizerinde bu islemin hangi cebirsel

yapilart olusturdugu incelenmis ve ¢ok 6nemli sonuglar elde edilmistir.

6.1. Tanim (F,K) ve (G,Y), U iizerinde taniml iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin
(F, K); (G,Y) ile gosterilen esnek ikili pargali gamma islemi Vw €K igin,

Flw) , weK-Y
H(w)=

F’(w)NG(w), weKNY

olmak iizere (F,K);(G,Y)Z(H,K) ile tanimlanir.

6.2. Ornek E={e,,e,,e3,e,} parametre kiimesi, K={e,,e,}, Y={e,,e5,e,} E’nin iki alt
kiimesi, U={h;,h,, h3,hy, hg, hg} evrensel kiime, (F,K) ve (G,Y), U iizerinde (F,K)={(ey,
{hz,hy,he}), (eq,{hy, by, hshe P} (GY)={( e, {hy,hy}), (es {h;, h3 hyhs}),
(e4,{h,, hs,h,}) olarak tanimlanan iki esnek kiime olsun. (F,K) ; (G,Y)=(H,K) olmak
lzere,

Flw), weK-Y
H(w)=

F’(w)NG(w), weKNY
Burada, K={e;,e,}, K—Y={e;} olmak iizere, Vw € K — Y={e,} i¢cin, H(w)=F(w) olup,
H(e,)=F(e;)={h,, hy,he}, Vo € KN Y={e,} i¢in, H(w)=F'(w) NG(w) olup, H(e,)=F’(e,)
NG(e,)={h;,h, }n{h,, h3 h,}={h;, h, } Boylece,(F,K) ; GY)={( e1,{hy,hy, he}),

es, {hs, ha})}.

6.3. Teorem (islemin Cebirsel Ozellikleri)

1);, Se(U) kiimesi tizerinde kapalidir.
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~
2

fspat.‘ Y

nin Sg(U) tizerinde ikili islem oldugu agiktir. Yani,
,Se(U)x Se(U)- Se(U)
(FK), (G.Y)) = (F.K)_(G,Y)=(HK)
olup, (F,K) ve (G,Y), U iizerinde iki esnek kiime oldugunda (F,T) ; (G,Y) de, U tizerinde

bir esnek kiimedir. KSE sabit bir parametre kiimesi olmak {izere, ., ’nin Sk(U) ilizerinde de

Y
bir ikili islem oldugu aciktir.

2) KNY’ND=KNYND=g ise [(F,K) ;(G,Y)] ; (H,D)=(F K) ; [(G,Y) ; (H,D)].

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F, K);(G,Y)=(T,K) olsun. Burada YweK
i¢in;

Fw), weK-Y
T(w)=

F(w)NG(w) , weKNY

(T.K) ;(H,D):(M,K) olsun. Burada, YweK icin:

T(w), weK-D
M(w)=
T’ (w)NH(w) , weKND
Boylece,
| Fw), we(K-Y)-D=KNY’ND’
M(w)= | F(w)NG(w), we(KNY)-D=KNYND’
| Pw)nH(Ww), we(K-Y)ND=KNY’ND
 [F(0)uG’(w)]NH(w), we(KNY)ND=KNYND

(G,Y);(H,D):(K,Y) olsun. Burada YweY igin:

G(w), weY-D
K(w)=
G’(w)NH(w) , weYND

(F, K);(K,Y):(S,K) olsun. Burada VoeK igin:
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Fw), weK-Y
S(w)=
F(w)NK(w),  weKNY
Boylece,
Flw), weK-Y
S(w)=- F(w)NG(w), weKN(Y-D)=KNYND’

F'(w) N[G’(w)NH(w)], weKN(YND)=KNYND
S fonksiyonundaki, K-Y ye bakacak olursak, K-Y=KNY” olup, eger weY’ ise weD-Y
veya we(YUD)’. Buradan weK-Y ise weKNY’ND’ ve weKNY’ND olur. Boylece,
KNY’ND=KNYND= @ i¢cin M=S olur. Yani uygun kosullar altinda, Sg (U) kiimesi

iizerinde : islemi birlesme 6zelligine sahiptir.
3)[(FK) , (GK), (HK) % (FK) |, [(GK) , (HK)]

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F, K);(G,K)=(T,K) olsun. Burada YweK

i¢in;
F(w), weK-K=0
T(w)=
F(w)NG(w), weKNK=K
(T.K) ;,' (H,K)=(M,K) olsun. Burada YweK igin:
T(w), weK-K=0
M(w)=
T’ (w)NH(w) , weKNK=K

Boylece,

T(w), weK-K=0
M(w)=

[F(w)UG’(w)]NH(w),  weKNK=K

Simdi de esitligin sag tarafina bakalim. (G,K);(H,K):(L,K) olsun. Burada VweK i¢in;

G(w), weK-K=0
L(w)=
G’(w)UH(w) , weKNK=K
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(F,K) ; (L,K)=(N,K) olsun. Burada YweK icin;

F(w), weK-K=0
N(w)=

F’(w)NL(w) , weKNK=K
Boylece,

Flw), weK-K=0
N(w)=

F’(w)N[G'(w) UH(w)], weKNK=K

Buradan M#N oldugu goriiliir. Yani Sg(U) kiimesi tizerinde (parametre kiimeleri ayni olan

esnek kiimeler iizerinde), y isleminin birlesme 6zelligi yoktur.
4) (F,K) | (GY)A(G, V), (F.K).

Ispat: (F,K) ;(G,Y)=(H,K) olsun. Burada VoeK icin:
Flw), weK-Y
H(w)=
F(w)NG(w), weKNY
(G,Y) ; (F,K)=(T,Y) olsun. Burada YweY igin;
G(w), weY-K
T(w)=
G’ (w)NF(w), weYNK
Burada, sol taraftaki esnek kiimenin parametre kiimesi K; sag taraftaki esnek kiimenin

parametre kiimesi Y dir. Boylece esnek kiimelerin esitligi tanimi1 geregi;

(F.K) | (GY)AGY) |, (FK).

yrica, (F, - JK)A(G,K N F,K) oldugu agiktir. Yani, Sg ve KC E sabit bir
A FKY(G)(G)Y( ) old k Sg (U) KC E sabit b

y islemi degisme ozelligine sahip

paramere kiimesi olmak iizere, Skg(U) kiimesi lizerinde

degildir.
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6.3.1. Sonu¢ Teorem 6.3 (1), (2) ve (4) den, (F,K), (G)Y) ve (H,D), Se(U) kiimesinin
elemanlar1 olmak tizere, KNY’ND=KNYND=@ sart1 altinda (Sg (U),;) komutatif ve
idempotent olmayan bir yarigruptur. K< E sabir bir parametre kiimesi olmak {izere,
(SK(U),;) cebirsel yapist Teorem 6.3 (3) den, birlesme 6zelligine sahip olmadigi i¢in

yarigrup olamaz; fakat bu yapimin komutatif olmayan bir grupoid oldugu agiktir.
5) (F,K) Y(F,K)z Dk.

Ispat: (F, K); (F,K)=(H,K) olsun. Burada VweK igin;

Flw), weK-K=0
H(w)=
F’(w)NF(w) weKNK=K
Burada, VYweK i¢in, H(w)=F’(w)NF(w)= @, boylece (H,K)= Q. Yani, Sg (U) kiimesi

iizerinde ; islemi, denk giicliiliik 6zelligine sahip degildir.
6) (F,K) Y D =0k.

Ispat: x=(S,K) olsun. Burada YweK i¢in; S(w)=@. (F, K);(S,K):(H,K) olsun. Burada

VweK i¢in,

Flw), weK-K=0
H(w)=

F’(w)NS(w), weKNK=K

Boylece, VweK i¢in, H(w)=F’(w)NS(w)=F’(w)N@=@. Buradan (H,K)=0k. Sx(U) kiimesi

iizerinde y isleminin sag yutan eleman1 @x esnek kiimesidir.

7) @K;(F, K) = (F,K).

Ispat: @k =(S,K) olsun. Buradan, YweK icin, S(w)=0. (S,K) ;(F,K):(H,K) olsun.

Buradan, YweK icin,
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S(w) , weK-K =@
H(w)=
S’(w)NF(w), weKNK=K
Buradan, VweK i¢in, H(w)= S’(w)NF(w)= UNnF(w)= F(w) olup, (H,K)=(F,K). Sx(U)

~

kiimesi lizerinde y isleminin sol birim eleman1 @x esnek kiimesidir.

8) (F,K) , 8=

Ispat: ®=(S,E) olsun. Burada VweE; S(w)=0. (F, K);(S,E)Z(H,K). Boylece, VweK igin,

F(w), weK-E=0
H(w)=
F’(w)NS(w), weKNE=K
Buradan, YweK i¢in; H(w)=F’(w)NS(w)=F’(w)N@=@ olur ve bdylece (H,K)= @ .

9) (F,K) , 8p=(F.K).

Ispat: §y=(S, @) ve (F,K);(S, @)=(H,K) olsun. Boylece, VweK igin,

F(w), weK-P=K
H(w)=
F(w)NS(w), weKN@=0

~

Buradan, YweK i¢in; H(w)=F(w) olup, (H,K)=(F,K). Sg(U) kiimesi lizerinde y

isleminin

sag birim eleman1 @y esnek kiimesidir.

Ispat: y=(S,0) ve (S,(Z));(F,K)Z(H,(D) olsun. @y, parametre kiimesi bos kiime olan tek

~

esnek kiime oldugu i¢in, (H,@)=@, olur. Yani, Sg(U) kiimesi lizerinde y islemi igin, her

elemanin sag birim eleman olan @y ye gore sol tersi, @y esnek kiimesidir. Ayrica, Sg(U)

~

kiimesi tizerinde y isleminin sol yutan eleman: @, esnek kiimesidir.
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6.3.2. Sonu¢ Teorem 6.3 (1), (2), (9) ve (10) dan, (F,K), (G,Y) ve (H,D), Se(U) kiimesinin
elemanlar1 olmak tizere, KNY’ND=KNYND=0@ sart1 altinda (SE(U),;) cebirsel yapisi, sag

birimi @4 , her elemanin sol tersi @ olan idempotent olmayan bir sol-sag sistemdir.
11) Ug , (F,K)=0x.

Ispat: Ug=(T,K). Buradan, YweK icin, T(w)=U. (T,K) ; (F,K)=(H,K) olsun. Buradan
VweK icin,
T(w), weK-K=0
H(w)=
T’ (w)NF(w), weKNK=K
Buradan YweK icin, H(w)= T’ (w)NF(w)=@NF(w)= @ dolaysiyla (H,K)=0.

12) (F, K); Ur=(F,K)".

Ispat: Ug=(T,K) olsun. Burada YweK icin, T(w)=U. (F, K);(T, K)=(H,K) olsun. Burada
VweK i¢in;
Fw), weK-K=0
H(w)=
F(0)NT(w), weKNK=K
Buradan, YweK ig¢in; H(w)=F’(w)NT(w)=F’(w)NU= F’(w) olur ve béylece (H,K)=(F,K)".

13) (F,K) , Up=(F.K)"

Ispat: Ug=(T,E) olsun. Burada YweE icin, T(w)=U. (F, K);(T, E)=(H,K) olsun. Burada
VweK i¢in ;
Flw), weK-E=Q
H(w)=
F(w)NT(w), weKNE=K
Buradan, YweK i¢in, H(w)=F’(w)NT(w)=F’(w)NU=F’(w) olur. (H,K)=(F,K)".
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14) (F, K);(F, K)'=(F, K)".

Ispat: (F,K)*=(H,K) olsun. Burada YweK icin, H(w)=F(w). (F, K);(H, K)=(T,K) olsun.

Burada VweK igin,

Flw), weK-K=0
T(w)=

F’(w)NH(w), weKNK=K

Buradan, YweK igin, T(w)=F’(w)NH(w)=F’(0)NF’(w)= F’(w) olur. Burada (T,K)=
(F,K)"

~

Sg(U) kiimesi iizerinde, her esnek kiimenin tiimleyeni y

islemi i¢in kendisinin sagda yutan

elemanidir.

15) (F,K)r; (F, K)=(FK).

Ispat: (F,K)'=(H,K). Buradan, YweK icin, H(w)=F'(w). (H, K);(F,K)=(T,K) olsun.

VweK igin,

H(w), weK-K =0
T(w)=

H’(w)NF(w), weKNK =K

Boylece, VweK icin, T(w)= H(w)NF(w)= F(w)NF(w)=F(w) olur. (T,K)=(F,K). Sg(V)

kiimesi iizerinde, her esnek kiimenin tiimleyeni ,, islemi i¢in kendisinin solda birim

y
elemandir.
_ %
16) [(F,K) y(G,Y)]r:(F,K) ~ (G)Y).
A

Ispat: (F, K); (G,Y)=(H,K) olsun. Burada YweK igin,
Flw), weK-Y

H(w)=
F(0)NG(w), wekKNY

(H, K)'=(T,K) olsun. Burada YweK igin,
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F’(w), weK-Y
T(w)=
F(w)UG’(w), weKNY

%k
Boylece, (T,K)=(F,K) ~ (G,Y).
\

17) (F,K) ;(G, K) = Ug &(F,K) = B ve (G,K) = Ug.

Ispat: (F,K) ;(G, K) = (T, K) olsun. Burada YweK igin,

F(w), weK-K=0
T(w)=
F’(w)NG(w), weKNK=K
(T,K) = Uk oldugundan, VweK ig¢in, T(w)=U.
Buradan, VweK igin, T(w)=F’(w)NG(w)=U © Vw € Kicin, F’(w)=U ve G(w)=U <
VweK i¢in, F(w)= @ ve G(w)=U < (F,K) = @ ve (G,K) = Ug.

18) B¢ € (F,K) ;(G, Y) ve @y € (G, Y);(F, K).
19) (F, K);(G,Y) & Uy ve (G,Y);(F, K) € Uy.
20) (F, K) ;(G,K) € (F,K)" ve (F,K) ;(G,K) & (G,K).

Ispat: (F,K) ;(G,K):(H,K) olsun. Burada VeweK icin,
Flw), weK-K=0
H(w)=
F’(w)NG(w), weKNK=K
VoweK; Hw)= F(0)NGw) € F(w), (F, K);(G, K) € (F,K)". (F, K); (G,K) € (G,K)

benzer sekilde gosterilebilir.
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21) (F.K) € (G,K) ise (H,2) ;(F, K) € (H,2) ;(G, K) ve (G,K) ;(H, K) € (F.K) ;(H, K).

Ispat: (F,K)E (G,K) olsun. Buradan, YweK i¢in, F(w)<S G(w) ve dolayisiyla, G’(w)S
F'(w). (H,2) ;(F, K) = (W,Z) olsun. Béylece, VweZ igin,

H(w), weZ-K
W(w)=
H(w)NF(w), weZNK

(H,2) ;(G, K)=(L,Z) olsun. Béylece, YweZ icin,

H(w), weZ-K
L(w)=
H(w)NG(w), weZNK
Boylece, VweZ-K i¢in, W(w)=H(w)EH(w)=L(w), YVweZNK i¢in W(w)=H’(w)

NF(w)SH’ (w) NG(w)=L(w) olup, (H,Z);(F, K) € (H,2) ;(G, K). Aym sartlar altinda,

VweK icin, G’(w) NH(w)SF’ (w)NH(w) olup, (G,K) ;(H, K) € (F,K) ;(H, K).

22) (H,2) ;(F, K) € (H,2) ;(G, K) ise (F,K) (G,K) olmak zorunda degildir. Benzer

sekilde, (G,K) (H,K) € (F.K) - (H,K) ise (F,K)E (G,K) olmak zorunda degildir. Yani
Y Y

Teorem 6.3. (21) nin tersi dogru degildir.

Ispat: Teorem 6.3. (21) in tersi dogru olmadigmni gostermek icin bir 6rnek verelim.
E={e;,e;,e3,e4 €5} parametre kiimesi, K={e;,e3} ve Z={e;,e3, es} E’nin iki alt kiimesi,
U={ h; , hy,h; , hy,hs } evrensel kime, (F,K), (GK) ve (H,Z), U fiizerinde

(F.K)={ (e1, hz,hs}), (es {hy, hy,hs H} (GK)={(ey, {hy }).(es .{hy hy D},
(H,2)={( e,,U),(e5,U),(es, {h, hs})}olarak tanimlanan esnek kiimeler olsun.

(H,Z);(F, K) = (L,Z) olmak tizere Vw € Z-K={e} icin, L(es)=H(es)={h,, hs}; Vw €
ZnK={ey,e3;} icin, L(e;)=H’(e;) NF(e;)=0, L(e3)=H’(e3) NF(e3)=0@. Buradan,

(H2), (F,K)={(e1, 0),(e3, @), (es, (B, hs )}
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Simdi de, (H,2) ;(G, K)=( W,Z) olmak iizere VweZ -K={ es } igin,
W(es) =H(es) = {hy, hs}.; Vw e ZNn K={e;,e3 } i¢cin, W(e;) =H’(e;) NG(e, )=9,

W(e3;)=H’(e3)NG(e3)=0. Boylece (H,Z);(G, K)={(e1, ©).(e3, @).(es, {hz, hs}}.

Buradan, (H,Z);(F, K) € (H,Z);(G,K); fakat (F,K) € (G, K) olmadigi aciktir. Benzer

sekilde, (G,K) ;(H, K) € (FK) ;(H, K) ise (F,K)E (G,K) olmak zorunda olmadigin1 ayni

ornek iizerinde, (H,K)={(e;,?),(e5,0)} secilerek gosterilebilir.

23) (F,T)E (G,T) ve (KT)E (LT) ise (G,T);(K,T)i(F,T);(L,T) ve (L,T);(F,T)

§(K,T);(G,T).

Ispat: (F,T)E (G, T) olsun. Buradan, V weT i¢gin, F(w)E G(w). Bdylece VweT igin,

G (w)< F'(w). (G,T);(K,T):(M,T) olsun. Boylece, VweT i¢in, M(w)=G’(w)NK(w).
(F,T);(L,T)=(N,T) olsun. Boéylece, V weT igin, N(w)=F’(w) NL(w). VweT i¢in, G’(w)<
F'(w) oldugundan, M(w)=G’(w)NK(w)SF’(w)NL(w)=N(w) olur. Bdylece, (G,T);(K,T)

E(F,T) ;(L,T). Ayni sartlar altinda, (L,T);(F,T) Q(K,T);(G,T) oldugu benzer sekilde

gosterilebilir.

6.4. Teorem (F,K), (G, Y), (H,D), U fizerinde esnek kiimeler olmak {iizere, asagidaki gibi

esnek ikili parcali gamma isleminin diger esnek kiime islemlere dagilmasi mevcuttur:

6.4.1. Teorem (F,K), (G, Y), (H,D), U iizerinde esnek kiimeler olmak {izere, asagidaki gibi

esnek ikili parcali gamma isleminin kisitlanmis islemlere dagilmasi mevcuttur:
i) Esnek ikili Pargali Gamma Isleminin Kisitlanmis Islemlere Soldan Dagilmast:

Bu alt baslik altindaki (1) ve (2) numarali esitlikler, KN (YAD) = @ sart1 ile saglanur.

) (F,K)  [(G, V) N(HDI=I(F, K, (GYVINRIEK) |, (HD)]
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Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafimi ele alalm. (G,Y) Ng(H,D)=(M,YND) olsun. Burada

VweYND, M(w)=G(w)NH(w). (F,K) ;(M,YOD)=(N,K) olsun. Burada YweK i¢in,

[ Fw), weK-(YND)
N(w)=
_ F(w)"M(w), weKN(YND)
[ Fow), weK-(YND)
N(w)= -
F'(0)N[G(w)NH(w)],  weKN(YND)

Simdi esitligin sag tarafina bakalim. [ (F, K); (GY)] ng [ (F,K) ; (H,D)]. (F,K) ;
(G,Y)=(V,K) olsun. Burada VweK igin,
Flw), weK-Y
V(w)=
F’(w)NG(w), weKNY
(F, K); (H,D)=(W,K) olsun. Burada YweK ig¢in,
Fw), weK-D
W(w)=
F’(w)NH(w), weKND
(V,K) Nng(W,K)=(T,K) olsun. Burada VweK i¢in, T(w)=V(w)NW(w),

| F(w)NF(w), we(K-Y)N(K-D)
T(w)= | F(w)N] F’(w)NH(w)], we(K-Y)N(KND)
| [ F’(w)NG(w)]NF(w), we(KNY)N(K-D)
| [F(w)NG(w)]N[F’(w)NH(w)], we(XNY)N(KND)
Buradan,
Flw), weKNY’ND’
T(w)= 0, weKNY’ND
| @, weKNYND’
g F’(w)NG(w)NH(w) , weKNYND

N fonksiyonun ilk satirindaki parametre kiimesi dikkate alindiginda K-(YND)=KN(YND)'
olup eger we(YND)' ise weY-D veya weD-Y veya weYUD olarak diisiinebiliriz.
Boylece, weK-(YND) ise weKN(YND') veya weKN(Y'ND) veya weKN(Y'ND").
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Boylece KNY'ND=KNYND'=@ igin, N=T oldugu gorillir. KNY'ND=KnNnYnN
D'=@ sartinin KN (YAD) = @ sartina denk oldugu asikardur.

2) (F,K)  [(G.Y) Ur(HD)I=[(F, K) , (GY)]UR[(F,K) |, (H.D]
3) KNY'ND'=KNYND’=g, (F, K) ;[(G, Y)\r(H,DI=[(F, K); (G,Y)\RI(F, K) ; (H,D)].

Ispat: 1k olarak esitligin sol tarafin1 ele alalim. (G,Y)\gr(H,D)=(M,YND) olsun. Burada

VYweYND, M(w)=G(w)—H(w). (F,K) ;(M,YDD)Z(N,K) olsun. Burada VweK i¢in,

[ Fw), weK-(YND)
N(w)=
F(w)NM(w), wekKN(YND)
M Flw), weK-(YND)
N(w)=-
F’(w)N[G(w)-H(w)], weKN(YND)

Simdi esitligin sag tarafina bakalim. (F, K) ; (G,Y)=(V,K) olsun. Burada VweK igin,
Flw), weK-Y
V(w)=
F(w)NG(w), weKNY
(F, K); (H,D)=(W,K) olsun. Burada YweK igin,
Flw), weK-D
W(w)=
F’(w)NH(w), weKND

(V,K) \r(W,K)=(T,K) olsun. Burada YweK i¢in, T(w)=V(w)\W(w),

[ Fw)-F(w), we(K-Y)N(K-D)
T(w)= | F(w)-[F(w)NH(w)], we(K-Y)N(KND)
| [P (0)NG()]-F(w), we(KNY)N(K-D)
| [F(@NG@)]-[F(@)NH@)],  weKNY)NEKND)

Buradan,
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@, weKNY’ND’

T(w)=| F(w), weKNY’ND
7 F'(w) NG(w) weKNYND’
F’(w)N[G(w)-H(w) ], weKNYND

Buradan, KNY'ND'=KNYND’=@ i¢in, N=T oldugu goriiliir.

ii) Esnek Ikili Parcali Gamma Isleminin Kisitlanmis Islemlere Sagdan Dagilmast:
Bu alt baglik altindaki esitlikler, KN'Y N D = @ igin saglanir.

DI(FK) U (GY)], (HD)=[(F,K),, (H.D)U[(G,Y) , (HD)]

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalm. (F,K)Ur(G,Y)=(M,KNY) olsun. Burada,

VYweKNY i¢in, M(w)=F(w)UG(w). (M,KNY) ;(H,D)Z(N,KOY) olsun. Burada, VweKNY

i¢in,
M(w), we(KNY)-D
N(w)=
M’ (w)NH(w), we(KNY)ND
Buradan,
F(w)UG(w), we(KNY)-D=KNYND’
N(w)=
[F(w)NG(w)]NH(w),  we(KNY)ND

Simdi esitligin sag tarafina bakalim.

[(F,K) ;(H,D)]UR[(G, Y) ;(H,D)]. (F,K) ;(H,D):(V,K) olsun. Burada, VoweK icin,

Flw), weK-D
V(w)=
F’(w)NH(w) , weKND

G,Y)- (H,D)=(W,Y) olsun. Burada, VoeY icin,
(G.Y)y

G(w), weY-D
W(w)=
G’(w) NH(w), weYND
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(V,K)Ug (W,Y)=(T,KNY) olsun. Burada, VweKNY i¢in, T(w)=V(w) UW(w),

[ F(w)UG(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
T(w)= F(w)V[G’(w)NH(w)], we(K-D)N(YND)=0
] [F(w)NH(w)]UG(w), we(KND)N(Y-D)=0
[F’(0)NH(w)]V[G’ (w)NH(w)], we(KND)N(YND)=KNYND
Buradan, -
F(w)UG(w), weKNYND’
T(w)={ [F(0)UG’(w)]NH(w), weKNYND

Boylece KN YN D = @ icin N=T oldugu goriiliir.
2[(FK) g (G V)] (HD)=IF, K) | (HD)INR(G, Y) , (H.D)]

IFK) \r (G.Y)], (HD)=I(F.K),, (HD)N\[(G.Y) , (H.D)]

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalim. (F,K)\r(G,Y)=(M,KNY) olsun. Burada,

VYweKNY i¢in, M(w)=F(w)-G(w). (M,KNY) ;(H,D)Z(N,KOY) olsun. Burada, VweKNY

i¢in,
| M(w), we(KNY)-D
N(w)=—
M’ (w)NH(w), we(KNY)ND
Buradan,
| F(w)-G(w), we(KNY)-D=KNYND’
N(w)=_
[F(w)UG(w)]NH(w),  we(KNY)ND

Simdi esitligin sag tarafina bakalim. [(F, K) ;(H,D)]\R[(G, Y) ;(H,D)].

(F,K) ;(H,D):(V,K) olsun. Burada, YweK igin,

Flw), weK-D
V(w)=
F’(w0)NH(w) , wekKND

G,Y)~ (H,D)=(W,Y) olsun. Burada, VoweY icin,
G.Y)y
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G(w), weY-D
W(w)=
G’(w) NH(w), weYND
(V,K\rR(W,Y)=(T,KNY) olsun. Burada, YweKNY ig¢in, T(w)=V(w) \W(w),
[ F(w)-G(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
T(w)=| Fw)-[G’(w)NH(w)], we(K-D)N(YND)=0
P (0)NHW)]-Gw), we(KND)N(Y-D)=¢
| [F(0)NH()]-[G’ (w)NH(w)], we(KND)N(YND)=KNYND
Buradan,
F(w)-G(w), weKNYND’
T(w)={ [F’(w) NG(w)]NH(w),  weKNYND

Boylece KN Y N D = @ i¢cin N=T oldugu goriiliir.

6.4.1.1. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),Ug) cebirsel yapisinin birimi @ olan

komutatif, idempotent bir monoid yani siirli bir yari-latis oldugu (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu gostermisti. Sonug 6.3.1 de (Sg(U), ;) cebirsel yapisiin, (F,T), (G,Z) ve (H,M),

Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM =TNZNM=@ sart1 altinda komutatif

~

ve idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, Teorem 6.4.1 (i) (2) basghginda, y isleminin

~

Ug islemine KN (YAD) = @ sart1 ile soldan dagildigi, Teorem 6.4.1 (ii) (1) bashiginda, y
isleminin Uy islemine TNZ N M = @ sart1 altinda sagdan dagildig1 gosterilmistir. Sonug
olarak, TNZ’NM=TNZNM=@ sartlar1 altinda, (Sg (U),UR,;) cebirsel yapisi komutatif

olmayan, toplamsal idempotent birimsiz ve sifirsiz bir yari-halkadir.

6.4.1.2. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),Ng) cebirsel yapisinin birimi Ug olan

komutatif, idempotent bir monoid yani smirli bir yari-latis oldugu oldugunu (dolayisiyla
bir yarigrup) oldugunu gostermisti. Sonug¢ 6.3.1 de (Sg(U), ;) cebirsel yapisinin, (F,T),

(G,2) ve (H,M), Sg(U) kiimesinin elemanlart olmak tizere, TNZ’NM =TNZNM=0 sarti

altinda komutatif ve idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, Teorem 6.4.1 (i) (1)

basliginda, y isleminin Ny islemine KN (YAD) = @ sart1 ile soldan dagildigi, Teorem

~

6.4.1 (ii) (2) bashginda, y isleminin Ng islemine TNZNM = @ sart1 altinda sagdan
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gosterilmistir. Sonug olarak, TNZ’NM =TNZNM=@ sartlar1 altinda, (SE(U),nR,;) cebirsel

yapis1 komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir yari-halkadir.

6.4.1.3. Not (Sg(U),\r) cebirsel yapist birlesme 6zelligine sahip olmadigi igin bir yarigrup

~

olamayacagindan y

islemi ile birlikte bir cebirsel yap1 olusturmasi beklenemez.

6.4.2. Teorem (F,K), (G,Y), (H,D), U iizerinde esnek kiimeler olmak {izere, asagidaki gibi

esnek ikili pargali gamma isleminin genisletilmis islemlere dagilmasi mevcuttur:

i) Esnek Ikili Par¢al1 Gamma Isleminin Genisletilmis Islemlere Soldan Dagilmast:

Bu alt baglik altindaki (1) ve (2) numarali esitlikler, KN(YAD)=0 ise saglanir.
D(FK)y (6 Y)UHDYIF.K) (6] Ue [(FK) y (H, D).

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alahm. (G,Y) U.(H,D)=(M,YUD) olsun. Burada
YweYUD i¢in;

G(w), weY-D
M(w)=— H(w), weD-Y

G(w)UH(w), weYND

(F,K) ;(M,YUD):(N,K) olsun. Burada YaweK igin:

Flw), weK-(YUD)
N(w)=
F'(w) "M(w), weKN(YUD)
Buradan,
" Fw), weK-(YUD)=KNY’ND’
N(w)=| F(w)NG(w), weKN(Y-D)=KNYND’
| F(0)NH(w), weKN(D-Y)=KNY’ND
F(w)N[(G(w)UH(w)],  ©eKNYND=KNYND
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Simdi esitligin sag tarafina bakalim: [(F,K ); (GY)] Ue [(FK) ;(H, D) ].

(F, K); (G, Y)=(V,K) olsun. Burada VweK icin

F(w), weK-Y
V(w)=
F’(w)NG(w), weKNY

(F.K) ;(H, D)=(W,K) olsun. Burada VweK icin;

" Fw), weK-D
W(w)=—
_ FP(w)NH(w), weKND
(V,K) Ug(W,K)=(T,K) olsun. Burada VweK ig¢in;
 V(w), weK-K=0
T(w)=J W(w), weK-K=0
V(w) NW(w), weKNK=K
Buradan,
[ F(w) UF(w), we(K-Y)N(K-D)= KNY’ND’
F(w) U [F(w)NH(w)], we(K-Y)N(KND)=KNY’ND
T)= | [F(0)NG(w)]UF(w), we(KNY)N(K-D)= KNYND’
[F’(0)NG(w)]U[F’(w)NH(w)], we(KNY)NKND)=KNYND
Béylece,h
| Fw), we(K-Y)N(K-D)= KNY’ND’
F(w)UH(w), we(K-Y)N(KND)=KNY’ND
T(w)= | G(w)UF(w), we(KNY)N(K-D)= KNYND’
F’(w)N[G(w)UH(w)], we(KNY)N(KND)=KNYND

KNY’ND=KNYND’=@ i¢in N=T oldugu gorilir. KNY’ND=KNYND’=@ sartinin,
KN(YAD)=0 sartina denk oldugu asikardir.

2) (F,K)  [GY)N(HD)I=I(F.K) (G Y)] N [(F.K) | (H, D)

3)KNY’ND’=KNY’ND=0 ise (F, K);[(G,Y)\S(H,D)]:[(F,K) ;(G,Y)] \. [(F.K) ;(H, D)].
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Ispat: 1lk olarak esitligin sol tarafimi ele alalm. (G,Y)\¢(H,D)=(M,YUD) olsun. Burada

YweYUD igin;
G(w),
M(w)= - H(w),
G(w)-H(w),

weY-D
weD-Y
weYND

(F,K) ;(M,YUD)z(N,K) olsun. Burada VweK igin;

F(w),
N(w)=
F'(w) "M(w) ,
Buradan,
[ Fw),

N(w)=| F(w)NG(w),
F(w)NH(w),
| F(0)N[(G(w)-Hw)],  weKNYND=KNYND

weK-(YuD)

weKN(YUD)

weK-(YUD)=KNY’ND’
weKN(Y-D)=KNYND’
weKN(D-Y)=KNY’ND

Simdi esitligin sag tarafina bakalim:

[(F.K) ;(G,Y)]\S[(F,K) ;(H, D)]. (F, K); (G, Y)=(V,K) olsun. Burada YweK icin

F(w),
V(w)=
F(w)NG(w),

weK-Y

weKNY

(F.K) ;(H, D)=(W,K) olsun. Burada VweK icin;

weK-D

weKND

(V,K) \¢(W,K)=(T,K) olsun. Burada VweK igin;

F(w),
W(w)=

| F(0)nH(w),

V(w),
T(w)=+ W(w),

V(w)-W(w),
Buradan\,

| F(w)-F(w)

F(w)-[F’(@)NH(w)],
T(w)=]| [F(0)NG(w)]-F(w),
[F*(0)NG(w)]-[F’(w)NH(w)], we(KNY)N(KND)=KNYND

weK-K=0
weK-K=0
weKNK=K

we(K-Y)N(K-D)= KNY’ND’
we(K-Y)N(KND)=KNY’ND
we(KNY)N(K-D)= KNYND’



Boylece,

Ty F(@)NG(w)

@, we(K-Y)N(K-D)= KNY’ND’
Fw), we(K-Y)N(KND)=KNY’ND
we(KNY)N(K-D)= KNYND’
| P(0)N[G(w)-Hw)],  we®NY)NEKND)=KNYND

KNY’ND’=KNY’ND=0 i¢in N=T oldugu goriiliir.

ii) Esnek Ikili Pargali Gamma Isleminin Genisletilmis Islemlere Sagdan Dagilmast:

Bu alt baglik altindaki esitlikler KN'YND=@ ise saglanir.

DI(FK) NG (H.D)=[(F.K), (HD)INCL(G,Y) | (HD)]
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Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalm. (F,K) N.(G,Y)=(M,KUY) olsun. Burada

VweKUY igin;
Fw), weK-Y
M(w)=4 G(w), weY-K

F(w)NG(w), weKNY

(M,KUY); (H,D)=(N,KUY) olsun. Burada YweKUY igin;

M(w), we(KUY)-D
N(w)=
M’(w)NH(w), we(KUY)ND
Boylece,
" F(w), we(K-Y)-D=KNY’ND’

G(w),

N(w)= | Flw)NG(w),
7| F(w)NH(w),
G’(w)NH(w),

[ F*(0)UG’(w)]NH(w),

we(Y-K)-D=K’NYND’
we(KNY)-D=KNYND’
we(K-Y)ND=KNY’ND
we(Y-K)ND=K’NYND

we(KNY)ND=KNYND

Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F, K);(H,D)]ns[(G,Y);(H,D)]. (F,K);(H,D):(V,K)

olsun. Burada YweK i¢in;



Fw), weK-D
V(w)=
F’(w)NH(w), wekKND

(G,Y) ; (H,D)=(W,Y) olsun. Burada YweY icin;

G(w), weY-D
W(w)=
G’ (w)NH(w), weYND
(V,K) ng (W, Y)=(T, KuY) olsun. Burada YweKUY igin;
" V(w), weK-Y
T(w)=2 W(w), weY-K
V(w)NW(w), weKNY
Béylecej
| Fw), we(K-D)-Y=KNY’ND’
F'(w)NH(w), we(KND)-Y=KNY’ND
G(w), we(Y-D)-K=K’NYND’
T(w)= | G(w)NH(w), we(YND)-K=K’NYND
| Fw)nG(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
F(w) N [G’(w)NH(w)], we(K-D)N(YND)=0
[F>(w)NH(w)]NG(w), we(KND)N(Y-D)=0
[F’(w)NH(w)]N[G’(w)NH(w)], we(KND)N(YND)=KNYND
Boylece,
" Fw), weKNY’ ND’
F’(w)NH(w), weKNY’ND
G(w), weK’NYND’
Ty | G(w)NH(w), weK’NYND
F(w)NG(w), weKNYND’
F’(w)NG’(w)NH(w), weKNYND

Boylece KNYND=0 i¢in N=T oldugu goriiliir.

2) [(F.K) Ue (6,Y)], (HD)=I(F.K)  (HDIUI(G, Y) | (HD)]

3) [(F.K) \e(G V)] (HD)=I(FK)y, (HDIN(G V)  (H.D)]
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Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafim1 ele alalim. (F,K)\:(G,Y)=(M,KUY) olsun. Burada
VweKUY igin;

F(w), weK-Y
M(w)=4 G(w), weY-K

F(w)-G(w), weKNY

(M,KUY); (H,D)=(N,KUY) olsun. Burada YweKUY igin;

M(w), we(KUY)-D
N(w)=
M’ (w)NH(w), we(KUY)ND
Boylece,
FF(w), we(K-Y)-D=KNY’ND’
G(w), we(Y-K)-D=K’NYND’
N(w)= | F(w)-G(w), we(KNY)-D=KNYND’
h F’(w)NH(w), we(K-Y)ND=KNY’ND
G’(w)NH(w), we(Y-K)ND=K’NYND
‘[ F’(w)UG(w)]NH(w), we(KNY)ND=KNYND

Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F, K);(H,D)]\s[(G,Y);(H,D)]. (F,K);(H,D):(V,K)
olsun. Burada VweK igin;
F(w), weK-D
V(w)=
F’(w)NH(w), weKND
(G,Y) ; (H,D)=(W,Y) olsun. Burada YaweY igin:
G(w), weY-D
W(w)=
G’(w)NH(w), weYND
(V,K)\: (W, Y)=(T, KUY) olsun. Burada VweKUY igin;

V(w), weK-Y
T(w)=- W(w), weY-K
V(w)—W(w), weKNY

Boylece,



T(w)=

Baylece,

T(w)=

Fw),

F’(w)NH(w),

G(w),

G’(w)NH(w),

Flw)-G(w),
F(w)-[G’(w)NH(w)],
[F*(w)NH(w)]-G(w),
[F*(w)NH(w)]-[G’(w)NH(w)],

fF(w),
F'(@)NH(w),
G(w),

G’ (w)NH(w),
F(w)-G(w),

_[F(@)NG(w)]NH(w),

we(K-D)-Y=KNY’ND’
we(KND)-Y=KNY’ND

we(Y-D)-K=K’NYND’
we(YND)-K=K’NYND
we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
we(K-D)N(YND)=0
we(KND)N(Y-D)=0
we(KND)N(YND)=KNYND

weKNY’ND’
weKNY’ND
weK’NYND’
weK’NYND
weKNYND’
weKNYND
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Boylece KNYND=@ i¢in N=T oldugu goriiliir. Asagida yer alan esitlikler de KNYND=0@

i¢in saglanir. Ispatlar benzer sekilde yapildig1 icin, ispatsiz sekilde verilmistir.

4) [(F.K) 4G (HD)=[(FK),, (HD)IAI(G, V)., (HD)]

5) [(F.K) +¢(G, V)] (HD)=[(F.K),, (H.D)]+[(G, ) (H.D)].

6) [(F.K) Ye(G. V)] (HD)=[(F.K), (HDIY[(G, V) (H.D)]

7) IF.K) #(G )]y (HD)=I(FK)y, (HD)%[(GY) , (H.D)]

8) [(F.K) 8.(G, V)], (H.D)=I(F.K), (H.D)I6I(G,Y)  (H.D)].

6.4.2.1. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U), Ug) cebirsel yapisinin birimi @y olan

komutatif, idempotent bir monoid yani sinirlt bir yari-latis (dolayisiyla bir yarigrup)
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oldugunu gostermisti. Sonug 6.3.1 de (SE(U),;) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M),
Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM=TNZNM=0 sart1 altinda komutatif ve

idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, iistelik Teorem 6.3 (10) da, (Z)Q,;(F, T)=@y, yani

@y nin Sg(U) kiimesi lizerinde y

islemi altinda, sol yutan eleman oldugu ve Teorem 6.4.2

(if) (2) bashginda, y

isleminin U, islemine TNZNM=@ sart1 altinda sagdan dagildigi

gosterilmistir. Sonu¢ olarak, TNZNM= TNZ’NM =@ sartlar1 altinda, (Sg (U), US,;)
cebirsel yapist bir komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirli bir (sag)
yakin yari-halkadir. Ayrica, (F, K);(Z)q, # @y oldugundan, (SE(U),US,;) cebirsel yapisinin
sifir simetrik olmayan bir (sag) yakin yari-halka oldugu acgiktir. Benzer sekilde,
(SE(U),ns,;) cebirsel yapisinin da ayni sartlar altinda komutatif ve sifir simetrik olmayan,

toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirlt bir (sag) yakin yari-halka oldugi gosterilebilir.
Yine! (SE (U)! \S Y )’ (SE (U)v As Y )! (SE (U)! +s Y )l (SE (U)!Ys 'Y )! (SE (U), )\8 Y )!
(SE(U),*s,;), (SE(U),GS,;) cebirsel yapilarmin da aym sartlar altinda komutatif, sifir

simetrik ve idempotent olmayan, birimsiz ve sifirli bir (sag) yakin yari-halka oldugi
gosterilebilir. Buradaki, ilk islemlerin Sg(U) kiimesi iizerinde, TNZNM=@ sart1 altinda (A
islemi sartsiz bir sekilde) birlesmeli oldugu, Aybek (2023) tarafindan gosterilmistir.

6.4.2.2. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U), Ug) cebirsel yapisinin birimi @, olan

komutatif, idempotent bir monoid yani siirli bir yari-latis (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu géstermisti. Sonu¢ 6.3.1 de (SE(U),;) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M),

Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak iizere, TNZ’NM=TNZNM=0@ sart1 altinda komutatif ve

~

idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, Teorem 6.4.2 (i) (1) basliginda, y

isleminin U,

~

islemine TN(ZAM)=0 sart1 altinda soldan dagildigi, Teorem 6.4.2 (ii) (2) basliginda, y
isleminin U, igslemine TNZNM=@ sart1 altinda sagdan dagildig1 gosterilmistir.Sonug
olarak, TNZNM=TNZ’NM=TN(ZAM)=0 sartlar1 altinda, (SE(U),US,;) cebirsel yapisi bir

komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir yari-halkadir.
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6.4.2.3. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U), Ng) cebirsel yapisinin birimi @y olan

komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli bir yari-latis (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu gostermisti. Sonug 6.3.1 de (SE(U),;) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,2) ve (H,M),

Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM=TNZNM=0@ sart1 altinda komutatif ve

~

idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, Teorem 6.4.2 (i) (2) basliginda, y isleminin N,

Y
isleminin N, islemine TNZNM=@ sart1 altinda sagdan dagildig1 gosterilmistir. Sonug

islemine TN(ZAM)=0 sart1 altinda soldan dagildigi, Teorem 6.4.2 (ii) (1) bashginda

olarak, TNZNM= TNZ’NM= TN(ZAM)=@ sartlar1 altinda, (SE(U),ﬂS,;) cebirsel yapisi

bir komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir yari-halkadir.

6.4.2.4. Sonu¢ Kokgii (2024), (F,T), (G,Z) ve (H,M), Sg(U) kiimesinin elemanlar1 olmak
tizere, TNZNM=@ sart1 ile (Sg(U), \¢) cebirsel yapisinin birimi @4 olan bir yarigrup

oldugunu gostermisti. Sonug 6.3.1 de (SE(U),;) cebirsel yapisinin, TNZ’NM=TNZNM=0

sart1 altinda komutatif ve idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, Teorem 6.4.2 (i) (3)

~

basliginda, y isleminin U, islemine TNZ’NM’=TNZ’NM=0 sart1 altinda soldan dagildigi,

Teorem 6.4.2 (ii) (3) basliginda, ; isleminin U, islemine TNZNM=0@ sart1 altinda sagdan
dagildig1 gosterilmistir. Sonug olarak, TNZNM=TNZ’NM= TNZ’NM’=0@ sartlar1 altinda,
(SE(U),\S,;) cebirsel yapisi bir komutatif ve idempotent olmayan, birimsiz ve sifirsiz bir

yari-halkadir.

6.4.3. Teorem (F,K), (G, Y), (H,D), U iizerinde esnek kiimeler olmak {izere, asagidaki gibi

esnek ikili parcali gamma isleminin esnek ikili parcgali islemlere dagilmasi mevcuttur:

i) Esnek ikili Parcali Gamma Isleminin Esnek Ikili Parcali islemlere Soldan Dagilmast:

Bu alt baglik altindaki (1) ve (2) numarali esitlikler, KN(YAD)=0 ise saglanir.

D K)y[G V), HDI=IFK) L (GY)] |, [FK) , (HD)]
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Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalim. (G,Y) G(H,D):(I\/I,Y) olsun. Burada VweY

igin;

G(w), weY-D
M(w)=

G(w)UH(w), weYND

(F,K) ; (M, Y)=(N,K) olsun. Burada VweK icin;

F(w), weK-Y
N(w)=
F(w)M(w), wekKNY
Boylece,
F(w), weK-Y
N(w)=1 F(w)NG(w), weKN(Y-D)=KNYND’

F’(w) N[G(w)UH(w)],  weKNYND=KNYND

Simdi esitligin sag tarafina bakalm. [(F,K) ;(G,Y)] S [FK) ; (HD)]. (F.K) ;

(G,Y)=(V,K) olsun. Burada YweK igin;
F(w), weK-Y
V(w)=
F’(w)NG(w), weKNY
(F.K) ; (H,D)=(W,K) olsun. Burada VweK igin;
Flw), weK-D
W(w)=
F’(w)NH(w), weKND
(V.K) , (W,K)=(T K) olsun. Burada YweK igin;

V(w), weK-K=0
T(w)=
V(w) UW(w), weKNK=K
Boylece,
| F(w) UF(w) we(K-Y)N(K-D)=KNY’ND’
T(w)=| F(w) U [F(w)NH(w)], we(K-Y)N(KND)=KNY’ND
| [F(0)NG)] U F(w) we(KNY)N(K-D)= KNYND’
| [F(@)NG(w)] U [F(@)NH(w)], we(KNY)N(KND)=KNYND
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Boylece,
" F(w), weKNY’ND’
F(w) UH(w), weKNY’ND
T(w)= | G(w) U F(w), weKNYND’
F’(w)N[G(w)UH(w)], weKNYND

N fonksiyonundaki K-Y yi diisiinecek olursak, weK-Y ise, K-Y=KNY"’ olacagindan, weY”’
ise weD-Y veya we(YUD)’ olacagindan, buradan, weK-Y ise, weKNY’ND’ veya
weKNY’ND olur. Bdylece, KNY’ND= KNYND’=@ i¢in N=T oldugu goriiliir.
KNY’ND=KNYND’=@ sartinin, KN(YAD)=0@ sartina denk oldugu asikardir.

2) (FK), (G, )R (HD)I=IF.K) L (GY)]  [FK), (HD)L
3) KNY'ND*=p ise (F, K), [(G, Y)\ (HD)I=I(F.K) ,(G.V)] \ [(FK), (HD)]

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalim. (G,Y) ;(H,D)=(M,Y) olsun. Burada VweY
i¢in;

G(w), weY-D
M(w)=

G(w)-H(w), weYND

(F,K) ; (M, Y)=(N,K) olsun. Burada VweK igin;

Flw), weK-Y
N(w)=
F(w)"M(w), wekKNY
Boylece,
F(w), weK-Y
N(w)=7 F(0)NG(w), weKN(Y-D)=KNYND’

F’(w) N[G(w)-H(w)], weKNYND=KNYND
Simdi esitligin sag tarafina bakalm. [(F,K) ;(G,Y)] ;[(F,K) ; (HD)]. (F.K) ;

(G,Y)=(V,K) olsun. Burada YweK igin;



150

Fw), weK-Y
V(w)=
F’'(w)NG(w), weKNY
(F.K) ; (H,D)=(W,K) olsun. Burada YweK icin;
F(w), weK-D
W(w)=
F(w)NH(w),  weKND

(V,K) : (W,K)=(T,K) olsun. Burada VweK icin;

V(w), weK-K=0
T(w)=
V(w)-W(w), weKNK=K
Boylece,
| F(w) -F(w) we(K-Y)N(K-D)=KNY’ND’
T(w)=| F(w)- [F’(w)NH(w)], we(K-Y)N(KND)=KNY’ND
| [F(0)NG(w)]-F(w) we(KNY)N(K-D)= KNYND’
[F*(w)NG(w)]-[F’(w)NH(w)], we(KNY)N(KND)=KNYND
Béylecg,
9, weKNY’ND’
Flw), weKNY’ND
T(w)= | F(0)NG(w) wekKNYND’
 F(w)N[G(w)-H(w)], weKNYND

KNY’ND’= i¢in N=T oldugu goriiliir.

i) Esnek ikili Parcali Gamma Isleminin Esnek ikili Pargal1 Islemlere Sagdan Dagilmast:
Bu alt baslik altindaki esitlikler, KNYND=0 ise saglanir.

D [(F K)  6Y)]y (HD)=IF.K)  (HD)] 1 [(G.Y) y, (HD)]

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalim. (F, K);(G,Y):(M,K)Olsun. Burada VweK

i¢in,
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Fw), weK-Y
M(w)=
F(w)NG(w), weKNY

(M,K) ; (H,D)=(N,K) olsun. Burada YweK icin,

M(w), weK-D
N(w)=
M’ (w)NH(w), weKND
Boylece
[ F(w), we(K-Y)-D=KNY’ND’
N(w)=| F(w)NG(w), we(KNY)-D=KNYND’
| P@)nH©), we(K-Y)ND=KNY’ND
_[F(w)UG’(w)]NH(w), we(KNY)ND=KNYND

Simdi esitligin sag tarafina bakalm.[(F,K) ;(H,D)] N (G,Y); (HD)]. (F, K);
(H,D)=(V,K) olsun. Burada YweK igin;
Flw) , weK-D
V(w)=
F’(w)NH(w), weKND
(G,Y); (H,D)=(W,Y) olsun. Burada YweY igin:
G(w), weY-D
W(w)=
G’ (w)NH(w), weYND
(V.K) , (W,Y)=(T.K) olsun. Burada VaeK igin;
V(w), weK-Y
T(w)=
V(w)NW(w), weKNY

Buradan,
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| F(w), we(K-D)-Y=KNY’ND’
F'(w)NH(w), we(KND)-Y=KNY’ND
T(w)=| F(w)NG(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
| F(w) N [G’(w)NH(w)], we(K-D)N(YND)=0
[F’(w)NH(w)] NG(w), we(KND)N(Y-D)=0
[F(w)NH(w)] N[G’(w)NH(w)],  we(KND)N(YND)=KNYND
[F(w), weKNY’ND’
F'(w)NH(w), weKNY’ND
T(w)=_< F(w)NG(w), weKNYND’
| F’(w)NG’(w)NH(w), weKNYND

Boylece KNYND=0@ i¢in N=T oldugu goriiliir.
2IF. K) |, GV, (HD)=[(F.K), (H.D)] |, [(G, ), (H.D)]
3) [(F, K) \ (GY)], (HD)=[(FK) ,(HD)] \ [(GY) , (H.D)]

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalim. (F, K);(G,Y)=(M,K)olsun. Burada YweK
i¢in,

Fw), weK-Y
M(w)=

F(w)-G(w), weKNY

M,K) - (H,D)=(N,K) olsun. Burada VeweK igin,
(MK)y

M(w), weK-D
N(w)=
M’(w)NH(w), weKND
Boylece,
F(w), we(K-Y)-D=KNY’ND’
N(w)= | F(w)-G(w), we(KNY)-D=KNYND’
| P (w)nH(W), we(K-Y)ND=KNY’ND
[F*(0)UG(w)]NH(w), we(KNY)ND=KNYND
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Simdi esitligin sag tarafina bakalim. [(F,K) ;(H,D)] : [ (G,Y); (H,D)]. (F, K);

(H,D)=(V,K) olsun. Burada YweK igin;
Flw), weK-D
V(w)=
F*(w)NH(w), weKND
(G,Y); (H,D)=(W,Y) olsun. Burada YweY igin;
G(w), weY-D
W(w)=
G'(w)NH(w),  weYND

(V.K) : (W,Y)=(T,K) olsun. Burada VweK igin;

V(w), weK-Y
T(w)=
V(w)\W(w), weKNY
Buradan,
Fw), we(K-D)-Y=KNY’ND’
F’(w)NH(w), we(KND)-Y=KNY’ND
T(w)=| FHw)-G(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
| F(w)[G’ (@)nH(W)], we(K-D)N(YND)=@
[F’(w)NH(w)] -G(w), we(KND)N(Y-D)=¢
[F’(w)NH(w)] -[G’(w)NH(w)], we(XND)N(YND)=KNYND
Béylecej
F(w), weKNY’ND’
F’(w)NH(w), weKNY’ND
T(w)= | F(w)-G(w), weKNYND?’
[F’(w)-G’(w)]NH(w), weKNYND

Boylece KNYND=0@ i¢in N=T oldugu goriiliir. Asagida yer alan esitlikler de KNYND=0

sart1 altinda saglanir. Ispatlar benzer sekilde yapildig1 icin, ispatsiz sekilde verilmistir.

BIF K) 5 GV, (HD)FIFEK)  (HD)] 4 [GY) |, (HD)]

S)I(F, K) | (G, (HD)=IFK) { (HD] | [GY)  (HD)]
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6)I(F. K) y (GY)]Iy (HD)=[(F.K) , (HD)] | [(G,Y) |, (HD)]
DIF. K) , GV, (HD)=IFK) ,(HD)] | [GY) |, (HD)]
B)I(F. K) y (GY)], (HD)=IFK) ,(H.D)] g [(G.Y) |, (HD)]

9) [(F.K) 5 Gy (HD)=IFK) |, (HD)] ; [G,Y) |, (HD)]

6.4.3.1. Sonu¢ Bu tezimizde, (F,T), (G,Z2) ve (H,M), Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak

tizere, TNZ’NM=@ sart1 altinda (Sg (U), ;) cebirsel yapisimin komutatif olmayan,

idempotent bir yarigrup yani bir band oldugunu gosterildi. Sonu¢ 6.3.1 de (Sg (U),;)
cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M), Se(U) kiimesinin elemanlari olmak iizere,
TNZ’NM=TNZNM=0 sart1 altinda komutatif ve idempotent olmayan bir yarigrup oldugu,

Teorem 6.4.3 (i) (2) bashgmda,; isleminin ; islemine TN(ZAM)=@ sart1 ile soldan

~ ~

dagildigi, Teorem 6.4.3 (ii) (1) bashginda, y isleminin n islemine TNZNM=@Q sarti
altinda sagdan dagildigi gosterilmistir. Sonug olarak, TNZNM=TNZ’NM=TN(ZAM)=0
sartlar1 altinda, (SE(U),;,;) cebirsel yapis1 bir komutatif olmayan, toplamsal idempotent

birimsiz ve sifirsiz bir yari-halkadir.

6.4.3.2. Sonug¢ Bu tezimizde, (F,T), (G,Z) ve (H,M), Sg(U) kiimesinin elemanlari olmak

tizere, TNZ’NM=@ sart1 altinda (Sg (U), G) cebirsel yapisinin komutatif olmayan,

idempotent bir yarigrup yart bir band oldugunu gosterildi. Sonu¢ 6.3.1 de (Sg (U),;)

cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M), Se(U) kiimesinin elemanlari olmak iizere,

TNZ’NM=TNZNM=0 sart1 altinda komutatif ve idempotent olmayan bir yarigrup oldugu,

~ ~

Teorem 6.4.3 (i) (1) bashginda, y isleminin U islemine TN(ZAM)=@ sart1 ile soldan

~ ~

dagildigi, Teorem 6.4.3 (ii) (2) bashginda, y isleminin U islemine TNZNM=@ sart1

altinda sagdan dagildigi gosterilmistir. Sonug olarak, TNZNM=TNZ’NM=TN(ZAM)=0
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sartlar1 altinda, (SE(U),G ,;) cebirsel yapist bir komutatif olmayan, toplamsal idempotent,

birimsiz ve sifirsiz bir yari-halkadir.

6.4.3.3. Sonu¢ Bu tezimizde, (F,T), (G,Z2) ve (H,M), Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak

tizere, TNZ’NM= TNZNM=0@ sart1 altinda (Sg (U), :) cebirsel yapisinin komutatif

olmayan bir yarigrup oldugunu gosterildi.. Sonu¢ 6.3.1 de (Sg(U), ;) cebirsel yapisinin,

(F,T), (G,2) ve (H,M), Sg(U) kiimesinin elemanlar1 olmak iizere, TNZ’NM=TNZNM=0

sart1 altinda komutatif olmayan bir yarigrup oldugu, Teorem 6.4.3 (i) (3) bashglnda,;
isleminin ; islemine TNZ’NM’=0 sart1 ile soldan dagildigi, Teorem 6.4.3 (ii) (3)

Y
gosterilmistir. Sonu¢ olarak, TNZNM=TNZ’"M= TNZ’NM’'=@ sartlar1 altinda,

basliginda, isleminin : islemine TNZNM=0 sarti altinda sagdan dagildig
(SE(U),\,;) cebirsel yapisi bir komutatif ve idempotent olmayan, birimsiz ve sifirsiz bir

yari-halkadir.

6.4.3.4. Sonu¢ (F,T), (G,Z2) ve (H,M), Sg(U) kiimesinin elemanlar1 olmak {izere,
TNZ’NM=TNZNM=0 sart1 altinda, (SE(U)’A'Y)’ (SE(U)’+'Y)' (SE(U),y,y), (Se(V), ’y)’
(SE(U),g,;) cebirsel yapilarinin, komutatif ve idempotent olmayan, birimsiz ve sifirsiz bir

(sag) yakin yari-halka oldug1 gosterilebilir. Buradaki, ilk islemlerin Sg(U) kiimesi {lizerinde,

~

TNZ’NM=TNZNM=@ sart1 altinda A islemi TNZ’NM=0@ sart1 altinda) birlesmeli oldugu,

bu tezin ilerleyen kisimlarinda gosterilmistir.

6.4.3.5. Teorem (F.K), (G,Y) ve (H,D), U lizerinde esnek kiime olsun. Bu durumda

) (FKXIGY), (H2)= [FKx G [FKX(H2)]

i) [(FK), GYIXH2= [(FK) xHD] , [(GY) x(H2)]

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalim. (G,Y) ;(H,D):(M,Y) olsun. Burada YweY

i¢in;
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G(w), weY-D
M(w)=
G(w)YH(w), weYND
(F, K)x(M, Y)=(N,KxY) olsun. Burada V(w,y)€eKxY i¢in; N(w,y)=F(w)xM(y). Boylece,
F(w)xG(y) (w,y)eKX(Y-D)=(KxY)-(KxD)
N(w,y)=
Fl)X[G)YHE)].  (wy)eKx(YND)=(KxY)N(KxD)
Simdi esitligin sag tarafina bakalim. [(F,K) X(G,Y)] ;[(F,K) x (H,D)]. (FK)

X(G,Y)=(V,KxY) olsun.
Burada V(w,y)eKxY i¢in; V(w,y)= F(w)xG(y). (F,K) x(H,D)=(W,KxD) olsun. Burada

V(w,d)eKxD igin; W(w,d)=F(w)xH(d). (V,KXY) ;(W,KXD)=(T,KXY) olsun. Burada

V(w,y)eKxYigin;
V(wy), (w,y)€(KXY)-(KxD)
T(wy)=]
L V(wy)yW(w)y) (w,y)€(KXY)N(KxD)
Boylece,
| F(w)XG(y), (w,y)€(KXY)-(KxD)
T(wy)=]
L [F(@)xG(y)] v [F(w)XG(y)], (w,y)e(KxY)N(KXD)

Burada (Ay B)=B-A ve Ax(B-C)=(AxB)-(AxC) oldugu ve dolayisyla Ax(ByC)=Ax(C-
B)=(AxC)-(AxB)=(AxB) y (AxC) saglandigindan, N(w,y)=T(w,y) oldugu goriiliir.

ii) 11k olarak esitligin sol tarafim1 ele alalim. (F,K) ;(G,Y):(S,K) olsun. Burada VweK
i¢in;
Flw), weK-Y
S(w)=
F(w)yG(w), weKNY
(S,K)x(H, Z)=(T,KxZ) olsun. Burada V(w,y)€KxZ i¢in; T(w,y)=S(w)xH(y). Boylece,

F(w)xH(y) (w,y)e(K-Y)xZ=(KxZ)x (Y-Z)

T(wy)=
[F(w)YG(w)]xH(y), (w,y)e(KNY)xZ=(KxZ)N(YXZ)
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Simdi esitligin sag tarafina bakalim. [(F,K) Xx(H,Z)] ; [(GY) x (H2)]. (FK)

X(H,Z2)=(W,KxZ) olsun. Burada V(w,y)eKxZ igin; V(w,y)= Fw)xH(y). (G,Y)
x (H,2)=(R,YxZ) olsun. Burada V(w,d)eYxZ i¢in; R(w,d)=G(w)xH(d).

(W,Kx2) ;(R,YXZ):(M,KXZ) olsun. Burada V(w,y)eKxZ icin;

W(w)y), (w,y)e(Kx2)-(YXZ)
M(w,y)=

W(wy)yR(wy)  (wy)e(KxZ)n(YXZ)
Boylece,

F(w)xH(y), (w,y)e(KxY)-(KxD)
T(wy)=

F(w)xH(y)] v [G(w)xH(Y)], (w,y)€(KxY)N(KxD)

Buradan, N(w,y)=M(w,y) oldugu goriiliir.
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7. ESNEK IKILi PARCALI LAMDA ISLEMI

Bu boliimde, esnek ikili pargali lamda ad1 verilen yeni esnek kiime islemi tanitilmis, 6rnegi
verilmig, islemin cebirsel ozellikleri ile birlikte diger esnek kiime islemleri ile olan
iliskisine bakilarak dagilma kurallar1 ve Sg(U) kiimesi iizerinde bu islemin hangi cebirsel

yapilar1 olusturdugu incelenmis ve ¢ok 6nemli sonuglar elde edilmistir.

7.1. Tanim (F,K) ve (G,Y), U iizerinde taniml1 iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin
(F, K); (G,Y) ile gosterilen esnek ikili par¢ali lamda islemi Vw €K igin,

Flw) , weK-Y
H(w)=

F(w)UG’(w), weKNY

olmak iizere (F,K);(G,Y):(H,K) ile tanimlanir.

7.2. Ornek E={e,,e,,e3,e,} parametre kiimesi, K={e,,e,}, Y={e,,e5,e,} E’nin iki alt
kiimesi, U={h;,h,, h3,h,, he, hs} evrensel kiime, (F,K) ve (G,Y), U iizerinde
(F.K)={ (es, {hzhy, he}), (eq . {hy, hy, hs,hg P} (GY)={( e; {hy, hy}),
(e3,{h,,h3,hy, hc}),(es,{h,, hs,h,}) olarak tanimlanan iki esnek kiime olsun. (F,K) ;
(G,Y)=(H,K) olmak iizere,

Flw), weK-Y
H(w)=

F’(w)UG(w), weKNY
Burada, K={e;,e,}, K—Y={e;} olmak iizere, Vw € K — Y={e,} i¢cin, H(w)=F(w) olup,
H(e;) =F(e;) ={ hy,hy , hg}, Vo e KNY ={e, } i¢in, H(w)=F(w) VU G’(w) olup,
H(e,)=F(e4)UG’(e4)={hy,h;,,hs, hg}u{h, hg, h6}:{h1,h2,h5,h6}.B6ylece,(F,K);:(G,Y)=

{(e1.{hz,h4,he}),( €4, {hy, hy, hs, he D

7.3. Teorem (islemin Cebirsel Ozellikleri)

1);, Se(U) kiimesi tizerinde kapalidir.
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Ispat: ;’nln Se(U) iizerinde ikili islem oldugu agiktir. Yani,
2 :Se(U)x Se(U)~ Se(U)
(F.K), (G.Y)) = (F.K), (G Y)=(H,K)
olup, (F,K) ve (G,Y), U iizerinde iki esnek kiime oldugunda (F,T) ; (G,Y) de, U tizerinde

bir esnek kiimedir. KEE sabit bir parametre kiimesi olmak {izere, ;’nln Sk(U) tlizerinde de

bir ikili islem oldugu agiktir.
2) KNY’ND=KNYND=9 ise [(F,K) , (G,Y)] ; (H.D)=(F.K) ; [(G,Y)  (H.D)].

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F, K);(G,Y)=(T,K) olsun. Burada YweK
i¢in;
F(w), weK-Y
T(w)=
F(w)UG’(w) , weKNY
(T.K) 5 (H.D)=(M,K) olsun. Burada, YweK igin;

T(w), weK-D
M(w)=
T(w)UH’(w) , weKND
Boylece,
[ Fw), we(K-Y)-D=KNY’ND’
M(w)= | F(w)UG’(w), we(KNY)-D=KNYND’
1 Flo)ur(w), we(K-Y)ND=KNY’ND
 [F(w) UG’ (w)]UH (w), we(KNY)ND=KNYND

(G.Y), (H.D)=(K.Y) olsun. Burada VaeY igin;
G(w), weY-D

K(w)=
G(w)UH’(w) , weYND

(F,K), (K,Y)=(S,K) olsun. Burada YweK igin;
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" Fw), weK-Y
S(w)= -
F(w)UK’(w) , weKNY
Béylece,-
| F(w), weK-Y
S(w)= 4 Fw)UG’(w), weKN(Y-D)=KNYND’
 F(w)U[G (@)NH(w)], weKN(YND)=KNYND

S fonksiyonundaki, K-Y ye bakacak olursak, K-Y=KNY” olup, eger weY’ ise weD-Y
veya we(YUD)’. Buradan weK-Y ise weKNY’ND’ ve weKNY’ND olur. Boylece,
KNY’ND=KNYND= @ i¢cin M=S olur. Yani uygun kosullar altinda, Sg (U) kiimesi

iizerinde ; islemi birlesme 6zelligine sahiptir.

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F, K);(G,K)=(T,K) olsun. Burada YweK

i¢in;

Fw), weK-K=0
T(w)=

F(w)UG’(w), weKNK=K
(T.K) 5, (H.K)=(M,K) olsun. Burada YweK igin;

T(w), weK-K=0
M(w)=

T(w)UH’(w) , weKNK=K
Boylece,

T(w), weK-K=0
M(w)=

[F(w) UG’ (w)]UH’(w),  weKNK=K
Simdi de esitligin sag tarafina bakalim. (G,K);(H,K):(L,K) olsun. Burada VweK i¢in;
G(w), weK-K=0
L(w)=
G(w)UH(w) , weKNK=K
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(F.K) 5 (LK)=(N,K) olsun. Burada YweK igin;

Fw), weK-K=0
N(w)=

F(w)UL(w), weKNK=K
Boylece,

F(w), weK-K=0
N(w)=

F(w)U[G'(w) NH(w)], weKNK=K
Buradan M#N oldugu goriiliir. Yani Sg(U) kiimesi tlizerinde (parametre kiimeleri ayni olan

esnek kiimeler iizerinde), ; isleminin birlesme 6zelligi yoktur.

Ispat: (F,K) 5 (G,Y)=(H,K) olsun. Burada YweK igin;
" Flw), weK-Y

H(w)=_
F(w)UG’(w), weKNY

(G,Y) ;zF,K):(T,Y) olsun. Burada VYweY ig¢in;
(G(w), weY-K

T(w)=-

| G(w)UF’(w), weYNK
Burada, sol taraftaki esnek kiimenin parametre kiimesi K; sag taraftaki esnek kiimenin

parametre kiimesi Y dir. Boylece esnek kiimelerin esitligi tanimi1 geregi;
(F,K) 5 (GY)A(GY) (F.K).
Ayrica, (F,K) ;(G,K)#(G,K);;(F,K) oldugu agiktir. Yani, Sg(U) ve K< E sabit bir

paramere kiimesi olmak iizere Sk(U) kiimesi iizerinde ; islemi degisme 6zelligine sahip

degildir.

7.3.1. Sonu¢ Teorem 7.3 (1), (2) ve (4) den, (F,K), (G)Y) ve (H,D), Se(U) kiimesinin

elemanlar1 olmak tizere, KNY’ND=KNYND=@ sart1 altinda (Sg (U),;:) komutatif ve



162

idempotent olmayan bir yangruptur. K € E sabir bir parametre kiimesi olmak
lizere, (SK(U),;) cebirsel yapist Teorem 7.3 (3) den, birlesme 6zelligine sahip olmadigi

icin yarigrup olamaz; fakat bu yapimin komutatif olmayan bir grupoid oldugu agiktir.
5) (F.K) , (F,K)=Ug.

Ispat: (F, K); (F,K)=(H,K) olsun. Burada VweK igin;
Flw), weK-K=0
H(w)=
F(w)UF’(w) , weKNK=K
Burada, YweK i¢in, H(w)=F(w)UF’(w)=U, boylece (H,K)= Ug. Yani, Sg(U) kiimesi

~

iizerinde n islemi, denk giicliiliik 6zelligine sahip degildir.
6) (F, K) A QK:UK'

Ispat: ®x=(S,K) olsun. Burada VweK icin; S(w)=0. (F, K);(S,K):(H,K) olsun. Burada
VweK i¢in,
Flw), weK-K=0
H(w)=
F(w)US(w), weKNK=K
Boylece, VweK i¢in, H(w)=F’(w)US’(w)=F’(w)u U=U. Buradan (H,K)= Uy

7) Bk, (F.K) = (F,K)".

Ispat: @, =(S,K) olsun. Buradan, YweK icin, S(w)=0. (S,K) ;(F, K)=(H,K) olsun.
Buradan, YweK icin,
S(w) , weK-K =@
H(w)=
S(w) UF’(w), weKNK=K
Buradan, YweK i¢in, H(w)= S(w) UF’(w)=0 UF’(w)= F’(w) olup, (H,K)= (F,K)".



163
8) (F,K) )\Q)E:UK-

Ispat: ®g=(S,E) olsun. Burada VweE; S(w)=0. (F, K):(S,E)Z(H,K). Boylece, YweK
i¢in,
F(w), weK-E=0
H(w)=
F(w)US’(w), weKNE=K
Buradan, YweK i¢in; H(w)=F(w)US’(w)=F(w)U U=U olur ve boylece (H,K)= Uk.

9) (F,K) 5 B5=(F.K).

Ispat: g=(S, @) ve (F,K);(S, @)=(H,K) olsun. Boylece, VweK igin,
Flw), weK-p=K
H(w)=
F(w)US’(w), weKN@=0
Buradan, YweK i¢in; H(w)=F(w) olup, (H,K)=(F,K). Sg(U) kiimesi ﬁzerinde; isleminin

sag birim eleman1 @y esnek kiimesidir.
10) @, (F,K) = @y

Ispat: §y=(S,0) ve (S,(Z));(F,K):(H,(D) olsun. @y, parametre kiimesi bos kiime olan tek
esnek kiime oldugu i¢in, (H,0)=@, olur. Yani, Sg(U) kiimesi ﬁzerinde; islemi igin, her
elemanin sag birim eleman olan @y ye gore sol tersi, @y esnek kiimesidir. Ayrica, Sg(U)

~

kiimesi tizerinde 2 isleminin sol yutan eleman: @, esnek kiimesidir.

7.3.2. Sonu¢ Teorem 7.3 (1), (2), (9) ve (10) dan, (F,K), (G,Y) ve (H,D), Se(U) kiimesinin
elemanlar1 olmak tizere, KNY’ND=KNYND=0@ sart1 altinda (SE(U),;:) cebirsel yapisi, sag

birimi @4 , her elemanin sol tersi @ olan idempotent olmayan bir sol-sag sistemdir.

11) (F,K) 5, Ux=(F.K).
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Ispat: Ug=(T,K) olsun. Burada YweK igin, T(w)=U. (F, K);(T, K)=(H,K) olsun. Burada
VweK i¢in;
Flw), weK-K=0
H(w)=
F(w)uT’(w), weKNK=K
Buradan, YweK i¢in; H(w)=F(w)UT’(w)=F(w)U 0= F(w) olur ve boylece (H,K)= (F,K).

Sk (U) kiimesi tizerinde ; isleminin sag birim eleman1 Uk esnek kiimesidir.
12) Uy (F,K)=Ug.

Ispat: Ug=(T,K). Buradan, YweK igin, T(w)=U. (T,K) ; (F,K)=(H,K) olsun. Buradan
VweK icin,
T(w), weK-K=0
H(w)=
T(w) UF(w), weKNK=K
Buradan YweK icin, H(w)= T(w) UF’(w)=UUF(w)=U dolaysiyla (H,K)= Uk. Yani, Sx(U)

~

kiimesi tlizerinde 2 islemi igin, her elemanin sag birim eleman olan Uk ye gore sol tersi,

~

Uk esnek kiimesidir. Ayrica, Sg(U) kiimesi lizerinde 2 isleminin sol yutan elemani Ug

esnek kiimesidir.
13) (F,K), Ug=(F,K).

Ispat: Ug=(T,E) olsun. Burada YweE icin, T(w)=U. (F, K);:(T, E)=(H,K) olsun. Burada
VweK i¢in ;
Flw), weK-E=Q
H(w)=
F(w)UT’(w), weKNE=K
Buradan, VweK i¢in, H(w)=F(w)UT’(w)=F(w) UP= F(w) olur. Boylece, (H,K)= (F, K).

~

Sg (V) kiimesi tizerinde 2 isleminin sag birim eleman1 Ug esnek kiimesidir.
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14) Ug, (F,K)= Ug.

Ispat: Ug=(T,E) olsun. Burada VweE icin; T(w)=U. (T,E) ; (F,K)=(H,D) olsun. Burada

VweK igin;
T(w), weE-K=K'
H(w)=
T(w) U F’(w), weENK=K
Buradan, YweE i¢in; H(w)= T(w) U F’(w)=UU F’(w)= U ve boylece
U, weE-K=K’
H(w)=
U, weENK=K

Boylece, (H,K)= Ug. Yani, Sg(U) kiimesi {izerinde ; isleminin sol yutan eleman1 Ug esnek

kiimesidir. Teorem 7.3 (13) ve (14) in genellemesi olarak asagidaki (15) ve (16)

verilebilir.
15) (F,K), Up=(F,K).

Ispat: Up=(T,D) olsun. Burada YweD igin, T(w)=U. (F, K);:(T, D)=(H,K) olsun. Burada
VweK i¢in ;
Fw), weK-D
H(w)=
F(w)UT’(w), weKND
Buradan, VweK i¢in, H(w)=F(w)UT’(w)=F(w) UP= F(w) olur. Boylece, (H,K)= (F, K).

Sg(U) kiimesi {izerinde 2 isleminin sag birim eleman1 Up esnek kiimesidir. (Burada D, E

nin herhangi bir alt kiimesidir.)
16) Up, (F,K)=Up.

Ispat: Up=(T,D) olsun. Burada YweD i¢in; T(w)=U. (T,E) ; (F,K)=(H,D) olsun. Burada

VweK i¢in;
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T(w), weD-K
H(w)=
T(w) U F’(w), weDNK
Buradan, Ywe i¢in; H(w)= T(w) U F’(w)=UU F’(w)= U ve boylece
U, weD-K
H(w)=
U, weDNK

Boylece, (H,K)= Up. Yani, Sg(U) kiimesi ﬁzerinde; isleminin sol yutan elemani Up

esnek kiimesidir. (Burada D, E nin herhangi bir alt kiimesidir.)

7.3.3. Sonug¢ Teorem 7.3 (1), (2), (15) ve (16) dan, (F,K), (G,Y) ve (H,D), Se(U) kiimesinin
elemanlar1 olmak tizere, KNY’ND=KNYND=@ sart1 altinda (SE(U),;) cebirsel yapisi, sag

birimi Up , her elemanin sol tersi Up olan bir sol-sag sistemdir. (Burada D, E nin herhangi

bir alt kiimesidir).
17) (F,K)) (F,K)'=(F,K).

Ispat: (F,K)"=(H,K) olsun. Burada YweK i¢in, H(w)=F’(w). (F, K);(H, K)=(T,K) olsun.

Burada VweK ig¢in,

Fw), weK-K=0
T(w)=

F(w)UH’(w), weKNK=K

Buradan, YweK i¢in, T(w)=F(w)UH’(w)=F(w)UF(w)= F(w) olur. Burada (F,K). Sg (V)

kiimesi iizerinde, her esnek kiimenin tiimleyeni 2 islemi i¢in kendisinin sagda birim

elemanidir.
18) (F.K)' (F,K)=(F K"

Ispat: (F,K)'=(H,K). Buradan, YweK icin, H(w)=F’(w). (H,K) ;(F,K) =(T,K) olsun.

VweK i¢in,
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H(w), weK-K =0
T(w)=
H(w) UF’(w), weKNK =K
Boylece, VweK igin, T(w)= H(w)UF’(w)= F’(w)UF’(w)=F’(w) olur. (T,K)=(F,K)".

~

Sg(U) kiimesi iizerinde, her esnek kiimenin tiimleyeni A islemi i¢in kendisinin solda yutan

elemanidir.
N %k
19) [(F,K) )\(G,Y)]r:(F,K) ~ (G)Y).
Y

Ispat: (F,K)__(G,Y)=(H,K) olsun. Burada YaweK igin,

F(w), weK-Y
H(w)=
F(w)UG’(w), weKNY
(H, K)'=(T,K) olsun. Burada YweK ig¢in,
F’(w), weK-Y
T(w)=
F(w)NG(w), weKNY
%
Boylece, (T,K)=(F,K) ~(G,Y).
Y

20) (F,K) 5 (G,K) = 8¢ =(F,K) = 9 ve (G,K) = Ug.

Ispat: (F,K) 5 (G,K) = (T,K) olsun. Burada VweK igin,
Flw), weK-K=0
T(w)=
F(w)UG’ (w), weKNK=K
(T,K) = @k oldugundan, VweK igin, T(w)=0.
Buradan, VweK i¢in, T(w)=F(w)UG’(w)=0 © VYw € Kicin, F(w)=0 ve G’ (w)=0 &
VweK igin, F(w)= 0 ve G’(w)= 0 <(F,K) = @k ve (G, K) = Uk.



168
21) B € (F,K) , (G, Y) ve @y € (G,Y), (F.K).
22) (F,K), (G,Y) € Uy ve (G,Y), (F,K) € Uy.
23) (G,K)" € (F,K) , (GK) ve (F,K) € (F,K) , (GK).

Ispat: (F,K) 5 (G,K)=(H,K) olsun. Burada YweK igin,
F(w), weK-K=g
H(w)=
F(w)UG'(w), weKNK=K
YweKH(w)=G'(w) € F(w) UG (®), (G,K)" & (F,K), (GK). (FK) & (FK), (GK)

benzer sekilde gosterilebilir.
24) (FK) € (G,K) ise (FK) , (H,2) E(GK) ; (H,2) ve (H,2) 5 (GK) E(HZ) , (FK).

Ispat: (FK)E (G,K) olsun. Buradan, YweK igin, F(w)S G(w). (FK) 5 (,Z) = (M,K)
olsun. Boylece, VweK igin,
Fw), weK-Z
T(w)=
F(w)UH’(w), weKNZ
(G.K) 5 (H,2)=(N, K) olsun. Béylece, YaeK icin,
G(w), weK-Z
N(w)=
G(w)UH’(w), weKNZ
Boylece, V w €K-Z i¢in, T( w )=F( w ) € G( w )=N( w) . V w €KNZ igin
T(w)=F(w)UH’()SG(w)UH (@)=N(w) olup, (F.K) 5 (H,Z) € (GK) 5 (H,Z).

Simdi de (FK) € (GK) ise  (H.2) ,(GK) & (H2) ; (F,K) oldugunu gosterelim.
(F,K)E (G,K) oldugundan, YweK icin, F(w)<S G(w) ve G’(w)<E F'(w). (H,Z);:(G, K) =

(W,Z) olsun. Boylece, VweZ igin,
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H(w), weZ-K
W(w)=
H(w)UG’(w), weZNK
(H,2) ;(F, K) olsun. Béylece, VweZ i¢in,
H(w), weZ-K
L(w)=
H(w)UF’(w), weZNK
Her weZ-K i¢in, W(w)=H(w) € H(w)=L(w), YVweZNK i¢in W(w)=H(w)UG’(w) S
H(w)UF*(@)=L(w) olup, (H.2), (G,K) E(H,2), (F,K).

25) (H2),(G,K) € (H.2), (F,K) ise (FK) € (GK) olmak zorunda degildir. Benzer

sekilde, (F.K) 5 (H,2) € (GK) , (H,2)) ise (FK) € (G,K) olmak zorunda degildir. Yani

Teorem 7.3. (24) nin tersi dogru degildir.

Ispat: Teorem 7.3. (24) in tersi dogru olmadigmi gostermek igin bir 6rnek verelim.
E={e,;,e;,e3,e4 €5} parametre kiimesi, K={e;,e3} ve Z={e;,e3, es} E’nin iki alt kiimesi,
U={ h, , h,,h; , hy,hs } evrensel kiime, (F,K), (G, K) ve (H,Z), U iizerinde

(F.K)={ (e1,{hz hs}), (es . {hy,hy,hs}} (GK)={(er,{h;}).(es ,{hs h; }}
(H,2)={( e4,U),(e3,U),(es, {h;, hs})} olarak tanimlanan esnek kiimeler olsun.

(H,Z);:(G, K) = (L,Z) olmak fizere Vw € Z-K={es} i¢in, L(es)=H(es)={h,,hs}; Vw €
ZnK={ey,e;} i¢in, L(e;)=H(e;) UG’(e;)=U, L(e3)=H(e3)UG’(e;)=U. Buradan,

(H.2); (G, K)={(e1,U).(e3,U),(es, {h, hs )}

Simdi de, (H,2) ;(F, K)=( W,Z) olmak iizere VweZ -K={ es } i¢in,
W(es) =H(es) ={h,,hs}.; Vo eZn K={ e, e;} i¢in, W(e;) =H(e;) UF’(e; )=U,
W(e3)=H(e3) UF’(e5)=U. Bdylece (H,Z);;(F, K)={(e;,U),(e3,U),(es, {hz, hs}}.
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Buradan, (H,Z);(G, K) € (H,Z);(F, K); fakat (F,K) € (G,K) olmadig1 aciktir. Benzer

sekilde, (F,K) ;(H, Z) € (GK) X(H, Z) ise (F,K) € (G,K) olmak zorunda olmadig
yukaridaki ornekte, (H,Z)={(e;,9),(e5,9),(es, {h,, hs})} secilerek gosterilebilir.

26) (FTE (G,T) ve (K V)E (L V) ise (FT), (LVIEGT), (KV) ve (KV), (GT)

E(L V), (FT).

Ispat: (F,T)E (G,T) ve ve (K,V)E (L,V) olsun. Buradan, YweT igin, F(w)<S G(w) ve
VweV igin K(w)< L(w). Boylece VweV igin, L’(w)< K'(w). (F,T);(L,V):(Y,T) olsun.
Boylece, VweT icin,

Fw), weT-V
Y(w)=

F(w)UL(w), weTNV
(G.T); (K.V)=(W.,T) olsun. Boylece, YeeT igin,

G(w), weT-V
W(w)=

G(w)UK’(w), weTNV
VweT-V i¢in, Y(w)=F(w)SG(w)=W(w); VweTNV i¢in,Y(w)=F(w)UL(w)<EG(w)U
K'(@)=W(w) olur. Béylece (F.T), (L,V)E(G,T) (K.V). Aynt sartlar altmda, (K,V), (G,T)

§(L,V);:(F,T).oldugu da benzer sekilde gosterilir.

7.4. Teorem (F,K), (G, Y), (H,D), U fizerinde esnek kiimeler olmak {iizere, asagidaki gibi

esnek ikili pargali lamda isleminin diger esnek kiime islemlere dagilmasi mevcuttur:

7.4.1. Teorem (F,K), (G, Y), (H,D), U iizerinde esnek kiimeler olmak iizere, asagidaki gibi

esnek ikili pargali lamda isleminin kisitlanmis islemlere dagilmasi mevcuttur:
i) Esnek ikili Pargali Lamda Isleminin Kisitlanmis Islemlere Soldan Dagilmast:

Bu alt baglik altindaki esitlikler, KN'Y N D = @ i¢in saglanir.
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1) (F,K) 1 [(G,Y) Ng(H.DI=[(F, K); (GY)INRI(F.K) 5 (H.D)]
Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafim1 ele alalm. (G,Y) Ng(H,D)=(M,YND) olsun. Burada

VYweYND, M(w)=G(w) NH(w). (F,K) ;(M,YDD)Z(N,K) olsun. Burada VweK i¢in,

F(w), weK-(YND)
N(w)=

F(w)UM’(w), weKN(YND)
Buradan,

F(w), weK-(YND)
N(w)=

F(w)VU[G’(w)UH’(w)], weKN(YND)
Simdi esitligin sag tarafina bakalim. [ (F, K); (GY)] ng [ (F,K) ;: (H,D)]. (F,K) ;:
(G,Y)=(V,K) olsun. Burada VweK igin,
Flw), weK-Y
V(w)=
F(w)UG’(w), weKNY
(F, K); (H,D)=(W,K) olsun. Burada YweK igin,

Fw), weK-D
W(w)=
F(w)UH’(w), weKND
(V,K) Nng(W,K)=(T,K) olsun. Burada VweK i¢in, T(w)=V(w)NW(w),
| F(w)NF(w), we(K-Y)N(K-D)
T(w)=| Flw)N[ F(w)UH’(w)], we(K-Y)N(KND)
| [F(@)uG (@)]NF(w), we(KNY)N(K-D)
[F(w)UG’(w)]N[F(w)UH’(w)], we(KNY)N(KND)
Burada;],
N Flw), weKNY’ND’
T(w)=| Fw), weKNY’ND
| Flw), weKNYND’
F(w)VU[G’(w)NH’(w)] , weKNYND

N fonksiyonun ilk satirindaki parametre kiimesi dikkate alindiginda K-(YND)=KN(YND)'
olup eger we(YND)' ise weY-D veya weD-Y veya weYUD olarak diisiinebiliriz.
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Boylece, weK-(YND) ise weKNYND' veya weKNY'ND veya weKNY'ND'. Boylece KN
Y N D = @ i¢cin, N=T oldugu goriiliir.

i) Esnek ikili Parcali Lamda Isleminin Kisitlanmis Islemlere Sagdan Dagilmast:
DI(FK) Ur (G.Y)]5, (HD)=I(F,K); (H.D)URI(G,Y) 5 (H.D)]

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafin1 ele alalim. (F,K)Ur(G,Y)=(M,KNY) olsun. Burada,

VweKNY i¢in, M(w)=F(w)UG(w). (M,KNY) ;(H,D)Z(N,KDY) olsun. Burada, VweKNY

i¢in,
[ M(w), we(KNY)-D
N(w)=—
M(w)UH(w), we(KNY)ND
" F(w)UG(w), we(KNY)-D=KNYND’
N(w)= -
[ F(w) UG(w)]UH’(w), we(KNY)ND

Simdi esitligin sag tarafina bakalim. (F, K) ;(H,D)=(V, K) olsun. Burada, YweK igin,
Flw), weK-D
V(w)=
F(w)UH’(w) , weKND
(G.Y),, (H.D)=(W,Y) olsun. Burada, YaeY igin,
G(w), weY-D
W(w)=
G(w)UH’(w), weYND
(V,K)Ugr (W,Y)=(T,KNY) olsun. Burada, YoweKNY igin, T(w)=V(w) UW(w),

| Fw)uG(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
T(w)= | Fw)U[G(w)UH(w)], we(K-D)N(YND)=@¢
[F(w)UH’(w)]UG(w), we(KND)N(Y-D)=0

. [F(w)UH’(w) JU[G(w)UH’(w)], we(KND)N(YND)=KNYND

Buradan,
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F(w)UG(w), weKNYND’
T(w)=

F(w)UG(w)UH’(w), weKNYND
Boylece, N=T oldugu goriiliir.

2)[(F,K) N (G,Y)]; (HD)=I(F, K) ; (H,D)INg[(G, ) (HD)]

7.4.1.1. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),Ug) cebirsel yapisinin birimi @ olan

komutatif, idempotent bir monoid yani bir yari-latis (dolayisiyla bir yarigrup) oldugunu
gostermisti. Sonu¢ 7.3.1 de (SE(U),;) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z2) ve (H,M), Se(U)
kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM =TNZNM=@ sart1 altinda komutatif ve
idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, Teorem 7.4.1 (i1) (1) bashginda, ; isleminin Ug
islemine sagdan dagildigi gosterilmistir. Sonug¢ olarak, TNZ’NM=TNZNM=@ sartlar
altinda, (SE(U),UR,;) cebirsel yapist komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz

ve sifirsiz bir (sag) yakin yari-halkadir.

7.4.1.2. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),Ng) cebirsel yapisinin birimi Ug olan

komutatif, idempotent bir monoid yani bir yari-latis (dolayisiyla bir yarigrup) oldugunu
gostermisti. Sonu¢ 7.3.1 de (Sg(U), ;:) cebirsel yapisiin, (F,T), (G,Z) ve (H,M), Se(U)
kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM =TNZNM=@ sart1 altinda komutatif ve
idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, tstelik Teorem 7.3.1. (14) da, UE;(F, T)=Ug,
yani Ug nin Sg(U) kiimesi iizerinde ; islemine gore sol yutan eleman oldugu, Teorem
7.4.1 (i1)) (2) bashginda, ; isleminin Ny islemine sagdan dagildig1 gdsterilmistir. Sonug
olarak, TNZ’NM =TNZNM=Q sartlar1 altinda, (SE(U),HR,;) cebirsel yapist komutatif
olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirli bir (sag) yakin yari-halkadir. Ayrica,
(F, K);UE # Ug oldugundan, (SE(U),US,;) sifir simetrik olmayan bir (sag) yakin yari-
halkadir.

7.4.1.3. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),Ng) cebirsel yapisinin birimi Ug olan

komutatif, idempotent bir monoid yani bir yari-latis (dolayisiyla bir yarigrup) oldugunu
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gostermisti. Sonu¢ 7.3.1. de (Sg(UV), ;) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z2) ve (H,M), Se(U)
kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM =TNZNM=@ sart1 altinda komutatifve

idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, Teorem 7.4.1 (i) (1) bashginda, ; isleminin Ny

islemine TNZNM=@Q sart1 altinda sagdan dagildigi; Teorem 7.4.1 (ii) (2) bashgmda,;
isleminin Ny islemine soldan dagildig1 gosterilmistir. Sonug¢ olarak, TNZ’NM
=TNZNM=0@ sartlar1 altinda, (SE(U),nR,;) cebirsel yapist komutatif olmayan, toplamsal

idempotent, birimsiz sifirsiz bir yari-halkadir

7.4.2. Teorem (F,K), (G, Y), (H,D), U iizerinde esnek kiimeler olmak {izere, asagidaki gibi

esnek ikili par¢ali lamda isleminin genisletilmis islemlere dagilmasi mevcuttur:

i) Esnek Ikili Pargali Lamda Islemininin Genislerilmis Islemlere Soldan Dagilmast:

Bu alt baslik altindaki esitlikler KN'YND=0 ise saglanir.

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alahm. (G,Y) U.(H,D)=(M,YUD) olsun. Burada
YweYUD i¢in;

[ G(w), weY-D

M(w)= 4 H(w), weD-Y

i G(w)UH(w), weYND

(F,K) 5 (M,YUD)=(N,K) olsun. Burada YaeK igin;

[ F(w), weK-(YUD)
N(w)=
i F(w) UM’(w), weKN(YUD)
Buradan,
[ Fw), weK-(YUD)=KNY’ND’
N(w)= F(w)UG’(w), weKN(Y-D)=KNYND’
1 Fo)ur(w), weKN(D-Y)=KNY’ND

F(w)U[(G(w)NH(w)], weKNYND=KNYND
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Simdi esitligin sag tarafina bakalim: [(F,K ); (GY)] U: [(FK) ;(H, D) ].
(F,K), (G, Y)=(V.K) olsun. Burada YeweK icin

F(w), weK-Y
V(w)=

F(w)UG’(w), weKNY

(F.K) 5 (H,D)=(W,K) olsun. Burada YweK igin;

F(w), weK-D
W(w)=
F(w)UH’(w), weKND
(V,K) Ug(W,K)=(T,K) olsun. Burada VweK ig¢in;
V(w), weK-K=0
T(w)=] W(w), weK-K=0
V(w) NW(w), weKNK=K
Buradan,
| F(w) UF(w) | we(K-Y)N(K-D)= KNY’ND’
| F(w) U [F(w)UR ()], we(K-Y)N(KND)=KNY’ND
T(w)=| [F(w)UG’(w)]UF(w), we(KNY)N(K-D)= KNYND’
| [F(0)UG’ (0)U[F(@)UH’(®)],  we(KNY)NKND)=KNYND
Boylece,
[ Fw), we(K-Y)N(K-D)= KNY’ND’
F(w)UH’ (), we(K-Y)N(KND)=KNY’ND
T(w)=| F(w)UG (), we(KNY)N(K-D)y= KNYND’
F(w)UG’(w)UH’(w), we(KNY)N(KND)=KNYND

KNYND=0 i¢in N=T oldugu goriiliir.
2) (F,K) 3 [GYN(HDY=IF.) 5G] N [FK) 5 (D]
i) Esnek Ikili Parcali Lamda Isleminin Genisletilmis Islemlere Sagdan Dagilmast:

1) [(F.K) Ne(G,Y)]5 (HD)=[(F.K), (HD)INI(G,Y) 5 (H.D)].
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Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafim ele alalim. (F,K) N.(G,Y)=(M,KUY) olsun. Burada

VweKUY igin;
F(w), weK-Y
M(w)=4 G(w), weY-K

F(w)NG(w), weKNY
(M,KUY), (H.D)=(N,KUY) olsun. Burada YaweKUY igin;

M(w), we(KUY)-D
N(w)=
M(w)UH’(w), we(KUY)ND
Boylece,
) we(K-Y)-D=KNY’ND’
G(w), we(Y-K)-D=K’NYND’
N(w)= | F(w)NG(w), we(KNY)-D=KNYND’
| Fw)UH(w), we(K-Y)ND=KNY’ND
G(w)UH’(w), we(Y-K)ND=K’NYND
[ F(w)NG(w)]UH’(w), we(KNY)ND=KNYND

Simdi esitliin sag tarafina bakalim [(F, K), (H.D)]N:[(G,Y), (H.D)]. (F.K), (H.D)=(V.K)
olsun. Burada VweK igin;
F(w), weK-D
V(w)=
F(w)UH’(w), weKND
(G.Y) 5 (H.D)=(W.Y) olsun. Burada YaeY igin;

[ G(w), weY-D
W(w)="
L G(w)UH’(w), weYND
(V,K) ng (W, Y)=(T, KUY) olsun. Burada YweKUY igin;
[ V(w), weK-Y
T(w)= J W(w), weY-K
V(w)NW(w), weKNY

Boylece,
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F(w), we(K-D)-Y=KNY’ND’
F(w)UH(w), we(KND)-Y=KNY’ND
G(w), we(Y-D)-K=K’NYND’
T(w)= | G(w)UH’(w), we(YND)-K=K’NYND
1 F(w)nG(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
F(w) N [G(w)UH’(w)], we(K-D)N(YND)=0
[F(w)UH’(w)]NG(w), we(KND)N(Y-D)=0
[F(w)UH’(w)]N[G(w)UH’(w)], we(KND)N(YND)=KNYND
Boylece,
[ F(w), wekKNY’ND’
F(w)UH’(w), weKNY’ND
G(w), weK’NYND’
T(w)= | G(w)UH’(w), weK’NYND
F(w)NG(w), weKNYND’
[F(w)NG(w)]UH’(w), weKNYND

Boylece N=T oldugu gortiliir.

Asagida yer alan esitlikler de KNYND=0 igin saglanir. ispatlar benzer sekilde yapildig

icin, ispatsiz sekilde verilmistir.

2) [(F.K) Ug (G.Y)];, (HD)=[(F.K) 5 (H.D)]U[(G,Y) 5 (H.D)].
3) [(F.K) \c (G.Y)], (H.D)=[(F.K) ; (HDI\[(G,Y) ; (H.D)].
4) [(F.K) A(G,Y)]; (H.D)=[(F.K), (H.D)IA[(G, ), (H.D)].
5) [(F.K) +:(G.Y)]5, (H.D)=[(F.K); (H.D)]+[(G,Y) (H.D)].
6) [(F.K) Y(G.Y)]; (H.D)=[(F.K), (H.D)Iy[(G,Y), (H.D)].

7) [(F.K) #:(GY)]; (H.D)=I(F.K); (H,D)]*[(G,Y) ; (HD)]
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8) [(F.K) 8(G,Y)], (H.D)=[(FK), (H.D)IO:[(G,Y) ; (H.D)].

7.4.2.1. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U), Ug) cebirsel yapisinin birimi @y olan

komutatif, idempotent bir monoid yani bir yari-latis (dolayisiyla bir yarigrup) oldugunu
gostermisti. Sonu¢ 7.3.1 de (SE(U),;) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z2) ve (H,M), Se(U)
kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM=TNZNM=@ sart1 altinda komutatif ve
idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, iistelik Teorem 7.3 (10) da, Q)Q,;(F, T)=04, yani
@y nin Sg(U) kiimesi lizerinde ; islemi altinda, sol yutan eleman oldugu ve Teorem 7.4.2
(if) (2) bagliginda, ; isleminin U islemine sagdan dagildigi gosterilmistir. Sonug olarak,
TNZNM= TNZ’NM =@ sartlar1 altinda, (Sg (U),Us,;) cebirsel yapist bir komutatif
olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirli bir (sag) yakin yari-halkadir. Ayrica,

(F, K);(Z)Q) # @y oldugundan, (SE(U),US,;) sifir simetrik olmayan bir (sag) yakin yari-
halkadir. Benzer sekilde (Sg (U),ns,;) cebirsel yapisinin da sifir simetrik olmayan,
komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirli bir (sag) yakin yari-halka
oldugu gosterilebilir. Yine, (Sg(U)\e. ), (Se(U).Ac, ), (Se(U).+e17): (Se(U).Ver ),
(Sg (U),)\s,;), (Sg (U),*s,;), (Sg (U),Gs,;) cebirsel yapilarinin da aymi sartlar altinda

komutatif, sifir simetrik ve idempotent olmayan, birimsiz ve sifirli bir (sag) yakin yari-
halka oldugi gosterilebilir. Buradaki, ilk islemlerin Sg(U) kiimesi {izerinde, TNZNM=0
sart1 altinda (A; islemi sartsiz bir sekilde) birlesmeli oldugu, Aybek (2023) tarafindan

gosterilmistir.

7.4.2.2. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U), Ug) cebirsel yapisinin birimi @, olan
komutatif, idempotent bir monoid yani bir yari-latis (dolayistyla bir yarigrup) oldugunu
gostermisti. Sonu¢ 7.3.1 de (SE(U),;) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M), Sg(U)
kiimesinin elemanlar1 olmak tiizere, TNZ’NM=TNZNM=@ sart1 altinda komutatif ve

idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, Teorem 7.4.2 (i) (1) basliginda, ;: isleminin U,
> A
isleminin U, islemine sagdan dagildigi gosterilmistir. Sonug olarak, TNZNM=TNZ’NM=0

islemine TNZNM =@ sart1 altinda soldan dagildigi, Teorem7.4.2 (ii) (2) basliginda
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sartlar1 altinda, (SE(U),UE,;) cebirsel yapist bir komutatif olmayan, toplamsal idempotent,

birimsiz ve sifirsiz bir yari-halkadir.

7.4.2.3. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),N.) cebirsel yapisinin birimi @y olan

komutatif, idempotent bir monoid yani bir yari-latis oldugunu gostermisti. Sonu¢ 7.3.1 de
(SE(U),;) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M), Sg(U) kiimesinin elemanlar1 olmak
iizere, TNZ’NM=TNZNM=0 sart1 altinda komutatif ve idempotent olmayan bir yarigrup

oldugu, Teorem 7.4.2 (i) (2) basliginda, ; isleminin N, islemine TNZNM=@ sart1 altinda
soldan dagildigi, Teorem 7.4.2 (ii) (1) basliginda, ; isleminin N islemine sagdan

dagildig1 gosterilmistir. Sonug olarak, TNZNM=TNZ’NM=0@ sartlar1 altinda, (SE(U),ns,;)

cebirsel yapisi bir komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir yari-
halkadir.

7.4.3. Teorem (F,K), (G,Y), (H,D), U iizerinde esnek kiimeler olmak iizere, asagidaki gibi

esnek ikili par¢ali lamda isleminin esnek ikili pargali islemlere dagilmasi mevcuttur:

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalim. (F, K);(G,Y):(M,K)Olsun. Burada YweK
i¢in,
Flw), weK-Y
M(w)=
F(w)NG(w), weKNY
(MK) 5 (H.D)=(N.K) olsun. Burada YweK igin,
M(w), weK-D
N(w)=
M(w)UH(w), weKND
Boylece,



N(w)=

| Fw)UH’(w),

Fw), we(K-Y)-D=KNY’ND’
F(w)NG(w), we(KNY)-D=KNYND’

we(K-Y)ND=KNY’ND

[F(w)NG(w)]JUH(w), we(KNY)ND=KNYND
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Simdi Esitligin sag tarafina bakalim. [(F,K) ;(H,D)] ; [ (G,Y); (H,D)]. (F, K);

(H,D)=(V,K) olsun. Burada VweK igin;

V(w)=

Flw), weK-D

F(w)UH’(w), weKND

(G.Y), (H.D)=(W,Y) olsun. Burada YweY igin;

we(K-D)-Y=KNY’ND’
we(KND)-Y=KNY’ND
we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
we(K-D)N(YND)=0¢
we(KND)N(Y-D)=0
we(KND)N(YND)=KNYND

weKNY’ND’
weKNY’ND
weKNYND’
weKNYND

G(w), weY-D
W(w)=<[
G(w)UH’(w), weYND
(V.K) , (W,Y)=(T,K) olsun. Burada YoeK igin;
V(w), weK-Y
T(w)=
V(w)NW(w), weKNY
Buradan,
[ F(w),
F(w)UH’(w),
T(w)= | Hw)nG(w),
| F@) n (6@ @)]
[F(w)UH’(w)] NG(w),
_ [Flw)UH’(0)] N[G(w)UH’(w)],
Boylece,
| F(w),
F(w)UH’(w),
T(w)= | Fw)nG(w),
[F(w)NG(w)]JUH’(w),

Boylece,

N=T oldugu goriiliir.
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Asagida yer alan esitlikler de KN'YND=@ sart1 altinda saglanir. Ispatlar benzer sekilde

yapildigi i¢in, ispatsiz sekilde verilmistir.

2[(F, K) |, (GY)];, (HD)=[(FK) 5 (H.D)] | [(GY) ; (HD)].
3)I(F. K) \ GY)]; (HD)=IFK) 5 (HD)] | [(G,Y) 5 (H.D)]
HI(F. K)5(G.Y)], (HD)=[(F.K) 5 (HD)] 4 [(G.Y) ; (H.D)].
5)I(F. K) , (G.Y)]; (HD)=[(F.K) 5 (HD)] , [(GY) 5 (HD)]
B)I(F. K) , (GY)]; (HD)=IFK) 5 (H.D)] , [(GY) ; (HD)]
DI K) , (GY)]; (HD)=[(F.K) 5 (HD)] , [(GY) , (HD)].
B)I(F. K) g (G.Y)]; (HD)=[(F.K) 5 (H.D)] 4 [(G,Y), (H.D)]

9) [(F.K) 5 (GY)]; (HD)=[(F.K) ; (H.D)] 5 [(G,Y) , (H.D)].

7.4.3.1. Sonug¢ Bu tezimizde, (F,T), (G,Z) ve (H,M), Sg(U) kiimesinin elemanlar1 olmak

tizere, TNZ’NM=@ sart1 altinda (Sg (U), ;) cebirsel yapisinin komutatif olmayan,

idempotent bir yarigrup yani bir band oldugu gosterildi. Sonu¢ 7.3.1 de (Sg(U), ;:) cebirsel

yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M), Sg(U) kiimesinin elemanlar1 olmak iizere,
TNZ’NM=TNZNM=0 sart1 altinda komutatif ve idempotent olmayan bir yarigrup oldugu,

Teorem 7.4.3 (1) basliginda, ;: isleminin ; islemine sagdan dagildig1 gosterilmistir. Sonug
olarak, TNZNM= TNZ’NM=@ sartlar1 altinda, (SE(U),; ,;) cebirsel yapisi bir komutatif

olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir (sag) yakin yari-halkadir.
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7.4.3.2. Sonug¢ Bu tezimizde, (F,T), (G,Z2) ve (H,M), Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak

tizere, TNZ’NM=@ sart1 altinda (Sg (U), ;) cebirsel yapisinin komutatif olmayan,

idempotent bir yarigrup oldugu gosterildi. Sonu¢ 7.3.1 de (Sg(V), ;) cebirsel yapisinin,
(F,T), (G,2) ve (H,M), Sg(U) kiimesinin elemanlar1 olmak iizere, TNZ’NM=TNZNM=0

sartt altinda komutatif ve idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, Teorem 7.4.3 (2)

~

U islemine sagdan dagildig1 gosterilmistir. Sonug¢ olarak,

basliginda, ; isleminin
TNZNM=TNZ’NM=Q sartlar1 altinda, (Sg (U), G ,;) cebirsel yapist bir komutatif

olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir (sag) yakin yari-halkadir.

7.4.3.3. Sonu¢ (F,T), (GZ) ve (H,M), Se(U) kiimesinin elemanlart olmak iizere,
TNZ’NM=TNZNM=0 sart1 altinda, (SE(U),\,}\), (SE(U),A,}\), (SE(U),_I_,)\), (SE(U),y,)\),
(SE(U),:,;), (SE(U),g,;) cebirsel yapilarinin, komutatif ve idempotent olmayan, birimsiz
ve sifirsiz bir (sag) yakin yari-halka oldugi gosterilebilir. Buradaki, ilk islemlerin Sg(U)

kiimesi tizerinde, TNZ’NM=TNZNM=@ sart1 altinda (Z islemi TNZ’NM=@ sart1 altinda)

birlesmeli oldugu, bu tezin ilerleyen kisimlarinda gosterilmistir.
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8. ESNEK IKILi PARCALI YILDIZ ISLEMI

Bu boliimde, esnek ikili par¢ali y1ldiz ad1 verilen yeni esnek kiime iglemi tanitilmis, 6rnegi
verilmisg, igslemin cebirsel Ozellikleri ile diger esnek kiime islemleri ile olan iligkisine
bakilarak dagilma kurallar1 ve Sg(U) kiimesi iizerinde bu islemin hangi cebirsel yapilari

olusturdugu incelenmis ve ¢ok 6nemli sonuglar elde edilmistir.

Tanim 8.1. (F,K) ve (G,Y), U iizerinde taniml1 iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin
(F, K): (G,Y) ile gosterilen esnek ikili pargali yildiz islemi Vw €K igin,

F(w), weK-Y
H(w)=

F(w)UG’(w), weKNY

olmak tizere (F,K):(G,Y):(H,K) ile tanimlanir.

8.2. Ornek E={e,,e,,e3,e,} parametre kiimesi, K={e,,e,}, Y={e,,e5,e,} E’nin iki alt
kiimesi, U={h;,h,, h3,h,, he, hs} evrensel kiime, (F,K) ve (G,Y), U iizerinde
(F.K)={(eq, {h2, hy,he}), (es.{hy.hyhs, he})}, (G Y)={(e;.{hy,h,}), (e3{h2h3hy hs}),
(e4,{h,, h3,h,})} olarak tanimlanan iki esnek kiime olsun. (F,K) : (G,Y)=(H,K) olmak
lzere,

Fw), weK-Y
H(w)=

F’(w)UG’(w), weKNY
Burada, K={e;,e,}, K—Y={e;} olmak iizere, Vw € K — Y={e,} i¢cin, H(w)=F(w) olup,
H(e;) =F(e;) ={ h,,h, , h¢}, Vo e KNnY ={e, } i¢in, H(w)=F '(w) U G’(w) olup,
H( ey) =F’(e,) UG’( ey )={ h;, hy } U { h;, hg,hg }={ hy,hs, hy,hg,hg }. Boylece,

(F.K) % (G,Y)={(e1,{hz,h4,he}).(e4, {hy, h3, hy, hs, he 1)}
8.3. Teorem (Islemin Cebirsel Ozellikleri)

1):, Se(U) kiimesi tizerinde kapalidir.
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~

Ispat: , i Sg(U) tizerinde ikili islem oldugu agiktir. Yani,
~:Se(U)x Se(U)— Se(U)
((F.K), (G)Y)) = (F.K), (G,Y)=(H,K)

~

olup, (F,K) ve (G,Y), U tizerinde iki esnek kiime oldugunda (F,T) _ (G,Y) de, U lizerinde

bir esnek kiimedir. KEE sabit bir parametre kiimesi olmak {izere, :’nln Sk(U) tizerinde de

bir ikili islem oldugu agiktir.
2) KNY’ND=KNYND=g ise [(F,K) _ (G,Y)] , (HD)=(F.K) , [(GY) , (HD)]

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F, K):(G,Y)=(T,K) olsun. Burada YweK
i¢in;
F(w), weK-Y
T(w)=
F’(w)UG’(w), weKNY
(T,K) , (H,D)=(M,K) olsun. Burada, YweK igin;

T(w), weK-D
M(w)=
T’ (w)UH’(w), weKND
Boylece,
[ F(w), we(K-Y)-D=KNY’ND’
M(w)=| F(w)UG’(w), we(KNY)-D=KNYND’
1 Pour (), we(K-Y)ND=KNY’ND
_ [Flw)NG(w)]UH’(w), we(KNY)ND=KNYND

(G,Y), (H,D)=(K,Y) olsun. Burada VweY icin;
G(w), weY-D

K(w)=
G’ (w)UH’(w), weYND

(F,K) . (K,Y)=(S,K) olsun. Burada YweK igin;



Flw), weK-Y
S(w)=
F’(w)UK’(w), weKNY
Boylece,
Flw), weK-Y
S(w)= 4 F(w)UG’(w), weKN(Y-D)=KNYND’

F'(0)U[G(w)NH(w)], weKN(YND)=KNYND
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S fonksiyonundaki, K-Y ye bakacak olursak, K-Y=KNY” olup, eger weY’ ise weD-Y
veya we(YUD)’. Buradan weK-Y ise weKNY’ND’ ve weKNY’ND olur. Boylece,
KNY’ND=KNYND= @ i¢cin M=S olur. Yani uygun kosullar altinda, Sg (U) kiimesi

iizerinde : islemi birlesme 6zelligine sahiptir.

3) [(F,K) . (GK), (HK) # (FK . [(GK . (HK)].

Ispat: 1k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F, K):(G,K)=(T,K) olsun. Burada YweK

i¢in;
F(w), weK-K=0
T(w)= {
F’(w)UG’(w), weKNK=K
(T,K) , (H,K)=(M,K) olsun. Burada VweK icin;
T(w), weK-K=0
M(w)=
T’ (w)UH’(w), weKNK=K

Boylece,

T(w), weK-K=0
M(w)=

[F(w)NG(w)]UH’(w), weKNK=K

Simdi de esitligin sag tarafina bakalim. (G,K):(H,K):(L,K) olsun. Burada VweK i¢in;

G(w), weK-K=0@
L(w)=
G’ (w)UH’(w), weKNK=K
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(F,K) . (L,K)=(N,K) olsun. Burada YweK igin;

[ F(w), weK-K=p
N(w)= -
F’(w)UL’(w), weKNK=K
Béylece,\
’_F(w), weK-K=0
N(w)=—
\F’(w)U[G(w) NH(w)], weKNK=K

Buradan M#N oldugu goriiliir. Yani Sg(U) kiimesi tlizerinde (parametre kiimeleri ayni olan

~

esnek kiimeler tizerinde), _ isleminin birlesme 6zelligi yoktur.
4) (F,K) L (GY)#(G,Y), (FK).

Ispat: (F,K)  (G,Y)=(H,K) olsun. Burada VweK igin;
Fw), weK-Y
H(w)=
F(w)UG’(w), weKNY
(G,Y) : (F,K)=(T,Y) olsun. Burada YweY igin;
G(w), weY-K
T(w)=
G’ (w)UF’(w), weYNK
Burada, sol taraftaki esnek kiimenin parametre kiimesi K; sag taraftaki esnek kiimenin

parametre kiimesi Y dir. Boylece esnek kiimelerin esitligi tanim1 geregi;

(FK) | (GY)AGY) | (FK).
Fakat (F,K)  (G,K)=(G,K) , (F.K) oldugu agiktir. Yani, Sg(U) kiimesi iizerinde _ islemi,
degisme Ozelligine sahip degilken, K< E sabit bir paramere kiimesi olmak tizere Sk(U)

kiimesi tizerinde : islemi degisme 6zelligine sahiptir.



187

8.3.1. Sonu¢ Teorem 8.3 (1), (2) ve (4) den, (F,K), (G)Y) ve (H,D), Se(U) kiimesinin
elemanlar1 olmak tizere, KNY’ND=KNYND=@ sart1 altinda (Sg (U),:) komutatif ve

idempotent olmayan bir yarigruptur.

KC E sabir bir parametre kiimesi olmak tizere, (SK(U),:) cebirsel yapist Teorem 8.3 (3)

den, birlesme 6zelligine sahip olmadigi i¢in yarigrup olamaz; fakat bu yapmin komutatif

bir grupoid oldugu agiktir.
5) (F,K) , (F,K)=(F,K)".

Ispat: (F,K), (F,K)=(H,K) olsun. Burada VweK icin;
F(w), weK-K=0

H(w)=
F’(w)UF’ (w), weKNK=K

Burada, VweK i¢in, H(w)=F’(w)UF’(w)=F’(w), bdylece (H,K)=(F,K)". Yani, Sg (U)

kiimesi iizerinde : islemi, denk giicliiliik 6zelligine sahip degildir.
6) (FK) , 8x=0x ,(F,K) = Ug.

Ispat: ®x=(S,K) olsun. Burada YweK igin; S(w)=9. (F, K): (S,K)=(H,K) olsun. Burada

VweK i¢in,

Flw), weK-K=0
H(w)=

F’(w)US’(w), weKNK=K

Boylece, VweK i¢in, H(w)=F’(w)US’(w)=F’(w)uU=U. Buradan (H,K)=Uy.
7) (F,K) «Pe=Ug.

Ispat: ®=(S,E) olsun. Burada YweE; S(w)=0. (F,K) _(S,E)=(H,K). Boylece, VweK igin,
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F(w), weK-E=0
H(w)=
F'(w)US’(w), weKNE=K
Buradan, YweK i¢in; H(w)=F’(w)US’(w)=F’(w)UU=U olur ve béylece (H,K)=Ux

8) (F,K) , By=(FK).

Ispat: g=(S, @) ve (F,K):(S, @)=(H,K) olsun. Boylece, VweK igin,
F(w), weK-9=K
H(w)=
F(w)US’ (w), weKNP=0
Buradan, YweK i¢in; H(w)=F(w) olup, (H,K)=(F,K). Sg(U) kiimesi ﬁzerinde: isleminin

sag birim eleman1 @y esnek kiimesidir.

Ispat: ®4=(S,0) ve (S,Q)):(F,K):(H,Q)) olsun. @y, parametre kiimesi bos kiime olan tek
esnek kiime oldugu i¢in, (H,@)=@, olur.

Yani, Sg(U) kiimesi ﬁzerinde: islemi i¢in, her elemanin sag birim eleman olan @y ye
gore sol tersi, @y esnek kiimesidir. Ayrica, Sg(U) kiimesi iizerinde: isleminin sol yutan

elemant @y esnek kiimesidir.

8.3.2. Sonug¢ Teorem 8.3 (1), (2), (8) ve (9) dan, (F,K), (G,Y) ve (H,D), Se(U) kiimesinin
elemanlar1 olmak tizere, KNY’ND=KNYND=@ sart1 altinda (SE(U),:) cebirsel yapisi, sag

birimi @y , her elemanin sol tersi @, olan idempotent olmayan bir sol-sag sistemdir.
10) (F,K), Ux=U , (F,K) = (F,K)".

Ispat: Ug=(T,K) olsun. Burada YweK i¢in, T(w)=U. (F,K) :(T, K)=(H,K) olsun. Burada

VweK i¢in;
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Flw), weK-K=0
H(w)=
F(w)UT’(w), weKNK=K
Buradan, VweK i¢in; H(w)=F’(w)UT’(w)=F’(w)UP=F’(w) olur ve bdylece (H,K)=(F, K)".

11) (F,K), Ug=(F,K)".

Ispat: Ug=(T,E) olsun. Burada YweE icin, T(w)=U. (F, K):(T, E)=(H,K) olsun. Burada

VwekK i¢in ;

Fw), weK-E=0
H(w)=

F(w)UT’(w), weKNE=K

Buradan, VweK ig¢in, H(w)=F’(w)UT’(w)=F’(w)Ud=F’(w) olur. (H,K)=(F,K)".
12) (F,K), (F,K)"™=(F, K)" _ (F,K) = Ug.

Ispat: (F,K)'=(H,K) olsun. Burada YweK i¢in, H(w)=F’(w). (F, K):(H, K)=(T,K) olsun.

Burada VweK i¢in,

Fw), weK-K=0
T(w)=

F’(w)UH’(w), weKNK=K

Buradan, YweK i¢in, T(w)=F’(w)UH’(w)=F’(w)UF(w)=U olur. Burada (T,K)=Uk.

*
13) [(F,K) _(GYI=(FK) ~ (G,Y).
N

Ispat: (F,K) . (G,Y)=(H,K) olsun. Burada VweK igin,
Flw), weK-Y

H(w)=
F(w)UG’(w), weKNY

(H, K)'=(T,K) olsun. Burada YweK ig¢in,
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F’(w), weK-Y
T(w)=
Flw)NG(w), weKNY
%k
Boylece, (T,K)=(F,K) ~ (G,Y).
N

14) (F,K) _(GK) = 0x &(FK) = (G,K) = Ug.

Ispat: (F,K) :(G, K) = (T, K) olsun. Burada YweK igin,

Flw), weK-K=0
T(w)=

F(w)UG’(w), weKNK=K
(T,K) = @¢ oldugundan, VweK i¢in, T(w)= @ . Buradan, VweK ig¢in,
T(w)=F’(w)UG’(w)=0 < Vw € Kicin, F’(w)=0 ve G’(w)=0 < YweK igin, F(w)=U ve
G(w)=U &(F,K) = (G,K) = Ug.

15) @ € (F,K) _ (G Y)ve 8y € (G,Y)  (FK).
16) (F,K), (GY) € Uk ve (G Y), (FK) & Uy.
17) (F,K)" € (F,K) _ (G,K) ve (G K)" € (F,K) _(G,K).

Ispat: (F,K) :(G,K)Z(H,K). Oncelikle, KE K olur. Burada YweK igin,
Flw), weK-K=0
H(w)=
F’(w)UG’(w), weKNK=K
VweK;H(w)=F’'(@) € F(0) UG (W), (KK’ E (K, (GK. (GKE (FK) . (GK)

benzer sekilde gosterilebilir.

18) (F,K)E (G, Y) ise (F,K) , (G,Y)=(F K)"
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Ispat: (F,K)E (G,Y) ise KCY ve her weK igin, F(w) € G(w). (F,K)  (G,Y)=(H,K) olsun.
Burada VweK igin,

F(w), weK-Y=0
H(w)=

F’(w)UG’(w), weKNY=K
F(w)< G(w) ise G’(w)< F'(w). Boylece, YweK; H(w)=F(w) U G'(w)=F(w). Buradan,
(F.K), (G,Y)=(FK)"

19) (FK) € (GK) ise (HZ) (GK) € (H2) ,(FK) ve (GK) _(HK € (FK)

~(H,K).

Ispat: (F,K)E (G,K) olsun. Buradan, YweK icin, F(w)S G(w) ve bdylece Yw € K igin,
G’(w)S F'(w) olur. (H,2) (G, K) = (W,Z) olsun. Béylece, YweZ icin,
H(w), weZ-K
W(w)=
H(w)UG’(w), weZNK
(H,2) , (F,K)=(L,2) olsun. Bdylece, VweZ icin
H(w), weZ-K
L(w)=
H(w)UF’(w), weZNK
VweZ-K igin, W(w)=H(w)SEH(w)=L(w), YweZNK i¢in W(w)=H(w)UG’ (w)<&
H(w)UF(w)=L(w) olup, (HZ),(GK) € (H,2) ,(FK). Ayrica, her weK igin,

G’ (w)UH’(w) € F*(w)UH’(w) olup, (G,K) , (H,K) & (FK) , (HK).

20) (H,2) . (GK) € (H2) ,(FK) ise (FK)E (GK) olmak zorunda degildir. Benzer

sekilde, (G,K) , (H,K) & (F,K) , (H,K) ise (F,K) & (G K) olmak zorunda degildir. Yani

Teorem 8.3 (19) nin tersi dogru degildir.

Ispat: Teorem 8.3 (19) un tersi dogru olmadigmi gostermek igin bir drnek verelim.

E={e;.e;,e3,e4 €5} parametre kiimesi, K={e;,e3} ve Z={e;,e3,es} E’nin iki alt kiimesi,
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U={ h; , hy,h; , hy,hs } evrensel kime, (FK), (GK) ve (H,Z), U iizerinde

(F,K):{ (el,i { h2'h5} )1 ( e3 !{ hl ) hZ ) h5 })}! (G,K):{ (el,J { h2 })’( e3 ’{ hl ’ h2 })}’
(H,2)={(e1,9),(e3,0),(es, {h,,hs})} olarak tanimlanan esnek kiimeler olsun.

(H,Z):(G, K) = (L,Z) olmak fizere Vw € Z-K={es} i¢in, L(es)=H(es)={h,,hs}; Vw €
ZnK={e, es} icin, L(e;)=H’(e;) UG’ (e;)=U, L(es)=H’(e;)UG’(e5)=U. Buradan,

(H,2), (G, K)={(e;,U) (e5,U),(es, {h, hsH}.

Simdi de, (HZ) ,(FK)=( W) olmak iizere VweZ -K={ e5 } icin,
W(es) =H(es) ={h,,hs}.; VweZn K={ e, e;} i¢cin, W(e;) =H’(e;) UF’(e; )=U,
W(e;)=H’(e3)UF'(e3)=U. Boylece (H,Z):(F: K)={(e,V),(e3,U),(es, {h,, hs}}.

Buradan, (H,Z) (G,K) € (H,2) (F,K); fakat (F,K) € (G,K) olmadig agikur. (G,K)

- ,K) € (F, ) ,K) ise (F,K) € (G,K) olmak zorunda olmadigi, ayni 6rnek iizerinde
“(H,K) € (FK)  (HK) ise (F.K) € (GK) olmak zorunda olmadig1, ay Kk iizerind
(H,K)={(e,,9),(e5,D)} alinarak gosterilebilir.

21) (F,T) € (G, T) ve (K,T) € (L, T) ise (G,T), (LT) EF.T) (KT,

Ispat: (F,T)E (G, T) ve (K,T)E (L, T) olsun. Buradan, YweT igin, F(w)<S G(w) ve K(w)S
L(w). Bdylece YweT icin, G'(w)€ F'(w) ve L'(w)E K' (). (GT)_ (L,T)=(M,T) olsun,
Boylece, YVweT i¢in, M(w)=G’(w)UL’(w). (F,T):(K,T):(N,T) olsun. Boylece, VweT igin,
N(w)=F’(w)UK’(w). YweT igin, G’(w)< F(w) ve L’(w) < K'(w) oldugundan,
M(w)=G’()UL’ (w)SF’(w)UK’(w)=N(w) olur. Béylece, (G,T) _ (L,T) EF,T) , (KT)

8.4. Teorem (F,K), (G, Y), (H,D), U fizerinde esnek kiimeler olmak {iizere, asagidaki gibi

esnek ikili parcali y1ldiz igleminin diger esnek kiime islemlere dagilmasi mevcuttur:

8.4.1. Teorem (F,K), (G,Y), (H,D), U iizerinde esnek kiimeler olmak iizere, asagidaki gibi
esnek ikili parcali yildiz isleminin kisitlanmis islemlere dagilmasi mevcuttur. Bu alt baslik

altindaki esitlikler, KN'Y N D = @ i¢in saglanr.
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DIF.K) Ug (G,Y)], (HD)=[(F,K), (HD)IUR[(G,Y) , (H,D)].

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalim. (F,K)Ug(G,Y)=(M,KNY) olsun. Burada,

VYweKNY i¢in, M(w)=F(w)UG(w). (M,KNY) :(H,D):(N,KDY) olsun. Burada, VweKNY

i¢in,
M(w), we(KNY)-D
N(w)=
M’ (w)UH’(w), we(KNY)ND
Buradan,
F(w)UG(w), we(KNY)-D=KNYND’
N(w)=

[F(w)NG’(w)]JUH(w), we(KNY)ND
Simdi esitligin  sag tarafina bakalim. [ (F, K): (H,D)] Ur [ (G,Y): (H,D)].
(F,K) :(H,D):(V,K) olsun. Burada, VweK igin,

F(w), weK-D
V(w)=

F’(w)UH’(w), weKND
(G,Y) , (H,D)=(W,Y) olsun. Burada, YweY igin,

G(w), weY-D
W(w)=

G’ (w)UH’(w), weYND
(V,K)ug (W,Y)=(T,KNY) olsun. Burada, YweKNY i¢in, T(w)=V(w) UW(w),

[ F(w)UG(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
T(w)=| Fw)U[G’ (w)UH’(w)], we(K-D)N(YND)=@¢
| [F(0)UH (0)]UG(w), we(KND)N(Y-D)=0
[F’(w)UH’(w) JV[G’(w)UH’(w)], we(KND)N(YND)=KNYND
Buradan-,
F(w)UG(w), weKNYND’
T(w)=

[F’(w)UH’(w) JU[G’(w)UH(w)], weKNYND
Boylece KN Y N D = @ igcin N=T oldugu goriiliir.
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2)[(F,K) N (G,Y)], (H,D)=I[(F, K), (H,D)INR[(G, V), (H,D)].

8.4.1.1. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),Ug) cebirsel yapisinin birimi @ olan

komutatif, idempotent bir monoid yani siirli bir yari-latis (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu gostermisti. Sonug¢ 8.3.1 de (Sg(U), :) cebirsel yapisiin, (F,T), (G,Z) ve (H,M),
Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM =TNZNM=@ sart1 altinda komutatif
ve idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, Teorem 8.4.1 (1) bashiginda, : 1sleminin Ug
islemine TNZNM =@ sart1 altinda sagdan dagildigi gosterilmistir. Sonug¢ olarak,
TNZ’NM=TNZNM=0@ sartlar1 altinda, (SE(U),UR,:) cebirsel yapisi komutatif olmayan,

toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir (sag) yakin yari-halkadir.

8.4.1.2. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),Ng) cebirsel yapisinin birimi Ug olan

komutatif, idempotent bir monoid yani smirh bir yari-latis (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu gostermisti. Sonug¢ 8.3.1 de (Sg(U), :) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M),
Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak iizere, TNZ’NM =TNZNM=@ sart1 altinda komutatif
ve idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, Teorem 8.4.1 (2) basliginda, : isleminin Ng
islemine TNZNM =@ sart1 altinda sagdan dagildigi gosterilmistir. Sonug olarak,
TNZ’NM=TNZNM=0@ sartlar1 altinda, (SE(U),nR,:) cebirsel yapisi komutatif olmayan,

toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir (sag) yakin yari-halkadir.

8.4.2. Teorem (F,K), (G, Y), (H,D), U iizerinde esnek kiimeler olmak {iizere, asagidaki gibi

esnek ikili parcali y1ldiz isleminin genisletilmis islemlere dagilmasi mevcuttur:
i) Esnek ikili Pargal1 Yildiz Isleminin Genisletilmis Islemlere Soldan Dagilmast:
Bu alt baslik altindaki esitlikler, KN(YAD)= KNYND=@ ise saglanir.

D (F,K) (G Y)UHDI=IFK) [ (G,Y)] U [(FK) |, (HD)]

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafim ele alalm. (G,Y) U.(H,D)=(M,YUuD) olsun. Burada
YweYUD i¢in;



G(w), weY-D
M(w)= 4 H(w), weD-Y
G(w)UH(w), weYND
(F,K) . (M,YUD)=(N,K) olsun. Burada VweK icin;

Fw), weK-(YUD)
N(w)=

F'(0)UM’(w), weKN(YUD)

Buradan,
[ F(w), weK-(YUD)=KNY’ND’
N(w)= | F(w)UG(w), weKN(Y-D)=KNYND’
F’(w)UH’(w), weKN(D-Y)=KNY’ND
F(0)U[(G(w)NH’(w)],  weKNYND=KNYND

Simdi es;[ligin sag tarafina bakalim: (F, K): (G, Y)=(V,K) olsun. Burada YweK i¢in
F(w), weK-Y

V(w)=
F’(w)UG’(w), weKNY

(F,K) :(H, D)=(W,K) olsun. Burada YweK igin;

Flw), weK-D
W(w)=
F’(w)UH’(w), weKND
(V,K) Ug(W,K)=(T,K) olsun. Burada YweK igin;
V(w), weK-K=0
T(w)= 4 W(w), weK-K=0
V(w) N"W(w), weKNK=K
Buradan,
[ F(w) UF(w), we(K-Y)N(K-D)= KNY’ND’
F(w) U [F’(w)UH(w)], we(K-Y)N(KND)=KNY’ND
T(w)=| [F’(@)UG()]UF(w), we(KNY)N(K-D)= KNYND’
| [F(@)UG ()U[F(0)UH'(@)],  we(KNY)N(KND)=KNYND

Boylece,
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[ Fw), we(K-Y)N(K-D)= KNY’ND’

U we(K-Y)N(KND)=KNY’ND

T(w)= | U we(KNY)N(K-D)= KNYND’
 F(w)UG’(w)UH (w), we(KNY)N(KND)=KNYND

KNY’ND=KNYND’=KNYND=@ i¢in N=T oldugu gorilir. KNY’ND=KNYND’=@
sartinin, KN(YAD)=0@ sartina denk oldugu asikardir.

2) (5,10 T (GY)NHD)=IFR) T (G] e [FK) | (H,D)].
ii) Esnek Ikili Pargal1 Yildiz Isleminin Genisletilmis Islemlere Sagdan Dagilmasi:

Bu alt baglik altindaki esitlikler KN'YND=@ ise saglanir.
1) [(F.K) ne(G,Y)],, (H.D)=[(F.K) , (H.D)IN[(G,Y) , (H.D)].

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalm. (F,K) N.(G,Y)=(M,KUY) olsun. Burada
VweKUY i¢in;
F(w), weK-Y
M(w)= G(w), weY-K
F(w)NG(w), weKNY
(M,KUY) . (H,D)=(N,KUY) olsun. Burada YweKUY igin;

M(w), we(KUY)-D
N(w)=
M’ (w)UH’(w), we(KUY)ND
Boylece,
| Flw), we(K-Y)-D=KNY’ND’
G(w), we(Y-K)-D=K’NYND’
N(w)= | Flw)NG(w), we(KNY)-D=KNYND’
1 F(w)uH’(w), we(K-Y)ND=KNY’ND
G’(w)UH(w), we(Y-K)ND=K’NYND
[ F’(w) UG’ (w)] UH’(w), we(KNY)ND=KNYND
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Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F, K):(H,D)]ns[(G,Y):(H,D)]. (F,K):(H,D):(V,K)

olsun. Burada VYweK igin;
F(w), weK-D
V(w)=
F’(w)UH’(w), weKND
(G,Y) . (H,D)=(W,Y) olsun. Burada VweY igin;
G(w), weY-D
W(w)=
G’ (w)UH’(w), weYND
(V,K) ng (W, Y)=(T, KUY) olsun. Burada VweKUY igin;

V(w), weK-Y
T(w)=7 W(w), weY-K
V(w)NW(w), weKNY
Boylece,
| F(w), we(K-D)-Y=KNY’ND’
F(w)UH’(w), we(KND)-Y=KNY’ND
G(w), we(Y-D)-K=K’NYND’
T(w)= | G (w)UH(w), we(YND)-K=K’NYND
| Fw)nG(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
F(w) N [G’(w)UH(w)], we(K-D)N(YND)=0
[F*(w)UH’(w)]NG(w), we(KND)N(Y-D)=0¢
[F’(w)UH’(w)]N[G’(w)UH’(w)], we(KND)N(YND)=KNYND
Béylecej
[ F(w), weKNY’ND’
F’(w)UH’(w), weKNY’ND
G(w), weK’NYND’
T(w)zq G’(w)UH’(w), weK’NYND
F(w)NG(w), weKNYND’
[F’(w)UH(w)]N[G’(w)UH’(w)], weKNYND

Béylece KNYND=0 i¢in N=T oldugu goriiliir.
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Asagida yer alan esitlikler de KNYND=@ igin saglanir. Ispatlar benzer sekilde yapildig

i¢in, ispatsiz sekilde verilmistir.

2) [(F.K) Ue (G )], (HD)=[(F.K) , (H.D)IU[(G,Y) , (H.D)].
3) [(F.K) \e (GY)], (HD)=[(F.K) , (HD)\:(G,Y) , (H.D)].
4) [(F.K) A(G, )], (HD)=[(F.K), (H.D)IA[(G,Y), (H.D)].
5) [(F.K) +(G. V)], (H.D)=[(F.K), (H,D)]+¢[(G,Y), (H.D)].
6) [(F.K) Y=(G.Y)I, (H.D)=[(F.K), (H.D)Iv:[(G,Y), (H.D)].
7) [(F.K) *(G.Y)], (H.D)=[(F.K), (H.D)]%[(G,Y) , (H.D)].
8) [(F.K) 0:(G,Y)], (H.D)=[(F.K), (H.D)I6.[(G,Y) , (H.D)].

8.4.2.1. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U), U.) cebirsel yapisinin birimi @y olan

komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli yari-latis (dolayisiyla bir yarigrup) oldugunu
gostermisti. Sonu¢ 8.3.1 de (SE(U),:) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z2) ve (H,M), Se(U)
kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM=TNZNM=@ sart1 altinda komutatif ve
idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, iistelik Teorem 8.3 (9) da, (D@:(F, T)=04, yani
@y nin Sg(U) kiimesi iizerinde : islemi altinda, sol yutan eleman oldugu ve 8.4.2. (ii) (2)
basliginda, : isleminin U islemine T N Z N M=@ sart1 altinda sagdan dagildig

gosterilmistir. Sonug olarak, TNZNM= TNZ’M =@ sartlar1 altinda, (Sg (U), Us,:)
cebirsel yapist bir komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirli bir (sag)

yakin yari-halkadir. Ayrica, (F, K):®¢ # @y oldugundan, (Sg (U),Us,:) sifir simetrik
olmayan bir (sag) yakin yari-halkadir. Benzer sekilde (SE(U),HS,:) cebirsel yapisinin da

sifir simetrik olmayan bir (sag) yakin yari-halka oldugu gosterilebilir. Yine, (SE(U),\S,:),
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Se(U)Ae, ) SeU)+e,, ) SeU)ve, ) Se(U) e, ) Se(U)xe, ) (Se(U).6, )
cebirsel yapilarinin da ayni sartlar altinda komutatif, sifir simetrik ve idempotent olmayan,
birimsiz ve sifirli bir (sag) yakin yari-halka oldugi gosterilebilir. Buradaki, ilk islemlerin
Sg(U) kiimesi tizerinde, TNZNM=@ sart1 altinda (A islemi sartsiz bir sekilde) birlesmeli
oldugu, Aybek (2023) tarafindan gosterilmistir.

8.4.2.2. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U), Ug) cebirsel yapisinin birimi @y olan

komutatif, idempotent bir monoid yani siirli bir yari-latis (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu gostermisti. Sonu¢ 8.3.1 de (SE(U),:) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z2) ve (H,M),
Se(U) kiimesinin elemanlari olmak iizere, TNZ’NM=TNZNM=0@ sart1 altinda komutatif ve
idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, Teorem 8.4.2 (i) (1) basliginda, : isleminin U,
islemine TN(ZAM)=TNZNM=@ sart1 altinda soldan dagildigi, Teorem 8.4.2 (ii) (2)
basliginda, : isleminin Ug islemine TNZNM=@ sart1  altinda sagdan dagildig
gosterilmistir.  Sonu¢ olarak, TNZNM=TNZ’NM=TN(Z A M)=@Q sartlar1 altinda,
(SE(U),Us,:) cebirsel yapis1 bir komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve

sifirsiz bir yari-halkadir.

8.4.2.3. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U), Ng) cebirsel yapisinin birimi @, olan

komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli bir yari-latis (dolayisiyla yarigrup) oldugunu
gostermisti. Sonu¢ 8.3.1 de (SE(U),:) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z2) ve (H,M), Se(U)
kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM=TNZNM=@ sart1 altinda komutatif ve
idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, Teorem 8.4.2 (i) (2) basliginda, : isleminin N,
islemine TN(ZAM)= TNZNM=0@ sart1 altinda soldan dagildigi, Teorem 8.4.2 (ii) (1)
basliginda, : isleminin N; islemine TNZNM=@ sarti altinda sagdan dagildig1
gosterilmistir.  Sonug olarak, TNZNM= TNZ’"M= TN(Z A M)=0 sartlar1 altinda,
(SE(U),nS,:) cebirsel yapis1 bir komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve

sifirs1z bir yari-halkadir.
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8.4.3. Teorem (F,K), (G,Y), (H,D), U iizerinde esnek kiimeler olmak iizere, asagidaki gibi
esnek ikili pargali yildiz isleminin esnek ikili pargali islemlere dagilmasi mevcuttur. Bu alt

baslik altindaki esitlikler, KN'YND=0 ise saglanir.
D [(F, K) 4 (GY)], (HD)=[(F.K) ,(HD)] 5 [(GY) , (HD)].

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafim ele alalim. (F, K);(G,Y):(I\/I,K)olsun. Burada VweK
i¢in,
F(w), weK-Y
M(w)=
F(w)NG(w), weKNY
(M,K) , (H,D)=(N,K) olsun. Burada YweK igin,

M(w), weK-D
N(w)=
M’(w)UH’(w), weKND
Boylece,
 F(w), we(K-Y)-D=KNY’ND’
N(w)=| Fw)NG(w), we(KNY)-D=KNYND’
7 P(w)UH(w), we(K-Y)ND=KNY’ND
[F(0)UG"(w)]JU H'(®w), we(KNY)ND=KNYND

Simdi csitligin sag tarafina bakalm. [(F,K) _ (H,D)] ALGY, HD] FK)
(H,D)=(V,K) olsun. Burada YweK igin;
F(w), weK-D
V(w)=
F’(w)UH’(w), weKND
(G,Y), (H,D)=(W,Y) olsun. Burada YweY igin;
G(w), weY-D
W(w)=
G’ (w)UH’(w), weYND

(V.K) ~ (W,Y)=(T,K) olsun. Burada VaeK igin;
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V(w), weK-Y
T(w)=
V(w)NW(w), weKNY

Buradan,
" Fw), we(K-D)-Y=KNY’ND’
F’(w)UH(w), we(KND)-Y=KNY’ND
T(w)=| F(w)NG(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
F(w) N [G’(w)UH’(w)], we(K-D)N(YND)=0
[F’(w)UH’ ()] NG(w), we(KND)N(Y-D)=0
[F’(w)UH’(0)] N[G’(w)UH(w)],  we(KND)N(YND)=KNYND
Boylece,
[ F(w), wekKNY’ND’
F’(w)UH’(w), weKNY’ND
T(w)= | F(w)NG(w), weKNYND?
[F’(w)NG’(w)]UH’ (w), weKNYND

Boylece KNYND=0 i¢in N=T oldugu goriiliir. Asagida yer alan esitlikler de KN'YND=0

sart1 altinda saglanir. Ispatlar benzer sekilde yapildig icin, ispatsiz sekilde verilmistir.

2I(F, K) |, (GY)],(HD)=[(FK) ,(HD)] | [GY) , (HD).
BI(F, K) \ (G, (HD)=[(F.K) (HD)] | [(G,Y) , (HD)]
DI, K) 5G], HD)=[(F.K) [ (HD)] , [(GY) , (HD).
5I(F. K) | (G.Y)], (HD)=[FK) ,(HD)] [(GY) , (HD)]
6)I(F, K)y GV, (HD)=[F.K) ;(HD)]  [(G,Y) | (HD)]
DI K) , (GY)], HD)=[(FK)  (HD)] , [(GY) , (HD).

B)I(F, K)  (G.Y)I, (HD)=[(F.K) ,(H.D)] 4 [(G,Y), (HD)]
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9) [(FK) 5 GV, (HD)=[F.K) [(HD) [(GY) ,(HD)]

8.4.3.1. Sonu¢ Bu tezimizde, (F,T), (G,Z2) ve (H,M), Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak

tizere, TNZ’NM=@ sart1 altinda (Sg (U), ;) cebirsel yapisimin  komutatif olmayan,

idempotent bir yarigrup yani bir band oldugu gosterildi. Sonu¢ 8.3.1 de (SE(U),:) cebirsel

yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M), Sg(U) kiimesinin elemanlart olmak {izere,

TNZ’NM=TNZNM=0 sart1 altinda komutatif ve idempotent olmayan bir yarigrup oldugu,
Teorem 8.4.3 (1) bashginda, : isleminin ; islemine TNZNM=@ sartt1 altinda sagdan
dagildig1 gosterilmistir. Sonug¢ olarak, TNZNM= TNZ’NM=@ sartlar1 altinda, (Sg (U),

[y x) cebirsel yapisi bir komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir

(sag) yakin yari-halkadir.

8.4.3.2. Sonu¢ Bu tezimizde (F,T), (G,Z) ve (H,M), Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak

tizere, TNZ’NM=@ sart1 altinda (Sg (U), ;) cebirsel yapisimin  komutatif olmayan,

idempotent bir yarigrup yani bir band oldugu gosterildi. Sonug¢ 8.3.1 de (Sg(U), :) cebirsel

yapisiin, (F,T), (G,Z) ve (H,M), Sg(U) kiimesinin eclemanlar1 olmak iizere,
TNZ’NM=TNZNM=0Q sart1 altinda komutatif ve idempotent olmayan bir yarigrup oldugu,

Teorem 8.4.3 (2) bashiginda, : isleminin ; islemine TNZNM=@ sart1 altinda sagdan
dagildigi gosterilmistir. Sonug olarak, TNZNM= TNZ’NM=@ sartlar1 altinda, (SE(U),G, :)

cebirsel yapisi bir komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir (sag)

yakin yari-halkadir.

8.4.3.3. Sonu¢ (F,T), (G2Z2) ve (H,M), Se(U) kiimesinin elemanlart olmak iizere,
TNZ’NM=TNZNM=0@ sart1 altinda, (SE(U),\,*), (SE(U),A,*), (SE(U),+, o) (SE(U),y,*),
(SE(U),:,:), (SE(U),E,:) cebirsel yapilarinin, komutatif ve idempotent olmayan, birimsiz
ve sifirsiz bir (sag) yakin yari-halka oldugi gosterilebilir. Buradaki, ilk islemlerin Sg(U)

kiimesi lizerinde, TNZ’NM=TNZNM=@ sart1 altinda (Z islemi TNZ’NM=@ sart1 altinda)

birlesmeli oldugu, bu tezin ilerleyen kisimlarinda gosterilmistir.
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9. ESNEK IKILi PARCALI TETA ISLEMI

Bu boliimde, esnek ikili pargali teta adi verilen yeni esnek kiime islemi tanitilmis, rnegi
verilmig, islemin cebirsel Ozellikleri ile birlikte diger esnek kiime islemleri ile olan
iliskisine bakilarak dagilma kurallar1 ve Seg(U) kiimesi iizerinde bu islemin hangi cebirsel

yapilar1 olusturdugu incelenmis ve ¢ok 6nemli sonuglar elde edilmistir.

9.1. Tanim (F,K) ve (G,Y), U iizerinde taniml: iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin
(F, K)g (G,Y) ile gosterilen esnek ikili parcali teta islemi Vw €K igin,

Flw), weK-Y
H(w)=

F(w)NG’(w), weKNY

olmak iizere (F,K)g(G,Y)Z(H,K) ile tanimlanir.

9.2. Ornek E={e,,e,,e3,e,} parametre kiimesi, K={e,,e,}, Y={e,,e5,e,} E’nin iki alt
kiimesi, U={ h; , h,,h; , hy,hs,hg } evrensel kime, (F.K) ve (G,)Y), U iizerinde
(F.K)={( ey, {h, hy,he}), (eq,{hyihy hs he})} (GY)={(e2.{h1h2}), (e3,{hs,h3hy hs}),
(e4,{hy, h3,hs}}) olarak tanimlanan iki esnek kiime olsun. (F,K) g (G,Y)=(H,K) olmak
lzere,

Flw), weK-Y
H(w)=

F(w)NG’(w), weKNY
Burada, K={e;,e,}, K—Y={e;} olmak iizere, Vw € K — Y={e,} i¢cin, H(w)=F(w) olup,
H(e;)=F(e;)={h,, hy,he}, Vw € KN Y={e,} i¢in, H(w)=F' (w) NG’(w) olup,
H(e,)=F’(es) NG’(e,)={hz,hy}n{h;,h,, hg}={h,}. Bé')ylece,(F,K)g(G,Y):{( e1.{h,

hahe}).(es {ha})}

9.3. Teorem (islemin Cebirsel Ozellikleri)

1);, Se(VU) kiimesi iizerinde kapalidir.
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Ispat: g’nln Se(U) iizerinde ikili islem oldugu agiktir. Yani,
o:Se(U)x Se(U)~ Se(U)
(F.K), (G.Y)) = (F.K) g (G,Y)=(H,K)
olup, (F,K) ve (G,Y), U iizerinde iki esnek kiime oldugunda (F,T) g (G,Y) de, U tizerinde

bir esnek kiimedir. KEE sabit bir parametre kiimesi olmak {izere, g’nln Sk(U) tlizerinde de

bir ikili islem oldugu agiktir.
2) KNY’ND=KNYND=9 ise [(F,K) 4(G,Y)] y (H.D)=(F.K) 4 [(G,Y) g (H.D)].

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F, K)g(G,Y)=(T,K) olsun. Burada YweK
i¢in;
F(w), weK-Y
T(w)=
F(w)NG’(w) , weKNY
(T.K) g(H.D)=(M,K) olsun. Burada, YweK igin;

T(w), weK-D
M(w)=
T (w)NH(w) , weKND
Boylece,
" F(w), we(K-Y)-D=KNY’ND’
M(w)=| F(0)NG’(w) we(KNY)-D=KNYND’
1 Ponmw), we(K-Y)ND=KNY’ND
[ F(w)UG(w)]NH’ (w), we(KNY)ND=KNYND

(G.Y)g (H.D)=(K,Y) olsun. Burada YweY igin;
G(w), weY-D

K(w)=
G’ (w) NH’(w) , weYND

(F,K) o (K,Y)=(S,K) olsun. Burada VweK igin;
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F(w), weK-Y
S(w)=
F'(0) NK’(w),  weKNY
Boylece,
Flw), weK-Y
S(w)= 4 F(w)NG’(w), weKN(Y-D)=KNYND’

F’(w)N [G(w)UH(w)], weKN(YND)=KNYND
S fonksiyonundaki, K-Y ye bakacak olursak, K-Y=KNY” olup, eger weY’ ise weD-Y
veya we(YUD)’. Buradan weK-Y ise weKNY’ND’ ve weKNY’ND olur. Boylece,
KNY’ND=KNYND= @ i¢cin M=S olur. Yani uygun kosullar altinda, Sg (U) kiimesi

iizerinde g islemi birlesme 6zelligine sahiptir.

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F, K);(G,K)=(T,K) olsun. Burada YweK

i¢in;
Fw), weK-K=0
T(w)‘{
F(w)NG(w), weKNK=K
(T.K) g (H.K)=(M,K) olsun. Burada YweK igin;
T(w), weK-K=0
M(w)‘{
T (w)NH’(w) , weKNK=K
Boylece,
T(w), weK-K=@
I\/I(w)‘|
[F(w)UG(w)]INH(w), weKNK=K

Simdi de esitligin sag tarafina bakalim. (G,K)g(H,K):(L,K) olsun. Burada VweK i¢in;

G(w), weK-K=0
L(w)=
G’ (w) NH(w) , weKNK=K
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(F,K) g (LK)=(N,K) olsun. Burada YweK igin;

Flw), weK-K=0
N(w)=

F’(w) "L’ (w) , weKNK=K
Boylece,

F(w), weK-K=0
N(w)=

F’(w)N[G(w) UH(w)], weKNK=K
Buradan M#N oldugu goriiliir. Yani Sg(U) kiimesi tlizerinde (parametre kiimeleri ayni olan

esnek kiimeler iizerinde), g isleminin birlesme 6zelligi yoktur.

Ispat: (F,K) §(G,Y)=(H,K) olsun. Burada YweK icin;
Flw), weK-Y
H(w)=
F(w)NG’(w), weKNY
(G,Y) g (F,K)=(T,Y) olsun. Burada YweY igin;
G(w), weY-K
T(w)=
G’ (w)NF’(w), weYNK
Burada, sol taraftaki esnek kiimenin parametre kiimesi K; sag taraftaki esnek kiimenin

parametre kiimesi Y dir. Boylece esnek kiimelerin esitligi tanimi1 geregi;

(F.K) g (GY)#GY) g (F,K).
Fakat (F,K) o(G.K)=(G.K)q(F.K) oldugu agiktir. Yani, Sg(U) kiimesi iizerinde g islemi,
degisme Ozelligine sahip degilken, K< E sabit bir paramere kiimesi olmak tizere Sk(U)

kiimesi tizerinde g islemi degisme 6zelligine sahiptir.
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9.3.1. Sonu¢ Teorem 9.3 (1), (2) ve (4) den, (F,K), (G)Y) ve (H,D), Se(U) kiimesinin
elemanlar1 olmak tizere, KNY’ND=KNYND=@ sart1 altinda (Sg (U),g) komutatif ve

idempotent olmayan bir yarigruptur.

KC E sabir bir parametre kiimesi olmak tizere, (SK(U),g) cebirsel yapisit Teorem 9.3 (3)

den, birlesme 6zelligine sahip olmadig i¢in yarigrup olamaz; fakat bu yapinin komutatif

bir grupoid oldugu agiktir.
5) (F,K) o(F.K)=(F,K)".

Ispat: (F,K) g (FK)=(H,K) olsun. Burada VweK igin;
F(w), weK-K=0
H(w)=
F’(w)NF’(w) , weKNK=K
Burada, YweK igin, H(w)=F’(w) NF’(w)=F’(w), boylece (H,K)=(F,K)". Yani, Sg (U)

kiimesi iizerinde g islemi, denk giicliiliik 6zelligine sahip degildir.

6) (F.K) g Bx=0x o(F, K)=(F, K)".

Ispat: x=(S,K) olsun. Burada YweK i¢in; S(w)=0. (F, K)E(S,K):(H,K) olsun. Burada

VweK i¢in,

Flw), weK-K=0
H(w)=

F’(w)NS’(w), weKNK=K

Boylece, VweK igin, H(w)=F’(w)NS’(w)=F’(w)NU= F’(w). Buradan (H,K)= (F,K)".
7) (F,K) o@=(F,K)".

Ispat: 5=(S,E) olsun. Burada YweE; S(w)=0. (F,K) (S,E)=(H.K). Bdylece, VweK igin,
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Fw), weK-E=0
H(w)=

F(w)NS’(w), weKNE=K
Buradan, YweK i¢in; H(w)=F(w)NS’(w)=F’(w)NU=F’(w) olur ve boylece (H,K)=
(F,K).

8) (F,K) o 9o=(F.K).

Ispat: g=(S, @) ve (F,K)g(S, @)=(H,K) olsun. Boylece, VweK igin,
Flw), weK-p=K
H(w)=
F(w)NS’(w), weKN@P=0
Buradan, YweK i¢in; H(w)=F(w) olup, (H,K)=(F,K).Sg(U) kiimesi ﬁzerindeg isleminin

sag birim eleman1 @y esnek kiimesidir.
9) By o (F,K) = B

Ispat: @y=(S, @) ve (S,Q));(F,K)Z(H,(b) olsun. @y, parametre kiimesi bos kiime olan tek
esnek kiime oldugu i¢in, (H,0)=@, olur.

~

Yani, Sg(U) kiimesi tizerinde 0 islemi i¢in, her elemanin sag birim eleman olan @y ye

~

gore sol tersi, @, esnek kiimesidir. Ayrica, Sg(U) kiimesi iizerinde 0 isleminin sol yutan

elemant @y esnek kiimesidir.

9.3.2. Sonug¢ Teorem 9.3 (1), (2), (8) ve (9) dan, (F,K), (G,Y) ve (H,D), Se(U) kiimesinin
elemanlar1 olmak tizere, KNY’ND=KNYND=0@ sart1 altinda (SE(U),g) cebirsel yapisi, sag

birimi @y , her elemanin sol tersi @, olan idempotent olmayan bir sol-sag sistemdir.

10) (F, K)g Ug=Uy g(F, K)= 0.
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Ispat: Ug=(T,K) olsun. Burada YweK igin, T(w)=U. (F,K) g(T, K)=(H,K) olsun. Burada

VweK igin;

F(w), weK-K=0
H(w)=

F(0)NT’(w), weKNK=K

Buradan, YweK i¢in; H(w)=F’(w)NT’(w)=F’(w)N@= @ olur ve boylece (H,K)=0.
11) (F,K) g Up=0x.

Ispat: Ug=(T E) olsun. Burada YweE igin, T(w)=U. (F,K) 4 (T, E)=(H,K) olsun. Burada

VwekK i¢in ;

F(w), weK-E=0
H(w)=

F'(w)NT’(w), weKNE=K

Buradan, YweK i¢in, H(w)=F’(w)NT’(w)=F’(w)N@= @ olur. (H,K)=0k.
12) (F,K) o (F,K)"™=(F,K)"  (F,K) = 0.

Ispat: (F,K)"=(H,K) olsun. Burada YweK i¢in, H(w)=F’(w). (F, K)E(H, K)=(T,K) olsun.

Burada VweK i¢in,

F(w), weK-K=0
T(w)=

F’(w)NH’(w), weKNK=K

Buradan, YweK i¢in, T(w)=F’(w)NH’(w)=F’(w)NF(w)= @ olur. Burada (T,K)=0k.

- *x
13) [(F, K)e(G,Y)]r:(F,K) ~ (G)Y).
U

Ispat: (F,K) 4(G,Y)=(H,K) olsun. Burada YweK igin,
Flw), weK-Y

H(w)=
F(0)NG(w),  weKNY
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(H, K)'=(T,K) olsun. Burada YweK ig¢in,

F’(w), weK-Y
T(w)=
F(w) UG(w), weKNY
%k
Boylece, (T,K)=(F,K) ~ (G,Y).
U

14) (F,K) (G,K) = O« =(F,K) = (GK) = 0.

Ispat: (F, K)g(G, K) = (T, K) olsun. Burada YweK igin,

Fw), weK-K=0
T(w)=

F(w)NG’(w), weKNK=K
(T,K) = ¢ oldugundan, VweK i¢in, T(w)= @ . Buradan, VweK ig¢in,
T(w)=F’(w)NG’(w)=U © Vw € Kicin, F’(w)=U ve G’(w)=U < VweK igin, F(w)= @ ve
G(w)=0 &(F,K) = (G,K) = k.

15) B € (F,K) (G, Y) ve By € (G,Y) ¢ (FK).
16) (F,K)4(G,Y) € Uy ve (G,Y)4(F.K) € Uy.
17) (F,K) o (G.K) € (F,K)" ve (F,K) 4 (G.K) € (G, K)".

Ispat: (F, K)E(G,K)Z(H,K). Oncelikle, KE K olur. Burada YweK igin,
Flw), weK-K=0
H(w)=
F’(w)NG’(w), weKNK=K
YweK; Hw)= F(@)NG' () € F'(w), (F,K) g (GK)E (F,K)".(FK) g (GK)E (GK)"

benzer sekilde gosterilir.
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18) (F.K) € (G,K) ise (F.K)  (G.K) =(G.K)"

Ispat: (FK) € (G,K) ise her weK igin, F(@)& G(w). (F,K) ¢(G,K)=(H,K) olsun. Burada
VweK igin,
F(w), weK-K=0
H(w)=
F(w)NG’(w), weKNK=K
VweK i¢in F(w)C G(w) ise G’(w)E F'(w). Bdylece, VweK; H(w)=F'(w) N G'(w)=G"(w).

Buradan, (F.K) ¢ (G,Y)=(G,K)".
19) (F.K) € (G,K) ise (H,2) (G,K) € (H.2)4(F,K) ve (GK) g(H,K) E (F.K) o(H,K).

Ispat: (F,K)E (G,K) olsun. Buradan, YweK icin, F(w)E G(w) ve bdylece Yo € K igin,
G*(w)E F'(w) olur. (H,2) 4 (G,K) = (W,2) olsun. Béylece, YweZ igin,
H(w), weZ-K
W(w)=
H(w)NG’(w), weZNK
(H.2) o (F,K)=(L,Z) olsun. Boylece, VweZ igin,
H(w), weZ-K
L(w)=
H(w)NF’(w), weZNK
Boylece, V w €Z-K i¢in, W(w )J=H( w ) €S H( w )=L( w ), V w €ZNK igin
W(w)=H"(0)NG"(0)SH"(0)NF (w)=L(w) olup, (H.2) (G, K) & (H.2)4(F,K). Ayrica,

her weK igin, G*(w)NH*()SF’ (w)NH’(w) olup, (GK) o (H,K) & (FK) o (H,K).

20) (H.2) 4(G,K) E(H.2) o (F,K) ise (FK)Z (GK) olmak zorunda degildir. Benzer
sekilde, (G,K) g(H,K) & (FK) q(H,K) ise (F.K) & (G,K) olmak zorunda degildir. Yani

Teorem 9.3 (19) nin tersi dogru degildir.
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Ispat: Teorem 9.3 (19) un tersi dogru olmadigini gostermek igin bir drnek verelim.
E={e;,e;,e3,e4 €5} parametre kiimesi, K={e;,e3} ve Z={e;,e3, es} E’nin iki alt kiimesi,
U={ h; , hy,h; , hy,hs } evrensel kime, (FK), (GK) ve (H,Z), U iizerinde

(F,K):{ (el,' { h2' hS} )1 ( €3 !{ hl ' h2 ' h5 })}! (G!K):{ (el,J { h2 })’ (e3 ’{ hl ’ h2 })}’
(H,2)={(e;,U),(e3,U), (es, {h,, hs})} olarak tanimlanan esnek kiimeler olsun.

(H.2) 4 (G,K) = (L.Z) olmak iizere Vo € Z-K={es } icin, L(es)=H(es)={hz hs}; Vo €
ZNK={ey, ez} icin, L(e;)=H’(e;) NG’(e;)=0, L(e3)=H’(e3) NG’(e3)=0. Buradan,
(H,2) (G, K)={(e1, ),(e3, B) (es, {ha, hs DY

Simdi de, (H,Z) g(F, K)=(W,Z) olmak iizere Vw € Z-K={es} i¢in, W(es)=H(es)={h,, hs};
Vw € ZNK={e,, e;5} i¢in, W(e;)=H’(e;) NF’(e;)= @, W(e3;)=H’(e3) NF'(e3)=@. Boylece
(H,2) (F, K)={(ey, B), (e3, B), (es, {hz, hs})}-

Buradan, (H.2) o(G,K) € (H.2) o(F,K); fakat (F.K) € (G,K) olmadigi agiktir.(GK)

E(H, K) € (FK) g(H, K) ise (F,K) € (G,K) olmak zorunda olmadigi, ayni 6rnek
tizzerinde, (H,K)={(e;,U),(e3,U)} alinarak gosterilebilir.

21) (FT) € (G,T) ve (K.T) € (L, T ise (G,T)g (LT) EF.T)g (KT).

Ispat: (F,T) € (G, T) ve (K,T)E (L, T) olsun. Buradan, V weT icin, F(w)<E G(w) ve
K(w)<S L(w). Béylece VweT i¢in, G’(w)< F'(w) ve L’ (w)< K'(w). (G,T)g(L,T):(M,T)
olsun. Boylece, V weT i¢in, M(w)=G’(w)NL’(w). (F,T)E(K,T):(N,T) olsun. Boylece, V
weT igin, N(w)=F’(w)NK’(w). VweT igin, G’(w)< F'(w) ve L’(w)< K'(w) oldugundan,
M(w)=G"(w) NL’(@)SF (@)K (@)=N(w) olur. Béylece, (G.T)g (LT) E(F.T) (K. T).

22) (F,K)(G.K € (FK), (GK).

Ispat:(F,K) 4 (G,K) = (T,K). Buradan, YeweK igin,
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Fw), weK-K=0
T(w)=
F’(w) NG’ (w), weKNK=K
(F,K), (G,K) = (W,K). Buradan, VweK icin,
Flw), weK-K=0
W(w)=
F’(w)UG’(w), weKNK=K
Timi i¢in VweK igin, T(w)=F’(w)NG”’(w)SF(w)UG’(w)=W(w). Boylece, (F, K);(G, K)

€ (F,K) (G K).

9.4. Teorem (F,K), (G,Y), (H,D), U tizerinde esnek kiimeler olmak iizere, asagidaki gibi

esnek ikili pargali teta isleminin diger esnek kiime islemlere dagilmasi mevcuttur:
9.4.1. Teorem (F,K), (G,Y), (H,D), U iizerinde esnek kiimeler olmak iizere, asagidaki gibi

esnek ikili parcali teta isleminin kisitlanmis islemlere dagilmasi mevcuttur. Bu alt baslik

altindaki esitlikler, KN Y N D = @ i¢in saglanir.
D[(F.K) U (G.Y)]y (HD)=[(F,K) g (H.D)IUR[(G.Y) g (HD)]

Ispat: 1k olarak esitligin sol tarafin1 ele alalim. (F,K)Ur(G,Y)=(M,KNY) olsun. Burada,
VweKNY i¢in, M(w)=F(w)UG(w). (M,KNY) g(H,D)Z(N,KﬂY) olsun. Burada, VweKNY

i¢in,
M(w), we(KNY)-D
N(w)=
M’ (w) "H(w), we(KNY)ND
Buradan,
F(w)UG(w), we(KNY)-D=KNYND’
N(w)=

[ F(w)NG’(w)]NnH’(w), we(KNY)ND
Simdi esitligin sag tarafina bakalm. [ (F;K) g (HD)] Ug [ (GY) g (HD)I.

(F,K) g(H.D)=(V.K) olsun. Burada, VweK igin,
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F(w) , weK-D
V(w)=
F’(w)NH’(w) , weKND
(G.Y)(H.D)=(W,Y) olsun. Burada, YaweY iin,
G(w), weY-D
W(w)=
G’ (w)NH(w), weYND
(V,K)Ugr (W,Y)=(T,KNY) olsun. Burada, YweKNY ig¢in, T(w)=V(w) UW(w),

F(w)UG(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
T(w)= F(w)V[G’(w)NH’(w)], we(K-D)N(YND)=0
1 [P(0)nH (w)] UG(w), we(KND)N(Y-D)=¢
[F’(w)NH’(w) JU[G’(w)NH’(w)], we(KND)N(YND)=KNYND
BuradanT
[ F(w)UG(w), weKNYND’
T(w)=

_[F’(w)NH’(w) JU[G’(w)NH’(w)], weKNYND
Boylece KN'Y N D = @ i¢in N=T oldugu goriiliir.

2)[(FK) Ng (G.Y)]g(H.D)=I(F, K) 4 (H,D)INRI(G, V) (HD)]

9.4.1.1. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),Ugr) cebirsel yapisinin birimi @ olan

komutatif, idempotent bir monoid yani siirli bir yari-latis (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu gostermisti. Sonug¢ 9.3.1 de (Sg(V), g) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M),
Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM =TNZNM=0 sart1 altinda komutatif
ve idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, Teorem 9.4.1 (1) basliginda, g isleminin Ug
islemine TNZNM =@ sarti altinda sagdan dagildigir gosterilmistir. Sonug olarak,
TNZ’NM=TNZNM=0@ sartlar1 altinda, (SE(U),UR,g) cebirsel yapist komutatif olmayan,

toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir (sag) yakin yari-halkadir.

9.4.1.2. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U),Ng) cebirsel yapisinin birimi Ug olan

komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli bir yari-latis (dolayisiyla bir yarigrup)
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oldugunu gostermisti Sonug¢ 9.3.1 de (Sg(U), g) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M),
Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM =TNZNM=@ sart1 altinda komutatif
ve idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, Teorem 9.4.1 (2) bashiginda, g isleminin Ny
islemine TNZNM =@ sart1i altinda sagdan dagildigi gosterilmistir. Sonug¢ olarak,
TNZ’NM =TNZNM=@ sartlar1 altinda, (SE(U),nR,g) cebirsel yapist komutatif olmayan,

toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir (sag) yakin yari-halkadir.

9.4.2. Teorem (F,K), (G, Y), (H,D), U iizerinde esnek kiimeler olmak {izere, asagidaki gibi

esnek ikili parcali teta isleminin genisletilmis islemlere dagilmasi mevcuttur:

i) Esnek ikili Parcali Teta Isleminin Genisletilmis islemlere Soldan Dagilmasi: Bu alt
baslik altindaki esitlikler, KN(YAD)= KNYND=0 ise saglanir.

1) (F,K) [(G.Y)U.(H.D)I=[(F.K) §(G.Y)] U, [(F.K) o(H,D)].

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafin1 ele alalm. (G,Y) U.(H,D)=(M,YUD) olsun. Burada
YweYUD i¢in;
G(w), weY-D
M(w)=- H(w), weD-Y
G(w)UH(w), weYND
(F,K) o(M,YUD)=(N,K) olsun. Burada YweK igin;

F(w), weK-(YUD)
N(w)=
F(w)"M’(w), weKN(YUD)
Buradan,
" F(w), weK-(YUD)=KNY’ND’
N(w)=| F(0)NG’(w), weKN(Y-D)=KNYND’
1 FP(o)nH(w), weKN(D-Y)=KNY’ND
F(0)N[(G’(w)NH(w)], weKNYND=KNYND

Simdi esitligin sag tarafina bakalim: (F, K)g (G, Y)=(V,K) olsun. Burada VweK ig¢in,



F(w), weK-Y
V(w)=
F'(w)NG’(w), weKNY

(F.K) g (H,D)=(W,K) olsun. Burada YweK igin;

Flw), weK-D
W(w)=
F’(w)NH’(w), weKND
(V,K) Ug(W,K)=(T,K) olsun. Burada YweK igin;
V(w), weK-K=0
T(w)=-4 W(w), weK-K=0
V(w) NW(w), weKNK=K
Buradan,
| F(w)UF(w), we(K-Y)N(K-D)=KNY’ND’
F(w) U [F’(w)NH(w)], we(K-Y)N(KND)=KNY’ND
T(w)=| [F(0)NG’(w)]UF (w), we(KNY)N(K-D)=KNYND’
[F(w)NG’(w)]U[F(w)NH’(0)], we(KNY)N(KND)=KNYND
Béylec—e,
Fw), we(K-Y)N(K-D)=KNY’ND’
F(w)UH’(w), we(K-Y)N(KND)=KNY’ND
T(w)=| G’(w)UF (w), we(KNY)N(K-D)=KNYND’
F’(0)N[G’(w)UH’(w)], we(KNY)N(KND)=KNYND

216

KNY’ND=KNYND’=KNYND=0 icin N=T oldugu gorilir. KNY’ND=KNYND’=@

sartinin, KN(YAD)=0 sartina denk oldugu asikardir.

2) (F,K) g[(G.Y)N(H.D)I=[(F.K) 4(G V)] N [(F.K) g (H,D)].

ii) Esnek Ikili Par¢ali Teta Isleminin Genisletilmis Islemlere Sagdan Dagilmasi. Bu alt

baslik altindaki esitlikler KN'YND=@ ise saglanir.

1) [(F.K) Ne(G,Y)]g(HD)=[(FK)g (HD)INCI(G,Y) g(H.D)].
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Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafin1 ele alalm. (F,K) N.(G,Y)=(M,KUY) olsun. Burada

VweKUY igin;
F(w), weK-Y
M(w)= 4 G(w), weY-K

Flw)NG(w), weKNY
(M,KUY) g (H,D)=(N,KUY) olsun. Burada YaweKUY igin;

M(w), we(KUY)-D
N(w)=
M’(w) NH(w), we(KUY)ND
Boylece,
" F(w), we(K-Y)-D=KNY’ND’
G(w), we(Y-K)-D=K’NYND’
N(w)= | F(w)NG(w), we(KNY)-D=KNYND’
7 F(w)NH(w), we(K-Y)ND=KNY’ND
G’(w)NH’(w), we(Y-K)ND=K’NYND
[ F’(w)UG’(w)]NH’(w), we(KNY)ND=KNYND

Simdi esitligin sag tarafina bakalm [ (F,K)g (H.D)] N [(G.Y) 4 (HD)]. (FK) ¢
(H,D)=(V,K) olsun. Burada YweK igin;
F(w), weK-D
V(w)=
F’(w)NH’(w), weKND
(G.Y) o (H.D)=(W,Y) olsun. Burada YaeY igin;
G(w), weY-D
W(w)=
G’ (w)NH’(w), weYND
(V,K) ng (W, Y)=(T, KUY) olsun. Burada YweKUY igin;

V(w), weK-Y
T(w)=— W(w), weY-K
V(w)NW(w), weKNY

Boylece,



F(w),

F’(w)NH’(w),

G(w),

T(w)= | G(w)NH (),
F(w)NG(w),

F(w) N [G*(w)NH’(w)],
[F*(w)NH’ (w)]NG(w),

Boylece,

[ Fw),

F'(w)NH’(w),

G(w),

T)3=| G@NHW)
F(w)NG(w),

 F(0)nG’(0)NH’ (w)

we(K-D)-Y=KNY’ND’
we(KND)-Y=KNY’ND
we(Y-D)-K=K’NYND’
we(YND)-K=K’NYND
we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
we(K-D)N(YND)=0
we(KND)N(Y-D)=0

[F(0)NH(w)]N[G’(0)NH(w)], we(KND)N(YND)=KNYND

weKNY’ND’
weKNY’ND
weK’NYND’
weK’NYND
weKNYND’
weKNYND

Boylece KNYND=0@ i¢in N=T oldugu goriiliir.

218

Asagida yer alan esitlikler de KNYND=0 i¢in saglanir. Ispatlar benzer sekilde yapildig

icin, ispatsiz sekilde verilmistir.

2) [(F.K) Ug (G.Y)]g (HD)=[(FK) o(HD)IUI(G,Y) g(H.D)].

3) [(F.K) \c (G.YV)]g (H.D)=[(F.K) o(H.D)\e[(G,Y) o(H.D)].

4) [(F K) A¢(G,Y)I g (H,D)=[(F.K) g (H,D)]A:[(G,Y) o (H,D)].

5) [(F.K) +¢(G,Y)] (H.D)=I(F,K) g (H,D)]+¢[(G, ) o(HD)].

6) [(F.K) ve(G,Y)]g(H.D)=[(F.K)g (H.D)IV:[(G, Y) o (H.D)].

7) [(F.K) #:(G,Y)]g (H.D)=[(F.K) g (H.D)]*[(G, Y) g (H.D)].
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8) [(F.K) 0:(G,Y)] g (H.D)=[(F K)g (H.D)]O:[(G,Y) 4 (H,D)].

9.4.2.1. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U), Ug) cebirsel yapisinin birimi @y olan

komutatif, idempotent bir monoid yani siirli bir yari-latis (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu gostermisti. Sonu¢ 9.3.1 de (SE(U),g) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z2) ve (H,M),
Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak iizere, TNZ’NM=TNZNM=0@ sart1 altinda komutatif ve
idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, tstelik Teorem 9.3 (9) da, %:(F, T)=@4, yani
@y nin Sg(U) kiimesi iizerinde 6 islemi altinda, sol yutan eleman oldugu ve 9.4.2. (ii) (2)

basliginda, g isleminin U islemine T N Z N M=@ sartt altinda sagdan dagildig:

gosterilmistir. Sonug olarak, TNZNM= TNZ’NM =0 sartlar1 altinda, (SE(U),US,E) cebirsel

yapisi bir komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirli bir (sag) yakin yari-

halkadir.

Ayrica, (F, K):Q)qj # @y oldugundan, (SE(U),Us,g) sifir simetrik olmayan bir (sag) yakin
yari-halkadir. Benzer sekilde (SE(U),ns,g) cebirsel yapisinin da sifir simetrik olmayan bir
(sag) yakmn yarrhalka oldugu gosterilebilir. Yine, (Sg(U),\c. g ) (Sg (U). A, o),

(Se(U)Fe.g): (SeU).Yerg): (Se(U)Aerg). (Se(U) %, ). (Sp(U).8:.q) cebirsel yapilarinin
da ayni sartlar altinda komutatif, sifir simetrik ve idempotent olmayan, birimsiz ve sifirl
bir (sag) yakin yari-halka oldugi gosterilebilir. Buradaki, ilk islemlerin Sg (U) kiimesi
tizerinde, TNZNM=@ sart1 altinda (A, islemi sartsiz bir sekilde) birlesmeli oldugu, Aybek
(2023) tarafindan gosterilmistir.

9.4.2.2. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U), Ug) cebirsel yapisinin birimi @, olan

komutatif, idempotent bir monoid yani smurli bir yari-latis (dolayisiyla bir yarigrup)
oldugunu gostermisti. Sonug 9.3.1 de (SE(U),g) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M),
Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak iizere, TNZ’NM=TNZNM=0@ sart1 altinda komutatif ve
idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, Teorem 9.4.2 (i) (1) baslhiginda, g isleminin U,

islemine TN(ZAM)=TNZNM=@ sart1 altinda soldan dagildigi, Teorem 9.4.2 (ii) (2)
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basliginda, g isleminin U, islemine TNZNM=@ sartt1 altinda sagdan dagildig1
gosterilmistir.  Sonu¢ olarak, TNZNM=TNZ’"M=TN(Z A M)=@Q sartlar1 altinda,
(SE(U),UE,g) cebirsel yapist bir komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve

sifirsiz bir yari-halkadir.

9.4.2.3. Sonu¢ Ali ve digerleri (2011), (Sg(U), Ng) cebirsel yapisinin birimi @y olan

komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli bir yari-latis (dolayisiyla yarigrup) oldugunu
gostermisti. Sonu¢ 9.3.1 de (Sg(U), g) cebirsel yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M), Se(U)
kiimesinin elemanlar1 olmak tizere, TNZ’NM=TNZNM=@ sart1 altinda komutatif ve
idempotent olmayan bir yarigrup oldugu, Teorem 9.4.2 (i) (2) bashiginda, g isleminin N,
islemine TN(ZAM)= TNZNM=0@ sart1 altinda soldan dagildigi, Teorem 9.4.2 (ii) (1)
basliginda, g isleminin N; islemine TNZNM=@Q sarti altinda sagdan dagildig:
gosterilmistir.  Sonug¢ olarak, TNZNM= TNZ’"M= TN(Z A M)=@ sartlar1 altinda,
(SE(U),ns,g) cebirsel yapis1 bir komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve

sifirsiz bir yari-halkadir.

9.4.3. Teorem (F,K), (G,Y), (H,D), U tizerinde esnek kiimeler olmak iizere, asagidaki gibi
esnek ikili parcali teta isleminin esnek ikili parcali islemlere dagilmasi mevcuttur. Bu alt

baslik altindaki esitlikler, KN'YND=0@ ise saglanir.

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafin1 ele alalim. (F, K); (G,Y)=(M,K)olsun. Burada YweK
i¢in,
Flw), weK-Y
M(w)=
F(w)NG(w), weKNY
(MK) g (H.D)=(N.K) olsun. Burada YweK igin,
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M(w), weK-D

N(w)=
M’(w) NH(®),  weKND
Boylece,
[ Fw), we(K-Y)-D=KNY’ND’
N(w)=| Fw)NG(w), we(KNY)-D=KNYND’
| P(o)NH(w), we(K-Y)ND=KNY’ND
[F’(w)UG’(w)]N H(w), we(KNY)ND=KNYND

Simdi esitligin sag tarafina bakahm. [(F,K) g HD)] - [GY) g (HD)] (FK) 4
(H,D)=(V,K) olsun. Burada VweK igin;
F(w), weK-D
V(w)=
F’(w)NH’(w), weKND
(G.Y) g (H.D)=(W,Y) olsun. Burada YweY igin;
G(w), weY-D
W(w)=
G’ (w)NH’(w), weYND
(V.K) , (W,Y)=(T,K) olsun. Burada YoeK igin;

V(w), weK-Y
T(w)=
V(w)NW(w), weKNY
Buradan,
[ Fw), we(K-D)-Y=KNY’ND’
F(0)NH’(w), we(KND)-Y=KNY’ND
T(w)= Flw)NG(w), we(K-D)N(Y-D)=KNYND’
1 Fw) n [G(w)NH(w)], we(K-D)N(YND)=0
[F’(w)NH (w)] NG(w), we(KND)N(Y-D)=0
[F*(w0)NH ()] N[G(0)NH(w)], we(KND)N(YND)=KNYND

Boylece,
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| F(w), wekKNY’ND’

F’(w)NH’(w), weKNY’ND
T(w)=| F(w)NG(w), weKNYND’

F'(w)NG’(w)NH’(w), weKNYND

Béylece KNYND=0 icin N=T oldugu goriiliir.

Asagida yer alan esitlikler de KNYND=@ sart1 altinda saglanir. Ispatlar benzer sekilde

yapildig1 i¢in, ispatsiz sekilde verilmistir.

2I(F, K) |, (G.V)]g(HD)=[(F.K) 4 (HD)] [(G,Y) 4 (H.D)]
3I(F. K) \ G (HD)=IFK) g(HD)] | [(G,Y) o (H.D)]
H[(F. K)5(G.Y)]g (HD)=[(F.K) g(H.D)] 4 [(G.Y) g (H.D)].
5I(F. K) , (G.Y)]g (HD)=[(F.K) 4(HD)] , [(G,Y) ¢ (HD)]
B)I(F. K) , (GY)g (HD)=IFK) 5(H.D)]  [(G.Y) g (HD)]
DIF. K) , GY)]g (HD)=[FK) g(H.D)] , [(GY) g (H.D)].
B)I(F. K) g (G.Y)]g (HD)=[(F.K) g(H.D)] 4 [(G,Y)g (H.D)]

9) [(FK)  (GY)]g (HD)=IF.K) , (H.D)] , [(G,Y) o(HD)]

9.4.3.1. Sonu¢ Bu tezimizde, (F,T), (G,Z2) ve (H,M), Sg(U) kiimesinin elemanlar1 olmak
tizere, TNZ’NM=0 sart1 altinda (Sg (U), ;) cebirsel yapisinin komutatif — olmayan,

idempotent bir yarigrup yani bir band oldugu gosterildi. Sonug¢ 9.3.1 de (SE(U),g) cebirsel

yapisimin, (F,T), (G,Z) ve (H,M), Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak iizere,
TNZ’NM=TNZNM=0 sart1 altinda komutatif ve idempotent olmayan bir yarigrup oldugu,
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Teorem 9.4.3 (1) bashginda, g isleminin ; islemine TNZ’NM=@ sart1 altinda sagdan
dagildigi, gosterilmistir. Sonug olarak, TNZNM= TNZ’NM=0 sartlar1 altinda, (SE(U),;

,g) cebirsel yapis1 bir komutatif olmayan, toplamsal idempotent birimsiz ve sifirsiz bir

(sag) yakin yari-halkadir.

9.4.3.2. Sonu¢ Bu tezimizde, (F,T), (G,Z2) ve (H,M), Se(U) kiimesinin elemanlar1 olmak

tizere, TNZ’NM=@ sart1 altinda (Sg (U), ;) cebirsel yapisimin komutatif olmayan,

idempotent bir yarigrup yani bir band oldugu gosterildi. Sonug¢ 9.3.1 de (Sg(U), g) cebirsel

yapisinin, (F,T), (G,Z) ve (H,M), Sg(U) kiimesinin elemanlart olmak {izere,
TNZ’NM=TNZNM=0 sart1 altinda komutatif ve idempotent olmayan bir yarigrup oldugu,

Teorem 9.4.3 (2) bashginda, g isleminin ; islemine TNZ’NM=@Q sart1 altinda sagdan
dagildigi gosterilmistir. Sonug olarak, TNZNM= TNZ’NM=@ sartlar1 altinda, (SE(U),;,E)

cebirsel yapisi bir komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir (sag)

yakin yari-halkadir.

9.4.3.3. Sonu¢ (F,T), (G,Z2) ve (H,M), Sg(U) kiimesinin elemanlar1 olmak {izere,
TNZ’NM=TNZNM=0 sart1 altinda, (SE(U),\,G), (SE(U)’A'G)' (SE(U),+,9), (SE(U)’y’e)’
(SE(U),:,g), (SE(U),g,g) cebirsel yapilarinin, komutatif ve idempotent olmayan, birimsiz
ve sifirsiz bir (sag) yakin yari-halka oldugi gosterilebilir. Buradaki, ilk islemlerin Sg(U)

kiimesi tizerinde, TNZ’NM=TNZNM=@ sart1 altinda (Z islemi TNZ’NM=0@ sart1 altinda)

birlesmeli oldugu, gosterilmistir.
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10. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, yeni esnek kiime islemi olarak esnek ikili pargali kesisim, birlesim,
artl, gamma, lamda, teta, yildiz islemleri tanitilmis, bu islemlerin 6zellikleri incelenmis; bu
islemlerin birbirleri ile olan iligkilerine bakilmis, hem Sg(U) hem de sabit parametreli
esnek kiimelere kiimesi iizerinde, bu islemlerin hangi birli ve ikili cebirsel yapilar

olusturdugu tiim detaylariyla birlikte sunulmustur.

Tezin ilk boliimiinde, esnek kiimeler, esnek islemler ve cebirsel yapilar ile ilgili detayli bir
literatiir taramasi yapilmis; ikinci boliimiinde tez boyunca kullanilacak olan klasik kiime
islemleri, esnek kiimeler ve cebirsel yapilar ile ilgili temel kavramlar sunulmustur. Ugiincii
boliimde esnek ikili parcali kesisim islemi; dordiincii boliimde esnek ikili parcali birlesim
islemi; besinci boliimde esnek ikili parcali art1 islemi; altinci boliimde esnek ikili pargali
gamma islemi; yedinci boliimde esnek ikili par¢ali lamda islemi; sekizinci boliimde esnek
ikili pargali yildiz islemi; dokuzuncu boliimde esnek ikili pargali teta isleminin tiim
ozellikleri detayl1 sekilde incelenmis, ispatlariyla sunulmus, dagilma kurallar1 detayli bir
sekilde incelenmistir. Kesisim ve birlesim islemleri klasik kiimelerde de oldugundan,
ozellikle esnek ikili pargali kesisim ve birlesim islemleri icin, klasik kiimelerde bu
islemlerinin 6zelliklerinin esnek kiime islemlerinde yansimasi nasil olur sorusu ozellikle
gbdz Oniinde bulundurularak yeni pek ¢ok o6zellik verilmis ve ispatlartyla sunulmustur.
Ayrica, bu islemlerin sadece hangi birli cebirsel yapilar olusturdugunu degil; hangi ikili
cebirsel yapilar da olusturdugunu da gorebilmek icin her bir islemin diger esnek kiime
islemlerine dagilmasina da tek tek bakilmig ve tezin bu boliimiinde sistematik olarak

verilen asagidaki ¢ok ilging sonuglar elde edilmistir.

Se(U) kiimesi iizerinde belirli sartlar altinda, esnek islemlerin hangi birli cebirsel yapilar
olusturduguna bakilmis ve (SE(U),;) cebirsel yapisinin, sag birimi @y ve her elemanin sol
tersi @, olan idempotent bir sol-sag sistem; (SE(U),G) cebirsel yapisinin, sag birimi @y ,
her elemanin sol tersi @, olan idempotent bir sol-sag sistem; (SE(U),I) cebirsel yapisinin
sag birimi @4, her elemanin sol tersi @, olan komutatif, idempotent olmayan bir sol-sag

~

sistem; (Sg (V), Y) cebirsel yapisinin, sag birimi @y , her elemanin sol tersi @y olan
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komutatif ve idempotent olmayan bir sol-sag sistem; (SE(U),;) cebirsel yapisinin, sag
birimi @y, her elemanin sol tersi @, olan komutatif ve idempotent olmayan bir sol-sag

sistem; (Sg (U),:) cebirsel yapisinin, sag birimi @y , her elemanmn sol tersi @y olan

komutatif ve idempotent olmayan bir sol-sag sistem; (SE(U),g) cebirsel yapisinin, sag

birimi @y, her elemanin sol tersi @, olan komutatif ve idempotent olmayan bir sol-sag

sistem oldugu goriilmiistiir.

K, E kiimesinin bir alt kiimesi olmak iizere, Sk(U) kiimesi {izerinde esnek islemlerin hangi
birli cebirsel yapilar olusturduguna bakilmis ve (SK(U),;) cebirsel yapisinin birimi Ug
olan komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli bir yari-kafes; (Sk (U),;) cebirsel

yapisinin birimi @, olan komutatif, idempotent bir monoid yani sinirli bir yari-kafes

oldugu gosterilmistir.

Se(U) kiimesi iizerinde esnek islemlerin hangi ikili cebirsel yapilar olusturduguna bakilmis
ve (SE(U),nR,;), (SE(U),ns,;), (Sg (L), ;;) cebirsel yapisinin komutatif olmayan,
idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir yari-halka; (Sg (U), Ugr, ; ), (Sg (U), U, ; ) ve
(SE(U),G, ;) cebirsel yapilarinin komutatif olmayan, idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir
yari-halka; (Sg (U),UR,;) ve (Sg (U),Us,;) cebirsel yapilarinin sifir simetrik olmayan
komutatif bir (sag) yakin yari-halka;

(Se(U)Ae, ) Se(W)\es ) (Se(U):Yer ) (Se(U)Fe ) (Sa(U) e ), (Se(U)xe ), (Si(

U),GS,G) cebirsel yapilarinin da sifir simetrik ve komutatif olmayan, ¢carpimsal idempotent,
birimsiz ve sifirll bir (sag) yakin yari-halka; (Sg (U),Z,;), (Sg (U),:,;), (Sg (U),;,;)
cebirsel yapilarinin; belirli sartlar altinda (Sg (U),_T_,G), (Sg (U),:,;), (Sg (U),g,;),

(SE(U),;,;) cebirsel yapilarinin komutatif olmayan, ¢arpimsal idempotent, birimsiz ve

sifirs1z bir sag yari-halka oldugu verilmistir.

Ayrica, Sk(U) kiimesi iizerinde esnek islemlerin hangi ikili cebirsel yapilar olusturduguna

bakilmistir. (SK(U),nR,;), (SK(U),;,;) ve (SK(U),nS,;) cebirsel yapilarin belirli sartlar
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altinda, komutatif, idempotent, birimli, sifirsiz bir yari-halka; (SK(U),UR,;), (SK(U),US,E)
ve (S (U), . ) cebirsel yapilarmmn komutatif, idempotent, birimli bir heminalka;
(SK(U),AR,;) cebirsel yapisinin da komutatif, ¢arpimsal idempotent, birimli bir hemihalka
ve yine ayni yapmin birimli degismeli bir halka, ayrica bir Bool Halkasi;
(Sk(U), 0, Uk, Ug, ;), (SK(U),Q)K,UK,UE,;) ve (Sk(U),0x, Uk, G,;) yapisinin dagilmali,
timlemeli, sinirli bir kafes, dolayisiyla bir Boolean Cebiri; (Sk (U), @k, Uk ,C,UR,;),
(Sk(V),0¢,Uk,%Ug, ;) ve (Sk(V),0x,Uk.S, G ;) De Morgan , Kleene ve Stone cebiri;
(SK(U),AE,;) cebirsel yapisinin da komutatif, carpimsal idempotent, birimli, sifirsiz bir

yari-halka; (SK(U),Z,;) cebirsel yapisinin higbir sart olmaksizin, komutatif, toplamsal

idempotent, birimli ve sifirsiz bir yari-halka olduklar1 verilmistir.

Se(U) kiimesi iizerinde belirli sartlar altinda; (Sg(U),Ug.,): (Se(U).Nr.,): (Se(U)Ue,)
(SE(U):nst): (Sg (U),G,G) ve (SE(U),;,G) cebirsel yapilarinin komutatif olmayan,
idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir yari-halka; (SE(U),ns,G) ve (SE(U),ﬂR,;) cebirsel

yapilarinin komutatif olmayan, idempotent, birimsiz ve sifirli bir (sag) yakin yari-halka ve

ayrica bu yapilarin  sifir  simetrik olmayan bir (sag) yakin yari-halka:
(SE(U)!AS!U)! (SE(U)’\S’U)’ (SE(U)’-I_S!U)I (SE(U),YS;U); (SE(U)!)\S!U)! (SE(U)!*Siu)!

(Sg (U), 6, G) cebirsel yapilarmin sifir simetrik ve komutatif olmayan, c¢arpimsal

idempotent, birimsiz ve sifirli bir (sag) yakin yari-halka;
S5U). 3, ) GeU)s ) SeU). 1 0): Se(U). ) (S5(U). S 0), SeU). g ). (S(U
),;,;) cebirsel yapilarinin da komutatif olmayan, carpimsal idempotent, birimsiz ve

sifirs1z bir sag yari-halka oldugu gosterilmistir.

Sk(U) kiimesi tizerinde (SK(U),UR,G), (SK(U),US,G) ve (SK(U),G,G) cebirsel yapilarinin
komutatif, idempotent, birimli, sifirsiz bir yari-halka; belirli sartlar altinda (SK(U),UR,G),
(SK(U)anG) ve (SK(U),G,G) cebirsel yapilarinin komutatif, idempotent, birimli, sifirsiz

bir yari-halka; (SK(U),nR,;), (SK(U),nS,G) ve (SK(U),;,G) cebirsel yapilarinin komutatif,
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idempotent, birimli bir hemihalka; (S (U), Uk , k.0, ). (Sk (U), Uk , BN, ;) Ve
(Sk(U),Uk, Dk, ;, :J) dagilmali, timlemeli, sinirl bir kafes, dolayistyla bir Boolean Cebiri

ve (Sg(U),Uk,0k.5Ng, ;), (Sk(V),Uk,0k.5Ng, G) ve (Sx(U),Uk,Dk.5, ;, ;) yapilarimin De

Morgan Cebiri oldugu gosterilmistir.

Se(U) kiimesi iizerinde belirli sartlar altinda (SE(U),UR,;), (SE(U),nR,;), (SE(U),;,;) ve
(SE(U),G,_T_) cebirsel yapilarinin komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve
sifirsiz bir (sag) yakin yari-halka; (Sg (U), Us,;), (Sg (U),ns,;) cebirsel yapilarinin
komutatif ve sifir simetrik olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirli bir (sag)
yakin yari-halka oldugu gosterilmistir. Benzer sekilde, (Sg (U),ns,l) cebirsel yapisinin
belli sartlar altinda, komutatif ve sifir simetrik olmayan toplamsal idempotent, birimsiz ve
sifirlt bir (sag) yakin yari-halka oldugu, (Sg(U),\e, ), (Sg(U).Ac, ), (Se(U),+e, ),
(SE(U),ys,_T_), (SE(U),AS,_T_), (SE(U),*S,;), (SE(U),GS,I) cebirsel yapilarmin da belli

sartlar altinda komutatif, sifir simetrik ve idempotent olmayan, birimsiz ve sifirli bir (sag)

yakin yari-halka oldugu gosterilmistir.

Se(U) kiimesi iizerinde belirli sartlar altinda (sE(U),uR,;), (SE(U),nR,;), (SE(U),US,;),
(Sg (U),ns,;), (Sg (U),;,;) ve (SE(U),G,;) cebirsel yapilarinin komutatif olmayan,
toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir yari-halka; (SE(U),HS,;) ve (SE(U),US,;)

cebirsel yapilarinin da komutatif ve sifir simetrik olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz

ve sifirll bir (sag) yakin yari-halka; (Sg (U), \¢, ; ), (Sg (U), A, ; ), (Sg (U), +¢, ; ),

(SE(U),YS,;), (SE(U),AS,;), (SE(U),*S,;), (SE(U),GS,;) cebirsel yapilariin komutatif,
sifir simetrik ve idempotent olmayan, birimsiz ve sifirli bir (sag) yakin yari-halka;
(SE(U),\S,;) ve (SE(U),:,;) cebirsel yapilariin komutatif ve idempotent olmayan,
birimsiz ve sifirsiz bir yari-halka; (SE(U)’A'Y)' (SE(U)’+'Y)' (SE(U)'y’y)’ (Sg(V), ’Y) ve

(SE(U),E,;) cebirsel yapilarinin da, komutatif ve idempotent olmayan, birimsiz ve sifirsiz

bir (sag) yakin yari-halka oldugu gdosterilmistir.
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Se(U) kiimesi iizerinde belirli sartlar altinda, (SE(U),HR,;) ve (SE(U),US,;) cebirsel
yapilarinin  komutatif ve sifir simetrik olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirl
bir (sag) yakin yar-halka; (Sg(U),Ng. 5 ). (Sg(U). U, ) Ve (Sg(U).N;,, ) cebirsel
yapilarmin komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir yari-halka;
(SE(U),UR,;), (SE(U),;,;) ve (Sg(V), G,;) cebirsel yapilarinin da komutatif olmayan,
toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir (sag) yakin yari-halka; (Sg (U),\S,;),

(Se(U)Ac5)s Se(U)+ey ) Se(U)¥er ) SeU)Ae, 3): (Se(U) %, y): (S(U).8c.17)

cebirsel yapilarinin komutatif, sifir simetrik ve idempotent olmayan, birimsiz ve sifirl bir
(Sag) yakm yarl'halka; (SE (U)’ \ A )’ (SE (U)! A' A )’ (SE (U)! +'A )! (SE (U)! Y A )1
(Sg (U),:,;), (Sg (U),g,;) cebirsel yapilarinin da komutatif ve idempotent olmayan,

birimsiz ve sifirsiz bir (sag) yakin yari-halka olduklar1 bulunmustur.

Se(U) kiimesi iizerinde belirli sartlar altinda (Sg(U),Ur, ), (Se(U).Ng. ). (Se(U), -, ,) ve
(SE(U),G, :) cebirsel yapilarinin komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve
sifirsiz bir (sag) yakin yari-halka; (SE(U),US,:) ve (Sg (U),ns,:) cebirsel yapilarinin
komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir yari-halka; (SE(U),US,:)
ve (Sg (U),ns,:) cebirsel yapilarmin sifir simetrik olmayan bir (sag) yakin yari-halka;
(Sg(V), Us,:) cebirsel yapisi bir komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve
sifirli bir (sag) yakin yari-halka; (SE(U),\S,:), (SE(U),AS,:), (SE(U),+S,:), (SE(U),ys,:),

(Sg (U),?\s,:), (Sg (U),*s,:), (Sg (U),Gs,:) cebirsel yapilarinin belirli sartlar altinda

komutatif, sifir simetrik ve idempotent olmayan, birimsiz ve sifirli bir (sag) yakin yari-

halka, (SE(U), \ ) *), (SE(U)1A| * )s (SE(U)7+' *)l (SE(U)'Y' * )l (SE(U)I %! *)’ (SE(U)’ e ' % )
cebirsel yapilarmin da komutatif ve idempotent olmayan, birimsiz ve sifirsiz bir (sag)

yakin yari-halka oldugu verilmistir.

Se(U) kiimesi iizerinde belirli sartlar altinda (Sg(U),Ur.g), (Se(U).Nk.g). (Se(U). .q)

ve (SE(U),;,g) cebirsel yapilarinin komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve
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sifirsiz bir (sag) yakin yari-halka; (SE(U),UE,;) ve (Sg (U),ns,g) cebirsel yapilarinin
komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz ve sifirsiz bir yari-

halka; (SE(U),UE,g) cebirsel yapisinin komutatif olmayan, toplamsal idempotent, birimsiz
ve sifirli bir (sag) yakin yari-halka; (SE(U),US,g) ve (SE(U),nS,g) cebirsel yapilarinin sifir
simetrik olmayan bir (sag) yakin yari-halka,; (SE(U),\S,g), (SE(U),AS,g), (SE(U),+S,5),

(Se(U).Ye ). (Se(U)Aerg), (Sp(U)e.q) Ve (Sg(U).6..g) cebirsel yapilarnm komutatif,

sifir simetrik ve idempotent olmayan, birimsiz ve sifirlh bir (sag) yakin yari-halka;

(SE(U)1 \ ' 9)1 (SE(U)vA ' 9)1 (SE(U)’+! 9)! (SE(U)!Y ) 9)’ (SE(U)! ® ! e) ve (SE(U)’ 0 e)
cebirsel yapilarinin da komutatif ve idempotent olmayan, birimsiz ve sifirsiz bir (sag)

yakin yari-halka oldugu sonucuna varilmaistir.

Soyut cebirin amaci, cebirsel yapilar1 smiflandirarak, ayni sinif iginde olan cebirsel
yapilarin, onlar1 olusturan kiime ve ikili islemlerden bagimsiz olarak, ortak 6zeliklerini
bulmak, sergilemek ve bu 6zelliklerden bazi sonuglar ¢ikarmak oldugundan, ¢alismanin
sadece esnek kiime teorisine degil, klasik cebire de fayda saglayacagini iimit ederek
gelecek calismalarda, yeni esnek kiime islemleri tanimlayip, bu islemlerin esnek ikili
parcali islemlerle olan iligkilerine bakilarak bu katki degerin daha da arttirilabilecegini

diisiiniiyoruz.



230

KAYNAKLAR

Abbas, M., Ali, B. and Romaguera, S. (2014). On Generalized Soft Equality and Soft
Lattice Structure. Filomat, 28(6), 1191-1203.

Abbas, M., Ali, M. | and Romaguera, S. (2017). Generalized Operations in Soft Set
Theory via Relaxed Conditions on Parameters. Filomat, 31(19), 5955-5964.

Acar, U., Koyuncu, F. and Tanay, B. (2010). Soft Sets and Soft Rings. Computers
Mathematics Applications, 59(11), 3458-3463.

Akbulut, E. (2024). New Type of Extended Operations of Soft Sets: Complementary
Extended Difference and Lamda Operations. Unpublished Master’s Thesis, Amasya
University The Graduate School of Natural and Applied Sciences, Amasya.

Aktas, H. and Cagman, N. (2007). Soft Sets and Soft Groups. Information Sciences, 177
(1), 2726-2735.

Aktas, H. and Ozlii, S. (2014). Cyclic Soft Groups and Their Applications on Groups. The
Scientific World Journal, Volume 2014 Article 1D 437324, 5 pages.

Ali, B., Saleem, N., Sundus, N., Khaleeq, S., Saeed, M. and George, R. A. (2002).
Contribution to the Theory of Soft Sets via Generalized Relaxed Operations.
Mathematics, 10(15), 2636.

Ali, M. ., Feng, F., Liu, X., Min, W. K. and Shabir, M. (2009). On Some New Operations
in Soft Set Theory. Computers Mathematics with Applications, 57(9), 1547-1553.

Ali, M. 1., Shabir, M. and Naz, M. (2011). Algebraic Structures of Soft Sets Associated
with New Operations. Computers and Mathematics with Applications, 61(9), 2647—
2654.

Al-shami, T. M. and El-Shafei, M. (2020). T-soft Equality Relation. Turkish Journal of
Mathematics, 44(4), 1427-1441.

Atagiin, A. O., Kamaci, H. and Oktay, O. (2018). Reduced Soft Matrices and Generalized
Products with  Applications in  Decision Making. Neural = Compu-
ting and Applications, 29(9), 445-456.

Aybek, F. (2024). New Restricted and Extended Soft Set Operations. Unpublished Master’s
Thesis, Amasya University The Graduate School of Natural and Applied Sciences,
Amasya.

Aydin, K. ve Kandamar, H. (2013). Soyut Cebir (Birinci Baski). Tiirkiye: Kriter Yayinevi,
71-72.

Babitha, K. V. and Sunil, J. J. (2010). Soft Set Relations And Functions. Computers and
Mathematics with Applications, 60(7), 1840-1849.


https://www.hindawi.com/90179350/
https://www.hindawi.com/39316787/

231

Bayraktar, M. (2006). Soyut Cebir ve Sayilar Teorisi (Birinci Baski). Tiirkiye: Gazi
Kitabevi, 87-185.

Birkhoff, G. (1967). Lattice Theory. American Mathematical Society, Providence, Rhode
Island.

Chen, D., Tsang, E. C. C. and Yeung, D.S. (2003). Some Notes on the Parameterization
Reduction of Soft Sets. International Conference on Machine Learning and
Cybernetics, 3, 1442-1445.

Chen, D., Tsang, E. C. C., Yeung, D. S. and Wang, X. (2005). The Parametrization
Reduction of Soft Sets and its Applications. Computers Mathematics Applications,
49(5-6), 757-763.

Clay, J. R. and Lawver, D. A. (1969). Boolean Near-Rings. Canadian Mathematical
Bulletin, 12(3), 265- 273.

Clifford, A. H. (1954). Bands of Semigroups. Proceedings of the American Mathematical
Society, 5(3), 499-504.

Cagman, N. (2021). Conditional Complements of Sets and Their Application to Group
Theory. Journal of New Results in Science, 10(3), 67-74.

Cagman, N. and Enginoglu, S. (2010a) Soft Set Theory and Uni-int Decision Making.
European Journal of Operational Research, 207(2), 848-855.

Cagman, N. and Enginoglu, S. (2010b). Soft Matrix Theory and its Decision Making.
Computers Mathematics with Applications, 59(10), 3308-3314.

Callialp, F. (1994). Orneklerle Soyut Matematik (Altinc1 Bask1). Tiirkiye: Birsen Yayimevi,
1-7.

Dauben, J. W. (1990). Georg Cantor: His Mathematics and Philosophy of the Infinite.
Princeton University Press.

Demirci, A. M. (2024). New Type of Extended Operations of Soft Sets: Complementary
Extended Union, Plus and Theta Operations. Unpublished Master’s Thesis, Amasya
University The Graduate School of Natural and Applied Sciences, Amasya.

Dickson, L. E. (1905). Definitions of a Groupand a Field by Independent Postulates.
Transactions American Mathematical Society, 6(2), 198-204.

Eren, O. F. (2019). Esnek Kiime Teorisi Uzerine. Yayimlanms Yiiksek Lisans Tezi,
Ondokuz May1s Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Samsun.

Feng, F. and Li, Y. (2013). Soft Subsets and Soft Product Operations. Information
Sciences, 232(20), 44-57.

Feng, F., Jun, Y. B. and Zhao, X. (2008). Soft Semirings. Computers and Mathematics
with Applications, 56 (10), 2621-2628.


https://en.wikipedia.org/wiki/Alfred_H._Clifford
https://en.wikipedia.org/wiki/Proceedings_of_the_American_Mathematical_Society
https://en.wikipedia.org/wiki/Proceedings_of_the_American_Mathematical_Society
https://www.sciencedirect.com/journal/information-sciences
https://www.sciencedirect.com/journal/information-sciences
https://www.sciencedirect.com/journal/information-sciences/vol/232/suppl/C

232

Feng, F., Li, C., Davvaz, B. and Ali, M. 1. (2010). Soft Sets Combined with Fuzzy Sets
and Rough Sets: A Tantative Approach. Soft Computing- A Fusion of Foundations,
Methodologies and Applications, 14(9), 899-911.

Feng, F., Li Y. and Cagman N. (2012). Generalized Uni-Int Decision Making Schemes
Based on Choice Value Soft Sets. European Journal of Operational Research,
220(1), 162-170.

Ge, X. and Yang, S. (2011). Investigations on Some Operations of Soft Sets. World
Academy of Science, Engineering and Technology, 75, 1113-1116.

Gong, K., Xiao, Z. and Zhang, X. (2010). The Bijective Soft Set with its Operations.
Computers Mathematics Applications, 60(8), 2270-2278.

Goodearl, K. R. (1979). Von Neumann Regular Rings. Pitman, Londra.

Hacisalihoglu, H. (2007). Soyut Matematik (ikinci Bask1). Tiirkiye: Universite Yayevi,
181.

Herawan, T. (2010). Soft Set-Based Decision Making For Patients Suspected Influenza-
Like Illness. International Journal of Modern Physics Conference Series, 1(1), 1-5.

Herawan, T. and Deris M. M. (2010). Soft Decision Making for Patients Suspected
Influenza. Lecture Notes In Computer Science, Springer 6018, 405-418.

Hoorn, W. G. V. and Rootselaar, V. B. (1967). Fundamental Notions in the Theory of
Seminearrings. Compositio Mathematica, 18(1-2), 65-78.

Husain, S. and Shivani K. M. (2018). A Study of Properties of Soft Set and its
Applications. International Research Journal of Engineering and Technology, 5(1),
363-372.

Jiang, Y., Tang, Y., Chen, Q., Wang, J. and Tang, S. (2010). Extending Soft Sets with
Descriptionlogics. Computers Mathematics Applications, 59(6), 2087—-2096.

Jun, Y. B. (2008). Soft BCK-BCl-algebras. Computers and Mathematics with
Applications, 56(5), 1408-1413.

Jun, Y. B. and Park, C. H. (2008). Applications of Soft Sets in Ideal Theory of BCK-BCI-
Algebras. Information Sciences:An International Journal, 178 (11), 2466-2475.

Jun, Y. B., Lee K. J. and Khan, A. (2010). Soft Ordered Semigroups. Mathematical Logic
Quarterly, 56(1), 42-50.

Jun, Y. B., Lee, K. J. and Zhan, J. (2009). Soft p-ideals of Soft BCl-algebras. Computers
and Mathematics with Applications, 58(10), 2060-2068.

Jun, Y. B., Lee, K. S. and Park, C. H. (2010). Fuzzy Soft Set Theory Applied to BCK/BCI-
Algebras. Computers and Mathematics with Applications, 59, 3180-3192.



233

Kamaci, H., Saltik, K., Akiz, H. F. and Atagiin, A. O. (2018). Cardinality Inverse Soft
Matrix Theory and its Applications in Multicriteria Group Decision Making. Journal
of Intelligent Fuzzy Systems, 34, 2031 2049.

Karaaslan, F. (2019). Some Properties of AG*-groupoids and AG-bands Under Sl-product
Operation. Journal of Intelligent and Fuzzy Systems, 36(1), 231-239.

Karaaslan, F., Ullah, A. and Ahmad, I. (2021). Normal Bipolar Soft Subgroups. Fuzzy
Information and Engineering, 13(1), 79-98.

Karacay, T., Es, H. ve Ibrahimoglu, 1. (2017). Calculus (Birinci Bask1). Ankara:Seckin
Yaymcilik, 61-71.

Karvellas, P. H. (1974). Inversive Semirings. Journal of the Australian Mathematical
Society, 18(3), 277-288.

Kazanci, O., Yilmaz, S. and Yamak, S. (2010). Soft Sets and Soft BCH-algebras.
Hacettepe Journal of Mathematics Statistics, 39(2), 205-217.

Kharal, A. (2014). Soft Approximations and Uni-Int Decision Making. The Scientific
World Journal, 10(2), 143-162.

Kilp, M., Knauer, U. and Mikhalev, A. V. (2000). Monoids, Acts and Categories (ikinci
Baski). Berlin: De Gruyter Expositions in Mathematics, (29).

Kokgeii, H. (2024). A Detailed Perspective On Restricted and Extended Intersection, Union
and Difference Soft Set Operations. Unpublished Master’s Thesis, Amasya
University The Graduate School of Natural and Applied Sciences, Amasya.

Li, F. (1996) . Regularity of Semigroup Rings. Semigroup Forum, 53, 72-81.

Liu, X. Y., Feng F. and Jun, Y. B. (2012). A Note on Generalized Soft Equal Relations.
Computers and Mathematics with Applications, 64(4), 572-578.

Maan, H. B. (1944). On Certain Systems Which are Almost Groups. Bulletin of the
American Mathematical Society, 50(12), 879-881.

Maji, P. K., Biswas, R. and Roy, A. R. (2003). Soft Set Theory. Computers and
Mathematics with Applications, 45, 555-562.

Maji, P. K., Roy, A. R. and Biswas, R. (2002). An Application of Soft Sets in a Decision
Making Problem. Computers and Mathematics with Applications, 44(8-9), 1077-
1083.

Molodtsov, D. (1999). Soft Set Theory-First Results. Computers and Mathematics with
Applications, 37(4-5), 19-31.

Mushrif, M., Sengupta, S. and Ray, A. K. (2006). Texture Classification Using a Novel,
Soft-Set Theory Based Classification, Algorithm. Lecture Notes Computer Science,
3851, 246-254.


https://www.hindawi.com/journals/tswj/
https://www.hindawi.com/journals/tswj/

234

Neog ,T.J. and Sut D. K. (2011). A New Approach to the Theory of Soft Set. International
Journal of Computer Applications, 32(2), 1-6.

Nesin, A. (2019). Sezgisel Kiimeler Kurami (Altinc1 Baski). Tiirkiye: Nesin Yayincilik,7-
59.

Park, C. H., Jun, Y. B.and Oztiirk, M. A. (2008). Soft WS-algebras. Communications of the
Korean Mathematical Society, 23(2),313-324.

Pawlak, Z. (1982). Rough Sets. Internatiol Journal of Information and Computer Sciences,
11(1), 341-356.

Pei, D. and Miao, D. (2005). From Soft Sets to Information Systems. 2005 IEEE
International Conference on Granular Computing, 2, 617-621.

Petchimuthu, S., Garg, H., Kamaci, H. and Atagiin, A.O. (2020). The Mean Operators and
Generalized Products of Fuzzy Soft Matrices and Their Applications in MCGDM.
Computational and Applied Mathematics, 39 (2), 1-32.

Petrich, M. (1973). Introduction to Semiring. Charles E Merrill Publishing Company,
Ohio, 198.

Pilz, G. (1983). Near-rings. North-Holland, Amsterdam, New York, Oxford, 470.

Qin, K. and Hong, Z. (2010). On Soft Equality. Journal of Computational and Applied
Mathematics, 234(5), 1347-1355.

Reutenauer, C. and Straubing, H. (1984). Inversion of Matrices Over a Commutative
Semiring. Journal of Algebra, 88(2), 350-360.

Sarialioglu, M. (2024). New Type of Extended Operations of Soft Sets: Complementary
Extended Intersection, Gamma and Star Operations. Unpublished Master’s Thesis,
Amasya University The Graduate School of Natural and Applied Sciences, Amasya.

Sen, J. (2014). On Algebraic Structure of Soft Sets. Annals of Fuzzy Mathematics and
Informatics, 7(6), 1013-1020.

Sezer, A. S., Cagman, N. and Atagiin, A. O. (2014). Soft Intersection Interior Ideals,
Quasi-ideals and Generalized Bi-Ideals; A New Approach to Semigroup Theory II.
Journal of Multiple-valued Logic and Soft Computing, 23(1-2), 161-207.

Sezer, A. S., Cagman, N., Atagiin, A.O., Irfan Ali, M. and Tiirkmen, E. (2015). Soft
Intersection Semigroups, Ideals and Bi-ldeals; A New Application on Semigroup
Theory 1. Filomat, 29(5), 917-946.

Sezgin, A., Ahmad, S. and Mehmood, A. (2019). A New Operation on Soft Sets:
Extended Difference of Soft Sets. Journal of New Theory, 27, 33-42.



235

Sezgin, A. and Atagiin, A. O. (2011a). On Operations of Soft Sets. Computers and
Mathematics with Applications, 61(5), 1457- 1467.

Sezgin, A. and Atagiin, A. O. (2011b). Soft Groups and Normalistic Soft Groups.
Computers and Mathematics with Applications, 62 (2), 685-698.

Sezgin, A. and Atagiin, A. O. (2023). New Soft Set Operation: Complementary Soft
Binary Piecewise Plus Operation. Matrix Science Mathematic, 7(2), 110-127.

Sezgin, A., Atagiin, A. O. and Aygiin, E. (2011). A Note on Soft Near-rings and Idealistic
Soft Near-rings, Filomat, 25(1), 53-68.

Sezgin, A., Aybek, F. (2023). New soft set operation: Complementary Soft Binary
Piecewise Gamma Operation. Matrix Science Mathematic, 7(1), 27-45.

Sezgin, A., Aybek, F. and Atagiin, A. O. (2023a). New Soft Set Operation:
Complementary Soft Binary Piecewise Intersection Operation. Black Sea Journal of
Engineering and Science, 6(4), 330-346.

Sezgin, A., Aybek, F. and Giingér N. B. (2023b). New Soft Set Operation:
Complementary Soft Binary Piecewise  Union Operation. Acta Informatica
Malaysia, (7)1, 38-53.

Sezgin, A. and Cagman, N. (2024a). New Soft Set Operation: Complementary Soft
Binary Piecewise Difference Operation. Osmaniye Korkut Ata Universitesi Fen
Bilimleri Enstitiisti Dergisi, 7(1), 1-37.

Sezgin, A. and Cagman, N. (2024b), An extensive study on restricted and extended
symmetric difference operations of soft sets, Collectanea Mathematica.

Sezgin, A., Cagman, N., Atagiin, A. O. and Aybek, F. (2023c). Complemental Binary
Operations of Sets and Their Application to Group Theory. Matrix Science
Mathematic, 7(2), 99-106.

Sezgin, A. and Calisici, H. (2024) A Comprehensive Study on Soft Binary Piecewise
Difference Operation. Eskisehir Teknik Universitesi Bilim Ve Teknoloji Dergisi B-
Teorik Bilimler, 12(1), 1-23

Sezgin, A. and Demirci, A. M. (2023). New Soft Set Operation: Complementary Soft
Binary Piecewise Star Operation. Ikonion Journal of Mathematics, 5(2), 24-52.

Sezgin, A. and Sarialioglu, M. (2024). New Soft Set Operation: Complementary Soft
Binary Piecewise Theta Operation. Kadirli Uygulamali Bilimler Fakiiltesi Dergisi,
4(1), 1-33.

Sezgin, A. and Yavuz, E. (2023a). New Soft Set Operation: Complementary Soft Binary
Piecewise Lambda Operation. Sinop Universitesi Fen Bilimleri Dergisi, 8(2),101-
133.


https://dergipark.org.tr/tr/pub/bsengineering
https://dergipark.org.tr/tr/pub/bsengineering
http://www.actainformaticamalaysia.com/
http://www.actainformaticamalaysia.com/

236

Sezgin, A. and Yavuz, E. (2023b). A New Soft Set Operation: Soft Binary Piecewise
Symmetric Difference Operation. Necmettin Erbakan Universitesi Fen ve
Miihendislik Bilimleri Dergisi, 5(2), 150-168.

Singh, D. and Onyeozili, I. A. (2012a). Notes on Soft Matrices Operations. ARPN Journal
of Science and Technology, 2(9), 861-8609.

Singh, D. and Onyeozili, I. A. (2012b). On Some New Properties on Soft Set Operations.
International Journal of Computer Applications, 59(4), 39-44.

Singh, D. and Onyeozili, 1. A. (2012c). Some Conceptual Misunderstanding of the
Fundamentals of Soft Set Theory. ARPN Journal of Systems And Softwares, 2(9),
251-254.

Singh, D. and Onyeozili, I. A. (2012d). Some Results on Distributive and Absorption
Properties on Soft Operations. IOSR Journal of Mathematics, 4(2), 18-30.

Stojanovic, N. S. (2021). A New Operation on Soft Sets: Extended Symmetric Difference
of Soft Sets. Military Technical Courier, 69(4), 779-791.

Sun, Q. M., Zhang, Z. L. and Liu, J. (2008). Soft Sets and Soft Modules. Lecture Notes in
Computer Science, 5009, 403-4009.

Ullah, A., Ahmad, I., Hayat, F., Karaaslan, F. and Rashad, M. (2018). Soft Intersection
Abel-Grassmann's Groups. Journal of Hyperstructures, 7 (2), 149-173.

Ullah, A., Karaaslan, F. and Ahmad, I. (2018). Soft uni-Abel-Grassmann's groups.
European Journal of Pure and Applied Mathematics, 11(2), 517-536.

Vandiver, H. S. (1934). Note on a Simple Type of Algebra in Which The Cancellation Law
of Addition Does Not Hold. Bulletin of the American Mathematical Society, 40(12),
914-920.

Xiao Z., Chen L., Zhong B. and Ye S. (2005). Recognition for Soft Information Based on
the Theory of Soft Sets. In: Chen J (ed) IEEE proceedings of ICSSSM-05, 2, 1104—
1106.

Xiao Z., Gong K., Xia S. and Zou Y.(2010). Exclusive Disjunctive Soft Sets. Computers
and Mathematics with Applications, 59(6), 2128-2137.

Xiao, Z., Li, Y., Zhong, B. and Yang, X. (2003). Research on Synthetically Evaluating
Method for Business Competitive Capacity Based on Soft Set. Statistical Research,
52-54.

Yang X., Lin T. S,, Yang J., Li Y. and Yu D. (2009). Combination of Interval-Valued
Fuzzy Set and Soft Set. Computers and Mathematics with Applications, 58(3) ,521—
527.



237

Yang, C. F. (2008).“A note on: “Soft set theory” [Computers and Mathematics with
Applications, 45(4-5) (2003) 555-562],” Computers and Mathematics with
Applications, 56(7), 1899-1900.

Yang, J. and Yao, Y. (2020). Semantics of Soft Sets and Three-way Decision with Soft
Sets. Knowledge Based Systems, 194, 105538.

Yang, H., Qu, C., Li, N. C. (2004). The Induction and Decision Analysis of Clinical
Diagnosis Based on Rough Sets and Soft Sets. Fangzhi Gaoxiao Jichukexue Xuebao,
17(3), 208-212.

Zadeh, L.A. (1965). Fuzzy Sets. Information and Control, 8(3), 338—353.

Zassenhaus, H. (1935). Uber Endliche Fastkérper. Abhandlungen aus dem Mathematischen
Seminar der Universitdt Hamburg, 11, 187-220.

Zhan, J. and Jun, Y. B. (2010). Soft BL-algebras Based on Fuzzy Sets. Computers and
Mathematics with Applications, 59(6), 2037—-2046.

Zhu, P. and Wen, Q. (2013). Operations on Soft Sets Revisited. Journal of Applied
Mathematics 2013(5), 1-7.

Zorlutuna, 1. (2021). Soft Set-Valued Mappings and Their Application in Decision Making
Problems. Filomat, 35(5), 1725-1733.



Adi-Soyadi:

Egitim Derecesi
Lisans

Yiksek Lisans

Is Deneyimi/Yil
2022

Yabanci Dili

Ingilizce

Bilimsel Faaliyetler(Yaynlar, Bildiriler, Katildig1 Projeler)

OZGECMIS

Eda YAVUZ

Okul/Program
Amasya Universitesi

Amasya Universitesi

Cahstig1 Yer
Istanbul/Sultanbeyli

238

Mezuniyet Yili
2021

Gorevi

Matematik Ogretmeni

1) Sezgin, A. and Yavuz, E. (2023a). A New Soft Set Operation: Complementary Soft

Binary Piecewise Lambda Operation. Sinop Universitesi Fen Bilimleri Dergisi, 8(2),101-

133.

2) Sezgin, A. and Yavuz, E. (2023b). A New Soft Set Operation: Soft Binary Piecewise
Symmetric Difference Operation. Necmettin Erbakan Universitesi Fen ve Miihendislik
Bilimleri Dergisi, 5(2), 150-168.



