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OZET

Molodtsov, 1999 yilinda belirsizlikle basa ¢ikmak icin, esnek kiime teorisini ortaya atmis, sonraki
calismalar cesitli esnek ¢arpim islemleri tanitarak, alternatifler arasinda en iyi se¢enegi belirlemeye
yonelik sistematik bir karar verme siireci gelistirerek, bunun belirsizlikle basa ¢ikmada etkili
oldugunu gostermislerdir. Bu tezde, esnek gamma-carpimi, esnek lamda-carpimi, esnek yildiz-
carpimi olarak adlandirilan yeni esnek ¢arpimlar tanitilmaktadir. Bu ¢arpimlarin, M-altkiime/esitlik,
F-altkiime/esitlik, L-altkiime/esitlik ve J-altkiime/esitlik gibi farkl alt kiime ve esitlik tiirleriyle olan
cebirsel ozellikleri detayl bir sekilde degerlendirilmistir. Ayrica bu ¢arpimlarin, ¢esitli esnek kiime
islemleri iizerine dagilim ozellikleri incelenmistir. Son olarak, karar verme senaryosunda en iyi
secenegi belirlemek amaciyla bu ¢arpimlar problem durumuna uygun olarak, belirsizlik igeren
giinliik hayat problemine uygulanmis ve karar verme siirecindeki uygulanabilirligi gosterilmistir. Bu
caligma, hem teorik derinlik hem de karar verme uygulamalariyla uygulama olarak gerekli kuramsal
temelleri olugturarak, esnek kiime teorisi literatiiriine katki saglamay1 hedeflemektedir.
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ABSTRACT

In 1999, Molodtsov introduced the theory of soft sets to address problems of uncertainty. Subsequent
studies expanded upon this framework by introducing various soft set products and developing
systematic decision-making processes aimed at identifying the optimal alternatives, demonstrating
their effectiveness in handling uncertainty. In this thesis, new soft set products—namely, the soft
gamma-product, soft lambda-product, and soft star-product—are introduced. The algebraic
properties of these productss are evaluated in detail with respect to different types of subsets and
equalities, including M-subset/equality, F-subset/equality, L-subset/equality, and J-subset/equality.
Furthermore, the distributive properties of these operations over various soft set operations are
investigated. Finally, in order to determine the optimal alternative in the decision-making scenario,
these products were applied to real-life problem involving uncertainty, in a manner appropriate to
the problem context, demonstrating their practical applicability in the decision-making process. This
study aims to contribute to the soft set theory literature by providing both theoretical depth and
practical foundations for decision-making applications.
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ON SOZ VE TESEKKUR

Hayat, insanin kendini kesfetme yolculugudur. Bu yolculukta karsilagtigimiz her zorluk, bizi
biraz daha olgunlastirirken; her basari, ¢cabalarimizin karsiligini aldigimiz birer kiymetli
duraktir. Elinizdeki bu tez ¢alismasi da benim i¢in uzun, yogun ve Ogretici bir siirecin bir

urini olarak anlam kazanmaktadir.

Matematigin soyut diinyasinda yaptigim bu akademik yolculukta, hem bilimsel gelisimime
hem de kisisel olgunlasmama katki saglayan bir¢ok degerli isim oldu. Onlarin destekleri,
rehberlikleri ve yanimda olmalari, bu ¢aligmanin ortaya ¢ikmasinda en biiyiik itici gii¢

olmustur.

Bu siirecte kazandigim her bir deneyim, bundan sonraki akademik ve kisisel yasamimda

bana yol gostermeye devam edecektir.

Bu tez c¢aligmamin hazirlanmasinda bilgi, ilgi ve destegini benden hicbir zaman
esirgemeyen, akademik rehberligiyle bana yol gosteren saygideger danismanim Prof. Dr.
Aslihan SEZGIN e en igten tesekkiirlerimi sunuyorum. Kiymetli katkilar1 ve yol gostericiligi

sayesinde, bu siireci hem verimli hem de anlamli bir sekilde tamamlayabildim.

Hayatim boyunca her zaman yanimda olan, kosulsuz sevgileri ve destekleriyle varlig1 bana
gii¢ veren sevgili annem Nazlan SENYIGIT, babam Hiiseyin SENYIGIT, canim kardesim
Duru SENYIGIT’e ve hayat arkadasim Ufuk YAZICI’ya sonsuz tesekkiir ederim.

Varliklartyla bana umut oldular.

Bu yolculukta yanimda olan, emegi gegen herkese goniilden tesekkiir ederim. Bu ¢alismanin,
alana katki sunmasini ve bu alanda ¢aligmak isteyen arastirmacilar i¢in yol gdsterici olmasini

temenni ederim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

viii

Bu ¢alismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, yanda acgiklamalari verilmek {izere

asagida listelenmistir.

Simgeler

N

(V]

Se(U)

P(U)
(F,A)
(F,A)"
D

D

Aciklama

Bos kiime

Varliksal niceleyici, en az bir
Elemanidir

Eleman degildir

Esit degildir

Alt kiimesidir

Alt kiimesi degildir

Kapsar

Kapsamaz

Kesisim

Birlesim

Parametre kiimesi

E lizerinde taniml1 tiim esnek kiimelerin kiimesi
Evrensel kiime

U nun kuvvet kiimesi

(F,A) esnek kiimesi

(F, A) esnek kiimenin tiimleyeni
A ya gore bos esnek kiime

E ye gore bos esnek kiime



X

A ya gore evrensel kiime

Tam esnek kiime

Bos esnek kiime

A kiimesi lizerinde tanimli tiim esnek kiimelerin kiimesi
Kapsayici tiimleyen iglemi

Lamda islemi

Dislayict tiimleyen islemi

Yildiz islemi

Gama iglemi

Simetrik fark islemi
Esnek alt kiime
Esnek gamma-garpim

Esnek lamda-garpim

Esnek yildiz-carpim



1. GIRIS

Giindelik hayatta karsilasilan pek ¢ok durumu agiklamak ve bu durumlar hakkinda kesin
yargilara varmak ¢ogu zaman giigtiir. Ciinkii bir olgunun dogru ya da yanlis, hatta kime gore
dogru veya yanlis olduguna iliskin degerlendirmeler; zaman, mekan ve bireyler baglaminda
farklilik gostermektedir. Insanlar giinlik yasamda sik¢a belirsizlik iceren ifadelere

2 (13

basvururlar. Ornegin, “pahali bir konut”, “sik bir otomobil”, “kaliteli bir kiyafet”, “giizel
araba”, “yiiksek hiz”, “lezzetli yemek”, “kisa boy” veya “zor soru” gibi nitelendirmeler,
kisiden kisiye degisen algilara dayanmakta ve bu da séz konusu ifadelerin belirsizlik
tasimasina neden olmaktadir. Bu tiir belirsizlikler yalmizca gilindelik dilin degil, ayni
zamanda matematigin ve diger bilim dallarinin da temel sorun alanlarindan birini
olusturmaktadir. Nitekim biyoloji, sosyoloji, miithendislik, ekonomi, ¢evre bilimleri, tip ve
daha bir¢ok disiplinde arastirmacilar karmasik problemleri ¢gozmeye calisirken ayni zamanda
bu problemlerin igerdigi belirsizliklerin modellenmesiyle de ugragsmislardir. Ancak farkl
bicimlerde ortaya c¢ikan belirsizliklerin klasik yontemlerle modellenmesi her zaman

miimkiin olmamaktadir. Bu nedenle zaman i¢inde, ¢cevremizdeki belirsizlikleri giderebilmek

ve matematiksel olarak ifade edebilmek i¢in ¢esitli teorik yaklasimlar gelistirilmistir.

Bu noktada, sezgisel bulanik kiimeler teorisi (Atanassov, 1986) ve bulanik kiimeler teorisi
(Zadeh, 1965) gibi cesitli matematiksel yontemler belirsizligi agiklamaya yonelik temel
araclar arasinda yer almaktadir. Bununla birlikte bu teorilerin her birinin kendi i¢inde belirli
smirliliklart  ve  giigliikleri  bulunmaktadir. Belirsizligin  modellenmesinde  6ncii
yaklagimlardan biri olan bulanik kiimeler teorisi, Zadeh (1965) tarafindan gelistirilmis olup
iiyelik fonksiyonu aracilifiyla tanimlanmaktadir. Her bir 6ge i¢in bu fonksiyon, [0,1]
araliginda bir reel say1 ile ifade edilir ve bu deger, 68enin kiimeye ait olma derecesini
gostermektedir. Ancak iiyelik fonksiyonunun belirlenmesinde tek bir yOntem
bulunmadigindan, s6z konusu fonksiyon dogast geregi 6znel bir karakter tasimakta ve her

6zel durumda fonksiyonun nasil tanimlanacagi ciddi bir sorun olusturmaktadir.

Bu zorluklar1 agmak amaciyla Molodtsov (1999), belirsizligi ifade etmek ve belirsizlik
iceren problemlerin ¢dziimiinde kullanilmak iizere “Esnek Kiime Teorisi” ad1 verilen yeni
bir yaklasim gelistirmistir. Esnek kiime teorisini 6n plana ¢ikaran en temel 6zelliklerden biri,

iiyelik fonksiyonuna duyulan gereksinimin ortadan kaldirilmis olmasidir. Bilindigi iizere,



klasik bulanik kiime yaklagiminda {iyelik fonksiyonu, her bir elemanin ilgili kiimeye aitlik
diizeyini belirleyen temel bir yapi tasidir. Oysa esnek kiime teorisinde, boyle bir fonksiyon
tanimlamaya gerek duyulmaksizin kiimeler dogrudan parametreler araciligiyla ele alinmakta
ve islenebilmektedir. Bu durum, teoriyi uygulamada daha sade, esnek ve kullanici dostu bir
yaptya kavusturmaktadir. Esnek kiime teorisinin, iiyelik fonksiyonunun belirlenmesine
iliskin 6znel sorunlar1 ortadan kaldirmis ve bdylece farkli disiplinlerde uygulanabilirligini
onemli 6l¢iide artirmis olmasi, onu klasik yaklasimlara kiyasla ¢esitli alanlarda daha elverisli
bir ara¢ haline getirmistir. Bu sayede esnek kiimeler, yalnizca kuramsal matematik alaninda
degil; miihendislikten tibba, sosyal bilimlerden ekonomi ve yonetim bilimlerine kadar genis
bir yelpazede karsilasilan belirsizlik igeren problemler i¢in etkili bir modelleme araci olarak
kullanilabilmektedir. Bilgi sistemlerinin analizi, ¢ok kriterli karar verme siiregleri ve
karmasik veri yapilarima dayali uygulamalar, esnek kiime teorisinin basarili bir sekilde
entegre edildigi alanlar arasinda yer almaktadir. Nitekim Molodtsov (1999), esnek kiime
teorisini matematigin pek cok alanina basartyla uygulamis; bu kapsamda oyun teorisi,
Riemann integrali, Perron integrali, yoneylem arastirmasi, olasilik teorisi ve dl¢iim teorisi
gibi alanlarda dikkate deger katkilar sunmustur. Molodtsov’un onciiliigiinii yaptig1 bu
yaklagim, kisa siirede genis bir arastirma alan1 dogurmus ve pek ¢ok matematikei tarafindan
gelistirilmistir. Bu ¢ok yonlii kullanim olanaklari, esnek kiime teorisinin yalnizca soyut
matematiksel yapilarla sinirli olmadigini, ayni zamanda miihendisliksel problemlerin
cozliimiinde de etkili bir yontem olarak degerlendirilebilecegini gostermektedir. Teorinin
sundugu yapisal esneklik ve parametrik tanimlama imkani, belirsizlik iceren sistemlerin
daha gergek¢i ve uygulanabilir bi¢imde modellenmesine olanak tanimakta; klasik
yaklagimlarin yetersiz kaldigi durumlarda daha giivenilir ve etkili sonucglara ulasilmasini
saglamaktadir. Bu baglamda esnek kiime teorisi, yalnizca yeni bir matematiksel kuram
olarak degil, ayn1 zamanda belirsizliklerin yogun sekilde hissedildigi ger¢ek yasam
problemleri icin gii¢lii bir ¢oziim alternatifi olarak degerlendirilmektedir. Dolayisiyla, esnek
kiime teorisinin gelisimi, hem teorik matematik acisindan hem de uygulamali bilimlerde
karar verme, modelleme ve analiz siireclerine katki sunan 6nemli bir yenilik olarak
literatiirdeki yerini almistir. Bugiin gelinen noktada esnek kiime teorisi, hem teorik
matematikte hem de yapay zeka, bilgi sistemleri, karar verme problemleri, tip ve
mithendislik gibi uygulamali alanlarda etkin bir bicimde kullanilmaktadir. Bdylece,

belirsizligin modellenmesi i¢in Zadeh’in (1965) bulanik kiimeler teorisi ile baslayan siirec,



Molodtsov’un (1999) soft set yaklagimiyla daha esnek ve genis kapsamli bir gerceveye

kavusmustur.

Esnek kiime teorisinin gelisim siireci, birgok aragtirmacinin katkisiyla zenginlesmis ve teori
zamanla ¢ok sayida uygulama alanina yayilmistir. Bu ¢ergevede ilk 6nemli adimlardan biri,
Pawlak’in (1982) yaklagimli kiimeleri tanimlayarak belirsizligin modellenmesine yonelik
sundugu kavramsal altyapidir. Bu ¢alismay1 takiben, Maji, Roy ve Biswas (2002), esnek
kiimeler baglaminda parametre indirgemesi kavramini ortaya koymus; esnek kiimelerle
bulanik kiimeleri birlestirerek “bulanik esnek kiime” yapisin1 tanimlamiglardir. Bdylece,
daha once esnek kiimeler icin gelistirilen tanim ve yontemlerin bulanik yapi icerisine adapte
edilmesi saglanmis ve teorinin uygulama alani genisletilmistir. Xiao, Li, Zhong ve Yang
(2003), esnek kiimelere dayali bir yapay hesaplama metodolojisi gelistirerek, bu yontemi is
diinyasindaki rekabet gliciiniin degerlendirilmesi amaciyla uygulamiglardir. Bu c¢alismay1
izleyen Yang, Qu ve Li (2004), esnek kiimeler ile yaklagimli kiimelerden yararlanarak klinik
teshis, karar analizi ve indiiksiyon siire¢lerinde uygulanabilir 6rnekler sunmuslardir. Benzer
sekilde, Chen, Tsang ve Yeung (2003), ardindan Chen, Tsang, Yeung ve Wang (2005) ile
Kong, Gao, Wang ve Li (2008), parametre indirgemesi iizerine odaklanarak, esnek
kiimelerin daha verimli analiz edilebilmesi i¢in yeni yontemler gelistirmislerdir. Xiao, Chen,
Zhong ve Ye (2005) ile Pei ve Miao (2005) tarafindan yapilan caligmalar, esnek kiime tabanli
bilgi sistemlerinin yapilandirilmast ve bu yapilarin veri analizi ile bilgi teknolojileri
alanlarindaki potansiyelini ortaya koymustur. Mushrif, Sengupta ve Ray (2006),
siiflandirma problemlerine yonelik olarak esnek kiime temelli bir yaklasim gelistirmis ve
bu yaklasimin siniflandirma siireglerinde uygulanabilirligini incelemislerdir. Yang, Yu,
Yang ve Wu (2007), geleneksel esnek kiime teorisini bulanik baglamda yeniden ele alarak,
bulanik iiyelik fonksiyonlari ile parametreye yakin elemanlar1 tanimlamis ve bu yapiya yeni
bir boyut kazandirmislardir. Enginoglu (2008), esnek kiimeler ve islemleri iizerine islevsel
yaklagimlar sunarak, esnek carpim ve gesitli karar fonksiyonlarini tanimlamis ve esnek karar
verme yoOntemlerini sistematik hale getirmistir. Cagman ve Enginoglu (2010a), esnek
kiimeleri ve esnek kiime islemlerini daha islevsel hale getirmek amaciyla yeniden
tanimlamis; alternatifler arasinda en uygun segenegi belirlemeye yonelik sistematik bir karar
verme siireci gelistirmiglerdir. Takip eden ¢alismada, Cagman ve Enginoglu (2010b) esnek
matrisleri tanimlamis ve bu matrisleri daha islevsel hale getirerek, esnek maksimum-

minimum karar verme yOntemini belirsizlik igeren problemlere uygulanabilir bicimde



sunmuslardir. Feng, Li ve Cagman (2012), tekdiize karar verme ilkesini incelemis ve bu
ilkenin karar siireglerinde ne olclide siirlayict etki yarattigini analiz etmislerdir. Kharal
(2014), esnek kiimelerdeki iiyelik yapisini derinlemesine analiz ederek bu yapilarin daha iyi
anlasilmasina katki saglamistir. Atagiin, Kamaci ve Oktay (2018) ise genellestirilmis karar
verme yontemi gelistirerek, daha esnek ve dinamik bir karar siireci i¢in yeni bir yaklagim
onermisglerdir. Ayn1 y1l Kamaci, Saltik, Akiz ve Atagiin (2018), ters esnek matris kavramini
detayli bi¢imde agiklamis ve bu yapmin karar verme ile problem ¢6zme siireclerine olan
katkisini ele almiglardir. Yang ve Yao (2020), li¢ yonlii karar verme sistemlerine iliskin
niteliksel bir model Onererek bu sistemlerin belirsizlik ortaminda nasil daha etkin
yapilandirilabilecegini gostermistir. Petchimuthu, Garg, Kamaci ve Atagiin (2020), ¢ok
kriterli grup karar verme problemini farkli degerlendirme 6lgiitlerine gore analiz etmis ve bu
problemlerin ¢éziimiine yonelik 6zgiin bir algoritma gelistirmistir. Zorlutuna (2021), esnek
siiflar iizerinde kiime degerli doniisiim kavramini irdelemis ve bu yapinin karar verme
sireglerine  entegrasyonunu  incelemistir.  Bu  c¢aligmalar  biitiinciil  olarak
degerlendirildiginde, esnek kiime teorisinin yalnizca kuramsal agidan degil, ayn1 zamanda
karar verme, bilgi sistemleri ve veri analizi gibi uygulamali alanlarda da gii¢lii bir potansiyel
sundugu goriilmektedir. S6z konusu literatiir, esnek kiimelerin belirsizlik altinda yapilan

analizlerde giderek daha fazla tercih edilen bir yaklasim haline geldigini ortaya koymaktadir.

Molodtsov tarafindan 1999 yilinda ortaya konulan esnek kiime teorisinde temel islemler
tanimlanmis olmakla birlikte, bilinen esnek kiime islemleri ve 6zellikleri Pawlak’in (1982)
yaklagimli kiime teorisinden de yararlanilarak Maji, Biswas ve Roy (2003) tarafindan
sistematik bicimde gelistirilmistir. Bu ¢alismada, esnek alt kiime, esnek kiimenin tiimleyeni,
iki esnek kiimenin birlesimi ve kesisimi gibi yeni islemler ilk kez ortaya konulmustur.
Devaminda Pei ve Miao (2005), esnek kiimeler icin kesisim ve alt kiime gibi temel
kavramlar1 ayrintili bigcimde literatiire kazandirmistir. Ancak, Yang (2008) ve diger
aragtirmacilar, Maji ve arkadaslarinin (2003) tanimlamalarinda birtakim hatalar
bulundugunu kars1 6rneklerle gostermistir. Yang, Lin, Yang, Li ve Yu (2009), aralik degerli
bulanik esnek kiime kavramini gelistirmis, bu kiimeler tizerinde tiimleyen, “VE” ve “VEYA”
islemlerini tanimlamis ve bu islemler icin De Morgan, birlesme ve dagilim 6zelliklerinin
gecerliligini kanitlamiglardir. Benzer sekilde Ali, Feng, Liu, Min ve Shabir (2009), esnek
kiimelerle ilgili onceki c¢aligmalardaki bazi eksiklikleri gidererek, kisitlanmig birlesim,

kesisim, fark ve genisletilmis kesisim gibi yeni ve dnemli islemleri literatiire kazandirmas,



ayrica esnek kiimelerin tiimleyeni kavramini gelistirerek De Morgan yasalarinin bu
baglamda gegerli oldugunu gostermislerdir. Feng, Li, Davvaz ve Irfan Ali (2010), bulanik
esnek kiimeler olarak adlandirilan hibrit bir modeli tanimlarken; Qin ve Hong (2010), esnek
kiimelerin cebirsel yapilarini ve kafes 6zelliklerini incelemistir. Sezgin ve Atagiin (2011),
esnek kiimeler {izerinde daha once ele alinmamis olan temel 6zellikleri sistematik bigimde
caligmis, bu islemlerin birbirleriyle baglantilarini1 gostermis ve kisitl simetrik fark kavramini
tanitmistir. Ali, Shabir ve Naz (2011) ise esnek kiimelerin cebirsel yapisini derinlemesine
inceleyerek monoid, hemihalka ve kafes gibi yapilar olusturdugunu ortaya koymustur. Ge
ve Yang (2011), Maji ve arkadaslarinin (2011) islemlerini detaylandirmis; Neog ve Sut
(2011), esnek kiimenin tiimleyeni kavramini yeniden ele alarak De Morgan yasalarini bu
yeni baglamda tartismistir. Singh ve Onyeozili (2012a, 2012b, 2012¢, 2012d) ise tiimleyen
kavramini yeniden tanimlayarak ozellikle dagilma ve yutma kurallarina iliskin 6nemli
katkilar sunmuslardir. Sonraki yillarda galigmalar, hem kisitlanmis hem de genisletilmis
esnek kiime islemleri yonilinde gelismeye devam etmistir. Zhu ve Wen (2013), kesisim,
tiimleyen ve fark islemlerini yeniden tanimlayarak bu islemlerin cebirsel 6zelliklerini analiz
etmistir. Son donem ¢alismalarda Husain ve Shivani (2018), esnek kiime islemlerini
orneklerle detaylandirirken; Sezgin, Ahmad ve Mehmood (2019), genisletilmis farki
incelemislerdir. Stojanovic (2021) ise genisletilmis simetrik fark kavramimi tanimlamis ve

ozelliklerini agiklamistir.

Giincel literatiirde esnek kiime islemlerinin 6zellikle iki ana baghk altinda yogunlastigi
gorilmektedir: kisitlanmis islemler ve genisletilmis islemler. Bu baglamda Eren (2019) ikili
parcali fark islemini tanimlamis, Sezgin ve Calisic1 (2024) bu islemin klasik fark islemiyle
iligkisini incelemistir. Cagman (2021), kiimelerin kosullu tlimleyenlerini tanimlayarak
bunlarin grup teorisine uygulanabilirligini ele almistir. Bu ¢alismadan hareketle Sezgin,
Cagman, Atagiin ve Aybek (2023), yeni ikili kiime islemlerini ortaya koymustur. Daha sonra
Aybek (2024), soz konusu ikili kiime islemlerini esnek kiime teorisine uyarlamis ve bu
baglamda yeni kisitlanmis ve genigletilmis esnek kiime islemleri tanimlayarak, bu islemlerin
ozelliklerini ayrintilt bicimde incelemistir. Esnek kiime teorisine yeni bir boyut kazandiran
tiimleyenli esnek genisletilmis islemler ise Akbulut (2024), Demirci (2024) ve Sarialioglu
(2024) tarafindan sistematik olarak calisilmistir. Ote yandan, Eren’in (2019) tanmimladig1
esnek ikili pargali fark islemi formunu temel alan Yavuz (2024), pek cok yeni esnek ikili

parcali islem tanimlamis ve bu islemlerin 6zelliklerini kapsamli bigimde analiz etmistir. Bu



caligmalar, esnek kiime teorisinin yapisal cesitliligini artirarak hem teorik hem de
uygulamali boyutlarda giiclii bir altyapi olusturmustur. Bu dogrultuda, ilgili literatiir
incelendiginde, esnek kiime teorisi lizerine yapilan ¢alismalarin yalnizca teorik agidan degil,
ayni zamanda uygulamali matematik ve karar verme siireclerinde de énemli bir ilerleme
sagladig1 goriilmektedir. Mevcut arastirmalar, esnek kiime islemlerinin ¢esitlendirilmesini
ve bu islemlerin 6zelliklerinin sistematik bi¢gimde incelenmesini miimkiin kilmistir; bu da
teorinin farkli matematiksel ve uygulamali alanlarda daha etkin bir sekilde kullanilmasina
olanak tanimaktadir. Dolayisiyla, yapilan bu c¢alismalar, esnek kiime teorisinin hem teorik
biitiinliiglinii gliclendirmis hem de pratik uygulamalar agisindan literatiire degerli katkilar

sunmustur.

Klasik kiime teorisinde yer alan temel kavramlardan olan altkiime ve esitlik kavramlari,
esnek kiime teorisinde de farkli arastirmacilar tarafindan gesitli yonleriyle incelenmistir.
Maji ve digerleri (2003), esnek altkiime ve esitlik icin ilk tanim1 vermis olsalar da, tanim
saglanmasi oldul¢a zordur. S6z konusu ¢calismada matematiksel dogrulama olmaksizin esnek
dagilim yasalarn lizerine bazi sonuglar sunulmus ve Ali ve digerleri (2009) tarafindan
vurgulandigi gibi bu calismada cliriitiilmiis baz1 6nermeler yer almaktadir. Esnek altkiime
kavrami daha sonra Pei ve Miao (2005) ile Feng ve digerleri (2008) tarafindan genisletilmis
ve Maji ve arkadaslarinin (2003) yontemlerinin bir genellemesi olarak ele alinmistir. Qin ve
Hong (2010), esnek kiimeler {izerinde kongruens iligkilerini tanitmis ve iki yeni tiir esnek
esitlik iligkisini incelemistir. Aralik degerli bulanik esnek kiimeler {izerine ¢aligmalarda Jun
ve Yang (2011), esnek altkiime kavramini daha da genisletmis ve Maji’nin dagilim
yasalarini, genellestirilmis esnek esitlik iligkileri (J-esnek esitlik iligkisi olarak
adlandirilmaktadir) araciligiyla yeniden diizenlemeye calismistir. Bu ¢alisma, literatiirde
“esnek carpim islemlerinin genellestirilmis dagilim yasalar1” olarak bilinen giincel bir
sonucu ortaya koymustur. Liu, Feng ve Jun (2012), kisa bir arastirma notunda Jun ve
Yang’in (2011) caligmalarindan hareketle esnek L-altkiimeleri ve esnek L-esitlik iligkilerini
tanimlamislardir. Onemli bir bulgu olarak, dagilim yasalarimin literatiirdeki tiim esnek esitlik
tirleri i¢in gecerli olmadigini gostermislerdir. Bu baglamda Feng ve Li (2013), Maji ve
digerlerinin (2003) tanimladig1 esnek ¢arpim islemlerini incelemis ve Liu ve digerlerinin
(2012) ¢alismasinda bagslatilan aragtirmalar: siirdiirmiistiir. Feng ve Li (2013), farkl esnek
altkiime tiirlerine ve esnek carpim islemlerinin cebirsel 6zelliklerine odaklanmis; dagilim

yasalarinin yani sira degisme ve birlesme gibi temel 6zellikleri de detayli bigimde ele



almislardir. Ayrica, esnek L-altkiimeleri araciligryla AND-¢arpimi ve OR-¢arpimi gibi esnek
carpim islemleri lizerine teorik sonuclar sunmuslardir. Bu kapsamda, literatiirde eksik kalan
bazi sonuglar tamamlanmis; J-esitlik ve L-esitlik durumlarinda esnek carpim islemlerinin
cebirsel 6zellikleri ayrintili bigimde incelenmistir. Sonug olarak, esnek L-esitlik iligkilerinin
serbest esnek cebirler ilizerinde kongruens iliskileri oldugu ve karsilik gelen bdliim
yapilarinin degismeli yarigruplar olusturdugu ortaya konmustur. Abbas, Ali ve Romaguera
(2014), genellestirilmis esnek esitlik kavramini ortaya koymus, bunun alt ve iist esnek
esitlikler ile iligkisini tartismistir. Daha sonra Abbas, Ali ve Romaguera (2017), kosullar
hafifleterek genellestirilmis sonlu esnek esitlik, birlesim ve kesisim kavramlarini
gelistirmistir. Al-shami (2019), Al-shami ve El-Shafei (2020), T-esnek alt kiime ve T-esnek
esitlik iliskilerini tanitmis, bu kavramlar1 T-esnek birlesim ve kesisim islemlerine
uyarlamiglardir. Ali, Saleem, Sundus ve Khaleeq (2022), esnek kiimeler baglaminda
genellestirilmis yeni kavramlar tizerinde durmustur. Sezgin, Atagiin ve Cagman (2025), VE-
carpiminin cebirsel 6zelliklerini (idempotentlik, degisme ve birlesme yasalar1) kapsamli bir
sekilde analiz etmis ve bu Ozellikleri esnek F, M, L ve J esitlikleriyle karsilastirmistir.
Calismalarinda, evrensel kiime iizerindeki tiim esnek kiimelerin, kisitli/genisletilmis
birlesim ve VE-carpimi altinda, esnek L-esitligi baglaminda birim elemanli degismeli
yarthalka (hemiring) olusturdugunu gostermislerdir. Ayrica, kisitli/genisletilmis simetrik
fark ve VE-¢arpimi kombinasyonunun da ayni yapiy1 sagladigini ortaya koymuslardir.
Cagman ve Enginoglu (2010a), esnek kiimeler icin VE-garpim, VEY A-carpim, VE-DEGIL-
carpim ve VEYA-DEGIL-carpim gibi gesitli esnek garpim islemlerini esnek kiime teorisine
kazandirmislardir. Uni-int ve int-uni karar fonskiyonlar1 ile bu carpimlari, alternatifler
arasinda en uygun segenegi belirlemeye yonelik sistematik bir karar verme siireci

gelistirmede kullanmis ve bunun belirsizlikle basa ¢ikmada etkili oldugunu goéstermislerdir.

Esnek ¢carpim iglemleri, esnek kiime teorisinin yapisal temelini olusturmaktadir. Bu islemler,
yalnizca teorik diizlemde anlamli bir ¢cer¢eve sunmakla kalmayip, ayn1 zamanda uygulamali
alanlarda da genis kapsamli ve islevsel bir kullanim alanmna sahiptir. Ozellikle esnek
hesaplama teknikleri ve esnek karar verme yaklasimlari, dogrudan bu islemler iizerine insa
edilmekte; belirsizlik iceren problemlerin modellenmesinde giiglii bir ara¢ olarak oOne
cikmaktadir. Bu sayede, miihendislik, matematiksel modelleme, yapay zeka, bilgi sistemleri
ve karar destek sistemleri gibi ¢cok sayida uygulama alaninda, belirsizliklerin etkin bi¢gimde

yonetilmesine katki saglamaktadir. Dolayisiyla, esnek kiime islemleri hem kuramsal olarak



hem de uygulamali bilimlerdeki etkileri bakimindan esnek kiime teorisinin en kritik

bilesenlerinden biri olarak degerlendirilmektedir.

Bu tez caligmasinda, {i¢ yeni esnek carpim islemi tanimlanmis, teorik olarak cebirsel
ozellikleri incelenmis, bu carpimlar, Cagman ve Enginoglu (2010a) tarafindan 6nerilen uni-
int ve int-uni karar verme metoduyla, karar verme senaryosunda en iyi segenegi belirlemek
amaciyla bu carpimlar giinliik hayatta belirsizlik igeren problem durumlarina uygulayarak,
karar verme siirecinde nasil sonuglar verdigi agiklanmistir. Tezin ilk boliimiinde, esnek kiime
kuramma iliskin kapsamli bir literatiir taramas1 gerceklestirilmistir. Ikinci béliimde,
calismanin kuramsal temelini olusturmak amaciyla esnek kiimelere dair temel tanimlar
sunulmus; boylece tezde ele alinacak 6zgiin katkilar icin gerekli altyap1 hazirlanmistir. Tezin
0zglin yoniinii olusturan {i¢iincii, dordiincii ve besinci boliimlerde, esnek kiime kuramina
yeni carpim tlrleri kazandirilarak kuramsal yapinin genisletilmesi hedeflenmistir. Bu
baglamda, ii¢lincli boliimde esnek yildiz-¢arpimi, dordiincii boliimde esnek lamda-carpimi,
besinci boliimde esnek gamm-carpimi tanitilmistir. Her bir islem i¢in 6rnekler verilmis,
farkli esnek altkiime ve esitlik tiirleri (M-, F-, L- ve J-esitlik ve alt kiime) baglaminda cebirsel
ozellikleri ayrintili olarak incelenmis ve s6z konusu ¢arpimlarin, diger esnek kiime islemleri
iizerine dagilma kurallar1 lizerinde degerlendirmeler yapilmistir. Ayrica, gelistirilen bu
islemlerin karar verme siireclerindeki uygulanabilirligini gostermek amaciyla cesitli karar
problemleri olusturulmus ve ¢dziim siirecleri sistematik bi¢imde sunulmustur. Bu kapsamda,
Cagman ve Enginoglu (2010a) tarafindan Onerilen uni-int ve int-uni karar verme yontemi
esas alinarak, onerilen yapilarin farkli uygulama alanlarinda kullanilabilirligi gosterilmistir.
Bu tez, esnek kiime literatiirline teorik bir derinlik kazandirmakla birlikte, teorinin
belirsizliklerin modellenmesindeki avantajlarindan yola ¢ikarak, esnek karar verme

kuramina yeni katkilar sunmay1 amaglamaktadir.



2. GENEL BIiLGILER

Bu béliimde, tez calismasinda kullanilan esnek kiime teorisi ile ilgili temel kavramlar ve

detayl1 olarak incelenecektir.

2.1.1 Tanim U evrensel kiimesi, E parametreler kiimesi, P(U), U'nun kuvvet kiimesi olarak

verilsin. Bir (J, E) siral1 ikilisi, U lizerinde esnek kiime olarak adlandirilir. Burada J,

J:E - P(U)

ile verilen bir fonksiyondur (Molodtsov, 1999).

Maji ve digerleri (2003), Molodtsov’un (1999) esnek kiime taniminda, E parametreler

kiimesinin sabit bir alt kiimesini secerek, esnek kiime tanimini asagidaki sekilde vermistir:

U evrensel kiimesi, E parametreler kiimesi; P(U), U'nun kuvvet kiimesi ve M € E olarak

verilsin. Bir (J, K) sirali ikilisi, U iizerinde esnek kiime olarak adlandirilir. Burada J,

J:K - P(U)

ile verilen bir fonksiyondur (Maji ve digerleri, 2003).

Literatiirde esnek kiimeler farkli gosterimlerle ifade edilmistir. Baz1 ¢aligmalarda [y
bigiminde gosterim tercih edilse de, bu tez ¢alismasinda Molodtsov (1999) ile Maji ve
arkadaslar1 (2003) tarafindan kullanilan (J, M) gosterimi benimsenmistir. Molodtsov (1999)
tarafindan Onerilen esnek kiime tanimi, Cagman ve Enginoglu (2010a) tarafindan

giincellenerek daha ¢agdas bir yap1 kazandirilmistir.

Bu tez kapsaminda, U kiimesi tizerinde tanimli tiim esnek kiimeler Sg(U) ile gosterilecektir.
K parametreler kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak iizere, yalnizca parametre kiimesi K

olan esnek kiimeler Sg(U) ile ifade edilecektir. Yani, Sg(U), parametre kiimesi sadece K
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olan esnek kiimelerden olusurken, buna karsin, Sg (U) kiimesinde parametre kiimesi herhangi

bir kiime olabilen, U iizerindeki tiim esnek kiimeler yer alir.

2.1.2 Tanim (], K), U iizerinde taniml1 bir esnek kiime olsun. Her k € Kig¢in, J(k) = @ ise,
bu durumda (J, K) esnek kiimesine bos esnek kiime adi verilir ve @ gile gosterilir. Benzer
sekilde, k € Kicin J(k) = U ise, (J,K) evrensel esnek kiime olarak adlandirilir ve U g ile
ifade edilir (Ali ve digerleri, 2009).

U tizerinde tanimli bos esnek kiime, bos parametre kiimesine sahip olan tek esnek kiimedir

ve Qg ile gosterilir. Burada, @5, ve @y ‘nin farkli kavramlar oldugu unutulmamalidir.

Maji ve arkadaglar1 (2003) tarafindan gelistirilmis ve oldukca kat1 bir bicimde tanimlanmig
olan esnek alt kiime i¢in, karisiklig1 6nlemek amaciyla, 6zel bir isimlendirme yapilacak ve

"esnek M-alt kiime" terimi kullanilacaktir.

2.1.3 Tanim (], K) ve (S, P) U iizerinde iki esnek kiime olsun. Eger,
1. KcPve

ii. Herk € Kicin J(k) = S(K)

saglantyorsa, bu durumda (J, K), (S, P)'nin esnek M-alt kiimesi olarak adlandirilir ve bu iliski
(J,K) €y (S,P) seklinde gosterilir. Buna ek olarak, (S,D) €y (J,K) ve aym zamanda
(S,D) €y (J,K) kosullar birlikte saglaniyorsa, (J, K) ile (S, P) kiimeleri birbirine esnek M-
esit olarak isimlendirilir ve bu durum (J,K) =y (S,P) biciminde ifade edilir. (Maji ve

digerleri, 2003)

2.1.4 Tanim (], K) ve (S, P) olmak tizere, U kiimesi iizerinde iki esnek kiime olsun. Eger,
1. K< Pve

ii. Herk € Kigin J(k) € S(K)
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kosullar1 saglantyorsa, bu durumda (J,K) kiimesi, (S,P) kiimesinin esnek F-alt kiimesi
olarak adlandirilir ve bu iliski (J,K) € (S,P) biciminde gosterilir. (J,K) g (S,P) ve
(S,P) € (J,K) kosullar birlikte saglaniyorsa, bu iki esnek kiime F-esit olarak tanimlanir ve

bu durum (J,K) &g (S, P) seklinde ifade edilir (Feng, Liu, Li ve arkadaslari, 2008).

Esnek F-alt kiime ve esnek F-esit tamimlar1 ilk olarak Pei ve Miao (2005) tarafindan
verilmistir. Ancak, baz1 esnek kiime makaleleri, esnek alt kiimeler ve esnek esitlikler ile ilgili
olarak, bu tanimlar1 ilk kez Feng ve digerleri (2008) ¢alismasinda sunduklarini iddia etmistir.

Sonug olarak, bu baglantiy1 ifade etmek i¢in, "F" harfi kullanilmaktadir.

M ve F esnek esitlik iligkileri yani =y ve =g birbirine denktir. Bagka bir ifadeyle,

(Il K) =M (S, P) < (]' K) =F (S' P)

Bu durum, s6z konusu esnek kiimelerin ayni parametre kiimesini ve yaklasim fonksiyonuna
sahip olmasindan kaynaklanmaktadir. Dolayisiyla, bu esnek esitligi saglayan iki esnek
kiime, gergekte birbiriyle tamamen aynidir. Bu nedenle, (J,K) =y (S, P) ifadesi aslinda,
(J,K) = (S, P) anlamina gelmektedir.

Jun ve Yang, ¢calismalarinda F-esnek altkiimeleri ve F-esitlik iligkilerini ele alarak, parametre
kiimeleri iizerindeki kisitlamalar1 daha da genisletmislerdir. Bu dogrultuda, s6z konusu
kavramlar Jun'un adinin bas harfi olan J kullanilarak esnek J-altkiime ve esnek J-esitlik
iliskileri seklinde tanimlanmistir. Ancak bu kavramlar, esnek altkiime ve esitlik

kavramlarinin daha genel bir bicimde ifade edilmesi amaciyla gelistirilmistir.

2.1.5 Tanim (J, K) ve (S, P), U tlizerinde taniml1 iki esnek kiime olsun. Her k € K i¢in, J(k) €
S(p) olacak sekilde p € P varsa, bu durumda (J,K), (S,P)'nin esnek J-alt kiimesi olarak
adlandimlir ve bu iliski (J,K) & (S,P) bigiminde ifade edilir. (J,K) & (S,P) ve
(S,P) QI (J,K) kosullart birlikte saglaniyorsa, bu iki esnek kiime birbirine J-esit olarak
adlandirilir ve bu esitlik (J, K) =; (S, P) seklinde gosterilir (Jun ve Yang, 2011).

JKEyES,P=2UKE S, P)=20,K) 5 (S, P)
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oldugu Liu ve digerleri (2012) ve Feng ve Li (2013) calismasinda gosterilmistir; ancak

tersinin dogru olmayabilecegi belirtilmistir.

Liu ve digerleri (2012), esnek M-altkiimeleri ve ontoloji tabanli esnek altkiimeleri daha genel
bir yapiya kavusturarak, esnek L-altkiime ve esnek L-esitlik adi verilen yeni kavram
tanitmislardir. Bu yeni kavramlar, esnek J-altkiimeleri ve ontoloji tabanli esnek altkiimeler
lizerine yapilan ¢alismalardan esinlenerek gelistirilmis ve esnek kiime teorisinde daha

kapsamli bir yaklasim sunmay1 amaglamaktadir.

2.1.6 Tanim (], K) ve (S, P), U iizerinde tanimli iki esnek kiime olsun. Her k € K i¢in, J(k) =

S(p) olacak sekilde p € P varsa, bu durumda (J,K), (S, P)'nin esnek L-alt kiimesi olarak
adlandinlir ve bu iliski (J,K) € (S,P) biciminde ifade edilir. (J,K) € (S,P) ve
(S,P) €, (J,K) kosullar1 birlikte saglaniyorsa, bu iki esnek kiime birbirine J-esit olarak
adlandirilir ve bu esitlik (J, K) =; (S, P) seklinde gosterilir (Liu ve digerleri, 2012).

Liu ve digerleri (2012), (J,K) ve (S, P), U iizerinde iki esnek kiime olmak iizere,

(.K) Em (5,P) = (LK) €. (S,P) = (LK) §; (S,P)

(J.K) =m (5,P) = (LK) = (5,P) = (J,K) = (5,P)
oldugunu, ancak bu siralamanin tersinin dogru olmayabilecegi belirtilmistir.

Bu nedenle, esnek M-esitligi (ve dolayisiyla esnek F-esitligi), en giiclii ve kat1 esitlik iligkisi
olarak kabul edilir. Diger taraftan, esnek J-esitligi en zayif esitlik baglantis1 olarak
degerlendirilir. Bu iki kavram arasinda ise esnek L-esitlik bulunmaktadir (Liu ve digerleri,

2012).

2.1.7 Tanim (J, K), U kiimesi tizerinde tanimli bir esnek kiime olsun. (], K) esnek kiimesinin
esnek (bagl) tiimleyeni (J,K)" ile gosterilir ve bu tiimleyen, (J,K)" = (J',K) seklinde
tanimlanir. Burada, her k € K i¢in, (J, K)"(k) = U\ J(k) = [J(K)]' olacak sekilde belirlenir.
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Bundan sonra, kisalik amaciyla, [ J(k)]’ yerine dogrudan ]’ (k) gosterimi kullanilacaktir (Ali

ve digerleri, 2009)

2.1.8 Tanim (], K) ve (S, P), U lizerinde taniml1 iki esnek kiime olsun. Bu iki esnek kiimenin

VE-¢arpimi, (J,K) A (S, P) seklinde gosterilir ve her (k, p) € K X P i¢in,

L(k,p) =]J(k) N S(p)

olmak iizere (J,K) A (S, P) = (L, K X P) seklinde tanimlanir (Maji ve digerleri, 2003).

2.1.9 Tanim (J,K) ve (S, P), U lizerinde tanimli iki esnek kiime olsun. Bu iki esnek kiimenin

VEY A-carpimi, (], K) V (S, P) seklinde gosterilir ve her (k, p) € K X P igin,
L(k,p) = J(k) U S(p)
olmak tizere (J,K) V (S, P) = (L, K X P) seklinde tanimlanir (Maji ve digerleri, 2003).
2.1.10. Not Cagman (2021) kapsayict ve dislayici tiimleyen seklinde iki yeni tiimleyen
tanimlamustir. X ve Y iki sabit kiime ve + ve 0 sirasiyla kapsayici ve dislayic tiimleyenleri
gostermek lizere, bu ikili islemler
X+Y=XUY, X0Y=X'NnY
olarak tanmimlanmistir. Sezgin ve digerleri (2023), bu iki islem arasindaki iliskileri incelemis
ve ayrica bunun gibi {i¢ yeni ikili islem tanimlayip, bunlarin birbirleriyle olan iliskisini
incelemistir. X ve Y iki sabit kiime olmak tizere,
X*Y=XUY, XyY=XNY,XAY=XUY

seklinde tanimlanmistir (Sezgin ve digerleri, 2023).

“@©” semboliinii, kiime islemlerini temsil etmek iizere, kisitlanmis, genisletilmis ve esnek

ikili parcali islemleri i¢in asagida verilen tanimlar bulunmaktadir:
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2.1.11 Tanim (J, K) ve (S, P), U kiimesi tizerinde iki esnek kiime olsun. Bu iki esnek kiimenin
kisitlanmis © islemi, (J, M) Og (S,D) seklinde gosterilir. Burada, J = KNP ve her j €
Jicin, UG) = J(§) O S() olmak tizere, (J,K) Og (S,P) = (U, J) olarak tanimlanir.
Burada, J = KNP = @ oldugunda, (J,K) Og (S,P) = @4. (Ali ve digerleri, 2009; Sezgin
ve Atagiin, 2011; Aybek, 2024)

2.1.12 Tanim (J, K) ve (S, P), U kiimesi lizerinde iki esnek kiime olsun. Bu iki esnek kiimenin

genisletilmis © islemi (Y,J) olup, Burada, Y=KUP ve her j€ Jigin

JG), j € K\P
Y(G) =4 SO j € P\K
JG)OSG), je KnP

ile tanimlanir ve (J,K) O¢ (S,P) = (Y, J) seklinde yazilir (Maji ve digerleri, 2003; Ali ve
digerleri, 2009; Sezgin ve digerleri, 2019; Stojanovic, 2021; Aybek, 2024).

2.1.13 Tanim (J,K) ve (S, P), U kiimesi tizerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimeler

icin tanimlanan esnek ikili parcali © iglemi (Y, K)’dir ve her j € K igin,

(0, JEKP
Y0) _{l(j) O S@, je€ KNP

ile tammlanir ve (J,K) O (S,P) = (Y,J) seklinde yazilir (Eren, 2019; Sezgin ve Calisici,
2024; Yavuz, 2024).

2.1.14 Tanim (&, K) ve ($,2), U kiimesi iizerinde birer esnek kiime olsun. (&, K) ve
($,2) esnek kiimelerinin esnek arti-¢arpimi (V,-¢arpimi) (&, K)V, ($,2), her (#£,3) €
K X Z i¢in,

Y(#.,3) = B(£) + $(2)

olmak iizere (&, K)V,($,2) = (Y,X X Z) seklinde tanimlanir. Burada, &(£) + $(z) =
&' (#£)U B(z) oldugu bilinmektedir (Sezgin ve Cam, Baskida).
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2.1.15 Tanim (&, K) ve ($,2), U kiimesi lizerinde birer esnek kiime olsun. (&,K) ve
($,2) esnek kiimelerinin esnek teta-carpimi (Ag-¢arpimi) (&, K)Ag($,2), her (£,3) €
K X Z igin,

Y(£.,2) = H(£)0B(2)

olmak iizere (&, K)Ag(B,2) = (Y,K X 2) seklinde tanimlanir. Burada, &(£)08(z) =
&' (#£)N $'(z) oldugu bilinmektedir (Sezgin ve Cam, 2025).

2.1.16 Tanim (&, K) ve ($B,2), U kiimesi iizerinde birer esnek kiime olsun. (&, XK) ve
($,2) esnek kiimelerinin esnek fark-garpimi (Ay-carpimi) (&, K)A\ (B, 2), her (%,z) €
K X Z igin,

Y(#.2) = B(£)\$(2)

olmak iizere (&, K)A\($,2) = (¥, K x Z) seklinde tanimlamir. Burada, & (£)\$(z) =
Q(£)N $'(z) oldugu bilinmektedir (Sezgin ve Cam, 2024).
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3. ESNEK YILDIZ-CARPIM

Bu béliimde, esnek yildiz-carpimi ad1 verilen yeni bir ¢arpim tanimlanmis, 6rnegi verilmis,
carpimin tiim cebirsel 6zellikleri ¢esitli esnek alt kiime ve esitlik kavramlariyla iligkili olarak
detayl1 bir sekilde incelenmis, bu carpimin diger esnek kiime iglemlerine dagilma kurallar

arastirilmis ve son olarak bu ¢arpim karar verme problemlemine uygulanmistir.
3.1. Esnek Yildiz-Carpim ve Ozellikleri
Bu alt boliimde, esnek yildiz-garpim tanimlanmis, 6rnegi verilmis, carpimin cebirsel

ozellikleri ¢esitli esnek alt kiime ve esitlik kavramlartyla iligkili olarak detayli bir sekilde

incelenmistir.

3.1.1 Tanim (&, K) ve (B, 2), U kiimesi tizerinde birer esnek kiime olsun. (&, K) ve ($, 2)
esnek kiimelerinin esnek yildiz-¢arpimi (V,-carpimi) (&, K)V.(B,2), her (£,2) EK X Z
i¢in,

Y(#.2) = H(#) * $(z)

olmak iizere (&, K)V,($,2) = (Y,XK X Z) seklinde tanimlanir. Burada, &(£) * $(z) =
&' (#£)U $'(z) oldugu bilinmektedir.

3.1.2 Ornek = E = {liy, iy, g, i, } parametre kiimesi K = {li,, U3} ve 2 = {l,,u,}, E
parametre kiimesinin iki alt kiimesi U = {¥,, ¥,, ¥3, ¥4, ¥5} evrensel kiime olmak tizere, U
tizerinde (&, K) ve ($,2),

(‘QJ' :}C) = {(U-Zﬁ {F1'¥2'F3'¥4'F5})' (U-S,{‘FS"FS})}

($,2) = {(U-z; {F1,%2,%3}), (U-4,{’1’2, 3, *'4})}

olarak tanimlanan iki esnek kiime ve (&, F)V, (B, 2) = (Y, K X Z) olsun. Buradan,
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Y, X x 2)

((h—z, lL2)' {1"4'1"5}) ) ((h—z, lL4)' {1’1»*‘5}) ) ((us, h—z)' {*'1'1"2;*’4:*'5}) )
((u3, l’—4)» {1’1»*'2'*’4:1"5})

seklindedir.
3.1.3 Onerme V,-¢arpimi, Sg(U) kiimesi iizerinde kapalidir.

Ispat: V,-carpiminin, S (U) kiimesi iizerinde ikili islem oldugu aciktir. Gergekten (&, X)

ve ($,2), U lizerinde esnek kiimeler olmak iizere,
A,:Sg(U) x Sg(U) = Sg(U)
((%,%),($,2)) > (&,1OV.(8,2) =YV, x2) =(Y,0)
olup, (Y, C) de U iizerinde bir esnek kiimedir.
3.1.4 Onerme (&, ), ($,2) ve (Y, ), U kiimesi iizerinde birer esnek kiime olmak lizere,
(&, FOV.I(B, 2IV.(Y, O)] #m [(&, KOV.(B, D)]V.(Y,C)
olup, Sg(U) kiimesi iizerinde, V,-carpimi birlesme 6zelligine sahip degildir.
Ispat: Sg(U) kiimesi iizerinde, V,-carpiminin birlesme &zelligine sahip olmadigim
gOstermek i¢in bir 6rnek verelim. E = {li;, l,, Ug, .} parametre kiimesi, K = {l,, U3},

Z = {l;} ve C = {l,}, E parametre kiimesinin alt kiimeleri, U = {¥,, ¥,, ¥3, ¥4, ¥5 } evrensel

kiime olmak iizere, U iizerinde (&, K), ($, Z) ve (Y, C) esnek kiimeleri

(‘Q)! ‘7() = {(U-ZI {‘F3,’F4}), (h-3;{¥1})}, (‘ﬁi Z) = {(h-lﬂ ®)}9 (Y' C) = {(h-4-r{¥1'¥3rf5})}

olarak tanimlansim. Tlk olarak esitsizligin sol tarafina bakilacak olursa, (3,2 )V*(Y, C) =
(¢, Z x C) olsun. Buradan,
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¢ Z2xC)= {((U-1’h-4); {F1,%2,73, 74, Fs})}

elde edilir. (&, K)V.(3,Z x C) = (9, % X (Z x C)) olsun. Boylece,

(q;jc X (Z % C)) = {((uz; (11—1,11—4))»{1’1'1’2'*’5}) ((11—3, (LLIILL4-))' (*’2»1:3'*‘4»?5))}

elde edilir. Esitsizligin sol tarafindan devam edilecek olursa, (&,%)V, ($,2) =
(8, KX x Z) olsun. Buradan,

B,Kx2Z)= {((h—z»11—1):{1’1;1’2:1’3»1’4:1’5})' ((ll3'll1)' {F1, 72,73, 74, *'5})}

elde edilir. (&, K x 2)V.(Y,C) = (4, (¥ x Z) X C) olsun. Bdylece,

G K x2)xC)= {(((U-z:lh),h-:;): {Fz'ﬁ}) ) (((U-3'U-1)'U-4)' {fz'ﬁ})}

elde edilir. Buradan, (Q,?C X (Z % C)) #m (( (K X Z) X C) oldugu goriliir. Benzer
sekilde, (2,5 x (Z x C)) #1, (§, (K x Z) x €) ve (3, K x (2 x C)) #; (, (K x Z) X C)

tanimlardan agiktir.

3.1.5 Onerme (&,%) ve (B,2), U iizerinde birer esnek kiime olmak iizere
(&, FOV.(B,2) #u (B, 2)V. (&, K) olup, Sg(U) kiimesi iizerinde V,-carpimi M-esitligi

altinda degisme 6zelligine sahip degildir.

Ispat: (&,K)V.($,2) = (Y,5 x 2) ve ($,2)V.(&,K) = (6,2 XXK) olsun. X X Z #
Z X K oldugundan ispat agiktir.

3.1.6 Onerme (&,%) ve (B,2), U iizerinde birer esnek kiime olmak iizere
(&, K)V.(B,2) =1, (B, 2)V.(,K) olup, Sg(U) kiimesi iizerinde V,-g¢arpimi L-esitligi

altinda degisme 6zelligine sahiptir.
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Ispat: (&,FO)V.(B,2) = (¥, X x2) ve ($,2)V.(&,K) = (6,2 X XK) olsun. Buradan,
her (%,7) € K X Z igin, Y(%£,2) = &' (£) U B'(z) ve her (3, £) € Z X K igin, 6(3, £) =
$'(Z) U (£). Her (£,3) €KX X Z igin Y(#,3) = &' (£) U (2) = $'(z) UL (£)
olacak sekilde (3, £) € Z X K oldugundan, (&, K)V,($,2) S (H,2)V.(&, X).

Benzer sekilde her (3,£) € Z X X igin $'(z) U &' (£) = &' (£) U $'(3) olacak sekilde
(#,z) € X x Z oldugundan, ($,2)V.(L,K) S, (&, K)V.(S,2) elde edilir. Boylece,
(&, KY)V.($,2) =1, ($,2)V.(®,K), dolayisiyla (&, K)V.($,2) =5 ($,2)V.(,K) de

saglanir.

3.1.7 Onerme (&, K), U lizerinde bir esnek kime olmak izere,
(&, KV, 0p5 =m DpV. (0, K) =y Oy olup, Sg(U) kiimesi iizerinde, V,-¢arpimmin M-

esitligine gore yutan elemant bos esnek kiimedir.

Ispat: Dp = Y,0) ve (&, KIV.0p = (&, KV (Y,0) = (B,K x0)=(8,0) olsun.
Parametre kiimesi bos kiime olan tek esnek kiime @4 oldugundan, ($,0) = @y elde edilir.

Dy V. (&, K) =M Dy oldugunun ispat1 ise benzer sekilde gosterilir.

3.1.8  Onerme (&,%), U iizerinde bir esnek kiime olsun. O halde,
(&, KV, 03 =m B3V (L, K) =m Usexrc-

Ispat: @3 = (Y,X) olsun. Buradan, her £ € X icin Y(£)=0. (O K)V.0s% =
(&, V. (Y, X) = (B, X K) olsun. Boylece, her (#,3) € XK X K igin $(#4,2) =
S'R)UY ()= (R)UD = (£)UU=U olup ($,K XK) = Ugxyx elde edilir.
Benzer sekilde @4 V., (&, K) =M Uxxx oldugu da gosterilebilir.

3.1.9 Onerme (&,%), U iizerinde bir esnek kiime olsun. O halde,
(&, KV, Uy =y Ugc Vo (&, K) =y (&, K X K).

Ispat: Uy = (Y,%) olsun. O halde, her £ €K i¢in Y(£)=U. (& K)V.Uy =
(&, KOV, (Y,X) = (B, X K) olsun. Buradan, her (%,z) € KX X K igin $(#4,2) =
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S'L)UY ()= R)UU = (L)UDB=(£) olup (B,K XK) = (&,K XK)"
elde edilir. Benzer sekilde (&, KOV, (Y, K) = (&, K x K)* oldugu da gosterilir.

3.1.10  Onerme (&,K), U iizerinde bir esnek kiime olmak iizere,

&, K" & (&, K)V.(,K) olup, Sg(U) kiimesi iizerinde V,-garpimi J-esitligine gore

denk giicliiliik (idempotent) 6zelligine sahip degildir.

Ispat: (&,K)V,(&,K) = (B, X K) olsun. Buradan, her (%£,2) € K X K, $(#,3) =
&' (#)UY'(z). Her £ € X igin, &' (£) S Bk,3) = &' (£)UD'(z) olacak sekilde
(#,2) € K x K oldugundan, (&, K)" E; (&, K)V.(&, K) elde edilir.

3.1.11 Onerme (&,%) ve ($,2), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,

~ ~

($,2)" &) (,F)V.($,2) ve (0,5 &) (,F)V.($,2).

Ispat: (&, K)V,.(B,2) = (Y,X X Z) olsun. Buradan, her (%,z) € K X Z igin Y(#,3) =
&' (£) U $'(2). Her z € Z igin, $'(z) € &'(£) U B'(2) olacak sekilde (£,2) € K X Z
oldugundan ($,2)" S (&, K)A.(B,2) elde edilir. Benzer sekilde, her £ € K igin,
&'(£) € &' (£) U $'(z) olacak sekilde (£,2) EKX XZ oldugundan

~

(&, K)' S5 (&, K)V.(B, Z) oldugu da elde edilir.

3.1.12 Onerme (&,%X) ve ($,2), U lizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
(&, FOV.(B,2)]" = (B, K) Ag ($,2)".

Ispat: (&,5)V.($,2) = (Y, K X Z) olsun. Buradan, her (#,3) € K x Z igin, Y(#,3) =
&' (£) U ' (). Boylece, Y'(£,2) = (L) NB(2) = (&) (£)n () (z). Buradan
Y, % X Z) = (,5)" Ag ($,2)" elde edilir.

3.1.13 Onerme (&,%) ve ($,2), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
(&, %K) Ao ($,2) Ep (0, F)V.($, 2).

Ispat: (£,5) N ($,2) = (A, K X 2) ve (&,K)A.(B,2Z) = ({, K x Z) olsun. Buradan,
her (#£,3) € K X Z i¢in A(%£,z) = &'(£) N §'(z) ve her (#,%) € K X Z igin {(£,2) =
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&' (#£) U B'(z). Boylece, her (£,3) € K X Z i¢in, A(£,2) = &' (£) N $'(z) € &' (£) U
$'(z) = {(#, z) oldugundan, ispat elde edilir.

3.1.14 Onerme (&, X), ($,2) ve (Y,C), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
('Sb) :]C)r §F (‘ﬁl Z)I‘ iSG ('Sbr K)V* (Yr C) gF (‘ﬁ) Z)V* (Y' C)

Ispat: (&,%)" g (B,2)" olsun. Buradan, K S Z ve her z € Z igin &'(z) S $'(2).
Béylece K XC S Z X C ve her (#£,¢) €K X C igin, &' (£)UY'(c) € B'(£)uY'(c)
olup, ispat elde edilir.

3.1.15 Onerme (&,%),($,2),(Y,€) ve (6, W), U iizerinde birer esnek kiime olsun.
(&, 50" Ep (B,2)" ve (Y,0)' E (B, W) ise (&, K)V,.(Y,C) Sk (B,2)V.(6, W) ve
(Y, V. (&, K) Ep (6, W)V.($,2).

~ ~

Ispat: (&, Ep ($,2)" ve (Y,C)" Eg (6, W)" olsun. Béylece, X € Z,C S W, her £ €
XK igin, &'(#£) € $'(£) ve her ¢ € Cigin Y'(c) € &'(c). Buradan, X X C S Z X W olup,
her (%,¢) € K X C igin, &' (£)UY'(c) € ' R)UY'(c) ve her (¢, £) € C XK igin,
Y'(c) U &' (#£) € 68 (c) U $'(£) olup, ispat elde edilir.

3.1.16 Onerme (&, %), ($,K), (Y,X) ve (6,X), U iizerinde birer esnek kiime olsun.
(&, %) Ep (B,K) ve (Y, K) Eg (6,K) ise ($,K)V.(6,K) S (&, K)V.(V, K).

Ispat: (&,K) g (B,K) ve (Y,X) g (8, %) olsun. Buradan, her £ € K igin &(£) C
$(£) ve her L€ XK igin Y(l) € &(l). Boylece, her (£,l) € KX X X igin, $'(£) U
&8'(l) € &' (£) U Y () olup, ispat elde edilir.

3.1.17 Onerme (&,X) ve ($,Z), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda
Q)?CXZ gF (&)r :;C)V*(‘B) Z) ve Q)ZXK §F (‘ﬁt Z)V*(‘Q)’ gc)

Ispat: Qyxz = (£,K X Z) ve (&, K)V.(B,2) = (S,X X 2Z) olsun. Buradan, her (%, 3) €
K X Zigin, E(%,7) = @ veher (£,7) € KX X Zicin,S(#,2) =W (L) UP (3). KX xZ <
KXZ ve her (£,3)€EXXZ igin E#,2)=0 € R)UP (z) =S4, 2)
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oldugundan, @y xz Sp (L, KV, (B, Z). Benzer sekilde, Bzxx Er (B, 2)V. (&, K) oldugu

da gosterilir.

3.1.18 Onerme (&, K) ve (B, 2), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda @y (W,
K)V*(\ﬁ, Z) Ve Qz g] (&), K)V*(ﬁ, Z) ve ¢E §I (-9), K)V*(\B,Z)

Ispat: @y = (£,%) ve (L, K)V.(B,2) = (S,X X Z) olsun. Buradan, her £ € ¥ igin
E() =B veher (£,7) € KX X ZiginS(#£,3) = &' (£) UP (). Her (£,3) € K X Z igin
S &' () UP () =Sk 3) oldugundan, Py E;(L, K)V.(H,2) saglanir. Py SH(W,
FOV.(B,2) ve Og QI(.SZ), KOV, (B, Z2) oldugu benzer sekilde gosterilir.

3.1.19 Onerme (&, K) ve ($,2), U lizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
(&, K)V.(B,2) Ep Ugexz ve ($,2)V. (D, K) g Ugyux.

Ispat: Ugenz = (Y, K X Z) ve (&, K)V.($,2) = (8 K x Z) olsun. Buradan, her (%, z) €
K X Zigin, Y(#,3) = Uveher (£,3) € X X Zigin, 6(#,3) = ' (L) UP'(5). K xZ S
K X Z veher (£,3) € X X Z icin&(£,2) = &' (£) U B (3) €U =Y(£4, 3) oldugundan
(&, KV, (B, 2) g Uyeny elde edilir. ($, 2V, (L, K) Ep Uzyye oldugu da benzer sekilde

gosterilir.

3.1.20 Onerme (&,X) ve ($,2), U lizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
(&, K)V.(B,2) §] Use, (&, FK)V.(B,2) gl Uy ve (&, K)V.(B,2) §] Ug.

Ispat: Uy = (W, K) ve (5, K)V.($,2) = (X, K x Z) olsun. Buradan, her £ € K igin
W(#) = U ve her (£,z) € K X Z igin, X(#,3) = &' (£) UP' (2). Her (£,2) EK X Z
icin, X(#£,2) = &'(£)UB'(z) €U oldugundan (L, K)V.($,2) E; Uy elde edilir.
(&, K)V.(B,2) E; Uy ve (&, K)V.(B,2) S Ug oldugu benzer sekilde gosterilir.

3.1.21 Onerme (&,%) ve ($,2), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
(&, K)V.(B,2) =M Dyxz olmasi igin gerek ve yeter sart (&, K) =y Uy ve ($,2) =y Uy

olmasidir.
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Ispat: Byexz = (E,5 X Z) ve (&, K)V,($,2) = (X, K X Z) olsun. Buradan, her (%, 3) €
K X Z igin E(#£,2) =@ ve her (£,2) €KX X Z igin, X(%,3) = &' (£) U ' (2) olur.
(§,% x Z) = (X, K X Z) olsun. Buradan, her (%,2) € X X Z igin &' (£) U $'(z) = 0.
Béylece, her £ € K igin &' (%) = @ ve her z € Z i¢in $' (z) = @. Buradan, her £ € X
icin &(#£) = U ve her 3 € Z i¢in $ (z) = U. Boylece, (&,K) = Uy ve ($,2) = Uy elde

edilir.

Tersine, (&, K) =y Uy ve ($B,2) =y Uy olsun. Boylece, her £ € K i¢in &(£) = U ve
her z € Z i¢in $(z) = U. Buradan, her (#,3) € X X Z i¢in, X(%£,2) = &' (L) U ' (3) =
@U@ = @ olup, (&, K)V.(B,2) =m Dxxz elde edilir.

3.1.22 Onerme (&,%) ve ($,2), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
(&, K)V.(B,2) =M By olmasi igin gerek ve yeter sart (&, K) =y Oy ve ($,2) =y Dy

olmasidir.

Ispat: (&, 5)V.(B,2) =y By olsun. Buradan, KX X Z = @ olup, X = @ veya Z = @ olur.
Parametre kiimesi bos olan tek esnek kiime @y oldugundan, (&,X) =y @y veya

(B, 2) = Dy elde edilir.

Tersine, (&, K) =y @y veya ($,2) =y @y olsun. Béylece, K = @ veya Z = @ olur. Bu
durumda, X X Z = @ ve parametre kiimesi bos kiime olan tek esnek kiime @y oldugundan,

(&, K)V.($,2) =y Dy olur.

3.2. Esnek Yildiz-Carpim ve Dagilmalan

Bu boliimde, esnek yildiz-¢arpiminin kisitlanmis kesisim ve birlesime, genisletilmis kesisim
ve birlesime, esnek ikili parcali kesisim ve birlesime, VE-carpima ve VEYA-carpima

dagilma durumu ayrintili bir sekilde incelenmistir.

3.2.1 Teorem (&, %), ($,2) ve (Y, C), U kiimesi iizerinde birer esnek kiime olmak iizere,
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iii) [(B,2) Nr (Y, O]V, (&, K) =y [(B, 2)V. (&, )] Ug [(Y, OV, (2, K0)]

iv) [($,2) Ur (Y, O)IV. (&, 50) =p [($, 2)V.(&, 5] ng [(Y, OV, (&, 5]

Ispat (i) Esitligin sol tarafinin parametre kiimesi K X (Z N C) ve sag tarafinin parametre
kiimesi (X X Z) N (K X C) olup, K X (ZNC) = (K xZ)Nn (K xC) oldugundan, M-
esitligin ilk sart1 saglanir.

Ik olarak esitligin sol tarafina bakilacak olursa, (B,2) Ug (Y,C) = (@,Z2 NC) olsun.
Buradan, her 3 € Z N C igin A(3) = B(3) UY(3). (&, K)V.(4,Z2NnC) = (X,?C x(Zn
C)) olsun. Buradan, her (%,3) € K X (Z N €), igin X(%,3) = &'(#£) UQ'(3). O halde,

X(#£,3) =& (£ U[B(I VTR =B R U[S'()NT'(3)]

Esitligin sag tarafina bakilacak olursa, (&, K)V,($,2) = (X, K x Z) ve (&, K)V,(Y,C) =
(T,X X C) olsun. O halde, her (%£,3z) € X X Z icin X(#,3) = &' (£) U $'(z) ve her
(£,c) EX XC igin T(k,c) =& (£)UY'(c). Burada, (X, X X2)Ng (T, K XC) =
(@, (KxZ)n (K x C’)) olsun. Boylece, her (£,3) E(X XZ2)N (K XC) =K x(Z N

C) i¢in,
C(#,3) = X(£,3) NT(£,3) = [L'(R) UE' ®] N [ (£) UT'()]
Boylece, ispat elde edilir.

Burada, ZNC =0 ise K X (ZNC) =K X2Z)N K xC) =0 olup, parametre kiimesi
bos kiime olan tek esnek kiime @4 oldugundan, esitligin her iki tarafi da @ olur. (X X Z2) N
(K xC) =K x(ZnC) oldugundan, (K X Z2)N (K XC)=Qise K =@ veyaZ NC =
@ olur. Kabul geregi K # @ olup, (X X 2Z) N (K X C) =@ olmast ZNC = @ olmasini

gerektirdiginden, bu durumda da yine esitligin her iki tarafi @4 olur.
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(ii1) Esitligin sol tarafinin parametre kiimesi (Z N C) X K, sag tarafinin parametre kiimesi
@XxKH)N(E€CXK) olup, (ZNC)XK = (ZXK)N(CXXK) oldugundan, M-esitligin
ilk sart1 saglanir.

Ik olarak esitligin sol tarafina bakilacak olursa, ($,2) Ng (Y,€) = (4,2 NC) olsun.
Buradan, her 3 € 2N € i¢in A(3) =B(3) NY(3). A, ZNCOV.(L,K) = (XK x(Zn
C)) olsun. Buradan, her (3,£) € (Z N C) X K, igin X(3,£) = 2'(3) U &'(%£). O halde,

XG,4) = [B(3)NY()] V&'(#) = [ (VY (R] UL (£)

Esitligin sag tarafina bakilacak olursa, ($3, 2)V, (&, K) = (¥, 2 x K) ve (Y,C)V, (L, K) =
(T, € X K) olsun. O halde, her (z,4£) € Z X K igin X(z,£) = $'(3) U ' (£) ve her
(c, ) € CxKigin Z(c,£) =Y (c)U&'(#£). Burada, (¥£,ZXK)Ug(T,CXK)=
(®,(ZxK) N (CXK)) olsun. Béylece, her 3,£) € (ZXK) N (CxK)=(ZNC) X
XK igin,

CGAR) =XG A VI(34) =[G UL R]UNTG) VLX)

Béylece, [($,2) Ng (Y, C)]V.(&, K) =y (B, 2)V. (&, K) Ug (Y, C)V, (L, K) elde edilir.

@ZNe)XK=(EZXxXK)n(CXXK) olup burada, Z NC = @ ise parametre kiimesi bos
kiime olan tek esnek kiime @4 oldugundan, esitligin her iki tarafi da @4 olur. Benzer sekilde,
@XxH)IN(ECXxK)=(ZNEC)XK oldugundan, (ZXK)N(CXK)=0 ise, ZNC =
@ veya K = @ olur. Kabul geregi K # @ olup, (ZXK)N(CXK)=0@olmas1i ZNC =

@ olmasini gerektirdiginden, bu durumda da yine esitligin her iki tarafi @4 olur.

3.2.2 Not Esnek yildiz-carpiminin, kisitlanmis kesisim ve birlesim islemlerine dagilmalari
incelenmistir. Iki esnek kiimenin M-esitligini saglamasi igin gerekli sart, her iki taraftaki
esnek kiimelerin parametre kiimelerinin esit olmasi1 gerektigi géz Oniine alindiginda,
kisitlanmis esnek kiime islemlerinin esnek yildiz-¢arpimina dagilmasinin incelenemeyecegi,
kesisim igleminin kartezyen ¢arpim iizerine dagilim gostermedigi gergeginden agiktir. Bu
nedenle, kisitlanmis esnek kiime islemlerinin esnek yildiz-carpima dagilmasina

bakilmamistir
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3.2.3 Teorem (&, ), ($,2) ve (Y, C), U kiimesi iizerinde birer esnek kiime olmak lizere,
) (IO 2) N (Y,0)] =m [(&,H)V.(B,2)] U [(&, FOV.(Y, O)]
i) (&, JOV.[(B,2) Ue (Y, 0] =m [(&, HOV.(B,2)] N [(&, FOV.(Y, O)]
iii) [($,2) Ue (Y, O)IV. (&, K) =um [(, 2)V.(, 5] N [(, OIV.(&, K)]

iv) [($,2) Ne (Y, O)IV. (&, K) =um [(,2)V.(, 5] Ue [(Y, OIV.(&, K)]

Ispat (i) Esitligin sol tarafinin parametre kiimesi & X (Z U C), sag tarafinin parametre
kiimesi (5 X Z) U (K X C) olup, K X (ZUC) = (K X Z) U (KX x C) oldugundan, M-
esitligin ilk sartt saglanir. Ayrica, kabul geregi K # @, 2 # @ ve C # @ oldugundan,
KX(ZUeC)#0 ve (X X2Z)U (XK xC)# Q. Dolayisiyla sag ve sol tarafin bos esnek

kiimeye esit olma durumu bulunmamaktadir.

[k olarak esitligin sol tarafina bakilacak olursa, (B,2) N (Y,C) = (9,2 UC) olsun.
Buradan, her 3 € Z U C i¢in,

‘3(3), 362_6
A(3) =14 Y(3), 3€EC—Z
$(3) N Y(3), 3EZNC

(&, K)V,(A,2UC) = (O, x (ZUC)) olsun. Burada, her (#£,3) € KX X (Z UC) igin
O(£,3) = &' (£)UQ'(R). O halde, her (£,3) € X x (Z U C) igin,

&'(£) U BB (#£,3) EX X (Z2-0)
O(£,3) =1 &' (R) UY'(3), (#£,3) € KX X (€C—2)
SRV RUYERL (k3 EXX(ZNC)

Esitligin  sag tarafina  bakilacak olursa, (&, K)V.($,2) = ((%,JC X Z )) ve
(&, K)V.(Y,C) = (T, X X C) olsun. Buradan, her (#,z) €KX XZ icin ¥X(#,z) =
&' (#) U P'(2) ve her (£,¢) € K X C igin T(%,¢c) = &' (£) UY'(c). Burada, (X, K X
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) U (THXC) = (¢, (K XZ)U (K XC)) olsun. O halde her (£,3) € (X x2Z) U
(K xC) =K x (Z UC) igin,

X (#,3), (#,3) E(KXZ)—(KxC)=Kx(Z-0)
™(£,3) =1 T(4£,3), (£,3) E(KXC)—(Kx2)=Kx(C—-2)
X (#£,3) UZ(£,3), (#,3) EKXZ2)IN(KXC)=KXx(ZNEC)

Buradan,

&'(£) U B G), (£,3) e X x(Z2-0)
C£,3) =4 S RVY'(G), (#£,3) € X x (C~-2)
('R USRDIVISBRUYR] (3 EXX(ZNC)

Bdylece, ispat elde edilir.

(iii) Esitligin sol tarafinin parametre kiimesi (Z U €) X K, sag tarafinin parametre kiimesi
(@XKIU(CXK) olup, (ZUC) XK = (ZXK)U(C X XK) oldugundan, M-esitligin
ilk sart1 saglanir. Ayrica, kabul geregi K # @, Z # @ ve C # @ oldugundan, (ZUC) X K #
D ve (ZXK)U(CXXK)+# Q. Dolayisiyla sag ve sol tarafin bos esnek kiimeye esit olma

durumu bulunmamaktadir.

Ik olarak esitligin sol tarafina bakilacak olursa, ({3,2) Ue (Y,C) = (9,2 UC) olsun.
Buradan, her 3 € Z U C igin,

$(3), 3€EZ-C
A(3) =4 Y(3), 3EC—2Z
$(3) UY(3), 3€EZNC

@RQ,ZUC)V(9,K) = (X,(ZUC) xXK) olsun. Buradan, her (3,£) € (Z UC) X X, i¢in
XG,4) =9'(}) U ' (%) igin,

$'R VLR, (£,3) €(Z—-C)xX
X(£,3) =1 Y (3) Uu&'(A), (£3I)EC—-2)XK
[$'G)NY @RIV (#), (£,3) E(ZNC)xXK
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Esitligin sag tarafina bakilacak olursa, ($3, 2)V, (&, K) = (X,Z x K) ve (Y,C)V. (L, K) =
(T,€ X K) olsun. O halde, her (3,£) € Z X K igin X(z,£) = $'(3) UL (£) ve her
(c,£) €ECxKigin I(c,2)=Y'(c) U (£). Burada, ((,ZxXK)N.(T,CXK)=
(®,(ZXK) U (CXK)) olsun. Béylece, her (3,£) € (ZXK)U (€ xK) =(ZUC) X

K i¢in,
X@G,R), (#,3) E@XK)—(EXK)=(Z-C)xXK
C(£,3) =1 TGR), (#,3) E(CXK)—(ZxK)=(C-2)xXK
XBA)NIGR), (#,3) E@XK)N(CXK)=(ZNC) XK
Buradan,
$'@R UL (L), (%,3) E(Z-C) XK
Ck3) =1 YR UD'(L), (£,3) E(C—-2) XK

[BFAUYBRINYRUY L), (£3)e(@ZNC)XK

Bdylece, ispat elde edilir.

3.2.4 Not Esnek yildiz-¢arpiminin genisletilmis kesisim ve birlesim islemlerine dagilmalari
incelenmistir. Iki esnek kiimenin M-esitligini saglamasi igin gerekli sart, her iki taraftaki
esnek kiimelerin parametre kiimelerinin esit olmasi gerektigi goz Oniine alindiginda
genigletilmis  esnek  kiime islemlerinin  esnek  yildiz-garpimina  dagilmasinin
incelenemeyecegi, birlesim isleminin kartezyen c¢arpim iizerine dagilim gostermedigi
gergeginden aciktir. Bu nedenle, genisletilmis esnek kiime islemlerinin esnek yildiz-

carpimina dagilmasina bakilmamustir.

3.2.5 Teorem (@, K), (B, 2) ve (Y, C), U kiimesi iizerinde birer esnek kiime olmak iizere,
i) (& IOV.IB,2) N, 0] =um [(&,FV.(8,2)] U [(&, FOV.(Y, )]
ii) (&, FOV.[(B,2) T (¥, 0] =um [(&, FV.($,2)] 1 [(&, FOV.(Y, C)]
iii) [($,2) U (¥, O)IV. (&, %) =u [($, 2)V.(, )] A [(Y, CIV. (L, 5]

iv) [($,2) A (Y, O)V. (&, %) =um [(,2)V.(&, )] U [(Y, IV, (&, 5]
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Ispat (i) Esitligin sol ve sag tarafinin parametre kiimesi X X Z oldugundan M-esitligin ilk
sart1 saglanir. Ayrica, kabul geregi K # @, Z # @ ve C # @ oldugundan, K X Z # Q.

Dolayisiyla sag ve sol tarafin bos esnek kiimeye esit olma durumu bulunmamaktadir.

Ik olarak esitligin sol tarafina bakilacak olursa, ($,2) 1 (Y,C) = (9, 2) olsun. Buradan,
her 3 € Z i¢in,

$(3), 3€EZ-C
$(3) NY(3), 3EZNC

a(s) = {
(&, K)V.(2,2) = (O, K X Z) olsun. Burada, her (#£,3) € X XZ i¢in Q(£,3) =
&' (£) uQ'(3). O halde,

&'(£) U BB, (£,3) €KX x (2 - C)
'RV UTRI (£,3) EX x(Z2nC)

O(#£,3) = {
Esitligin sag tarafina bakilacak olursa, (&, K)V,($,2) = (X, K x Z) ve (&, K)V,(Y,C) =
(T, % x C) olsun. Buradan, her (%,z) € X X Z icin X(#,3) = &' (£) UB'(3) ve her
(£,c) EX XC icin I(h,c)=(£)UY(c). Burada, (X, X x2)U(T, K xXC)=
(¢, (% x Z)) olsun. O halde her (#,3) € K x Z igin,

30 )_{%(k,s), (£,3) € (K X 2) = () X €) =K x (Z - C)
BTN BDUIL3), (BDEEXZ)NKXC) =K x(ZNC)

Buradan,

&'(£) U BB, (£,3) EX x(Z2-C)

R A PP P S

Bdylece, ispat elde edilir.
(111) Esitligin sol ve sag tarafinin parametre kiimesi Z X K oldugundan, M-esitligin ilk sarti

saglanir. Ayrica, kabul geregi K # @ ve Z # @ oldugundan, Z X K # @. Dolayisiyla sag

ve sol tarafin bos esnek kiimeye esit olma durumu bulunmamaktadir.
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Ik olarak esitligin sol tarafina bakilacak olursa, ($,2) U (Y,€) = (9, 2) olsun. Buradan,
her 3 € Z igin,

_($G3), 3EZ-C
1D = {50 v, sezne

A, 2)V. (L, K) = (X, Z x K) olsun. Buradan, her (3,%) € Z X K, i¢in X(3,£) =2'3) U
&' (#). Boylece,

$'G) U (4), (£3)E@EZ-C)XK
F'AnNYRIVL'(R), #3DE@NC)XK

X(#,3) = {
Esitligin sag tarafina bakilacak olursa, ($3, 2)V, (&, K) = (X,Z x K) ve (Y,C)V. (L, K) =
(T,€ X XK) olsun. O halde, her (3,£) € Z X K icin X(z,£) = $'(3) UL (£) ve her
(c,£) ECXK icin I(c,£)=Y'(c)Uu&'(#£). Burada, (X{,Z2xK)N(T,CXK)=
(Q, (Z x JC)) olsun. Boylece, her (3, £) € (Z X K) i¢in,

30 )_{%(s,fa), (£,3) EZXK)—(CXK)=(Z-C)xK
BTN xGANIGE), (BDEEXK)INECXK)=(EZNC) XK
Buradan,
o )={>B'(3)U$b'(k), (£,3) €(Z-C) XK
'3 [$'G) UL (R N[Y ()LL), (£,3) EEZNC)XXK

Boylece, ispat elde edilir.

3.2.6 Not Burada K # K X K oldugu icin, esnek ikili parcali islemlerin, esnek yildiz-

carpimina soldan dagilim gdstermeyecegi agiktir.

3.2.7 Onerme (&,%K), ($,2) ve (Y,C), U kiimesi iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu

durumda,

(1) (&, FOWV.[(B, 2)AX, O)] EL, [(, FOV.($, D)]V[(&, KOV.(Y, O)],
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2) (&, FOWV.[(B, 2)V(T, O)] EL, [(, KOV.($, 2)]A[(L, FOV.(Y, O)].

Ispat: (1) Ilk olarak sol tarafa bakilacak olursa, ($3, Z)A(Y,C) = (9,2 X C) olsun. Buradan,
her (z,¢) €2Zx € i¢in, A(z,¢) = $(@) NY(c). (&, KIV.(A,Z x €) = (K x (Z X
C)) olsun. Buradan, her (%, (z,¢)) € X x (Z X C) igin

(£, (3,¢)) = &' (£) U [$(2) N T(©)]'=&'(£) U [$'(z) U T'(c)]

Sag tarafa bakilacak olursa, (&, K)V,(B,2) = (H, K x Z) ve (L, F)V,(Y,C) = (M, K X
C) olsun. Buradan, her (%,z) € K X Z i¢in H(#,3) = &' (#£) U $'(z) ve her (£,¢) €
K x € igin M(#c)=& %)UY (). (HKXZVM, KX C)=(m,(Kx2Z)x
(3 x €)) olsun. Buradan her ((#,3), (#£,¢)) € (¥ x Z) x (¥ x C) icin,

M((#,2), (£, 0)) = [&' () U S (2)] U [&' (£) VY ()]

Burada her (k, (3,¢)) €K x (Z %X C) igin, (%, (3, c)) = R)U[E @)UY ()] =
[&'(£) U B ()] U [&' (#£) UY'(c)] = M((#,3),(#,¢)) olacak sekilde ((%£,32), (£,¢)) €
(K x Z) x (K x ) vardir. Boylece, istenen elde edilir. (2) nin ispat1 da benzer sekilde
yapilir.

Onerme 3.2.7°deki L-alt kiimelerin L-esitlik olmayacagi Ornek 3.2.8 ile agiktir.
3.2.8 Ornek =E = {l;, iy, ug, I} parametre kiimesi, K = {li,, U3}, Z = {ly} ve C =

{l,}, E parametre kiimesinin alt kiimeleri, U = {¥;, ¥, ¥3, ¥4, ¥5 } evrensel kiime olmak iizere,

U iizerinde (&, %), (B, 2) ve (Y, €) esnek kiimeleri

(&J,:}C) = {(LLZ,{’F3,‘F4}), (b_3,{‘l"2,¥3})}, (‘ﬁi Z) = {(h-ll U)}s (Y' C) = {(h-4—' {‘Fz,‘F3,‘F4})}

olarak tanimlansm. i1k olarak sol tarafa bakilacak olursa, (3, 2)A(Y,C) = (2,2 X C) olsun.

Buradan,
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(Q’Z X c) = {((h_l,h_4),{‘F2,‘F3,‘F4})}

(&, K)V.A,Z2x C) = (%,.‘K X (Z x C’)) olsun. Boylece,

(x5 x (Z % €)) = (((uz, (W 1), frr, 2,753 ), (s, (g, 1)), G, s, fs}))
Sag taraftan devam edilecek olursa, (&, K)V,($,2) = (2, K x Z) olsun. Buradan,
(A, % x Z2) = {((Wy, Wy), {#1, 72, 75}), (W, Wy), {71, 74, 753) }
(&, FOV, (Y, €) = (¢, K x C) olsun. Buradan,
(@,% x €) = [((Uy, Wy), 71, #5,75)), (s, ), {71, 74, %5))]
(K x 2)V(®, 5 x €) = (M, (K x Z) X (I X €)) olsun. Buradan,

(M, (¢ x Z2) x (KX % C))

_ (((h—z’ W), (b, LL4)); {F1, 72, 1’5}) ) (((U—L W), (b, ll4)): {F1,%2,%4, 1’5}) )
(((11—3’ ), (b, LL4))» {F1, 72,74, l"5}) ) (((h_3, ), (s, ]l4))' {F1,%4, 1’5})

Boylece,
MUy, Uy), (g, 1)) # X (U, (g, Uy)), MUy, Wy), (g, Uy)) # X(Ug, (U, Uy)),
Mg, W), (U, Uy)) # E(ly, (Wy, Wy)), Mg, Wy), (U, Uy)) # (L, (W, Wy))

oldugu goriiliir. Buradan,

(M, (K x2)x (K xC)) L (X,K x (Zx0))

olup, (M, (K x 2) x (K x €)) #L (X, K x (Z x €)) elde edilir.
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3.3. Esnek Yildiz-Carpim ve Karar Verme Problemi

Bu béliimde, Cagman ve Enginoglu (2010a) tarafindan tanimlanmais, int-uni operatorii ve
int-uni karar fonksiyonu, int-uni karar verme metodu esnek yildiz-¢arpima uygulanmistir.
Bu yontemle bir kiime, karar vericilerin parametrelerine gore alt kiimelere indirgenir. Sonug

olarak, karar vericiler ¢cok sayida secenek yerine sinirl sayida segenege odaklanir.

Boliim boyunca, U tizerindeki esnek kiimelerin tiim esnek yildiz-¢arpiminin kiimesi “v, (U)"

ile (&, K) ve (B, 2) esnek kiimelerinin esnek arti-garpiminin esnek yaklagim fonksiyonu
Qg Ve P K XZ - P(U)

ile gosterilecektir. Burada, her (%,z) € ¥ X Z igin, (g V. $,)(£,2) = &'(£) U $'(z)

oldugu bilinmektedir.

3.3.1. Tanim (&, K) ve (B, 2), U iizerinde birer esnek kiime olsun. int,uni, ve int, uni,

ile gosterilen, esnek-y1ldiz ¢arpim icin int-uni operatorii sirasiyla,

intpuni;: v, (U) > P(U), intpuni (D V. $,) = Npex (Uzez ((&)76 V. *ﬁz)(i"” Z)))
intzunis: V. (U) = P(U),  intunig(Dyx Vi B,) = Naez(Upes (D V. $,) (£, 2))
seklinde tanimlanir.

3.3.2. Tanim (&, X) V. ($,2) €V, (U) olsun. int-uni olarak gosterilen esnek yildiz-

carpimin int-uni fonksiyonu

int-uni:v, (U) - P(U), int-uni(Qy V. $,) = intpuni,(Dx V. $,) U intuniy

seklindedir. Burada, int-uni(&y V. $,) nin U kiimesinin bir alt kiimesi oldugu asikardur.

int-uni(Hy Vv, $ z) degerine, &y V. $, esnek yildiz-¢arpiminin int-uni karar kiimesi denir.
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Belirsizlik igerek bir gercek hayat problemi i¢in esnek kiimeler yardimiyla, esnek yildiz-

carpimina dayanan int-uni karar verme metodu asagidaki algoritma yardimiyla olusturulur.
ALGORITMA

Adim 1: Parametre kiimesinin uygun alt kiimeleri segilir.

Adim 2: Parametre kiimesinin her bir alt kiimesi i¢in esnek kiimeler insa edilir.

Adim 3: Esnek ciimlelerin V, ¢arpimi hesaplanir.

Adim 4: Carpimin int-uni karar kiimesi hesaplanir.

Simdi esnek yildiz-¢arpimin int-uni karar verme problemine nasil uygulandigi ile ilgili bir

Ornek verilecektir.

3.3.3. Ornek Ufuk Bey ve Eyliil Hanim diigiin sonras1 balay1 igin otel arayisina girmisler ve
konuyla ilgili olarak bir seyahat acentesiyle goriismeye gitmislerdir. Seyahat acentesi
temsilcisi Duru Hanim, ¢ok fazla se¢enek sundugundan, ¢iftin kafasi bir hayli karismis olup,
cift ilk etapta kalmak istedikleri oteli se¢gmeye degil, kalmak istemedikleri otelleri
ELEMEYE karar vermislerdir. Seyahat acentesi temsilcisinin sundugu oteller kiimesi U =
{#1, %5, ..., 51 } kimesi ile ELENECEK otelleri belirlemek i¢in kullanilan parametre kiimesi

E ={aq,a,, .., ag} temsil edilsin. Burada,
e a,="“Ucuz”
e a,=“Denize yakin”
e a3=“Su parkina sahip”
o a,=“Kuafore sahip olan”
e as=“Yeterli sosyal faaliyet ve etkinliklere sahip olan”

e ag=“Sehir merkezine yakin”



35

e a,=“24 saat acik kafeteryasi olan”

e ag= “Fitness merkezine sahip olan”

Cift, kararlarin1 int-uni karar verme yoOntemini esnek yildiz-carpimina uygulayarak
vereceklerdir. iki karar verici oldugundan, énce Eyliil Hanim i¢in, ardindan Ufuk Bey icin
parametreler belirlenerek, esnek kiimeler olusturulacaktir. Her iki esnek kiime de
olusturulduktan sonra, esnek yildiz-carpimin {iizerinde int-uni karar verme yoOntemi
uygulanacaktir. Elde edilen sonuglar daha sonra ¢iftin nihai kararin1 demokratik olarak
yonlendirecektir. Bu siireg, kararin dengeli olmasini ve hem Ufuk Bey'in hem de Eyliil
Hanim'in tercihlerinin dikkate alinmasini saglar. Bu adimlar bir algoritma olarak 6zetlenecek

olursa, asagidaki sekilde ilerleyecektir.

Adim 1: Parametre Kiimelerinin Belirlenmesi

Karar vericilerin parametre kiimeleri agagidaki gibi tanimlanir. Seyahat acentesi temsilcisi
Duru Hanim, her bir karar vericiden ELEYECEKLERI otelde bulunmasini
ISTEMEDIKLERI 6zellikleri temsil eden parametreleri segmelerini ister. Bu kiimeler

asagidaki gibi tanimlanir:

e Eylil Hanim i¢in (K): X = {a4, a3, a¢}. Yani Eyliil Hanim pahali, su parki olmayan

veya sehir merkezine uzak otelleri elemek istiyor.

e Ufuk Bey i¢in (2): Z = {a,,as, a,}. Yani Ufuk Bey denize uzak, yeterli sosyal
aktivite ve etkinlige sahip olmayan veya 24 saat agik kafeteryas: olmayan otelleri

elemek istiyor.

Adim 2: Bu parametre kiimeleri kullanilarak, karar vericinin (&, %) ve (&,2) esnek

kiimeleri insa edilir.

e Ilk olarak, Eylil Hanim'n ELEYECEGI otelde bulunmasim ISTEMEDIGI

parametreler degerlendirilerek Eyliil Hanimin esnek kiimesi belirlenir.
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e Ardindan, Ufuk Bey'in ELEMEYECEGI otelde bulunmasini ISTEMEDIGI

parametreler degerlendirilerek Ufuk Beyin esnek kiimesi belirlenir.

Bu esnek kiimeler sirastyla (&, KX) ve ($, 2) seklinde olsun.

(&, K) = {(aq, %2, %3, %4, %6, £10, £13}), (a3, (€3, %4, %6, %10, %11, £17, ¥18, €21 1),

(ae, (1, %3, %4, %10, %13, %17, £19}) }

(B,2) = {(“2: {k1, %3, %4, %5, %10, %17, ’521})), (as, {%1,%3,%10, %13, £19, %21 }),

(a, {*3, %6, %10, ¥17,%21) }}

Adim 3: Verilen esnek kiimelerin esnek yildiz-carpimi hesaplanir.

&5V, =
((41; as), {1, %2, £4, ¥s, %6, £7, £g, %o, 11, 12, 14, E15, E160 £17, £18) £10, %20, ’521}),
((41' A7), {1, %2, k4, %5, £7, £g, Fo, ¥11, E12, £13, £14, £15, £16, £17, £18) £19, %20, t21}),
((@3' ay), (%1, %2, %s, %6, £7, ¥g, 9, £11, 12, %13, 14, 15, £16, E18, 10 4E20})»
((“3: as), (%1, %2, %4, %5, %6, £7, £, £9, £11, %12, %13, £14, £15, 16, 17, %18, 10, ’520}):
((@3' az), {%1,%2, %4, %5, £7, ¥g, 9, £11, ¥12, %13, %14, %15, £16, E18, 10 4E20})»
((“6: a,), {2, %5, %6, %7, g, %o, 11, £12, £13, £14, 15, %16, %18, £10, £20, ’521}),
((46' as), (%2, %4, s, %6, £7, %y, 9, £11, %12, £14, %15, ¥16, £17, E18, %20, ’921})’

((46' A7), {1, %2, %4, %5, %6, £7, £g, 0, £11, %12, %13, £14, ¥15, ¥16, E18, £10, £20, ’521})}

Adim 4: int-uni($yc V. $,,) karar verme kiimesi bulunur.

intguni,(DscVif,) = Npex (UZeZ ((&Jxv*ﬁz)(fc, Z)))

olmak iizere, dnce U,y ((&)KV*\BZ)(’&/, Z)) hesaplayalim:



(5 VeP,) (@, az) U (L, VB, ) (ay, as) U (i VP, )(a, ar)
= {&1, %2, 5, %6, £7, £g, ¥o, £11, £12, £13, E14, #15, B16, £17, E18) B0, 20, E21)
U {t;, £, 4, t5, %6, £7, tg, ¥o, £11, 12, ¥14, 15, E16, 17, B8, £10, £20, E21 }
U {t;, &3, £4, %5, &7, £g, o, 11, £12, £13, £14, ¥15, ¥16, £17, E18) B10, 20, £21)

= {#1, %, %4, %5, %6, %7, £3, %o, £11, ¥12, ¥13, ¥1.4, ¥15, %16, €17, £18, £19, £20, 21 }

(D VP, )@z, az) U (DycVef,) (s, as) U (DxV.$,)(as ar)
= {£1, %2, ¥5, %6, £7, g, ¥o, £11, #12, ¥13, E14, 15, E16, 18, F10, ¥20}
U {£1, %2, &4, 5, ¥, £7, £, ¥o, £11, ¥12, 13, £14, 15, £16, £17, £18, 10, £20}
U {#1, %2, &4, £5, &7, g, ¥, £11, E12, 13, 14, 15, E16) 18, F10, E20}

= {#1, %5, %4, %5, %6, %7, ¥g, £9, 11, ¥12, 13, ¥14, ¥15, %16, £17, 18, £19, £20}

(D3 VB, ) (a6, az) U (0, V. $,) (a6 as) U (L, V.$,)(as a7)
= {&, t5, ¥, t7, tg, %o, £11, £12, ¥13, ¥14, £15, E16) 18, £10, E20, E21}
U {3, £4, 5, 6, ¥7, Eg, £o, £11, £12, £14, E15, 16, £17, F18) £20, E21}
U {&;, £3, 4, t5, %6, £7, tg, to, £11, 12, 13, £14, £15, E16) B8, £10, E20, E21 }

= {#1, %, %4, %5, %6, %7, £3, %o, £11, ¥12, ¥13, %14, ¥15, %16, €17, £18, £10, £20, %21 }

sseklindedir. Buradan,

elde edilir.

(intpunis) @ V.92) = Ngere (Uses (DxcV.$,) (8, 2))

= {#1, %, %4, %5, %6, £7, 3, %o, 11, ¥12, %13, ¥14, ¥15, %16, €17, £18, £10, £20, 21 }
N {t1, %2, ¥4, %5, %6, ¥7, %3, %o, 11, 12, ¥13, ¥14, ¥15, %16, 17, £18, £19, £20 )
N (%1, %2, ¥4, %5, %6, ¥7, %3, %o, 11, 12, %13, £14, ¥15, 16, 17, £18, £10, £20, £21

= {#1, %5, %4, t5, %6, %7, ¥g, £o, 11, £12, %13, ¥14, ¥15, %16, £17, 18, £19, £20, €21}

intunip(D3cV.f,) = Nyez (U/&Ex ((&chv*ﬁz)(/&, Z)))

olmak tizere, once U gey ((.Sbg(V* &e,) (%, z)) hesaplayalim;
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(&JKV*J}Z)(“L a) U (&)xv*ﬁz)(as' a) U (&)Kv*ﬁz)(ae' az)
= {&1, %2, 5, %6, £7, £g, ¥o, £11, £12, £13, E14, #15, B16, £17, E18) B0, 20, E21)
U {#y, £, 5, %6, £7, tg, o, 11, £12, £13, £14, E15, ¥16, £18, E10, E20}
U {3, 5, £, 7, tg, £o, £11, £12, #13, #14, 15, E16) 18, £10, £20, E21}

= {#1, %, %5, %6, £7, %g, £9, £11, ¥12, %13, £14, £15, ¥16, £17, 18, 10, %20, £21 )

(D3 VB, ) (g, as) U (&, V.$,)(as, as) U (&, V.$,)(ae as)
= {&1, %2, ¥4, ¥5, ¥6, £7, g, Fo, £11, #12, ¥14, ¥15, 16, E17, 18, E10, 20, E21 }
U {&1, %2, &4, ¥5, ¥, £7, 5, £o, £11, E12, 13, E14, 15, F16) €17, E18) B0, £20)
U {&2, 4, t5, %6, ¥7, ¥g, Fo, £11, ¥12, ¥14 15, ¥16, 17, ¥18, 20, £21}
U= {#,, £, 4, 5, 6, ¥7, ¥g, ¥o, £11, ¥12, £13, ¥14, £15, ¥16, £17, 18, £10, E20, £21}

(&, Vo, ) (@, a7) U (Dx Ve, )(as ar) U (0, V.$,)(as a7)
= {t1, %2, £4, 5, ¥7, £g, £o, 11, £12, £13, E14, 15, ¥16, £17, E18) B10) £20, E21 )}
U {&1, &3, £4, t5, ¥6, £7, £, o, £11, 12, £13, £14, E15, 16, 18, £10, E20)

U {&;, £3, 4, t5, %6, £7, g, ¥o, £11, £12, ¥13, £14, E15, 16, 18, E10, £20, 21}

= {#1, %, %y, %5, %6, %7, £3, %o, £11, £12, %13, ¥1.4, ¥15, %16, £17, £18, £10, £20, %21 }

elde edilir. Bu nedenle,

(intouni ) (D Vo) = Niez (User (DxcV.$,) (8.2)) )=

{£1, %2, %5, %6, ¥7, Bg, B0, 11, £12, £13, E14, H15, B16, £17, E1) B0, 20, E21)
N {&y, &3, 4, %5, E6, £7, g, ¥o, £11, £12, £13, £14, E15, B16, 18, F10, E20, 21}
N {&y, &5, 4, %5, E6, £7, g, ¥o, £11, £12, ¥13, £14, E15, 16, 18, E10, E20, 21}
={t1, £2, 4, %5, %6, ¥7, ¥g, ¥o, £11, £12, ¥13, ¥14, F15, 16, E18) £10, £20, €21}

Buradan,

int-uni( Qg VB, ) = [intguniy(DscV.B,)] U [(intuniy)(DyV.$,)]
= {#1, %5, ¥4, %5, %6, £7, ¥g, %o, 11, ¥12, 13, %14, ¥15, %16, ¥17, %18, £10, 20, £21 )

U {{11 'tZJ {41 t5' t6' t7' t8' t9' t11' ’t12' t13' ’t14—' t15' t16' ’t17' t18' ’t19' t20! tZl}
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={%1, %2, %4, %5, %6, ¥7, ¥g, £o, ¥11, ¥12, ¥13, ¥14, ¥15, %16, £17, ¥18, ¥10, £20, 21}

Otel sec¢im siirecinde, 21 otelden 19'u ilk asamada elenmistir. Kalan oteller, {t3,%;,} hem
Eyliil Hanim'm hem de Ufuk Bey'in tercihlerini karsilayan secenekleri temsil etmektedir.
Sonug, ilgili tiim karar vericilerin tercihlerine uygun otelleri vurgulayacaktir. Bu siireg, kafa
karisikligini gidererek, otelleri eleme ile en 1yi otelleri secerken hem Eyliil Hanim'in hem de

Ufuk Bey'in tercihlerini dikkate alarak dengeli ve demokratik bir karar alinmasini saglar.
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4. ESNEK LAMDA-CARPIM

Bu boliimde, esnek lamda-garpimi adi verilen yeni bir ¢arpim tanimlanmais, 6rnegi verilmis,
carpimin tiim cebirsel 6zellikleri ¢esitli esnek alt kiime ve esitlik kavramlariyla iliskili olarak
detayli bir sekilde incelenmis, bu ¢arpimin diger esnek kiime iglemlerine dagilma kurallar

arastirilmis ve son olarak bu ¢arpim karar verme problemlemine uygulanmustir.

4.1. Esnek Lamda-Carpim ve Ozellikleri

Bu alt boélimde, esnek lamda-¢arpim tanimlanmis, 0rnegi verilmis, carpimin cebirsel
ozellikleri ¢esitli esnek alt kiime ve esitlik kavramlartyla iligkili olarak detayli bir sekilde

incelenmistir.

4.1.1 Tanim (&, K) ve ($,2), U kiimesi lizerinde birer esnek kiime olsun. (&, K') ve ($,2)
esnek kiimelerinin esnek lamda-garpimi (V;-¢arpimi) (&, K)V,($, Z), her (£,2)€ K X Z
i¢in,

Y(%.3) = B(£)Vr$(2)

olmak iizere (&, K)Vy($,2)= (Y,XK X Z) seklinde tammlanir. Burada, &(£)AB(z) =
&(£)U $'(z) oldugu bilinmektedir.

4.1.2 Ornek = E = {luy, Uy, lig, Wy} parametre kiimesi K = {l,, U3} ve 2 = {l,, Wy}, E
parametre kiimesinin iki alt kiimesi U = {#,¥,, ¥3, ¥4, ¥5} evrensel kiime olmak {izere, U
iizerinde (&, K) ve (S, 2),

(‘QJ' :}C) = {(U-Zﬁ {F1'¥2'F3'¥4'F5})' (U-S,{‘FS"FS})}

(B,2) = {(U—z; {F1, 72, 73}) (11—4,{fz' ¥3, l%})}

olarak tanimlanan iki esnek kiime ve (&, )V, ($,2) = (Y, K X Z) olsun. Buradan,
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(Y, % x Z)

((le, U_z)' {¥1,¥,,¥3, %4, r5}) , ((h_z' lL4), {1?1,142,1:3,{4,1:5}) ) ((1]_3‘ LLZ), {fg,m,fs})’
((lL3’ 11_4), {¥,, 73, {-‘5})

seklindedir.
4.1.3 Onerme Vy-carpimi, Sg(U) kiimesi iizerinde kapalidir.

Ispat: Vy-carpiminin, Sg(U) kiimesi iizerinde ikili islem oldugu agiktir. Gergekten (&, X)

ve ($,2), U lizerinde esnek kiimeler olmak iizere,
Vi: Sg(U) X Sg(U) — Sg(U)
(2,70, ($,2)) » (&I ($,2) = (,X x2) = (1,0
olup, (Y, C) de U iizerinde bir esnek kiimedir.
4.1.4 Onerme (&, X), ($,2) ve (Y, ), U kiimesi iizerinde birer esnek kiime olmak iizere,
(&, OB, 2\ (Y, )] #u [(&, KOV (B, 2)IVA (Y, C)
olup, Sg(U) kiimesi iizerinde, V,-¢arpimi birlesme 6zelligine sahip degildir.
Ispat: Sg(U) kiimesi iizerinde, Vj-garpmminin birlesme &zelligine sahip olmadigini
gOstermek i¢in bir 6rnek verelim. E = {li;,l,, ls, .} parametre kiimesi, K = {l,, us},

Z = {l;} ve C = {l,}, E parametre kiimesinin alt kiimeleri, U = {¥,, ¥,, ¥3, ¥4, ¥5 } evrensel

kiime olmak iizere, U iizerinde (&, K), ($, Z) ve (Y, C) esnek kiimeleri

(&J, :}C) = {(LLz,{’l"g,‘l"4}), (b-?n{'Fl})}e (\B,Z) = {(h-ll ®)}s (Y' C) = {(h-4-r{¥1'¥3rf5})}

olarak tanimlansim. Ilk olarak esitsizligin sol tarafina bakilacak olursa, (B, 2)V,(Y,C) =
(¢, Z x C) olsun. Buradan,
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(Z)Z X C) = {((h_l,h_4),{‘F2,‘P'4_})}

elde edilir. (&, K)V,((,Z X C) = (Q,?C X (Z x C)) olsun. Boylece,

(q'% X (Z % C)) = {((h—z, (u1»ll4))'{1’1»*'3r1"4' *‘5})' ((11—3, (LL1'LL4)), (*‘1»1:3'*‘5))}

elde edilir. Esitsizligin sol tarafindan devam edilecek olursa, (&, K)V,($,2) = (§, K X 2Z)

olsun. Buradan,
(61 K X Z) = {((U-ZJ h—l)' {’Fl; ¥y, ¥3,%4, 'FS})' ((h-3: h—l)' {’Flﬂ ¥3,¥3,%4, 'FS})}
elde edilir. (8, K X Z2)V,(Y,C) = (¢, (X X Z) X C) olsun. Boylece,

(KX xZ)xe)

= {(((U-z, W), U—4): {F1, 72,73, 74, i’5}) ’ (((U-3' W), 11-4)' {F1,72, 73,74, Ys})}

elde edilir. Buradan, (Q,?C X (Z x C)) #m (( (K X Z) X C) oldugu goriiliir. Benzer
sekilde, (8, X (ZxC)) #, ({ (K x2Z)XC) ve (K x(Z X C)) # ({, (K x 2Z) X
C) agiktir.

4.1.5 Onerme (&,X) ve ($,Z), U ilizerinde birer esnek kiime olmak iizere
(&, FOVL(B, 2) #m (B, 2)Vo (D, K) olup, Sg(U) kiimesi iizerinde Vy-carpimi M-esitligi

altinda degisme 6zelligine sahip degildir.

Ispat: (5,5 (B,2) = (¥, K X 2) ve (B, 2)V0(®,K) = (§,Z xK) olsun. KX X Z #
Z X K oldugundan ispat agiktir.

4.1.6 Onerme (&,X) ve ($,Z), U ilizerinde birer esnek kiime olmak iizere
(&, KYW($,2) #; ($,2)VA (L, K) olup, Sg(U) kiimesi iizerinde Vj-garpimu J-esitligi

altinda degisme 6zelligine sahip degildir.
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Ispat: Sg(U) kiimesi iizerinde, Vj-¢arpimmin J-esitligi altinda degisme 6zelligine sahip
olmadigini gostermek igin bir 6rnek verelim. E = {l;, l,, ls, U, } parametre kiimesi, KX =
{lu,, U3}, 2 ={l,}, E parametre kiimesinin alt kiimeleri, U = {¥,, ¥,, ¥3,¥,,¥s} evrensel

kiime olmak tizere, U tizerinde (&, K), ($, Z) esnek kiimeleri

(&, K) = {(Lz, {#3,74}), (s, {#1D)}, (B, 2) = {(y, D)}

olarak tammlansin. (&, KOV, (P, 2) #; (B, 2)Vy (L, K) oldugu gosterilecektir.

[k olarak esitsizligin sol tarafina bakilacak olursa, (&, K)Vy($,2) = (W, & X Z) olsun.

Buradan,

(Wr & X Z) =~ {((U-Zﬂ h—l)' {’Fl; ¥, ¥3, ’F4"F5})' ((h-3: h—l)' {’Flﬂ'FZ' ¥3, ¥4, 'FS})}

elde edilir. Esitsizligin sag tarafindan devam edilecek olursa, ($,2)Vo(&,K) =
(#,Z x X) olsun. Buradan,

(H,ZxXXK) = (((11-1;11-2)' {F1'1"2'Y5})((U-1'U-3)' {Fz'F3"f”4,’f“5}))

elde edilir. Boylece, (&, K)Vi($,2) # ($,2)Va(L, K) oldugu goriiliir. Dolayisiyla,
(&, KA (B, Z2) #1 (B, 2)Va (L, K.

417 Onerme (&,%), U iizerinde bir esnek kiime olmak iizere,
(&, KWV 0y =y DV (&, K) =y Dy olup, Sg(U) kiimesi iizerinde, V,- ¢arpiminin M-

esitligine gore yutan eleman1 bos esnek kiimedir.

Ispat: @y = (Y,0) ve (&,F)Vy@y= (L FOV,(Y,0) = ($,5 x0) =($,0) olsun.
Parametre kiimesi bos kiime olan tek esnek kiime @y oldugundan, ($,®) = @, elde edilir.

Dy Vo (&, K) = @y oldugunun ispati ise benzer sekilde gosterilir.

4.1.8 Onerme (&, X), U iizerinde bir esnek kiime olsun. O halde, (&, K)V, 0% =m Unexac
ve Vo (&, K) =y (&, K X K)".
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Ispat: @3 = (Y,X) olsun. Buradan, her £ €K icin Y(£)=0. (&, K)V,0y =
(&, KOVL (Y, %) = (B,K X K) olsun. Boylece, her (%,2) € K x K igin $(#4,2) =
SRYUY (@) =R)UD =B#)UU=U olup (B,KXK)=(UKXXK) elde
edilir. @3V5 (L, K) =p (R, K X K) olsun. Boylece her (£,z) € K X K i¢in N(£,3) =
YA UL () =0U& (5) = (z)olup (T, K X K) = (&, K X K)" elde edilir.

4.1.9 Onerme (&, X)), U iizerinde bir esnek kiime olsun. O halde, (&, KX)V, Uy =y (&, X)
ve U Va(&, K) =y Usexsc

Ispat: Uy = (Y,%) olsun. O halde, her £ € X icin Y(£)=U. (&,K)VUy =
(&, KOV (Y, %) = (B8,K X K) olsun. Buradan, her (%£,%z) € X XK i¢in $(#4,2) =
SL)UY (2) =&A)UU =B(£)UD = (L) olup (B,K X K) = (,K X XK) elde
edilir. Up V3 (&, K) =y (T, K X K) olsun. Buradan, her (£,2) € KX X X i¢in T(£,3) =
Y(£) UL (z) =U U (5) =Uolup (T, K X K) = Uyxs elde edilir.

4.1.10 Onerme (&,%), U iizerinde bir esnek kiime olmak iizere,
(&, %) & (&, KV, (&, K) olup, Sg(U) kiimesi tizerinde Vy-garpimu J-esitligine gore denk

giicliilik (idempotent) 6zelligine sahip degildir.

Ispat: (0, )V, (&,K) = ($,X XK) olsun. Buradan, her (%£,z) € X XK igin,
B(#,7) = H(£) UY'(z). Boylece, her £ € K igin &(£) € B(#£,3) = (L) U &'(3)
olacak sekilde (#,z) € K X X oldugundan, (&, K) S; (&, K)V, (L, K) elde edilir.

4.1.11 Onerme (&,K) ve ($,2), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,

(B, 2)" € (&, )V ($,2) ve (£,%) & (&, 1)V (. 2).

Ispat: (&, K)Vo($,2) = (Y, K X Z) olsun. Buradan, her (%,z) € K X Z igin Y(#,3) =
&(£) U B'(z). Her 3 € Z igin, $'(3) € L(£) U $'(2) olacak sekilde (£,z) € K X Z
oldugundan (,2)" QI (&, K)Vo(B,Z) elde edilir. Benzer sekilde, her £ € K igin,
&(£) € H(£) U B (z) olacak sekilde (#,2) EKX XZ oldugundan

(0, %) & (&, K)VA (B, Z) elde edilir.
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4.1.12 Onerme (&,%) ve (B,2), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
[(‘Sb! %)V}L(‘B! Z)]I' = (&)) %)r /\\ (‘Bl Z)I‘

Ispat: (5, F)Va(B,2) = (Y, X X Z) olsun. Buradan, her (#,3) € X X Z igin, Y(#,3) =
S(#£)UB'(z). Boylece, Y'(£,2) = &' (£)NP(3) = (D) (#)N () (z). Buradan
X', K x2)= (&, )" A\ (3, Z)" elde edilir.

4.1.13 Onerme (&, K) ve ($,2), U lizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,

Ispat: (&,%) AN (B2)=@,K X Z) ve (&, K)V)($,2) = (¢, K X Z) olsun. Buradan,
her (#£,%) € K X Z igin A(%,2) = &(£) N B'(3) ve her (£,3) € KX X Z igin {(£,3) =
&(£) U $'(z). Boylece, her (£,z) € K X Z igin, A(%,3) = B(£) N $'(z) € H(£) U
$'(z) = U(#, ) oldugundan, ispat elde edilir.

4.1.14 Onerme (&, ), ($,2) ve (Y, ), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
(&,K) Ep ($,2) ise (£, KOV (Y,C) Ep ($,2)V(Y,0).

Ispat: (&,%) Eg ($,2) olsun. Buradan, X S Z ve her z € Z i¢in &(z) S $(z). Bdylece
K XC S ZXC ve her (£,¢) € K X C igin, &(£) UY'(c) € $(£) UY'(¢) olup, ispat
elde edilir.

4.1.15 Onerme (&, X), ($,2), (Y,C) ve (6, W), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu
durumda (&, K) E¢ (B, 2) ve (Y, C)" g (6, W)'ise (&, K)Vi(Y,C) Cr (B, 2)V0 (8, W).

Ispat: (&,%) ¢ ($,2) ve (Y,0)" S (8 W) olsun. Boylece, XK S Z,C S W, her £ €
XK igin, &(#£) S $(#£) ve her ¢ € € igin Y'(c) € 6'(¢). Buradan K X C € Z x W olup,
her (#,¢) € K X C igin, &(£) U Y'(c) € $(#£) U Y'(c) olup, ispat elde edilir.

4.1.16 Onerme (&,%), (B, %), (Y, %) ve (6,K), U iizerinde birer esnek kiime olsun.
(&,50) € (B,50) ve (¥, 50) Ep (6, %) ise (&, FOV(6,5C) Ep (B, 5OV, (¥, 7).
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Ispat: (&,%) Cg ($,%) ve (Y,%) Eg (6,K) olsun. Buradan, her £ € X igin &(£) <
$(£) ve her L e K igin Y() € &(). Boylece, her (£,1) € K x K igin, &(£) U
a'(W) € B(£) U Y'(W) olup, ispat elde edilir.

4.1.17 Onerme (&,%) ve (B,2), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
Drcxz S (L, KV (B,2) ve Bzxx Sr ($,2)Va (D, K).

Ispat: Boexz = (£, K X Z) ve (&, )V (B, 2) = (S,K X Z) olsun. Buradan, her (%, 3) €
K X Zigin, E(#,3) = @ veher (£,2) € K X Zigin, S(#,3) = B(R)UP (z). K X Z C
KXZ ve her (£3)EXXZ igin E2)=0SBHR)UP (2) =S4, 2)
oldugundan, @z Sg (&, K)VA (B, 2) elde edilir. Benzer sekilde,
Doxsc Sr (B, 2)Vo (L, K) oldugu da gosterilir.

4.1.18 Onerme (&, K) ve (B, 2), U tizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda @4 §J(&),
‘IK“)VX(‘BJ Z), @Z §] (&), %)VK(‘B’Z) Ve QE g] (&)’ K)VK(‘)B: Z)

Ispat: @y = (§,K) ve (&, K)Vi($,2) = (5,X X Z) olsun. Buradan, her £ € X igin
E(R) =@ veher (£,2) €K X ZiginS(#,3) = B(£) U P (). Her (£,3) € K X Z igin
B S W(£)UP (2) =S(#,2z) oldugundan, By S (&, K)VA($,2) saglanir. Py (W,
KOIVa(B, 2) ve B E(L, KV ($,2) oldugu benzer sekilde gosterilir.

4.1.19 Onerme (&,%) ve (B,2), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
(&, KOV (B,2) Ep Ugexz ve (B, 2)Va (0, K) Ef Uz

Ispat: Ugeyz = (Y, K X Z2) ve (&, )V (B, 2) = (8K X Z) olsun. Buradan, her (£,2) €
K x Z igin Y(#,%) = U ve her (£,2) € K X Z i¢in 6(%£,2) = (L) U P (3). K xZ S
K X Z ve her (£,3) € X x Z i¢in 6(£,3) = &(£) U B (z) € U = Y(#4,z) oldugundan
(&, KOV (B, 2) Eg Uz elde edilir. ($,2)V, (&, K) Sg Uzuyx oldugu da benzer sekilde

gosterilir.

4.1.20 Onerme (&,%) ve (B,2), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
(&J,:K:)V)\(\B, Z) g] Ug(, (&J,:}C)V)\(\B,Z) g] UZ Ve (&J, K)V)\(\B, Z) g] UE
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Ispat: Uy = (W, K) ve (&, K)V3($,2) = (X, X X Z) olsun. Buradan, her £ € K igin
W(#) = U ve her (%£,2) € K X Z igin, X (%,3) = L(£) U B (z). Her (£,3) EX X Z
igin, X(%,%z) = ®(#)UP'(2) €U oldugundan (L, K)Vi($,2) C; Uy elde edilir.
(&, KOV ($,2) §; Uz ve (&, K)Va(P,2) E; Ug oldugu benzer sekilde gosterilir.

4.1.21 Onerme (&, K) ve ($,2), U tizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
(&, K)o (B, 2) =um Dicxz olmast icin gerek ve yeter sart (&, K) =y Oy ve ($,2) =y Uy

olmasidir.

Ispat: Byexz = (E,5 X Z) ve (&, F)V (B, Z2) = (X, K X Z) olsun. Buradan, her (%, 3) €
K X Z igin E(#,3) =0 ve her (£,7) EK X Z igin, X(%£,2) = H(£) U (z) olur.
(§,K x2Z) = (X,K x Z) olsun. Buradan, her (#,3) € K X Z icin &(£) U $'(z) = 0.
Béylece, her £ € K i¢in &(£) = @ ve her z € Z igin $'(z) = @. Buradan, her £ € K icin
Q(#) = Pveher z € Zigin S (z) = U. Boylece, (&, K) = O ve ($,2) = Uy elde edilir.

Tersine, (&, K) =y Ox ve ($,2) =y Uz olsun. Boylece, her £ € K i¢in &(£) = @ ve
her z € Z igin $(z) = U. Buradan, her (%,z) € K X Z i¢in, X(#,3) = (L) U B’ (z) =
@U@ = 0 olup, (&, K)Va(B,2) =y Dixz elde edilir.

4.1.22 Onerme (&, X) ve (B,2), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
(&, K)o (B,2) =y Dy olmast icin gerek ve yeter sart (&, K) =y By ve ($,2) =y Dy

olmasidir.

Ispat: (5, F)Vi(B,2Z) =y Bp olsun. Buradan, K X Z = @ olup, X = @ veya Z = @ olur.
Parametre kiimesi bos olan tek esnek kiime @y oldugundan, (&, K) = @y veya ($,2) = @y
elde edilir.

Tersine, (&,K) = @y veya ($,2) = @y olsun. Boylece, K = @ veya Z = @ olur. Bu
durumda, X X Z = @ ve parametre kiimesi bos kiime olan tek esnek kiime @y oldugundan,

(&, K)o (B,2) =y Dy olur.
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4.2. Esnek Lamda-Carpim ve Dagilmalar:

Bu boliimde, esnek lamda-carpiminin kisitlanmis kesisim ve birlesime, genisletilmis kesisim
ve birlesime, esnek ikili parcali kesisim ve birlesime, VE-carpima ve VEYA-¢arpima

dagilma durumu ayrintili bir sekilde incelenmistir.

4.2.1 Teorem (&, K), ($,2) ve (Y,€), U kiimesi iizerinde birer esnek kiime olmak iizere,
D) (W, KVA($,2) U (V,0)] =y [(&, KV.($,2)] Ng [(&, KOV, (Y, 0)]
i) (&, KIVA[(B,2) Nr (¥, O)] =um [(&, K)IVA(P, 2)] Ur [(, KO (Y, C)]
i) [($,2) Nr (¥, O)Va (&, K) =p [($, 2IVa (2, FO] N [(Y, CIV3 (&, K)]

IV) [(‘B! Z) UR (Y! C)]V)\(.Q), ‘7() =M [(\B, Z)Vk(&)' j(‘)] UR [(Y, C)V;\(&), K)]

Ispat: (i) Esitligin sol tarafinin parametre kiimesi K X (Z N €) ve sag tarafinin parametre
kiimesi (K X Z) N (K X C) olup, K X (ZNC) = (K x2Z)N (K X C) oldugundan, M-
esitligin ilk sart1 saglanir.

Ik olarak esitligin sol tarafina bakilacak olursa, (B,2) Ug (Y,C) = (2,2 NC) olsun.
Buradan, her 3 € 2 N C i¢in 9(3) = B(3) UY(3). (&,FOV(Q,Z2NnC) = (XK x (Zn
C’)) olsun. Buradan, her (#,3) € X X (Z N C), icin X(#,3) = &(£) UQ'(3). O halde,

X(#,3) = LRV [BUT(R)] = B(R) U [H'(3) N Y'(3)]

Esitligin sag tarafina bakilacak olursa, (&, )V, (B, 2) = (X, K X Z) ve (&, KV, (Y,C) =
(T, % x C) olsun. O halde, her (#,3) € K X Z igin X(%,z) = ©(£) U H'(3) ve her
(#,c) EKX XC i¢in T(#,c) =B(#H)UY'(c). Burada, (X, KX x2)Ng (T, KX xXC) =
(@, (KxZ)n (K x C)) olsun. Boylece, her (£,3) E(X XZ2)N (K xXC) =K x(Z N
C) i¢in,

C(£,3) = X(£,3) N T(£,3) = [L(£) U R N [BH) VY ()]
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Boylece, ispat elde edilir.

Burada, ZNC =0 ise K X (ZNC) =K XZ)N (K X C) = olup, parametre kiimesi
bos kiime olan tek esnek kiime @y oldugundan, esitligin her iki tarafi da @4 olur. (X X Z) N
(K xC) =K x(ZnE) oldugundan, (K X Z)N (K XC) =@ ise K =@ veyaZ NC =
@ olur. Kabul geregi I # @ olup, (X X Z) N (K XC) =@ olmas1 Z NC = @ olmasimni

gerektirdiginden, bu durumda da yine esitligin her iki tarafi @4 olur.

(iii) Esitligin sol tarafinin parametre kiimesi (Z N C) X K, sag tarafinin parametre kiimesi
@XK)N(ECXK) olup, (ZNC)XK = (ZXK)N(CXXK) oldugundan, M-esitligin
ilk sart1 saglanir.

[k olarak esitligin sol tarafina bakilacak olursa, ($,2) Ng (Y,€) = (@,Z2 NC) olsun.
Buradan, her 3 € 2N C igin 9(3) = B(3) NY(3). A, Z NV, K) = (XK x (Zn
C)) olsun. Buradan, her (3,£) € (Z N C) X K, i¢in X(3,£) = A(3) U &' (#£). O halde,

X3, 4) = [$(3) NY(3)] U'(#)

Esitligin sag tarafina bakilacak olursa, ($3, Z2)Vy (&, K) = (X, Z x K) ve (Y, O)V, (L, K) =
(T,€ X XK) olsun. O halde, her (z,£) € Z X X icin X(z,£) = $(3) U ' (£) ve her
(c,£) €CxKicin T(c,£) =Y()U&'(£). Burada, (X£,ZXxK)Ng(T,CxXXK)=
(™, (ZxHK)N (€ XK)) olsun. Bdylece, her (3,£) € (ZXK) N (CXxK) =(ZNC) X
K icin,

CG ) = XG3,2) NT(34) = [$G) UL ()] U [YR) U &' (£)]
Bdylece, ispat elde edilir.

@ZNe)XK=(@ZxK)Nn(CXXK) olup burada, Z N C = @ ise parametre kiimesi bos
kiime olan tek esnek kiime @4 oldugundan, esitligin her iki tarafi da @4 olur. Benzer sekilde,

@XxK)IN(E€CXxK)=(ZNEC)XK oldugundan, (ZXK)N(CXK)=0 ise, ZNC =
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@ veya K = @ olur. Kabul geregi K # @ olup, (Z X K)N(C XK) =@ olmast ZNC =

@ olmasini gerektirdiginden, bu durumda da yine esitligin her iki tarafi @y olur.

4.2.2 Not Esnek lamda-¢arpiminin, kisitlanmis kesisim ve birlesim islemlerine dagilmalari
incelenmistir. Iki esnek kiimenin M-esitligini saglamasi igin gerekli sart, her iki taraftaki
esnek kiimelerin parametre kiimelerinin esit olmasi gerektigi goéz Oniine alindiginda,
kisitlanmis esnek kiime iglemlerinin esnek lamda-¢arpimina dagilmasinin incelenemeyecegi,
kesisim isleminin kartezyen carpim iizerine dagilim gdstermedigi gerceginden acgiktir. Bu
nedenle, kisitlanmis esnek kiime islemlerinin esnek lamda-¢arpima dagilmasina

bakilmamustir.

4.2.3 Teorem (&, X), ($,2) ve (Y, ), U kiimesi iizerinde birer esnek kiime olmak iizere,
i) (&,7OW(B,2) n: (¥, )] =m [(&, FOVA(B, 2)] U [(&, KOV (Y, O)]
i) (2,3, 2) U (Y, O] =m [(&, FOVA(B, 2)] Ne [(L, KOV (Y, O)]
iii) [($,2) Ue (Y, O)IVa (&, K) =u [($, 2)Va (&, K] Ue [(¥, CIVA (&, )]

IV) [(‘B' Z) Ne (Y! C)]VA(&)P‘K‘) =M [(\ﬁ,Z)V)\(.Q), jc)] Ne [(Y, C)VA(‘QL ‘7()]

Ispat: (i) Esitligin sol tarafinin parametre kiimesi K X (Z U C), sag tarafinin parametre
kiimesi (. X Z) U (K X C) olup, K X (ZUC) = (K X Z) U (KX x C) oldugundan, M-
esitligin ilk sartt saglanir. Ayrica, kabul geregi K # @, 2 # @ ve C # @ oldugundan,
KX(ZUe)#=0 ve (KX X2Z)U (XK xC)# Q. Dolayisiyla sag ve sol tarafin bos esnek

kiimeye esit olma durumu bulunmamaktadir.

Ik olarak esitli§in sol tarafina bakilacak olursa, ({3,2) Ng (Y,C) = (4,2 UC) olsun.
Buradan, her 3 € Z U C i¢in,

“5(3), 362_6
A(3) =14 Y(3), 3EC—Z
$(3) N Y(3), 3EZNC
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(&, K)V, (2,20 C) = (O, K x (ZUC)) olsun. Burada, her (#£,3) € X X (Z UC) igin
Q(£,3) = &(£) U 2'(3). O halde, her (£,3) € KX X (Z U C) i¢in,

LR U 'R, (#£,3) €K x (Z—C)
O(#£,3) =1 LML) UY' (), (#£,3) EX X (C—2)
LR USRI VYR (£,3) EX X (ZNC)

Esitligin  sag tarafina  bakilacak olursa, (&, KV ($,2) = ((}:,?C X Z)) ve
(&, KV, (Y,C) = (I, X C) olsun. Buradan, her (#,z) € X xZ icin X(#,z) =
&(£) U P'(z) ve her (£,¢) €K X C igin T(#,c) = B(#)UY'(c). Burada, (¥, % x
Z2)U (THXC) = (¢, (K XZ)U (K XC)) olsun. O halde her (£,3) € (X X 2Z) U
(KX x¢) =K x (Z U Q) i¢in,

X (#£,3), (#£,3) E(KXZ)— (K XC)=Kx(Z-0C)
®(#,3) =1 I(4£,3), (#,3) E(XXC)—(Kx2)=Kx(€C—-2)
X (#,3) UZ(#,3), (#,3) EKXZ2)NKXC)=KX(ZNC)

Buradan,

L(#£) U $'G), (#£,3) €KX X (Z2-0)
C(#,3) =1 BAR)VY'R), (£,3) e X x(€C-2)
(DR USRIV [BHR)UY'R)],  #3IEXX(ZNO)

Boylece, ispat elde edilir.

(iii) Esitligin sol tarafinin parametre kiimesi (Z U C) X K, sag tarafinin parametre kiimesi
@XxK)U(CXK) olup, (ZUC) XK = (ZXXK)U(C X XK) oldugundan, M-esitligin
ilk sart1 saglanir. Ayrica, kabul geregi K # @, Z # @ ve C # @ oldugundan, (Z U C) X K #
@ ve (ZXK)U(C X XK) =+ @. Dolayisiyla sag ve sol tarafin bos esnek kiimeye esit olma

durumu bulunmamaktadir.

[lk olarak esitligin sol tarafina bakilacak olursa, ($,2) U, (Y,C) = (9,2 U C) olsun.
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Buradan, her 3 € Z U C igin,

$(3), 3€EZ-C
A(3) =14 Y(3), 3€EC—Z
$(3) U Y(3), 3EZNC

@, ZUC)V (&, K) = (X, (ZUC) X X) olsun. Buradan, her (3,£) € (ZUC) X K, igin
X3, #) =923) U &' (£) igin,

$3) U &' (£), (£,3) € (Z-C) XX
X(#£,3) =1 Y(3) U &' (4), (#£,3) E(C—2)XK
BRHUYRIVL'(£), (£3)e(@ZNC)xK

Esitligin sag tarafina bakilacak olursa, ($3, Z2)Vy (&, K) = (X, Z X K) ve (Y, O)V, (L, K) =
(T,€ X XK) olsun. O halde, her (z,£) € Z X K icin X(z,£) = $(3) U ' (£) ve her
(c,)eCxK icin T(c,£)=Y(c)U'(£). Burada, ((,Z XK )U, (T,CxXK) =
(Q, (ZxK)u(Cx ?C)) olsun. Boylece, her 3,£) € (ZXK)U(CXK) =(ZUC) X

K icin,
X3 4), (£,3) E(ZXK)—(CXxK)=(Z-C)xX
C(#,3) =1 B, £), (#,3) ECXK)—(ZxK)=(C—-2)xX
XBRAUIGR), (#,3) E@ZXK)IN(ECXK)=(ZnC) XK
Buradan,
B3 U &' (R), (#,3) E(Z-C) XK
C,3) =1 YR UL (A), (#,3) €E(C—-2) XK

[BHUS DIV UK (R)],  #IEENC) XK
Bdylece, ispat elde edilir.
2.4.4 Not Esnek lamda-carpiminin genisletilmis kesisim ve birlesim islemlerine dagilmalari

incelenmistir. Iki esnek kiimenin M-esitligini saglamasi igin gerekli sart, her iki taraftaki

esnek kiimelerin parametre kiimelerinin esit olmasi gerektigi goz Oniline alindiinda
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genisletilmis  esnek  kiime islemlerinin esnek lamda-¢arpimma  dagilmasinin
incelenemeyecegi, birlesim isleminin kartezyen g¢arpim iizerine dagilim gostermedigi
ger¢eginden agiktir. Bu nedenle, genisletilmis esnek kiime islemlerinin esnek lamda-

carpimina dagilmasina bakilmamaistir.

4.2.5 Teorem (&, X), ($,2) ve (Y, C), U kiimesi iizerinde birer esnek kiime olmak iizere,
i) (&,2OW(B,2) A (Y,0)] =um [(&,FOV,($,2)] T [(, FOV(Y,C)]
ii) (&, JOVA[(B,2) T (Y,0)] =y [(&,FOVA(,2)] A [(&, FOVL (X, C)]
iii) [($,2) T (Y, ©)[VA(&, KO =m [(B, 2)Va(2,5)] T [(Y, )V (&, K]

Ispat: (i) Esitligin sol ve sag tarafinin parametre kiimesi X X Z oldugundan M-esitligin ilk
sart1 saglanir. Ayrica, kabul geregi K # @, Z # @ ve C # @ oldugundan, K X Z # Q.

Dolayisiyla sag ve sol tarafin bos esnek kiimeye esit olma durumu bulunmamaktadir.

[lk olarak esitligin sol tarafina bakilacak olursa, ($,2) N (Y,C) = (9, 2) olsun. Buradan,
her 3 € Z i¢in,

‘3(3): 362_6

WD ={g )i, sezne

(&, X)WV, (2,2) = (O, K xZ) olsun. Burada, her (%£,3) E KX XZ igin (%,3) =
&(£) U 2'(3). O halde,

Q(#£) U $'G), (£,3) EX X (2= C)

Ok3) = {.Sb(k) UG UT G (#£,3) € K x(ZNnC)

Esitligin  sag tarafina  bakilacak olursa, (&, K)Va(B,2) = (%,7( X Z)) ve
(&, KV, (Y,C) = (T,K X C) olsun. Buradan, her (#,3) €KX XxZ icin ¥(#,z) =
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&(£) U P'(3) ve her (£,¢) €K X C igin I(£,¢) = H(£) UY'(c). Burada, (¥, % x
2)U (T, K xC) = (Q, (X x Z)) olsun. O halde her (#£,3) € K X Z i¢in,

30 )_{35(%,3). (£,3) E(K XZ)— (K XC) =K x(Z—-0C)
VZ X RDUIRE), (B EEXZDN(KXC) =K X (ZNC)
Buradan,
ok ):{ D) U $'G), (£,3) € X X (Z~0)
'8 [ U RNUBRIUTR®] (£3) EXX(ZNC)

Bdylece, ispat elde edilir.

(ii1) Esitligin sol ve sag tarafinin parametre kiimesi Z X X oldugundan, M-esitligin ilk sart1
saglanir. Ayrica, kabul geregi K # @ ve Z # @ oldugundan, Z X K # @. Dolayisiyla sag

ve sol tarafin bos esnek kiimeye esit olma durumu bulunmamaktadir.

[k olarak esitligin sol tarafina bakilacak olursa, ($,2) U (Y,€) = (9, 2) olsun. Buradan,
her 3 € Z i¢in,

$(3), 3€EZ-C

q(a)z{ﬁ(a)uY(a), 3EZNC

@Q,2)V3 (&, %K) = (X,Z X K) olsun. Buradan, her (3,£) € Z XX, i¢in X(3,£) =
9(3) U &'(4£). Boylece,

$G) U &' (%), (£,3)€(Z-C)xXK
[BAUYRIVY' (£), (R3DEENC)XXK

X(#,3) = {
Esitligin sag tarafina bakilacak olursa, ($3, Z2)Vy (&, K) = (X, Z x K) ve (Y, O)V, (L, K) =
(T,€ X K) olsun. O halde, her (z,£) € Z X X icin X(z,£) = $(3) U ' (£) ve her
(c,£) ECXxK icin T(c,£)=Y()UQ'(£). Burada, ((,ZxK)U(T,CxXK)=
((1‘, (ZxK )) olsun. Boylece, her (3, £) € (Z X K) i¢in,
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30 )_{35(3,%), (£,3) EZXK)—(CXK)=(Z-C)xK
D Z1xGAUIGAE), (B)EEXK)NCEXK)=(ZNC) XK
Buradan,
ok ):{5(3)u&)’(k), (£,3) €E(Z-C) XK
VB UYWIVIGUE )], R EENC) XK

Bdylece, ispat elde edilir.

4.2.6 Not X # K X KX oldugu icin, esnek ikili pargali islemlerin, esnek lamda-¢arpimina

soldan dagilim gostermeyecegi agiktir.

4.2.7 Onerme (&,K), ($,2) ve (Y,C), U kiimesi iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu

durumda,
i) (&, KL AN, 0)] E [(L,FOVA(B, 2)IV[(L, KV, (Y, C)]

i) (&, KOS 2V, 0)] L [(&, KOV (B, 2]A[(&, KOV, (Y, 0)]

Ispat: (i) 1k olarak sol tarafa bakilacak olursa, ($, 2)A(Y,C) = (9,2 x C) olsun. Buradan,
her (z,¢) € Z X CiginA(z,¢) = $(z) N Y(c). (L, K2 (2,2 x €) = (K X (Z X ©))
olsun. Buradan, her (/&, (z, c)) € K X (Z x @) igin,

C(£,(5,0)) = D) U [B() NT(OI' =B U [$'(z) U T'(0)]
Sag tarafa bakilacak olursa, (&, K)V5($,2) = (N, K x Z) ve (&, K)V,(Y,C) = (M, K X
C) olsun. Buradan, her (%£,3) € K X Z igin H(#,3) = &(£) U B'(z) ve her (£,¢) €
KX C igin M(hc)=QR)UY (). (H,KXZVM,K x €)= (m, (K x2Z)x

(K x C)) olsun. Buradan her ((/&, z), (&, c)) € (K x2Z)x (K x C)igin

M((%,2), (%)) = [B(#£) U S (2)] U [H(£) UT'(0)]
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Burada her (£, (z,¢)) € K X (Z x C) igin,

(£, (z,0)) = BR) U [ (B) UT' ()] = [B(£) U (2)] U [B(£) U Y ()]
=m((%,2), (#,¢))

olacak sekilde ((#£,3),(#,c)) € (K X Z) X (K x C) vardir. Boylece, istenen elde edilir.
(2) nin ispat1 da benzer sekilde yapilir.

Onerme 4.2.7°deki L-alt kiimelerin L-esitlik olmayacagi Ornek 4.2.8 ile aciktir.
4.2.8 Ornek = E = {luy,l,, Us, Iy} parametre kiimesi, K = {l,, U3}, 2 = {l,} ve C =

{l,}, E parametre kiimesinin alt kiimeleri, U = {¥,, ¥,, ¥3, ¥4, ¥ } evrensel kiime olmak lizere,

U iizerinde (5, %), (B, 2) ve (Y, €) esnek kiimeleri

(&, %) = {(Uy, {¥3,%4}), (s, {2, 13D}, ($,2) = {(Wy, W}, (1, €) = {(Wy, {72, 3,74}

olarak tanimlansm. Ilk olarak sol tarafa bakilacak olursa, (8, Z2)A(Y,C) = (9,2 X C) olsun.

Buradan,

@,Z2x0C)= {((U-1,h4),{’f"2,1”3"f”4})}
(&, 52 (2,2 x €) = (X, % x (Z x €)) olsun. Béylece,
(3¢ x 2% ) = (U (W 1)), 01350 753), (U, (0, 1), (o, 1213, 553))
Sag taraftan devam edilecek olursa, (&, K)Vy($,2) = (, K X 2Z) olsun. Buradan,

(Q,:}C X Z) = {((b_z,b_l),{‘l"g,’l"zl.}), ((U-S'll-l)'{FZ"FS})}

(&, KV, (Y, C) = (®, K x C) olsun. Buradan,
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(&, KX xC)= [((U-z»h-z;); {F1»1"3»F4’F5}): ((u3:h4),{i’1:1’2,¥3:1’5})]
QK x Z2)V(®, I x €) = (M, (K x Z) X (X X €)) olsun. Buradan,

(M, (K x Z2) x (X x ©))

(((U-Z» ), (L, 11-4)); {F1, 73,74, i’5}) ) (((U-b y), (g, 11-4)): { 71,7, 73,74, 1’5}) )
(((11-31 11_1), (h-Zr 11-4))) {‘F1, ¥3,¥3, %4, ’FS}) ’ (((h-3' h—l)’ (h-3' U_4_)), {'Fll ¥y, ¥3, 'FS})

Boylece,

m((h-zy ), (b, l1—4)) EE %(U-z, (by, U—4))> m((h-z, ), (b, U—4)) * %(U-& (g, U—4)),

m((h—3, Iy), (W, LL4)) F %(h—z, (L, ll4)), (h((lL3, ), (W, ll4)) * %(11—3, (g, LL4))
oldugu goriiliir. Buradan,

(M (K x2)x (K x C)ZL (XK X (Zx%x C))

olup, (M, (K X 2) X (X x €)) #1 (XK x (Z x €)) elde edilir.
4.3. Esnek Lamda-Carpim ve Karar Verme Problemi
Bu boéliimde, Cagman ve Enginoglu (2010a) tarafindan tanimlanmais, int-uni operatorii ve
int-uni karar fonksiyonu, int-uni karar verme metodu esnek lamda-¢arpima uygulanmistir.
Bolim boyunca, U iizerindeki esnek kiimelerin tiim esnek lamda-¢arpiminin kiimesi
“V (U)" ile (,K) ve (B,2) esnek kiimelerinin esnek arti-garpiminin esnek yaklagim
fonksiyonu

Qigc Va B, K x Z = P(U)

ile gosterilecektir. Burada, her (%£,3) € K X Z i¢in, (&g Va$,) (£, 2) = (%) U $'(2)

oldugu bilinmektedir.
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4.3.1. Tanim (&, K) ve ($,2), U lizerinde birer esnek kiime olsun. int,uni, ve int, unig

ile gosterilen, esnek- yildiz ¢arpim igin int-uni operatorii sirasiyla,
intguniy: V; (U) » P(U),  intguniy (D Va$,) = Ngesc (Uzez ((Q5 Vi $,) (£, 2)))

intzunig: V) (U) > P(U),  int unip(Dx Vi $,) = Naez(Upex (3 Va $,) (£, 3))

43.2. Tanim (&, K)V, ($,2) €V, (U) olsun. int-uni olarak gosterilen esnek yildiz-

carpimin int-uni fonksiyonu

int-uni: V; (U) - P(U), int-uni(y V3 $,) = intpuni;(Ly Vi $,) U intuniy

(‘QJIK Va ‘Bz)

seklindedir. Burada, int-uni(&y V3 $,) nin U kiimesinin bir alt kiimesi oldugu asikardur.

int-uni($yc V; $,) degerine, by V3 S, esnek lamda ¢arpiminin int-uni karar kiimesi denir.

Belirsizlik igerek bir gercek hayat problemi i¢in esnek kiimeler yardimiyla, esnek lamda-

carpimina dayanan int-uni karar verme metodu asagidaki algoritma yardimiyla olusturulur.
ALGORITMA

Adim 1: Parametre kiimesinin uygun alt kiimeleri segilir.

Adim 2: Parametre kiimesinin her bir alt kiimesi i¢in esnek kiimeler insa edilir.

Adim 3: Esnek ciimlelerin V; —carpimi hesaplanir.

Adim 4: Carpimin int-uni karar kiimesi hesaplanir.

Simdi esnek lamda-carpimin int-uni karar verme problemine nasil uygulandig: ile ilgili bir

ornek verilecektir.
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4.3.3. Ornek Ozel bir dershane, geng ve dinamik bir 6gretmen ekibi olusturmak icin ise alim
siirecini  duyurmustur. Ilk olarak basvurular pozisyon icin gerekli nitelikleri
karsiladiklarindan emin olmak i¢in incelenir ve uygun olmayan basvurular diskalifiye edilir.
Bu 6n eleme sonrasinda aday sayisinin ¢oklugu nedeniyle kurum, iki asamali bir
degerlendirme siirecine gegilmesine karar verilmistir. Nazlan Hanim'in goérevinin, ¢ok
bagvuru olmas1 sebebiyle, bu kriterlere dayali olarak adaylar1 ELEMEK oldugu

unutulmamalidir.

Bu siirecte:

1. Asama: Insan Kaynaklar1 departmani temsilcisi Nazlan Hanim, adaylar1 miilakat

performanslarma ve smav sonuglarma gére ELEYECEKTIR.

2. Asama: ilk asamay1 gecen adaylar kapsamli bir egitim programina tabi tutulacak ve
bu egitimi basariyla tamamlayanlar kurumun profesyonel 6gretim ekibine katilmaya

hak kazanacaktir.

Degerlendirme sirasinda Nazlan Hanim sunlari tespit edecektir:

e ELENMESINI istedigi adaylarda gérmek ISTEDIGI parametreler: Bunlar, bir aday1

pozisyon i¢in uygunsuz kilan 6zellikler veya eksikliklerdir.

e ELENMESINI istedigi adaylarda gérmek ISTEMEDIGI parametreler: Bunlar, bir

aday1 daha sonraki degerlendirmeler i¢in uygun kilan temel 6zelliklerdir.

Nazlan Hanim, karar vermek i¢in int-uni karar verme yontemini esnek lamda-carpimina
uygulayarak kullanacaktir. Ogretmen alim siireci i¢in basvurular1 onaylanan adaylarin
kiimesi U = {%,,%,, ..., ¥35} ile ELENECEK 0&gretmenleri belirlemek igin kullanilacak
parametreler kiimesi A = {a4, a,, ..., @40} ile temsil edilmis olsun. Her a; parametresi, i =

1,2, ...,10 asagidaki aciklamalara karsilik gelmektedir:
e a,:"Hosgoriisiiz ve sabirsiz"

e a,: "Alana yeterli diizeyde hakim ve genel bilgiye sahip"
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e aj: "Etkili simif yonetimi becerilerine sahip olmayan"

o a,: "Glgli iletisim becerilerine sahip olan"

e as: “Egitimde bireysel farkliliklar1 dikkate alan”

e ag: "Ogretme becerileri yetersiz olan"

e a;:"Yenilik ve gelismelere agik, kendini siirekli yenileyen"
o ag: “Tesvik edici ve destekleyici olmayan”

® aq: “Neseli, esprili ve sevecen olmayan”

® a,,: “Zayif diksiyona sahip”

Ogretmen se¢im siirecini ele almak igin esnek lamda-garpim ydntemini asagidaki sekilde

uygulanir:

Adim 1: Parametre Kimelerinin Belirlenmesi

Karar verici Nazlan Hanim, ELENECEK adaylarin 6zelliklerini tanimlayan parametreleri

mevcut parametrelerden seger.

e ELENECEK adaylarda olmasii ISTEDIGI parametreler: Bunlar, bir adayin segimi
icin uygun olmayan, ancak elenmesi i¢in uygun olan, istenmeyen Ozellikler veya

eksikliklerdir.

e ELENECEK adaylarda olmasmi ISTEMEDIGI parametreler: Bunlar bir gretmende
bulunmasi gereken temel nitelikleri veya becerileri temsil eder ve eksikligi ya da

yoklugu bir adayin elenmesine sebep olabilir.

Bu parametreleri iki kiime halinde diizenleyerek, se¢im siirecine netlik ve karar vericinin

onceliklerine uyum saglanmaktadir. Parametreler asagidaki gibidir:
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K ={aq, a3 a¢ ag}ve Z ={a,, a, as,az}
seklindedir.

Adim 2: Bu parametre kiimeler kullanilarak, karar vericini (&, K) ve (&, Z) esnek kiimeleri

insa edilir.

(&, K) = {(ay, {¥2, %6, %7, %11, %13, £17, 10, %27, £31, £33 }),
(a3, {6, %10, %11, 18, £10, ¥21, £22, %30, ¥32, £33}),
(e, %1, %3, %6, 10, £13, £18, £19, E25, %28, £32}),

(ag, {£1, %3, %6, 10, %11, %13, £17, %22, ¥25, £27, %20, £33} }

(&, 2) = {(ay, {%9, 14, ¥17, %23, £25, %27 }),
(g, {2, 3, %7, %9, £11, £14, £17, %21, £23, ¥30, ¥31, £32}),
(as, {1, %3, %14, %10, £20, %23, %27, £32}), (@7, (7, %14, 19, %20, %23, 27, £20, ¥32, £35) }}

(&, K) esnek kiimesi, K'daki istenmeyen parametreler nedeniyle elenecek adaylarin
kiimesini temsil ederken, (&, Z) esnek kiimesi, Z’deki istenen parametrelere sahip olarak

ideale daha yakin olan adaylar kiimesini temsil eder.
Adim 3: Verilen esnek kiimelerin esnek lamda-garpimi (V,-¢arpimi) hesaplanir.

&y &z =

i a,,a,) {t1»t2»t3»t4»t5»t6»t7»ts»t1o:‘311't12:t13'f15:‘316't17't18r}
D520 W10, %20, %21, %22, £24, %26, ¥28) £20, 30, £31, €32, ¥33, £34, £35) |’

(a1, ) {’51;’52»’54;’55;’56»’57»’58;t10»t11"élz,ﬁs"515,t16"€17,’€18,t19»}
oAk %20, %22, 24, %25, %26, 27, £28, %20, £31, £33, 34, £35 ’

<(d ) {tZJt4’t5't6't7't8't9't10’t11;t12"t13’t15't16’t17't18’t19’t21»’522'}>
1 5 ) )

24, %25, %26, %27, %28, 29, %30, £31, £33, £34, £35

(a1, a) {tlltz:t3:t4’ts’ts’t7’t8,t9,’€1o,’€11,t12"513,t15"516,t17't18"519,t21»’522,t24»’525,}
LETs %26, %27, %28, %30, %31, £33, £34 ’

((l a ) {{11{21{3"t4-"t5"t6"t7"t8'th'tllf’t12't13't15"t16't18't19't20't21't22rt24—'}
32l 26, ¥28, %20, ¥30, ¥31, ¥32, £33, ¥34, ¥35 ’
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(s ) {’51"54»’55»’56»’58»’Elo;tn;’Elz;t13;’515,tle;tls'ﬂ%tzo'tzptzz'{24»t25'}
3T %26, %27, %28, %29, £30, £33, £34, t35 ’

(s @) {’52"54"55»’56»’57»’58»t9,t1o;’511;’512;t13;’€15,t16;’518:t19't21t22'{24»{25r}
35 h 26, %28, %20, %30, £31, 32, £33, £34, £35 ’

(s @) {{1;€2;€3;ﬂptsﬁeﬁs»t%’510»’511»%2»’513'%15"516:t17't18"€19,t21'{22rt24'{25r}
BT 26, %28, %30, ¥31, 32, £33, £34 ’

(e, a,) {’51»’52»’53»t4’ts’ts’t7’ts’ﬁo:’éu’t12:’513,’515,t16:’518,t19:’€20,t22:’€24’t25:}
&2 26, %28, %29, %30, %31, %32, £33, %34, %35 ’

(e @) {’51:t3,t4,ts,ts,ts,t10:’512,t13:’515,’516"518,’519,’520"522,’524"525'}
6 "4 %26, %27, £28, %20, £32, £33, ¥34, £35 ’

(G, ds) {tlitZ»t3"t4't5't6't7't81t91th'tllit12:t13'{15:t16't17't18'{19't21't22't24't25'}
6 "% %26, %28, 29, %30, £31, £32, £33, 34, £35 ’

(e @) {’51"52"53:’54,’55,’56,ts,’59,’510,’511,’512:’513,’915"516,’517"918"519,’521"522”524"525’}
e 26, 28, ¥30, 31, £32, £33, t34 ’

(g @) {’51:’52:’53:’54,’55,’56,t7,’58:’510,’511,t12:’513,’515"516,’517"518,’919,’520"521”522"524"525’}
&2 26, ¥27, ¥28, £29, £30, £31, ¥32, £33, ¥34, ¥35 '

(g, @) {’51,’53,’54;’55;’56;’58:’5101t11;’512:t13»’515:‘316"517:t18rt19'@01‘522;{24"525'}
B 26, %27, %28, ¥29, £33, ¥34, E35 '

(do, ds) {tlftZrt&tél-»t51t6:t7:t8:t9:t10't11:tlz"t13r't15rt16"t17rt18"t21't22;'t24rt25;}
8 sl %26, %27, 28, %20, £30, 31, ¥34, £35 ’

(e, @) {’51:’52:’53:t4:ts»te»ts»t9»t1o:‘311»t12:{13:‘315'f16:t17't18:‘321't22r‘324»’€25r} }
8= 26, %27, 28, %20, £30, £31, £33, %34

Adim 4: int-uni(&4 V, L) karar verme kiimesi bulunur.
inty, — uniy (®yVa&z) = Npex (UZEZ((&’acVA&’z)U”é, Z)))
olmak {izere, 6nce U, ¢z ((.SZJKVNSZJZ)(/&, Z)) hesaplayalim:

(D3 a&z)(ay, az) U (0, Vaz)(ay, ay) U (0, )\ 0z) (a1, as) U (B Va&z)(ay, az)
— {'tlJ'tZJ't3J't4-"tS"t6"t7"t8'th'tllf’t12'tl?ﬂtlS't16't17't18't19't20't21rt22'}
24, %26, 28, %20, £30, 31, ¥32, £33, t34, 35

U {tlltz:t4rt51t6't7;tS'tlortll»t121t13’t15't16’t17't18’t19' tzo'tzz»}
24, %25, %26, %27, %28, 29, £31, £33, E34, %35



63

U {’52»’54» %5, t6, £y, £, ¥9, 10, £11, £12, %13, E15, 16, £17, 18, F10) ’521,t22:}
24, %25, %26, %27, %28, %29, %30, %31, £33, ¥34, %35
{’51» ), %3, %4, ts5, £, £7, %8, ¥9, £10, 11, £12, %13, E15, t16, £17, £18, E10, £21, ¥22, £24) t25:}
U
26, %27, %28, %30, 31, £33, t34

{’51' 2, %3, %4, 5, £, £7, £, %9, £10, £11, 12, %13, ¥15, £16, 17, ¥18, £19, 20, E21, E22, £24, {25r}
26, %27, 28, %20, £30, 31, ¥32, £33, t34, 35

(D3 Vn&z)(as,a;) U (D3 Va&z)(as, as) U (3 Vaz)(asz, as) U (O VaOz)(as, a;)
_ {’51"52"53"54»’55»’56»’57»’58»’Elo,tn»’512;t13"€15rt16't18"€19,tzo"ézptzz'{zm}
26, %28, 20, %30, £31, 32, £33, 34, t35
U {’51:’54:’55:ts,ts,’510,’511,t12:’€13,t15:’€16,’€18"€19' ’520,’521"522"524”525'}
26,27, 28, ¥29, £30, £33, ¥34, £35
U {’52:’54:’55:%,’57:’58:’59: ’510,t11:’€12,’€13,’515"516,’518"519,’521’522"524”525'}
26, %28, %29, %30, ¥31, %32, £33, ¥34, 35
U {f1"€2"53'f4' %5, £6, ¥, to, £10, 11, %12, £13, E15, E16, ¥17, £18, £10, %21, %22, £24, ’525:}
26, %28, £30, ¥31, £32, £33, ¥34

_ {tpfz't3't4'f5"€6»t7;t8»’59»’51o:t11»’512:t13»t15:t16't17"€18:t19't201t21"522:4324"525:}
26, %27, £28, %20, £30, £31, £32, £33, £34, %35

(D3 Va&z) (a6, a2) U (L5 Vr&z) (a6, as) U (0, Vr&2) (a6, as) U (0, Vr&z) (a6, a7)

_ {’91»’92:’53»’54»’55:’56»’57»’58:’510,’911"512,’513"515,’516"518"919,’520"522”524"525’}
26, 28, 29, %30, £31, 32, ¥33, 34, £35
U {’51”53”54; %5, £6, g, 10, %12, £13, 15, t16, E18, £19, £20, 22, E24, ’Ezsr}
%26, %27, £28, £20, £32, £33, ¥34, £35
U {’51:’52:’53:{4: s, £6, £7, £g, %9, £10, £11, £12, 13, ¥15, £16, £17, E18, £10, t21:*22»’52@‘325»}
26, %28, 29, %30, £31, £32, £33, £34, £35
U {’51"52”53"54’ %5, £6, ¥, to, £10, 11, ¥12, £13, t15, E16, ¥17, £18, £10, %21, £22, £24, ’525:}
26, £28, %30, %31, £32, £33, £34
_ {’91»’92»’93»’94»’95»’96»’57»’58:’59:’510,’611»’512,’513»’915,’516"517"518,’519"920,’521"522”524"525’}
26, %27, t28, 29, £30, 31, ¥32, £33, £34, 35

(‘Q)KVA‘Q)Z) (48! a’Z) U ‘QJJCVX‘QJZ) (48' d4) U (&JKVK&JZ) (a“S' a’S) U (&JKVK&JZ) (“8! a’7)

_ {’51"52”53”54"55”56’t7;’€8;’€10,t11»’512,t13;’515,t16't17"518,t19"520,@1"522,{24»’525,}
26, %27, ¥28, 20, %30, £31, £32, £33, £34, £35
U {‘51:’53:‘54: ’55,’56»’58;’510,t11;t12;’€13,t15"516,t17"518,’519,t20"522,’524,t25»}
26, %27, %28, %29, £33, t34, %35
U {‘tl,‘tz,‘tg,‘t4, 't5"t6"t7"t8"t9'th'tllf’t12't13'tlS't16't17't18't21't22't24rt25'}
26, %27, t28, 29, £30, t31, ¥34, £35
U {{11{21{3!{4't5't6't8't9' th"tllitlZ"t13't15't16't17't18't21't22't24—' t25!}
26, %27, 28, %29, £30, 31, £33, %34
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_ {’51»tz»’fsy’54»ts»’fe»’57»’58:’59»’510’t11»’512’t13»’Els,t16:t17:’€18,t19:’Ezo,tzp’ézz’tzmtzs’}
26, %27, %28, %20, %30, ¥31, ¥32, £33, ¥34, 35

seklindedir. Buradan,

(inty, — uni,) (& VaQz) = Npex (Uzez(&)xvx&)z)(/&, Z))) =
{’51;’52»’53»’54» %5, %6, t7’%’ha’ﬁo»’511’t12:’513’t15:t16:’517,t18:’519,t201’521,t22:’€24’t25:}
)6, %27, %28, %29, £30, ¥31, 32, £33, £34, E35

n {’51»’92»’53»’54»’95»’56:’57:’58:’59:’Elo,t11:’€12,t13:’€15,’516"517"518,’519"520,’521"522”524"525'
26,27, 28, %29, £30, 31, ¥32, £33, 34, 35

D

{’51' 2, %3, %4, t5, £, £7, £, %9, £10, £11, £12, ¥13, ¥15, £16, £17, E18, £10, £20, 21, 22, 24, £25,
26, %27, %28, %20, £30, 31, £32, £33, £34, %35

1, %2, %3, %4, £, ¥6, £7, £, %9, £10, £11, £12, ¥13, ¥15, #16, £17, E18, F10, £20, 21, 22, 24, £25,

N
26, %27, %28, %20, £30, 31, £32, £33, t34, %35
_ [tk 83,8, %5, %6, £7, ¥, ¥, 10, 11, #1213, a5, B16, #17, Has, Hr9, £20, %21, #22, H24, B,
26, %27, t28, 29, £30, £31, ¥32, £33, £34, ¥35
elde edilir.

(int; — unig) (D Vaz) = Naez (Usere (R3V2902)(£,2)))
olmak iizere ilk olarak U gegc (5 Va&z) (£, Z)) belirleyelim:

(&)KVA&)Z)(a’li a’Z) U (‘Q)j(VX‘QJZ)(aGJ a’Z) U (&JKVK‘QJZ) (a’6' a’Z) U (&JKVX‘QJZ) (a’8' a’Z)

_ {tlltZ:t31t4:tS:t6:t7:t8:th'tll:tlZ't13rt15't16r't17rt18"t191t20"t21rt22;}
24, %26, 28, %20, £30, 31, £32, £33, £34, 35
U {t1”€2”53”54f t5»’56»t7»t8»t101‘311»t12:4313'f15:t16:‘318'f19:‘320't21:‘322»’52@}
26, %28, £20, %30, £31, £32, £33, £34, £35
U {tlrtZ!t3!t4'tS't6't7't8'th"tllitlZ"t13't15't16't18't19't20't22't24—' t25!}
26, 28, 29, %30, £31, 32, £33, £34, t35
U {tlrtZ!t3!t4rtS!t6't7't8'th"tllitlZ't13't15't16't17't18't19' t20't21't22rt24—' t25!}
26,27, %28, %29, £30, 31, ¥32, £33, 34, 35
_ {tlrtZrt3't4't5't6ft7ftSIth't111t12’t13:t15’t16't17't18’t19'tZO’t21't221t24—;’5251}
26, %27, 28, %20, £30, 31, £32, £33, t34, %35

(3 a&z) (@, as) U (0, Vadz) (a3, ) U (D3 Va&z) (ag as) U (0, Va2)(as, as)
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_ {’51»’52»’54"55»’56»’57:’58»’510’t11:’512”513,t15:’516,t17:’€18,t19:’€20,t22:}
24, %25, %26, 27, £28, %20, £31, £33, ¥34, E35

U {’51»’54» ts, %6, tg, 10, t11, ¥12, 13, ¥15, 16, t18, F10,) ’Ezo,tzptzz:tzmtzs:}
26, t27, %28, %20, %30, £33, ¥34, 35
U {’51"53"54» %5, £6, ¥, 10, ¥12, £13, 15, t16, ¥18, %19, 20, 22, £24, ’Ezsr}
26, %27, £28, 20, £32, £33, ¥34, £35
U {{1;€3;€4; €5»’56»’58»’510;t11»t12»’513,t15"516:t17"518r’€19rtzo't22r’€24»t25'}
26, %27, 28, %29, £33, t34, %35

_ {’51»’52»’53»’54»’55»’56»’57:’58»’510’t11:’512’t13»’515,t16:t17:’518,t19:’Ezo,t21:’€22’t24:’€25’}
26, %27, %28, %20, %30, ¥31, ¥32, £33, ¥34, 35

(D Va&z) (a4, as) U (0, Va&z)(as, as) U (0, Vadz)(ae as) U (D5 Vadz)(ag, as)

_ {’52:’54"95:’56:’57:’58:’59:’510,’511:’512,t13"915"516,’917"518,’519"521,’522'}
24, %25, %26, %27, %28, %29, %30, %31, £33, ¥34, %35
U {‘2;%; s, £6, £7, £, %9, tlortll't121t13rtlS"t161t18"t191t21t22"t241t25'}
26, %28, 29, %30, £31, ¥32, £33, £34, £35
U {‘1*2;@3;@4; s, £6, £7, £g, %9, £10, £11, £12, ¥13, ¥15, £16, £17, E18, £10) t21:4522"524:‘325'}
26, 28, %29, %30, £31, £32, £33, £34, £35
U {’51:’52:’53:’54:’55,ts,t%ts,t9,t10:’511,t12:’513,’515"516,’517,’518"521,’522"524”525'}
26,27, 28, %29, £30, 31, ¥34, £35

_ {’51"52"53"54"55"56:’57»’Es»’59»’Elo,t11:’f12,’513"515"516,’517"518,’519"521,’522"524”525'}
26, %27, 28, %29, £30, 31, ¥32, £33, 34, 35

(&)KVA&)Z) (a’li a’7) U (‘Q)KV?\‘Q)Z) (cl3, a’7) U (&JKVK‘QJZ) (a’6' (17) U (&)KVNQ)Z) (a’8' a’7)

_ {tlltz:t31t41tS:t6't7»t8;t9't10:t11't12:t13't15"t16rt17"t18't19't21't22;t24rt25;}
%26, %27, %28, %30, %31, £33, £34
U {’51"52”53"54’ %5, %6, ¥, to, £10, 11, %12, £13, t15, E16, ¥17, £18, £10, %21, £22, £24, ’525:}
26, %28, £30, %31, %32, £33, ¥34
U {’91;’92»’93»’94»’95»’56,’58,’99,’510»’511,’512:’513»’915,’516"517,’518"519,’921,’922”524' ’525’}
26, %28, 30, ¥31, £32, 33, ¥34
U {tl,tz,t3,t4,t5,t6,t8,t9, th'tllttlZ"t13't15't16't17't18't21't22't24—' t25'}
26,27, 28, %29, £30, 31, £33, %34
_ {‘51:’52:‘53:‘54:ts:’56;’57»’58;’59;’510,t11;’€12,t13't15"516,t17"518,t19"521,t22»’524:t25»}
26, %27, %28, %20, £30, £31, £32, £33, £34

elde edilir. Boylelikle,

(int; — uniz) (®yVhdz) = Nyez (Ukeﬂc (D3 &2) (%, Z)))Z
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{tlr ), %3, %4, ts5, £, 7, 8, £10, t11, £12, %13, £15, F16, £17, F18, 10, £20, E21, £22, £24, ’525’}
26, t27, %28, 20, %30, %31, ¥32, £33, ¥34, 35

n {tlrt21t3rt4rtSrt6rt7»t8:th'tll:tlZ't13:t15'{16't171t18't191 20, %21, 22, %24, ’525’}
26, t27, %28, 20, %30, ¥31, ¥32, £33, ¥34, 35

N {’51"52"53"54"55"56"57»’58»’59» 10, %11, %12, £13, t15, £16, £17, £18, £10, ’521,t22"€24rt25'}
26, %27, 28, %20, £30, 31, ¥32, £33, £34, 35

N {’51"52"53"54"55"56"57»’58»’59» 10, %11, %12, £13, t15, £16, £17, £18, £10, ’521,t22"€24rt25'}
26,27, 28, %29, 30, ¥31, £32, £33, ¥34

:{’51» 2, t3, 8y, 5, 6, 7, tg, Fo, £10, 11, B12, ¥13, 15, B16) H17, f18) B19, ¥20, 2210 22, H24s t25:}
26, 27, 28, £20, £30, ¥31, ¥32, £33, t34, t35

Buradan,

int—uni(&)xv;\&)z) = [lnt/(, — uniz(&)KV)L&)z)] V) [intz = unik(&KVX&)z)]

_ {tlrtzrtBrt4rt51t61t71t8:t9tth'tllttlZ't131t15't16'{17't18't19'tZO'{Zl'tZZ'tZAI-'tZS'}
26, 27, Y28, 29, £30, ¥31, 32, £33, 34, 35

U:{’Ep 2, %3, %4, %5, %6, £7, £g, ¥o, £10, %11, 12, ¥13, H15, #1617, 18, H10, 20, #21, £22, H2s) t25'}
26, %27, 28, £29, %30, 31, £32, ¥33, £34, 35

:{ﬁ; 2, %3, %4, ts5, ¥6, £7, £, %9, ¥10, £11, £12, ¥13, ¥15, £16, £17, E18, ¥10, £20, £21, 22, £24, 4325'}
26, %27, 28, 20, £30, £31, £32, £33, £34, %35

Boylelikle, dershanedeki 6gretmen alim siirecinde, basvurusu kabul edilen 35 adaydan 33'i
ilk asamada ELENMISTIR. Kalan adaylardan {t4,%,3} Oncelikle kapsamli bir egitim
programi alinmaya, sonrasinda ise kurumun profesyonel d6gretmen ekibine katilmaya hak

kazanmustir.
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5. ESNEK GAMMA-CARPIM

Bu boliimde, esnek gamma-garpimi ad1 verilen yeni bir carpim tanimlanmais, 6rnegi verilmis,
carpimin tiim cebirsel 6zellikleri ¢esitli esnek alt kiime ve esitlik kavramlariyla iliskili olarak
detayli bir sekilde incelenmis, bu ¢arpimin diger esnek kiime iglemlerine dagilma kurallar

arastirilmis ve son olarak bu ¢arpim karar verme problemlemine uygulanmustir.

5.1. Esnek Gamma-Carpim ve Ozellikleri

Bu alt boliimde, esnek gamma-garpim tanimlanmis, 6rnegi verilmis, ¢arpimin cebirsel
ozellikleri ¢esitli esnek alt kiime ve esitlik kavramlariyla iligkili olarak detayli bir sekilde

incelenmistir.

5.1.1 Tanim (&, K) ve ($,2), U kiimesi iizerinde birer esnek kiime olsun. (&, K) ve ($3, 2)
esnek kiimelerinin esnek gamma-garpimi (A, -carpimi) (&, K)A, ($, 2), her (£,2 )€ K X Z

i¢in,
Y(#.,3) = B(£)y$(2)

olmak iizere (&, K)A,($,2)= (Y,¥ X 2Z) seklinde tanimlanir. Burada, & (£)y$(z) =
&' (#£)N $(z) oldugu bilinmektedir.

5.1.2 Ornek E = {l,l,, g, by} parametre kiimesi K = {lp, Uz} ve Z = {l,, l,}, E
parametre kiimesinin iki alt kiimesi U = {#,¥,, ¥3, ¥4, ¥5} evrensel kiime olmak {izere, U
tizerinde (&, K) ve ($,2),

(‘Q)' :}C) = {(U-Z' {F1,¥2,¥'3,¥4,‘F5}), (U-S,{‘FSVFS})}a

($,2) = {(U-z; {F1,¥2,%3}) (U-4,{1’2' ¥3, *'4})}

olarak tanimlanan iki esnek kiime ve (&, K)A, (B, 2) = (Y, % x Z) olsun. Buradan,
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Y, X x 2)

= {((U-z, U—z)» (D) ) ((h-z, 11-4)’ (D) ) ((11-3, h—z): {'FII'FZ}) ) ((U-s, l1—4): {Fz’ﬁ})}
seklindedir.
5.1.3 Onerme A, -carpimi, Sg(U) kiimesi iizerinde kapalidir.

Ispat: A -garpiminin, Sg(U) kiimesi tizerinde ikili islem oldugu agiktir. Gergekten, (&, X)

ve ($,2), U lizerinde esnek kiimeler olmak {izere,
Vi: Sg(U) X Sg(U) — Sg(U)
((&,5),($,2)) » (&,5)A,(B,2) = (VK x2) = (Y,0)
olup, (Y, €) de U iizerinde bir esnek kiimedir.
5.1.4 Onerme (&, K), (3, 2) ve (Y, C), U kiimesi iizerinde birer esnek kiime olmak iizere,
(&, KA, [(B,2)A, (Y, 0)] #m [(£, 504, (B, 2)]A,(V,€)
olup, Sg(U) kiimesi iizerinde, A, -carpimu birlesme 6zelligine sahip degildir.
Ispat: Sg(U) kiimesi {izerinde, Ay -carpiminin  birlesme 6zelligine sahip olmadigini
gostermek igin bir 6rnek verelim. E = {li;, l,, bz, U, } parametre kiimesi, K = {l,, U},
Z = {l;} ve C = {l,}, E parametre kiimesinin alt kiimeleri, U = {¥,, ¥,, ¥3, ¥4, ¥5 } evrensel

kiime olmak iizere, U iizerinde (&, K), ($, 2) ve (Y, C) esnek kiimeleri

(&J, :}C) = {(LLz,{’l"g,‘l"4}), (b-?n{'Fl})}e (\B,Z) = {(h-ll ®)}s (Y' C) = {(h-4-r{¥1'¥3rf5})}

olarak tanimlansin.
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Ik olarak esitsizligin sol tarafina bakilacak olursa, ($,2)A,(Y,C) = ((,Z x C) olsun.

Buradan,

¢ zZ2xC)= {((h-1’h-4):{1’1,¥3:1’5})}

elde edilir. (&, K)A,((,Z x C) = (Q,?C X (Z % C)) olsun. Boylece,

(q;% X (Z x C)) = {((U-z» (U-l»h-4))»{1’1,1’5}): ((11-3, (U-1:U-4)), (F3:¥5))}

elde edilir. Esitsizligin sol tarafindan devam edilecek olursa, (&,K)A,(B,2) =
(8, KX X Z) olsun. Buradan,

(6% x 2) = {((z, uy), 0), (W, Wy), 0)}

elde edilir. (6, K x Z)AY(Y, C) = (¢, (K x Z) x C) olsun. Boylece,

G K x 2Z)xeC) = {(((ll_z,hl),ll_4), {*'1»*'3'1’5})' (((]l3rll1):ll4):{1’1:*'3:*'5})}

elde edilir. Buradan, (Q,S‘C X (Z x C)) #m (¢, (K x Z) X C) oldugu goriiliir. Benzer
sekilde, (8,5 X (Z X C)) # (L, (K x 2)xC) ve (A,K x (Z xC)) # (, (K x 2) %
C) oldugu agiktr.

5.1.5 Onerme (&,%) ve ($,2), U iizerinde birer esnek kiime olmak {izere
&, KA, (B, 2) #um ($,2)A, (L, K) olup, Sg(U) kiimesi iizerinde A, -carpimi M-esitligi

altinda degisme 6zelligine sahip degildir.

Ispat: (5,5, ($,2) = (Y, % Z) ve ($,2)A,(&,5) = (6,2 x X) olsun. K X Z #

Z X K oldugundan ispat agiktir.

51.6 Onerme (&,K) ve ($,2), U iizerinde birer esnek kiime olmak {izere
&, KA, (B, 2) # ($,2)A, (L, K) olup, Sg(U) kiimesi iizerinde A, -¢arpimu J-esitligi

altinda degisme 6zelligine sahip degildir.
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Ispat: Sg(U) kiimesi iizerinde, Ay -carpiminin J-esitligi altinda degisme 0Ozelligine sahip
olmadigini gostermek igin bir 6rnek verelim. E = {l;, l,, ls, L, } parametre kiimesi, KX =
{lu,, U3}, 2 ={l,}, E parametre kiimesinin alt kiimeleri, U = {¥,, ¥,, ¥3, ¥4, ¥} evrensel

kiime olmak tizere, U tizerinde (&, K), (3, Z) esnek kiimeleri

(&, K) = {(Uz, {73, 74}), (s, {#1D)}, (B, 2) = {(y, D)}

olarak tanimlansin. {1k olarak esitsizligin sol tarafina bakilacak olursa, (&, K A, ($,2) =
(W, & x 2Z) olsun. Buradan,

W, & x 2) = {((uz, ), 8), ((Us, y), 8)}

elde edilir. Esitsizligin sag tarafindan devam edilecek olursa, (,2)A,(&,K) =
(H,Z x K) olsun. Buradan,

(36,2 x 30) = (((Wy, 1), s, 743), (0, 0s), £723))

elde edilir. Boylece, (&, K)A,($,2) #; ($,2)A,(L,K) oldugu gorilir. Buradan,
(&, KA, (B, 2) #1 ($,2)A, (L, K) oldugu da agiktir.

517 Onerme (&,%X), U iizerinde bir esnek kiime olmak iizere,
(&, KA, Dy =y DgAy (&, K) =y By olup, Sg(U) kiimesi iizerinde, Vj- ¢arpiminin M-

esitligine gore yutan eleman1 bos esnek kiimedir.

Ispat: @y = (Y,0) ve (&), 0= (D I)A,X,0) = (B K x0)=($0) olsun.
Parametre kiimesi bos kiime olan tek esnek kiime @y oldugundan, (3, @) = @, elde edilir.

D, (L, K) = @y oldugunun ispati ise benzer sekilde gosterilir.

51.8 Onerme (&,%), U iizerinde bir esnek kiime olsun. O halde,
(&, 5N Dy =m Dacxxe Ve Dachy (0, K) =y (0, K X ).
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Ispat: @3 = (Y,X) olsun. Buradan, her £ € X i¢in Y(£) =0. (LKA, 0By =
(&, 5N, (Y, K) = (B, X K) olsun. Boylece, her (%£,z) € X XK i¢in $(£,3) =
SR)NYZ) = L)NDd=0 oluyp (BKXK)=(@KxK) elde edilir.
DacAy (0, K) =y (N, K x K) olsun. Béylece her (£,z) € K X K iginN(£,z) =Y (£) n
&(z) =UNB(3) = B(z) olup, (N, K X K) = (&, K X K) elde edilir.

51.9 Onerme (&,%), U iizerinde bir esnek kiime olsun. O halde,
(&, KA, Uge =y (&, K)" ve UgeAy (&, K) =y D

Ispat: Uy = (Y,3) olsun. O halde, her £€ X i¢in Y(£)=U. (& K)A, Uy =
(&, 50N, (Y, K) = ($,5 X K) olsun. Buradan, her (£,z) € K x K i¢in $(#4,2) =
S'L)NY(E) = %)NU =& (£) olup (B,K XK) = (K xK) elde edilir.
UsgcAy (&, K) =y (T, X K) olsun. Buradan, her (#,3) €KX XK i¢in T(%,2) =
Y (£) Nn®(z) =0nNB(z) =0 olup (T,K X K) = Oyxie elde edilir.

5.1.10 Onerme (&,%X), U iizerinde bir esnek kiime olmak iizere,
(&, KA, (&, K) S (&,X) olup, Sg(U) kiimesi iizerinde A, -garpmmu J-esitliine gore
denk giicliiliik (idempotent) 6zelligine sahip degildir.

Ispat: (L, KA, (LK) = (B, XK) olsun. Buradan, her (%£,3)€ K XX
igin, $(#,2) = &' (£) N W(2). Her (#£,3) € K X K igin, B(£,7) = &' (£) N H(z) S
&(z) olacak sekilde z € K igin oldugundan, (&, K)A, (&, K) E; (&, K) elde edilir.

5.1.11 Onerme (&,%) ve ($,2), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
(&, KA, (B,2) E; (K, K)F ve (&, K)A,(B,2) § ($,2).

Ispat: (&, )N, ($,2) = (Y, K x Z) olsun. Buradan, her (%, ) € K x Z i¢in, Y(#£,2) =
&' (£) N $(z). Her (£,2) € K X Zigin, &' (£) N $(z) S &' (%) olacak sekilde igin £ €
K oldugundan (&, K)A,($,2) S (&, K)" elde edilir. Benzer sekilde, her (#,z) €
Kx 2Z icin, & #)NP(z)<SP(z) olacak sekilde z€Z  oldugundan
(&, 5)A,($,2) E; ($,2) elde edilir.
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5.1.12 Onerme (&,%) ve ($,2), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
(2,508, ($,2)] = (&,50)7 v, ($,2)".

Ispat: (&, KA, ($,2) = (Y,¥ x Z) olsun. Buradan, her (£,z) € X X Z i¢in, Y(#£,2) =
&' (£) N B(z). Boylece, Y'(%£,z) = (&) (£)U () (z). Buradan (Y, K x2Z)=
(&, 70V, ($,2)F elde edilir.

5.1.13 Onerme (&, %) ve ($,2), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
(&))%)Ay(‘ﬁ'z) §F (&);:]C) V+ (\ﬁ,Z)

Ispat: (&, KA, ($,2) = (K X Z)ve (,K) vy ($,2) = (,K X Z) olsun. Buradan,
her (#,3) € X X Z igin {(#£,3) = &' (£) N $(z) ve her (£,z) € K X Z igin A(%,3) =
&' (£) U $(z). Boylece, her (#,z) € K X Z igin, {(#,2) = & (£) N B(z) € &' (£) U
$(z) = A(%, z) oldugundan, ispat elde edilir.

5.1.14 Onerme (L, %), (B,2) ve (Y, C), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
(&, 5" S (B,2)" ise (&, K)A, (Y,C) Ep ($,2)A,(Y,0).

Ispat: (&,K)" Cp ($,2)" olsun. Buradan, K S Z ve her z € Z igin &'(z) € $'(z).
Béylece, K X C € Z X C ve her (£,¢) € K X Cigin, &' (£) N Y(c) € $'(£) n Y(c) olup,
ispat elde edilir.

5.1.15 Onerme (&,%),($,2),(Y,C) ve (6 W), U iizerinde birer esnek kiime olsun.

~

(&,5)" C¢ (B,2)" ve (Y,6) E (6, W) ise (&, KA, (Y,C) Er (B,2)A,(EW).

Ispat: (&,K)" Er ($,2)" ve (Y,C) Ep (6, W) olsun. Béylece, K S Z,C S W, her £ €
XK igin, &'(£) € $'(#£) ve her ¢ € C igin Y(c¢) € G(c). Buradan K X C € Z x W olup,
her (#,¢) € K X C igin, &' (£) N Y(c) € $'(£) n Y(c) olup ispat elde edilir.

5.1.16 Onerme (5, %), (B, %K), (Y,K) ve (6,X), U iizerinde birer esnek kiime olsun.
($,5) Sp (O,%) ve (V,K) S (6, K) ise (L, F)A, (Y, K) S (B, KA, (6, K).
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Ispat: ($,%) Ep (,K) ve (Y,K) Ei (8, %K) olsun. Buradan, her £ € X igin &'(£) €
$'(#£) ve her L€ K igin, Y() € &(). Boylece, her (%£,) € X X K igin, &' (£) N
Y() € B'(%£) n &(L) olup, ispat elde edilir.

5.1.17 Onerme (&, K) ve (B,2), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
Dicxz Er (B, KA, (B, 2) ve Dzyac S (B, 2)A, (&, K).

Ispat : Byexz = (€, X Z) ve (&, K)A,(B,2) = (S, K x Z) olsun. Buradan, her (%, z) €
K X Zigin, E(#,2) = O ve her (£,2) € K X Zigin, S(£,2) =B ()N P (2). K X Z S
KXZ ve her (£z)€EXXZ igin EM,z)=0S K R)NL(3) =5, 3)
oldugundan, @ w7 Ef (L, KA, ($,2) elde edilir. Benzer sekilde,
Bzxx Er ($,2)A, (&, K) oldugu da gosterilir.

5.1.18 Onerme (&, K) ve (B,2), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
Dac (L, KA, (B,2) ve Bz E; (L, KA, (B,2) ve Ok E; (&, KA, (B, 2).

Ispat: ®sc = (€,K) ve (&, KA, ($,2) = (5,K X Z) olsun. Buradan, her £ € X igin
E(R) =@ veher (£,2) €KX X ZiginS(#,3) = &' (£) N (z). Her (£,3) € K X Z igin
E(,z) =0 S &' (£)NP(2) =% 3) oldugundan, By E; (L, KA, ($,2Z) saglanir.
Bz S5, K)A, (B, 2) ve B E5(D, KA, (B, 2) oldugu benzer sekilde gosterilir.

5.1.19 Onerme (&, K) ve ($,Z), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
(&, KA, (B,2) Eg Ugewz ve ($,2)A, (D, K) Ep Ugyx.

Ispat: Ugeyz = (Y, K % Z) ve (8, 5)A,(B,2) = (8§ K x Z) olsun. Buradan, her (%, 2) €
K x Z igin Y(#,z) = U ve her (£,z) € K X Z igin 8(£,2) = Q' (£) NP (3). K X Z C
K X Z ve her (#£,3z) € K X Z igin 6(#,3) = &' (£) N $ (z) € U= Y(%,3) oldugundan
(&, KA, (B,2) Ef Ugexz elde edilir. ($,2)A, (&, K) Eg Ugzyy oldugu da benzer sekilde

gosterilir.
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5.1.20 Onerme (&, %) ve ($,2), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
(&),:]C)Ay(sﬁ,Z) g] Ug(, (&), %)Ay(ﬁ, Z) g] Uz Ve (&), %)Ay(xﬁ, Z) g] UE

Ispat: Uy = (W, K) ve (£,5)A,(B,2) = (X, K x Z) olsun. Buradan, her £ € X i¢in
W(#£) = U ve her (#,2) € K X Z igin, X(#,3) = &' (£) N $ (z). Her (£,2) EKX X Z
igin, X (#£,2) = &' (£) N $ () €U oldugundan (&, K)A,($,2) E; Uy elde edilir.
(&, KA, (B,2) € Uy ve (&, K)A,($,2) E; Ug oldugu benzer sekilde gosterilir.

5.1.21 Onerme (&,%) ve ($,2), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
(&, KA, (B,2) =M Ugexz olmast icin gerek ve yeter sart (&, K) =y Oy ve ($,2) =y Uz

olmasidir.

Ispat: Ugesz = (€, K X Z) ve (&, KA, ($,2) = (X, K X Z) olsun. Buradan, her (%, z) €
K X Z igin E(#,3) =U ve her (%£,z) €K X Z icin, X(%,2) = & (£) NP (3) olur.
(§,X x2Z) = (X,% x Z) olsun. Buradan, her (#,3) € X X Z i¢in &' (£) n $ (z) = U.
Boylece, her £ € K igin &' (#£) = U ve her z € Z i¢in $ (3) = @. Buradan, her £ € X igin
Q(#) = Pveherz € Zigin S () = U. Boylece, (&, K) = Oy ve ($,2) = Uy elde edilir.

Tersine, (&, K) =y Ox ve ($,2) =y Uz olsun. Boylece, her £ € K i¢in &(£) = @ ve
her z € Z igin $(z) = U. Buradan, her (%£,z) € K X Z i¢in, X(#£,3) = &' (£) N $ (z) =
UnU = U olup, (&,K)A,(B,2) =M Dsxz elde edilir.

5.1.22 Onerme (&, K) ve ($,Z), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda,
(&, KA, (B,2) =M Dy olmas icin gerek ve yeter sart (&, K) =y Oy ve ($,2) =y Oy

olmasidir.

Ispat: (5, 5)A,($,2) =y Dy olsun. Buradan, K X Z = @ olup, K = @ veya Z = @ olur.
Parametre kiimesi bos olan tek esnek kiime @4 oldugundan, (&, X) = @4 veya ($,2) = @y
elde edilir.
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Tersine, (&,K) = @y veya ($,2) = @y olsun. Boylece, K = @ veya Z = @ olur. Bu
durumda, X X Z = @ ve parametre kiimesi bos kiime olan tek esnek kiime @4 oldugundan,

('Sb) :]C)Ay (\ﬁ; Z) =M (Z)@ olur.
5.2. Esnek Gamma-Carpim ve Dagilmalar:

Bu béliimde, esnek gamma-¢arpiminin kisitlanmis kesisim ve birlesime, genisletilmis
kesisim ve birlesime, esnek ikili parcali kesisim ve birlesime, VE-carpima ve VEYA-

carpima dagilma durumu ayrintili bir sekilde incelenmistir.

5.2.1 Teorem (&, X), ($,2) ve (Y, €), U kiimesi tizerinde birer esnek kiime olmak iizere,
) (&M [B,2) Ug (V,0)] =y [(&,5)A,($,2)] Uk [(&,50)A, (T, 0)]
i) (&, 5)A,[(B,2) Nr (V,0)] =y [(&,5)A,($,2)] nr [(&,50)A, (Y, 0)]
iii) [($,2) Ng (¥, ©)]A, (&, K) =y [($,2)A, (&, K] Ug [(Y, ), (2, %0)]

iv) [($,2) Ur (Y, 0)]A, (&, %) =y [($,2)A,(,5)] ng [(Y,O)A, (&,50)]

Ispat: (i) Esitligin sol tarafinin parametre kiimesi K X (Z N €) ve sag tarafinin parametre
kiimesi (K X Z) N (K X C) olup, K X (ZNC) = (K xZ)n (K xC) oldugundan, M-
esitligin ilk sart1 saglanir.

[k olarak esitligin sol tarafina bakilacak olursa, (,2) Ug (Y,C) = (2,2 NC) olsun.
Buradan, her 3 € 2N € igin A(3) = $(3) U Y(3). (B, K)A,(A,2nC) = (XK x(Zn
C)) olsun. Buradan, her (#,3) € K X (Z N C), icin X(#,3) = &' (£) N A(3). O halde,

X(#,3) = &' (£) N [H(3) VY()]

Esitligin ~ sag tarafina  bakilacak  olursa, (&,K)A,($,2)=F K xXZ) ve
(&, 5)A,(Y,€) = (T, K xC) olsun. O halde, her (%,2) EX XZ i¢in X(%,3) =
&' (£) N P(z) ve her (£,¢) € K X C igin T(%,c) = &' (£) NnY(c). Burada, (¥,K X
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Z)UR (T,HXC) = (O, (K x2Z)N (K xC)) olsun. Boylece, her (£,3) € (X x2) N
(K xC) =K x (Z NC)igin

C(%,3) = X(£,3) UZ(£,3) = [ (£) n R U [&' () N Y()]
Boylece, ispat elde edilir.

Burada, ZNC =0 ise K X (ZNC) =K XZ)N (K xC) =0 olup, parametre kiimesi
bos kiime olan tek esnek kiime @4 oldugundan, esitligin her iki tarafi da @ olur. (X X Z2) N
(K xC) =K x(ZnCEC) oldugundan, (K X Z2)N (K XC) =Qise K =P veyaZ NC =
@ olur. Kabul geregi I # @ olup, (X X Z) N (K X C) =@ olmas1 Z N C = @ olmasini

gerektirdiginden, bu durumda da yine esitligin her iki tarafi @4 olur.

(iii) Esitligin sol tarafinin parametre kiimesi (Z N C) X K, sag tarafinin parametre kiimesi
@XxK)N(E€CXK) olup, (ZNC)XK = (ZXxK)N(CXXK) oldugundan, M-esitligin

ilk sart1 saglanir.

[k olarak esitligin sol tarafina bakilacak olursa, ($,2) Ng (Y,C) = (2,2 N C) olsun.
Buradan, her 3€2NC i¢in A(3)=B(3)NY(3). QIZNEA®K) =X (Zn
C) X K) olsun. Buradan, her (3,£) € (Z N C) X K, i¢in X(3,£) = 2'(3) N &(£). O halde,

XG,4) = [B(3) NY()]' N &) = [$'(3) VY (] N DB(£)

Esitligin ~ sag  tarafina  bakilacak  olursa, ($,2)A,(H,K) = (X 2ZxXK) ve
(Y,0)A, (&, K) = (T,€ x K) olsun. O halde, her (z,4) € Z X K i¢in X(z,£) = $'(3) N
&(£) ve her (¢, £) €CXxKigin IT(c,£) =Y'(c) N (#). Burada, (¥,2 x
KIUR (T, CXK) =(®,(ZXxK)N(CxXK)) olsun. Boylece, her (3,£) € (Z X K) N
(CxXK)=(ZnNC) XX icin

¢ AR) = XG4 VI(3,4) = [$'G) N BV [Y'R) NB((4)]

Boylece, ispat elde edilir.
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@ZNe) XK =(EZxK)n(CXXK) olup burada, Z NC = @ ise parametre kiimesi bos
kiime olan tek esnek kiime @y oldugundan, esitligin her iki tarafi da @4 olur. Benzer sekilde,
(ZxK)N(€CXxK)=(ZNC) XK oldugundan, (ZXK)N(CXK) =0 ise, ZNC =
@ veya K = @ olur. Kabul geregi K # @ olup, (Z X K)N(C XK) =@ olmast ZNC =

@ olmasini gerektirdiginden, bu durumda da yine esitligin her iki tarafi @4 olur.

5.2.2 Not Esnek gamma-carpiminin, kisitlanmis kesisim ve birlesim islemlerine dagilmalar
incelenmistir. Iki esnek kiimenin M-esitligini saglamasi igin gerekli sart, her iki taraftaki
esnek kiimelerin parametre kiimelerinin esit olmasi gerektigi géz Oniine alindiginda,
kisitlanmis  esnek  kiime islemlerinin esnek gamma-carpimina  dagilmasinin
incelenemeyecegi, kesisim igleminin kartezyen carpim iizerine dagilim gostermedigi
gerceginden agiktir. Bu nedenle, kisitlanmis esnek kiime islemlerinin esnek gamma-garpima

dagilmasina bakilmamistir.

5.2.3 Teorem (&, %K), ($,2) ve (Y, €), U kiimesi iizerinde birer esnek kiime olmak iizere,
D) (KA [($,2) N (V,0)] =y [(&, KA, (B,2)] Ne [(£, KA, (Y, 0)]
i) (&,J)A,[($,2) Ue (V,0)] =u [(, KA, (B, 2)] U [(£,50)4, (Y, 0)]
iii) [($,2) Ue (V, ©)]A, (&, K0) =u [($,2)A, (&, K] N [(V,0)A, (2, 5)]

iv) [($,2) N (Y, 0)]A, (&, %) =y [($,2)A,(,50)] U, [(¥,0)A, (&, %))

Ispat: (i) Esitligin sol tarafinin parametre kiimesi & X (Z U C), sag tarafinin parametre
kiimesi (K X Z) U (X X C) olup, XK X (ZUC) = (K X 2Z) U (K X C) oldugundan, M-
esitligin ilk sarti saglanir. Ayrica, kabul geregi K # @, Z # @ ve C # @ oldugundan,
KX(@ZUC)#0 ve (KX XZ)U (K xC)+# Q. Dolayisiyla sag ve sol tarafin bos esnek

kiimeye esit olma durumu bulunmamaktadir.

[k olarak esitli§in sol tarafina bakilacak olursa, ({3,2) Ng (Y,C) = (4,2 UC) olsun.
Buradan, her 3 € Z U C igin,
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$(3), 3€EZ-C
A(3) =1 Y(3), 3€C—Z
$(3) N Y(3), 3EZNC

(&,5) A, (®,2UC) =(O,% x (ZUC)) olsun. Burada, her (%£,3) € X x (Z U €) igin
Q(£,3) = &'(£) N A(3). O halde, her (£,3) € K x (Z U C) igin,

&'(£) N $G), (£,3) € X x (2 -C)
O(£,3) = L' (£)NYR), (£,3) €KX x (€C—2)
S'RINBANYR] £ EXX(ZNO)

Esitligin ~ sa§ tarafina  bakilacak olursa, (&, K)A,(B,2) = ((}Z,JC X Z )) ve
(&, 5)A,(Y,C) = (T, X x C) olsun. Buradan, her (#,2) € X xZ i¢in X(%,3) =
&' (£) N B(z) ve her (£,¢) € K X C igin T(#,c) = &' (£)NnY(c). Burada, (¥, % x
)N (THXC) = (E, (K XZ)U(K XC)) olsun. O halde her (£,3) € (X x2Z) U
(KX x¢) =K x (Z U Q) i¢in,

X (#,3), (#,3) EKXZ)— (K xC)=Kx(Z-0C)
™(#%,3) =1 T(4£,3), #,3) E(XXC)—(Kx2)=Kx(€C—-2)
X (#,3) N T(4,3), (#,3) E(KXXZ)N(KXC)=Kx(ZnNnEC)
Buradan,
&' (£) N BB, (#,3) EX X (Z-0)
C(k,3) =1 '(AR)NYQR), (#,3) EX X (C—2)
[&'(#) N BRI N[ R)NYR)],  (£3) €KX X(ZNC)

Bdylece, ispat elde edilir.

(iii) Esitligin sol tarafinin parametre kiimesi (Z U C) X K, sag tarafinin parametre kiimesi
(@ZxK)IU(CXK) olup, (ZUC) XK = (ZXK)U(C X X) oldugundan, M-esitligin
ilk sart1 saglanir. Ayrica, kabul geregi K # @, Z # @ ve C # @ oldugundan, (Z U C) X K #
@ ve (ZXK)U(C X XK) # @. Dolayisiyla sag ve sol tarafin bos esnek kiimeye esit olma

durumu bulunmamaktadir.
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Ik olarak esitligin sol tarafina bakilacak olursa, (B,2) U, (Y,€) = (9,2 UC) olsun.

Buradan, her 3 € Z U C i¢in,

$(3), 3€EZ-C
A(3) =4 Y(3), 3EC—2Z
B3 U Y(3), 3€EZNC

RQ,Z2UC)A,(H,K) = (X (ZUC) X XK) olsun. Buradan, her (3,£) € (Z U C) X K, i¢in
X3, £) =2'() N H(£) igin,

$'G) N &(4), (£,3) E(Z—C) XK
X(#,3) =1 Y'3) n B(£), #,3)€E(C—-2)XXK
BAnNYRIN®MHL), (£3)e@ZNC)XK

Esitligin ~ sag tarafina  bakilacak  olursa, ($,2)A,(H,K) =X ZxK) ve
(Y, C)A, (&, K) = (F,C x K) olsun. O halde, her (z,£) € Z X K i¢in X(3, %) = $'G)N
&(£) ve her (¢, £)€CxXKicin I(c,£) =Y (c) N (#). Burada, (X2 X
KIN (T eXK)= (" (ZxK)U(CXXK)) olsun. Béylece, her 3,£) € (Z X K) U
(€ X K) =(ZUC) XX icin

X@G,R), (#,3) E(@ZXK)—(CXxK)=(Z-C)xX
™ (£,3) =1 TG, R), £3EECXK)—(ZxK)=(C-2)xXK
XG A NIGA), (#,3) E(@ZXH)IN(CXK)=(ZNC)XK
Buradan,
$'3) N B, (£,3) E(Z-C)x X
C(#,3) =1 Y3 n&R), (%,3) E(C—2) XK

[B'RNOMIN[YE NBA)],  #IEENC) XK

Boylece, ispat elde edilmis olur.

5.2.4 Not Esnek gamma-c¢arpiminin genisletilmis kesisim ve birlesim islemlerine dagilmalar

incelenmistir. Iki esnek kiimenin M-esitligini saglamasi igin gerekli sart, her iki taraftaki
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esnek kiimelerin parametre kiimelerinin esit olmasi gerektigi goz oOniline alindiginda
genigletilmis esnek kiime islemlerinin esnek gamma-carpimina  dagilmasinin
incelenemeyecegi, birlesim isleminin kartezyen carpim iizerine dagilim gostermedigi
ger¢eginden aciktir. Bu nedenle, genisletilmis esnek kiime islemlerinin esnek gamma-

carpimina dagilmasina bakilmamistir.

5.2.5. Teorem (&, X), (B, Z) ve (¥, ), U kiimesi iizerinde birer esnek kiime olmak iizere,
i) (&K [(B2)A T, 0] =y [(&,70)A,(B,2)] A [(LK)A, (Y, 0)]
i) (&,5)A,[($,2) T (¥, 0)] =y [(L,K)A,($,2)] 0 [(&,50)A,(Y,0)]
i) [($,2) U (¥, ©)]A, (&, %) =y [(B,2)A, (&, 50)] A [(Y, A, (&,50)]

iv) [($,2) A (¥, )], (&,5) =y [(B,2)A,(&,K)] T [(Y,0)A, (&,50)]

Ispat: (i) Esitligin sol ve sag tarafinin parametre kiimesi X X Z oldugundan M-esitligin ilk
sart1 saglanir. Ayrica, kabul geregi K # @, Z # @ ve C # @ oldugundan, K X Z # Q.
Dolayisiyla sag ve sol tarafin bos esnek kiimeye esit olma durumu bulunmamaktadir.

[k olarak esitligin sol tarafina bakilacak olursa, ($,2) N (Y,C) = (9, 2) olsun. Buradan,
her 3 € Z igin,

‘3(3): 362_6

WD ={g )i, sezne

(&, KA, (Q,2) = (O, K X Z) olsun. Burada, her (%£,3) € X XZ igin, O(£,3) =
&' (£) N2(@3). O halde,

&'(£) N $B), (£,3) EX X (2= C)

V) = {&x’(@ N I8G) N YR by eznc

Esitligin ~ sag  tarafina  bakilacak olursa, (&, K)A,($,2) = (%,JC X Z)) ve
(&, 5)A,(Y,€) = (T, K x C) olsun. Buradan, her (#,2) € X xZ i¢in X(%,3) =
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&' (£) N BBR) ve her (£,¢) € K X C igin I(£,¢) = &' (£) NY(c). Burada, (¥, % x
2)N (T, K XC) = (Q, (X x Z)) olsun. O halde her (#£,3) € K X Z i¢in,

30 )_{35(%,3). (£,3) E(K XZ)— (K XC) =K x(Z—-0C)
VZXRDNIR3E), (B EEXZDN(KXC) =K X (ZNC)
Buradan,
ok ):{ &' (#) N $G), (£,3) € X X (Z~0)
'8 [&'(2) N PRI N[K'R)NYR)],  (£3) €KX X(ZNC)

Bdylece, ispat elde edilir.

(ii1) Esitligin sol ve sag tarafinin parametre kiimesi Z X X oldugundan, M-esitligin ilk sart1
saglanir. Ayrica, kabul geregi K # @ ve Z # @ oldugundan, Z X K # @. Dolayisiyla sag

ve sol tarafin bos esnek kiimeye esit olma durumu bulunmamaktadir.

[k olarak esitligin sol tarafina bakilacak olursa, ($,2) U (Y,€) = (9, 2) olsun. Buradan,
her 3 € Z i¢in,

$(3), 3€EZ-C

q(a)z{ﬁ(a)uY(a), 3EZNC

R, 2)A, (&, K) = (X,Z X K) olsun. Buradan, her (3,£) € Z X K, i¢in X(3,%) =92'(3) N
&(#£). Boylece,

$'G) N B(A), (£3)€(Z-C)xXK

xk3) = {[ﬁ’(g) NY@IN&MU),  *3EENCOXK

Esitligin ~ sag tarafina  bakilacak  olursa, ($,2)A,(&,K) =X ZxK) ve
(Y,0)A, (&, K) = (T,€ x K) olsun. O halde, her (z,4) € Z X K i¢in X(z,£) = $'(3) N
&(£) veher (c,£) € C x K icinT(c,£) = Y'(c) N &(£).Burada, (X,Z x K ) N (I,C x
X) = (Q, (Z % ?C)) olsun. Boylece, her (3, £) € (Z X K) i¢in,
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30 )_{35(3,%), (£,3) EZXK)—(CXK)=(Z-C)xK
=LA NIGA), (B3 EEXK)NCEXK)=(Z0C) XK
Buradan,
Ok 3) = {ﬁ’(3) N (4), (£,3) €E(Z-C) XK
’ [B'RNBHRIN YR NDBWR)],  (£3)EE@NC)XK

Bdylece, ispat elde edilir.

5.2.6 Not Burada K # K X K oldugu icin, esnek ikili pargali islemlerin, esnek gamma-

carpimina soldan dagilim gostermeyecegi aciktir.

5.2.7 Onerme (&, %K), ($,2) ve (Y,€), U kiimesi {izerinde birer esnek kiime olsun. Bu

durumda,
(1) (&, 5OM, [(B, 2)AT, 0)] E;, [(&, KA, ($,2)|A[(&, KA, (Y, 0]

(2) (5, 3A,[(B, 2)V(Y, )] E, [(&,5)A, (B, 2)|V[(L,5)A, (T, 0)]

Ispat: (1) Ilk olarak sol tarafa bakilacak olursa, ($3, Z)A(Y,C) = (9,2 X C) olsun. Buradan,
her (z,¢) € Zx € i¢in A(z,¢) = P@) NY(). (&,K)IA,(Q,2Z x €) = (K x (Z x
C’)) olsun. Buradan, her (/a, (3, c)) € K X (Z X C) igin

C(%,(z,0)) = &' (£) N [$(z) NY(C)]

Sag tarafa bakilacak olursa, (&,K)A,($,2) = (H, K XZ) ve (LXK )AY(Y, C) =
(M, % x C) olsun. Buradan, her (%£,2) € X X Z i¢in H(#%,3) = &' (£) N $(z) ve her
(£,c) €KX X C igin M(&,¢c) =& (£)NY(c). (H,K x Z)AM, K x €)= (M, (K x
Z) X (K x C)) olsun. Buradan her ((/&, z), (%, c)) € (K x2Z)x (K x C)igin

M((#,2), (#,¢)) = [&'(£) N B(D)] N [&' () NT(C)]
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Burada her (%,(3,¢)) €KX x (Z % €) icgin, ®(£,(z,¢)) =& (£) n[H(z) NnY(c)] =
[&'(£) N $()] N [Q'(£) nY(c)] = M((%,2),(#,c)) olacak sekilde (#,2),(#,c) €
(K x Z) x (K x €) vardir. Boylece, istenen elde edilir. (2) nin ispat1 da benzer sekilde
yapilir.

Onerme 5.2.7°deki L-alt kiimelerin L-esitlik olmayacag1 Ornek 5.2.8 ile agiktir.

5.2.8 Ornek E = {l, iy, Ug, Iy} parametre kiimesi, K = {l,, Uz}, Z = {l;} ve C = {l,},

E parametre kiimesinin alt kiimeleri, U = {¥,, ¥,, ¥3, ¥4, ¥5} evrensel kiime olmak tizere, U

lizerinde (&, K), ($,2) ve (Y, C) esnek kiimeleri

(‘Q)! jC) = {(1']-2! {'1"3,{’4}), (h-31{'F2"F3})}9 (‘ﬁ' Z) = {(U-lﬂU)}’ (Y' 6) = {(l]_4,{‘1"2,’1"3,‘1"4_})}

olarak tanimlansm. i1k olarak sol tarafa bakilacak olursa, (8, 2)A(Y,C) = (9,2 X C) olsun.

Buradan,

(Q,Z X C) = {((h-ll h—4)r{'F21¥3"F4})}

(&,5)A, (2,2 x €) = (X,5 x (Z x €)) olsun. Bdylece,
(XK x(Zx €)= (((uz, (g, 1)), €23) (s, (g, 1)), {r4}))
Sag taraftan devam edilecek olursa, (&, K)A,($,2) = (2, K X Z) olsun. Buradan,
QK x 2) = {((Wy, W), {71, 72, 75}), ((Wg, Wy), {1, 74, 75}) }
(&, FOA,(Y,€) = (&, K x €) olsun. Buradan,
(€% x €) = [((uz, Wy, {723), ((Us, W), {F4})]

AKX Z2)A(®, K X C) = (m, (KX x2) x (K x C’)) olsun. Buradan,
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((Qug ), Uz 1)), 23, (g ), (a5, 1)), 8),

MHKHXZ2)Xx(Kx C))=
( ) (s, ), (1)), ), (s, ), (s, 1)), 4}

Boylece,

m((uz,ul), (lL3,h_4)) * %(h_z, (lLl,lL4)), m((LLz,LLl), (LLg,LL4)) * %(11_3, (LLl,LL4)),

m((u3,u1), (h_z,h_4)) * %(11_2, (LL1,1L4)), m((LL3,LL1), (le,lL4)) * %(11_3, (LLl,LL4))
oldugu goriiliir. Buradan,

(M (K x2Z)X (KX C))EL ((K x(Zx% 0))

olup, (m, (KX x2) x (K x C’)) #1 (%,7( X (Z x C)) istenen elde edilir.
5.3. Esnek Gamma-Carpim ve Karar Verme Problemi
Bu béliimde, Cagman ve Enginoglu (2010a) tarafindan tanimlanmis, uni-int operatorii ve
uni-int karar fonksiyonu, uni-int karar verme metodu esnek gamma-carpima uygulanmistir.
Bu yontemle bir kiime, karar vericilerin parametrelerine gore alt kiimelere indirgenir. Sonug

olarak, karar vericiler ¢ok sayida secenek yerine sinirli sayida secenege odaklanir.

Boliim boyunca, U iizerindeki esnek kiimelerin tiim esnek gamma-carpiminin kiimesi
“Ay(U)" ile (&, K) ve ($,2) esnek kiimelerinin esnek gamma-carpimimin esnek yaklagim
fonksiyonu

LgcA B, K % Z > P(U)

ile gosterilecektir. Burada, her (%£,%) € K X Z i¢in, (LycAy$,) (£, 2) = &'(£) N $(z)

oldugu bilinmektedir.
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5.3.1. Tanim (&, K) ve (B, 2), U lizerinde birer esnek kiime olsun. unizint, ve uniyint,

ile gosterilen, esnek-gamma ¢arpim i¢in uni-int operatorii sirastyla,
unigint,:Ay(U) > P(U), unigint, (QschyB,) = Usere (Naez ((Rschy$,)(#,2)) )

uniginty: Ay(U) > P(U),  unigints(QuhyB,) = Ugez (Naexc (chy$B,)(4.9)))
seklinde tanimlanir.

5.3.2. Tanim (&, K)A,($,2) € A,(U) olsun. uni-int olarak gosterilen esnek gamma-

carpimin uni-int fonksiyonu,

uni-int: Ay (U) > P(U), uni-int (D5, $,,) = unigint,(Dychy$,) U

unizint,(©ycAy$,)

seklindedir. Burada, uni-int(Qg A, Z) nin U kiimesinin bir alt kiimesi oldugu asikardir. uni-

int (g A, 2),) degerine, &5 Ay, esnek gamma-garpiminin uni-int karar kiimesi denir.

Belirsizlik icerek bir gercek hayat problemi i¢in esnek kiimeler yardimiyla, esnek gamma-

carpimina dayanan uni-int karar verme metodu asagidaki algoritma yardimiyla olusturulur.
ALGORITMA

Adim 1: Parametre kiimesinin uygun alt kiimeleri segilir.

Adim 2: Parametre kiimesinin her bir alt kiimesi i¢in esnek kiimeler insa edilir.

Adim 3: Esnek climlelerin A -¢arpimi hesaplanir.

Adim 4: Carpimin uni-int karar kiimesi hesaplanir.

Simdi esnek gamma-¢arpimin uni-int karar verme problemine nasil uygulandig ile ilgili

bir 6rnek verilecektir.
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5.3.2. Ornek Bir 6zel tur sirketi tur rehberi alim ilan1 vermis, bos kontenjan sayisinin 2 (iki)
katina kadar ¢agirilacak adaylar arasindan, miilakat basari durumuna gore alim yapacaktir.
Bagsvuran adaylar, tur rehberi pozisyonu i¢in istenilen 6zelliklere yeterlilik yoniinden 6n
elemeye tabi tutularak, istenilen 6zelliklerden herhangi birinde yetersiz oldugu tespit edilen
adaylarin basvurusu reddedilmistir. Tur sirketinin Insan Kaynaklar1 miidiirii Hiiseyin Bey,
bagvurular1 yeterlilik acisindan uygun olan adaylar icerisinden, adaylara yapilan miilakat
sonucunda edindigi bilgileri ele alarak pozisyon i¢in yeterli olan adayr SECME islemi
yapacaktir. Secilen adaylar, tur sirketi tarafindan daha sonra kapsamli egitime tabi tutularak,

uygun pozisyonda istihdam edilmeye hak kazanacaklardir.

Hiiseyin Bey, bir tur rehberi adayinda olmasi1 gereken yetkinlikleri dikkate alarak, ilk olarak
SECILECEK tur rehberi adayinda olmasim ISTEMEDIGI, daha sonra OLMASINI istedigi
parametreleri belirleyerek, kararini uni — int karar verme metodunu esnek gamma-
carpimina uygulayarak olusturacaktir. Bagvurusu gecerli sayilan tur rehberi adaylarinin U =
{t1,%2, ..., %24} oldugunu ve segilecek tur rehberini belirlemek igin kullanilacak

parametrelerin kiimesinin E = {a,, a,, ..., ag} oldugunu varsayalim.

Burada a; parametreleri i = 1,2,3 ...,8 olmak {izere sirasiyla,
e ay:" Meslegi ile ilgili yeterli giincel bilgiye sahip’"
e a,:" Genel kiiltiir seviyesi yeterli diizeyde olmayan’"
e aj: " Mesleki alanda deneyim sahibi olmayan "
e a,: " Etkili iletisim becerisine sahip’"
® ag: “Zamani verimli kullanan”
® ag: "Coziim odakli olan’"
e a;:" Zorlu kosullara dayanikli olan "

® ag: “Mizah anlayis1 diisiik olan’”
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Tur rehberi alim siireci ile ilgili bu problemi ¢6zmek i¢in uni-int karar verme metodunu,

esnek gamma-¢arpima su sekilde uygulayabiliriz.
Adm 1: Karar verici Hiiseyin Bey, var olan parametreler kiimesinden SECILECEK tur
rehberi adaylarinda, ilk olarak olmasimi ISTEMEDIGI, daha sonra olmasini ISTEDIGI

parametreleri secer. Bunlar, sirasiyla X = {a,, a3, a;, ag} ve Z = {a,, a4, as, ag} olsun.

Adim 2: Bu parametre kiimeleri kullanilarak, karar vericinin (&,XK) ve (&,2Z) esnek

kiimeleri insa edilir.

((CLZ, {tzlt4:t5:t8:t10't14:t16"618.‘322,’524}),\

(@, %) = (as, {1, %2, %3, %7, %10, %16, %20, £22, %24 ), }
’ (a7, {ks, %8, %12, %15, %17, %18, £20, £21, £23}),
(ag, {2, %4, %6, %11, %12, 14, 18, €22, £23, 24 })
(a1, {ts, €10, 13, ¥15, 17, %18, €23, £24}),
(®,2) = (a4, {%2, %4, %6, %3, %o, %12, ¥16, £18, £20, 21, £22}),

(a'Si {tZ; t31 t51 'EB' 't9' 't121 t17' {18}):
(e, ks, %9, %10, %13, £18, %10, £20, ¥21, %22, 24 })

Adim 3: Verilen esnek kiimelerin esnek gamma-garpimi (Ay - (;arplml) hesaplanir.

(&, 5)A,(&, 2)

( ((dzl a), &15:4317»%23}): ((avz: as), £, %o, ’512:‘320'{21}): )
(a2, as), {t3, %0, %12, £17}),
((42' ae), {9, %20, ’521})' ((“3, a,), (g, %13, %15, %17, 18, ’523})'
((“3’ ay), (%4, %6, %5, %o, %12, 15, 4321}); ((43: as), {¥s, %, %9, %12, %17, ’518}),
((a,3, ae), {kg, %9, £13, %18, %10, ’621})' ((“7' a,), {%10, %13, t24})'
((47; ay), {82, %4, %6, %o, %16, ’522}),
((47’ as), {%, 3, t9}), ((“7’ ae), (%9, %10, %13, ¥10, £22, ’524}).
((5’«8' a), {tS:t10't13't15't17})'
((a,s, a,), {%g, 9, £16, £20, ’521})' ((“8' as), {£s, s, tg, %o, t17}),

\ ((“8’ ae), {tg %o, jé10’t13"€1<3,’€20,t21,}) )

Adim 4: uni — int(&)g(Ay&Jz) karar verme kiimesi bulunur:
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uni& - intz(&)g(‘Ay&)Z) :UkEK (nzez (&)KAY&)Z)(%" Z))

olmak tizere, 6nce (nzez (&)xAy&)z)(k» Z)) hesaplayalim:

(D3cAy&7)(az, a1) N (D3cAy D7) (@, as) N (D3, &7)(az, as)
N (D3cA, &) (ay, ae)
= {#13, %15, %17, %23} N {6, %0, £12, %20, 21} N {£3, %9, ¥12, %17} N {¥o, %20, %21}

=0

(DA &) (as, @) N (Dychyz)(az, as) N (DA, Lz)(as, as)
N (D5cA &z )(as, ae)
= {tg, t13, 15, £17, t18, ¥23} N {£4, %6, Eg, £o, 12, £15, £21}
N {ts, tg, £o, £12, £17, 18} N {g, ¥o, 13, £15, £10, £21} = {tg, £15}

(&JJCAy&Jz)(d%%) N (&JxAy&)z)(fle-) N (&JxAy&)z)(“% as)
N (DA, &z)(as, ae)
= {%10, 13, %24} N {£2, %4, %6, %o, %16, £22} N {2, %3, %0 }

N {%9, %10, %13, %19, %22, %24} = @

(&JxAy&Jz)(afs,%) N (&JJCAY&)Z)((IS' ay) N (LA 7)) (ag, as)
N (&)%Ay&lz)(azg, d6)
= {%g, %10, %13, %15, %17} N {%g, %9, %16, ¥20, £21} N {¥3, %5, %3, %9, £1 7}

n {’58;%9; 10, %13, ¥19) ‘320,’521,} = {tg}
seklindedir. Buradan,

uniy, — int, (LA, &3z) =Upex (anZ (D5cA, &2 (£, Z)) =0 U {g,%15} U D U {tg}

= {*g, 15}
elde edilir.
uniz - lntk(&)g(Ay&)z) =UzEZ (nkeg( (&):;(Ay&)z)(/&, Z))
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olmak tizere, 6nce Nyeqe ((&)KAY&)Z)(/&, Z)) hesaplayalim:

(&)JCAY&)Z)(a'Z'a'l) N (&)xAy&)z)(%: a) N (&)KAY&)Z)(‘Z'%a'l)
n (‘Q’JCAV‘Q’Z)(“S'“J
= {#15,%17, %23} N {kg, %13, %15, %17, £18, %23} N {¥10, %13, %24}

N {kg, £10, %13, %15, %17} = @

(DA, &3 )@z, as) N (DBxcAy&z)(as, as) N (BxcA,&z)(ar, a,)
N (&)xAy&Jz)(ds, a,)
= {#6, %9, 12, %20, %21} N {4, %6, £3, %o, 12, £18, %21} N {¥2, %4, %6, %o, £16, £22 )

N {tg, 9, %16, %20, %21} = {%o}

(D3cA,&2) @y, as) N (LA, Qz)(as, as) N (LA z)(ay, as)

n (&)JCAy‘Q)Z)(a’S, as)
= {#3, %9, %12, %17} N {5, %, %o, 12, %17, £18} N {¥2, %3, %9} N {£3, %5, £g, £o, £1 7}

= {t}

(&)KAY&)Z)(LLZ, 6L6) N (&’KAV&)Z)(aG'aﬁ) N (&):KAY&)Z) (47,46)
n (&)JCAy'Q)Z)(a’& ae)
= {9, %20, %21} N {tg, %9, ¥13, %18, 10, ¥21} N {¥o, 10, ¥13, ¥10, ¥22, %24}

n {’98»’99' ’510,’513"519,’520,’521,} = {t}
seklindedir. Buradan,

uniz - lntk(&JxAy&)Z) :UZEZ (nkex (&]g(Ay&Jz)(k, Z)) = @ U {tg} V) {tg} V) {tg} =

{t5} elde edilir. Boylece,

uni — int(&3A,&7) = [unip — int, (LxA,&z)] U [uni, — int, (LA, 5)] =

{kg, %18} U {9} = {¥g, %9, %15}
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Buradan, tur sirketine tur rehberi alim siirecinde basvurusu gecerli sayilan 24 adaydan
{tg, ¥o, %15} adaylari, tur sirketi tarafindan yapilacak olan kapsamli egitime tabi tutularak,

uygun pozisyonda istihdam edilmeye hak kazanmiglardir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, Molodtsov'un esnek kiime teorisine dayali olarak iiretilen yeni esnek
carpim ¢esitleri olan "esnek yildiz-¢arpim, esnek lambda-carpim, esnek gamma-garpim"
tanitilmig, bu ¢arpimlarin sahip olduklar1 temel cebirsel 6zellikleri detayli sekilde ortaya
konulmus, s6z konusu islemlerin kisitlanmis, genisletilmis ve esnek ikili parcali igslemlere
dagilma durumlarini incelenmis ve elde edilen sonuglar1 hem teorik hem de bu ¢arpimlarin
karar verme siireclerinde nasil kullanilabilecegi ile ilgili olarak giinliik hayat problemleri

iizerinden orneklendirilerek uygulama agisindan degerlendirilmistir.

Ik olarak, esnek yildiz-¢arpim, sonrasinda esnek lambda-garpim, en son olarak da ensek
gamma-c¢arpim tanitilmis, 6rnegi verilmis ve cebirsel 6zellikleri detayli olarak incelenmistir.
Bu ¢arpimin kisitlanmisg, genisletilmis ve esnek ikili parcali islemlere dagilma durumlari
arastirtlmis; hangi kosullarda belirli cebirsel ozelliklerin saglandigi veya saglanmadigi
ortaya konmustur. B6liim sonunda, problem durumuna ve esnek carpima uygun olacak
sekilde, Cagman ve Enginoglu (2010a) tarafindan gelistirilen uni-int veya int-uni yontemi
ile karar verme problemine uygulanmistir. Bu yontemler sayesinde, ¢ok kriterli karar verme
stireclerinde segenekler yonetilebilir bir seviyeye indirgenmis, en uygun sonuca ulasmak
kolaylasmis ve adil bir se¢im siireci saglanmistir. Boylece hem esnek kiime teorisinin teorik
yonii giiclendirilmis hem de ¢ok kriterli segim problemleri i¢in alternatif ve uygulanabilir bir
yontem sunulmustur. Gelecekteki ¢alismalar daha fazla esnek ¢arpim islemi 6nerebilir ve
esnek kiime literatiiriinli teorik ve pratik olarak gelistirmek icin farkli esnek esit iligkilerle

iliskili temel 6zellikleri arastirabilir.
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