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OZET

Bu ¢aligmada esnek fark, esnek kisitlanmig fark, esnek genisletilmis fark ve esnek zayif-
genisletilmis fark gibi bazi yeni esnek matris iglemleri tanitilmistir. Bu islemlerle ilgili
birgok Ozellik ayrintili olarak ele alinmigtir. Esnek fark max-satir karar verme olarak
isimlendirilen yeni bir karar verme metodu olusturulmus ve daha sonra bu metodun bir
uygulamast  sunulmustur. Ayrica, esnek matrislerin  genellestirilmis carpimlari
tanimlanmistir. Bu carpimlar yardimiyla mevcut esnek max-min karar verme algoritmasi
gelistirilerek esnek dagilmali max-min karar verme algoritmasi inga edilmistir. Daha sonra,
esnek matrislerin satir-carpimlar1 ve Ozellikleri verilmistir. Bu satir-carpimlar ve
genellestirilmis carpimlar kullanilarak esnek max-satir karar verme ve ¢oklu-esnek dagilmali
max-min karar verme olarak isimlendirilen iki yeni karar verme metodu onerilmistir. Son
olarak, bu metotlarin hangi karar verme problemlerinin ¢dziimiinde elverisli oldugunu

gostermek icin gesitli 6rnekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Esnek ciimle, Esnek matris, Esnek matris islemleri, Esnek matris

carpimlari, Karar verme.
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ABSTRACT

In this study, some new soft matrix operations such as the soft difference, soft restricted
difference, soft extended difference and soft weak-extended difference are introduced.
Several properties concerning these operations are taken up in detail. A novel decision
making method called soft difference max-row decision making is created, and then its
application is presented. Also, the generalized products of soft matrices are defined. By
using these products, it is constructed a soft distributive max-min decision algorithm
improving the max-min decision algorithm which is available in the literature. Later on, it is
given the row-products of soft matrices and their related properties. By employing these
row-products and generalized products, two new decision making methods called soft max-
row decision making and multi-soft distributive max-min decision making are proposed.
Finally, various examples are given to show how these methods are suitable for solving the

decision making problems.

Keywords: Soft set, Soft matrix, Operations of soft matrices, Products of soft matrices,

Decision making.
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1. GIRIS

Modelleme, hesaplama ve mantik olusturma igin mevcut matematiksel modellerin
cogu genellikle kesin verilere dayanir. Ancak, ekonomi, miihendislik, doga bilimi, tip
bilimi, sosyal bilimler gibi alanlardaki problemlerin neredeyse tamami belirsizlikler
veya bilinmeyen veriler igermektedir. Bu problemlerde var olan c¢esitli belirsizlikler
nedeniyle bu matematiksel modeller ¢6ziim igin yetersiz kalmaktadir. Son yillarda,
bu tiir problemlerin ¢dziimii i¢in bulanik kiime teorisi [1], kaba kiime teorisi [2],
belirsiz kiime teorisi [3] ve aralik matematigi [4] gibi 6zel matematiksel modeller
gelistirilmistir. Ayrica, bu matematiksel modellerle ilgili ¢ok sayida arastirma ve
uygulama sunulmustur. 1999 yilinda, Molodtsov [5] belirsizliklere dayali zorluklar
ortadan kaldirmak icin yeni bir matematiksel model olarak esnek climle kavramini
tamitmustir. Ilerleyen yillarda, esnek ciimle kurami ve islemleri belirsizlik igeren
problemlerle ugrasan bir¢ok arastirmacinin ilgisini ¢ekmistir. Riemann integrasyonu,
Perron integrasyonu, oyun teorisi, 6l¢iim teorisi, olasilik teorisi gibi ¢esitli alanlarda
esnek ctimlelerin gesitli uygulamalar1 gelistirilmistir. Maji ve ark. [6] tarafindan bazi
esnek ciimle islemlerinin ortaya atilmasi ve ozelliklerinin incelenmesinin akabinde
esnek ctimle islemleri tizerine birgok ¢alisma yapilmistir. Ali ve ark. [7] kisitlanmig
birlesim, kisitlanmig kesisim, genisletilmis kesisim, kisitlanmig fark gibi esnek
ciimlelerin yeni islemlerini sunmustur. [8] de kisitlanmis esnek fark islemi
tamimlanmis ve Ozellikleri arastirilmistir. Pei and Miao [9] iki esnek climlenin esnek
kesisimine yeni bir alternatif tanim sunmustur. Zhu and Wen [10], [6] da tanimlanan
esnek alt ctimle kavramini tekrar yorumlamistir. Cagman ve Enginoglu [11] esnek
ciimle kavramini yaklasim fonksiyonun tanim ciimlesini orijinal parametre ciimlesi
alarak tekrar tanimlamistir. Daha sonra bu tanim igin esnek cilimle islemlerini
yeniden tanitmistir. Ayrica, [8, 12, 13] de iki esnek ciimle i¢in tanimlanan bazi esnek

islemler esnek climlelerin bir ailesi i¢in genellestirilmistir.

Esnek islemler sayesinde cebir, topoloji, bilgi sistemleri, karar verme problemleri,
oyun teori, olasilik teorisi gibi pek c¢ok farkli alanda esnek ciimle teoriSinin
uygulamalar1 yapilmistir. Aktag ve Cagman [14] esnek cebirsel yapilara ilk adim
olarak esnek grup kavramini vermistir. Daha sonraki yillarda esnek yari-halka [13],
esnek halka [15], esnek modiil [16], esnek halka, cisim ve modiillerin alt yapilari

[17] gibi kavramlar tiiretilmistir. Ayn1 zamanda, Shabir ve Naz [18] ilk kez esnek



topolojik uzaylar1 ve bu uzaylarla ilgili teorik sonuglar i¢eren bir ¢alisma sunmustur.
Aym yillarda, Cagman ve ark. [19] da esnek yapilardan yararlanarak bir esnek
topoloji kavramini tanimlamistir. [20-23] de esnek kompaktlik, esnek agik ciimle,
esnek kapali ciimle, esnek i¢c nokta, esnek siireklilik, esnek homeomorfizm, esnek
ayirma aksiyomlart gibi esnek topolojik kavramlar {izerine calisilmigtir. Diger
taraftan, bircok arastirmaci esnek yapilari kullanarak karar verme problemlerin
¢Ozimil i¢in ¢esitli metotlar olusturmustur. Maji ve ark. [24] esnek ciimlelerin ikili
bilgi tablosu formundaki gdsterimlerini sunmusg ve ayrica bu gosterimleri kullanarak
belirlenen kriterler altinda en uygun alternatifin segilebilecegini gostermistir.
Boylece, onlar karar verme {iizerine temellenmis esnek ciimle teorisine Onciiliik
etmistir. Daha sonra, Cagman ve Enginoglu [11] uni — int karar verme metodu
olarak isimlendirilen yeni bir esnek karar verme metodu olusturmustur. Feng ve ark.
[25] bu metodu gelistirerek uni — int*, uni — intt ve int™ — int™ karar verme
semalarini sunmustur. [26] da int™ — int™ karar semasin1 daha verimli hale getiren
bir budama karar metodu gelistirilmistir. Kharal [27] esnek yaklagimlari tanimlamis
ve bu yaklagimlar1 kullanarak yeni bir karar verme konjonktiirii 6nermistir. [28, 29]
da sirasiyla birebir-6rten esnek climle ve bu cilimlelerin 6zel bir hali olan &zel
ayristirict esnek ciimle kavramlart tanmitilmistir. Ayrica, bu kavramlar iizerine

kurulmus karar verme metotlari verilmistir.

Esnek ciimlenin pratik bir gosterimi olan esnek matris kavramu ilk kez 2010 yilinda
Cagman ve Enginoglu [30] tarafindan ortaya atilmistir. Onlar bu kavramin
islemlerini tanitarak bu islemlerin esnek ciimle islemlerinden daha pratik oldugunu
ileri siirmiistiir. Bu pratikligi gostermek icin de esnek matris islemleri {izerine insa
edilmis bir karar verme algoritmasi ve bu algoritmanin bir uygulamasini sunmustur.
[31,32] de, bu esnek matris islemleri kullanilarak yeni karar verme metotlar

gelistirilmistir.

Bu tezde, ilk olarak esnek matris ve islemleri detayli olarak incelenmistir. Daha
sonra, esnek matrislerin yeni islemleri arastirilmis ve bu islemler kullanilarak yeni
karar verme metotlar1 insa edilmistir. Ayrica, bu metotlarin esnek matrisler
kullanilarak olusturulmus mevcut karar verme metotlarindan farklar1 ve yenilikleri

tizerine kapsamli bir aragtirma yapilmistir.



Bu tezin diger boliimleri su sekilde diizenlenmistir. ikinci béliimde, esnek ciimle ve
esnek islemler ile ilgili temel bilgiler verilmistir. Ugiincii boliimde, bir esnek
climleye karsilik gelen esnek matris ve islemleri incelenmistir. Dordiincii boliimde,
esnek matrisler i¢in yeni islemler tanimlanmis ve bu islemler yardimiyla esnek fark
max-satir karar verme algoritmasi insa edilmistir. Besinci boliimde, indirgenmis
esnek matrisler tanitilmis ve bazi esnek matris ¢arpimlari indirgenmis esnek matrisler
igin genellestirilmistir. Ayrica, bu ¢arpimlar kullanilarak esnek dagilmali max-min
karar verme metodu olusturulmustur. Altinc1 boliim, indirgenmis esnek matrislerin
satir-carpimlart iizerine kurulmustur. Bu boliimde, ¢oklu alternatif ciimlesi igeren

karar problemlerinin ¢éziimii i¢in iki yeni karar verme metodu sunulmustur.



2. TEMEL BiLGILER

Bu béliimde, temel bilgi niteliginde olan ve tezin diger boliimlerine katki saglayan

bazi kavramlar verilecektir.

2.1. Esnek Ciimle

Esnek ciimle kavrami ilk olarak 1999 yilinda Molodtsov tarafindan ortaya atilmistir.
Daha sonra, bu ciimle yapisi iizerinde bir¢ok islem gelistirilmistir. 2010 yilinda
Cagman ve Enginoglu [11] esnek climle islemlerini yeni sonuglar liretmede daha
fonksiyonel hale getirmek igin yeniden tanimlamistir. Bu kisimda, esnek ciimle

kavrami ve [11] de tanimlanan esnek ciimle islemleri hatirlatilacaktir.

Bir nesneler ciimlesi tizerinde bir esnek ciimle tanimlamak igin bu nesneleri
karakterize eden Ozellikleri detayli olarak ifade etmemiz gerekir. Bu nesneleri
karakterize etmek i¢in kullanacagimiz kriterlerin ciimlesine parametre ciimlesi denir.
Birinci bilesende parametre, ikinci bilesende 6zelligi saglayan objelerin ciimlesi

olacak sekildeki sirali ikililerin ctimlesine bir esnek ciimle denir.

U bir evrensel ciimle, E parametrelerin ctimlesi, P(U) evrensel ciimlenin kuvvet

cumlesi ve A € E olsun.

Tanmmm 2.1.1. ([5,11]) U iizerinde bir F, esnek climlesi, f4: E — P(U) Oyle ki
e; € A= fy(e;) = @ seklinde tanimlanmis bir fonksiyon olmak lizere,

Fa ={(ej, fa(ep)): e € E, fale;) € P(U)}
sirali ikililerinin ciimlesidir. Burada, f; fonksiyonuna F, esnek ciimlesinin yaklasim

fonksiyonu denir.
Notasyon: U iizerinde tiim esnek climlelerin ciimlesi S(U) ile gosterilecektir.

Ornek 2.1.2. Kabul edelim ki bir sirketin mali ve idari islerinden sorumlu iki
yardimcist bos bir pozisyon igin bagvuran 5 aday: degerlendiriyor. Bu bos pozisyon
icin bagvuran adaylarin climlesi U = {u,u,, U3, Uy, us} olmak iizere bu
adaylarin  degerlendirilecegi  kriterlerin (parametrelerin) climlesi de
E = {e; = enazlisans mezunu, e, = geng, e; = diksiyonu diizgin, e, =

ingilizce bilen, es = deneyimli, e; = bekar} olsun.



Sirketin mali islerinden sorumlu midir yardimcist Kriterler (parametreler)
ciimlesinden A = {e;,e3,e4,€5} C E climlesini segerek kendine gore bu Kriterleri
saglayan adaylari  fy(e1) = {ug, up, us},  fales) = {uzus, e}, faley) = 9,
faCes) = {u,} seklinde belirliyor. O halde, mali islerden sorumlu midiir
yardimcisinin F, esnek climlesi
Fy = {(e1, {u1, uz, us}), (3, {uz, us, us}), (€4, 0), (es, {u21}

dir.

Sirketin idari islerinden sorumlu miidiir yardimcisi Kriterler (parametreler)
ciimlesinden B = E ciimlesini segerek kendine gore bu kriterleri saglayan adaylar
fe(er) = {upup,us}, fple) =U, fples) = {uy,us}, frles) = 0, fpes) =
{uy,us}, fe(eg) = {uy, us} seklinde belirliyor. O halde, idari islerden sorumlu

miidir yardimeisinin Fg esnek climlesi

Fg = {(e1,{us, uz, us}), (ez, U), (e3, {uy, u3}), (€4, ®), (es, {uz, us}), (es, {2, us})}
dir.
Tamm 2.1.3. ([11]) F, € S(U) olsun. Eger Ve; € E igin fy(e;) = @ ise F, esnek

climlesi bos (empty) esnek ciimle olarak isimlendirilir ve Fg, ile gosterilir.

Tamm 2.1.4. ([11]) F4 € S(U) olsun. Eger Ve; € A igin f(e;) = U ise F, esnek
climlesi A-evrensel esnek ciimle olarak isimlendirilir ve Fj ile gosterilir. Eger A = E
ise bu takdirde F, esnek ciimlesi evrensel esnek ciimle olarak isimlendirilir ve Fj ile

gosterilir.

Tamim 2.1.5. ([11]) F,, Fg € S(U) olsun. Eger Ve; € E igin f,(e;) € fz(e;) ise Fy
esnek ciimlesine Fp esnek ciimlesinin esnek alt ciimlesi denir ve F, € Fp ile

gosterilir.

Tamm 2.1.6. ([11]) F,, Fg € S(U) olsun. Eger Ve; € E icin f,(e;) = fg(e;) ise Fy

ve Fy esnek ciimlelerine esnek esittir denir ve F, = Fp ile gosterilir.

Ornek 21.7. U= {uy,uyusu,} alternatiflerin ciimlesi, E = {e;,e,, e3}
parametrelerin ciimlesi ve A = {e;,e3}, B = {e;, e,} olsun. Bu parametre ciimleleri
icin, Fy = {(eq,U), (e3,U)} ve Fz = {(e,D), (e3,D)} esnek ciimlelerini alalim. Bu
durumda F, bir A-evrensel esnek ciimle ve Fp bos esnek ciimledir. Ayrica, kolaylikla



2.2. Esnek Ciimle Islemleri

Klasik cilimle teorisindeki islemlerin birgogu esnek ciimle teorisinde de mevcuttur.

Bu kisimda, sik¢a kullanilan bazi esnek ctimle islemleri verilecektir.

Tamm 2.2.1. ([11]) F,, U tizerinde bir esnek ctimle olsun. Bu durumda
fi:E — P(U) dyle ki Ve; € E icin f (e;) = U\fa(ej)
yaklasim fonksiyonu ile tanimlanan esnek ciimleye F, esnek ciimlesinin komplementi

(tiimleyeni) denir ve F; seklinde gosterilir.

Tamm 2.2.2. ([11]) F4 ve Fg, U iizerinde iki esnek ctimle olsun. Bu durumda
farp:E — P(U) Oyle ki Ve, €E i¢in fAﬁB(ej) = fA(ej) n fB(ej)
yaklasim fonksiyonu ile tanimlanan esnek ciimleye F, ve Fg esnek ciimlelerinin

kesisimi denir ve F, N Fg seklinde gosterilir.

Tamm 2.2.3. ([11]) F, ve Fg, U lizerinde iki esnek ctimle olsun. Bu durumda
favg:E — P(U) dyle ki Ve; € E igin fagp(e;) = fa(e;) U fz(e))
yaklagim fonksiyonu ile tanimlanan esnek ciimleye F, ve Fp esnek ciimlelerinin

birlesimi denir ve F, U Fg seklinde gosterilir.

Tamm 2.2.4. ([11]) F4 ve Fg, U iizerinde iki esnek ctimle olsun. Bu durumda
fasgiE — P(U) dyle ki Ve; € E igin f4i5(e) = fa(e)) \ f5(e))
yaklasim fonksiyonu ile tanimlanan esnek climleye F, ve Fp esnek ciimlelerinin farki

denir ve F,\Fj seklinde gosterilir.

Onerme 2.2.5. ([11]) F, ve Fg, U iizerinde iki esnek ciimle olsun. Bu durumda
F\Fg = F, A FS

dir.

Tamm 2.2.6. ([11]) F, ve Fp, U lizerinde iki esnek climle olsun. Bu durumda
a) fang: E X E = P(U) 6yle ki V(ej, e) € E X E icin farp(ej, ex) = fa(ep) N fz(er)

yaklasim fonksiyonu ile tanimlanan esnek ciimleye F, ve Fp esnek ciimlelerinin Ve

carptmi denir ve F4 A Fg seklinde gosterilir.

b) favg: E X E - P(U) dyle ki V(ej, ex) € E X E igin fayp(ej, ex) = fa(ej) U fz(ex)
yaklasim fonksiyonu ile tanimlanan esnek ciimleye F, ve Fp esnek climlelerinin

Veya ¢carpimi denir ve F, V Fg seklinde gosterilir.
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C) farg: E X E — P(U) dyle ki V(ej, er) € E X E igin fyz5(ej, ex) = fa(ej) N f5 (ex)
yaklasim fonksiyonu ile tanimlanan esnek climleye F, ve Fp esnek climlelerinin Ve-

Degil carpimi denir ve F, A Fg seklinde gosterilir.

d)fave: E X E > P(U) dyle ki V(ej, ex) € E X E igin fayg(ej, ex) = fale;) U f5 (ex)
yaklagim fonksiyonu ile tanimlanan esnek ciimleye F, ve Fp esnek ciimlelerinin

Veya-Degil carpimi denir ve F, V Fg seklinde gosterilir.

Ornek 2.2.7. Kabul edelim ki U = {u;,u,, us,u,} alternatiflerin ciimlesi ve
E = {e;, e, e3,e,} parametrelerin ciimlesi, A = {e;, e3,e,} ve B = {eq,e,} olsun.
Ayrica, bu parametre ciimleleri icin, esnek ciimleler
Fy = {(e1, {ug, u}), (e3,U), (eq, {ug, us )}, Fp = {(eg, {ug, up, us}), (e, {ug, us})}
olsun. Bu durumda,

Fi = {(e1, {us, us}), (e2,U), (e3,0), (€4, {uz, usH},

Fy 0 Fp = {(e, {u1, uz}), (e2,0), (e3,0), (es, (w1 N},

F, G Fp = {(eq, {u1, uz, us}), (e, 0), (e3,U), (e4, {ug, us, us 1},

FA\Fg = {(e;,0), (e, 8), (e3, U), (es, {us})},

Fy AFg = {((e1, €1), {ug, uz}), ((e1, €4), {wa }), ((e3, €1), {wg, up, us}),

((63' 64)' {ulﬂ u3})' ((64—' el)' {ul})' ((64' 64)' {ul})}
seklinde elde edilir.



3. ESNEK MATRISLER VE ISLEMLERI

Esnek ciimlelerin bir matris temsili olan esnek matrisler ilk olarak 2010 yilinda
Cagman ve Enginoglu [30] tarafindan tanimlanmistir. Ayrica, onlar bazi esnek matris
islemlerini tanitmis ve bu islemlerin 6zelliklerini incelemislerdir. Bu boliimde, esnek
matris kavrami ve islemleri tanitilacak ve c¢esitli alanlardaki belirsizlik igeren bazi
karar verme problemlerini ¢6zmede esnek matrislerin esnek ciimlelerden daha pratik

ve verimli oldugunu gdsteren 6rnekler verilecektir.

3.1. Esnek Matris
Bu kisimda, bir esnek climleye karsilik gelen esnek matris kavrami tanimlanacaktir.

Tanmmm 3.1.1. ([30]) U = {uy,uy, ..., u,} segeneklerin ciimlesi, E = {eq, ey, ..., e}
parametrelerin climlesi, A € E ve F,, U lizerinde bir esnek climle olsun.
Vi, j icin
4 1, w; € falep)
Y0, w € fale))
olmak iizere

apg; - alm]

[aij]nXm = [ :

An1  ** Anm
matrisine U lizerinde F4 esnek climlesinin bir esnek matrisi denir.
n X m esnek matris tanimina gore, bir F, esnek climlesi [a;;] matrisi tarafindan tek
bir sekilde karakterize edilebilir. Dolayisiyla bir F, esnek ciimlesi, onun esnek

matrisi olan [a;;] matrisine bigimsel olarak esittir.

Notasyon: S(U) climlesindeki esnek climlelere karsilik gelen biitiin esnek matrislerin
climlesi SM(U) ile gosterilecektir. Ayrica, n X m tipindeki biitiin esnek matrislerin

climlesi SM,, .., seklinde ifade edilecektir.

Ornek 3.1.2. Ornek 2.1.2 deki F, esnek ciimlesini diisiinelim. Bu durumda,

bu esnek climleye karsilik gelen [a;;] € SMsy €snek matrisi



cocoocooo
OR REFR O
cocooco oo
cocoRr O
coococo o

1
1
[aijlsxe =0
0
1

seklinde elde edilir.

Tamm 3.1.3. ([30]) [a;;], [bij] € SMy sy, Olsun. Bu durumda Vi,j igin a;; = 0 ise

[a;;] esnek matrisine sifir esnek matris denir ve [0] ile gosterilir.

Tamm 3.1.4. ([30]) [aij], [bl]] € SMy,«m olsun.

a) Eger Vi ve j € I, = {j: ¢; € A} icin a;; = 1 ise bu durumda [a;;] esnek matrisi A-
evrensel esnek matris olarak isimlendirilir ve [1,] ile gosterilir.

b) Eger Vi,j i¢in a;; = 1 ise bu durumda [a;;] esnek matrisi evrensel esnek matris
olarak isimlendirilir ve [1] ile gosterilir.

Tamm 3.1.5. ([30]) [a;;], [bij] € SMpypm Olsun. Eger Vi,j igin a;; < b;; ise bu
durumda [a;;] esnek matrisi [b;;] matrisinin esnek alt matrisi olarak isimlendirilir ve
[ai;] € [b;] ile gosterilir.

Tamm 3.1.6. ([30]) [a;;], [bij] € SMyyqm, Olsun. Eger Vi,j icin a;; = b;; ise bu
durumda [a;;] ve [b;;] matrisleri esnek esit matrisler olarak isimlendirilir ve
[a;j] = [byj] ile gosterilir.

Ornek 3.1.7. Ornek 2.1.7 de verilen A ={e;,e;} ve B = {e;,e,} parametre

ciimleleri i¢in sirasiyla Fy = {(e;,U), (e3,U)} ve Fg ={(es,0),(ez, @)} esnek

climlelerini goz oniine alalim. Bu esnek climlelerin esnek matrisleri sirasiyla

1 0 1 0 0 O
1 0 1 0 0 O
[aij] = 1 0 1 = [bij] = 0 0 0
1 0 1 0 0 O

dir. Bu durumda [a;;] bir A-evrensel esnek matris ve [b;;] sifir esnek matristir.
Ayrica Vi, j icin b;; < a;; oldugundan [b;;] esnek matrisi [a;;] matrisinin esnek alt

matrisidir.



3.2. Esnek Matris Islemleri

Esnek ciimlelerdeki islemler esnek matrislere aktarilmistir. Bu kisimda, bu
islemlerden bazilar1 tanitilacaktir.

Tanmm 3.2.1. ([30]) [aij], [bl]] € SMnxm olsun. Eger Vl,] l(}ll’l Cij = min{aij, bl]}
ise bu durumda [c;j] € SMyy,, esnek matrisi [a;;] ve [b;;] matrislerinin esnek
kesisimi olarak isimlendirilir ve [c;;] = [a;;] N [b;;] ile gosterilir.

Tanim 3.2.2. ([30]) [aij], [bl]] € SMnXm olsun. Eger Vl,] 1@11’1 Cij = max{aij, bl]}
ise bu durumda [c;;] € SMyy,, esnek matrisi [a;;] ve [b;;] matrislerinin esnek
birlesimi denir ve [Cij] = [aij] U [bl]] ile gésterilir.

Tamm 3.2.3. ([30]) [F4] = [a;;] € SMyxm olsun. Eger Vi, j igin ¢;; = 1 — a;; ise bu
durumda [c;;] esnek matrisi [a;;] esnek matrisinin komplementi (ziimleyeni) olarak
isimlendirilir ve [c;;] = [a;;]° ile gosterilir.

Onerme 3.2.4. ([30]) [a;j], [bij] € SMyyqm oOlsun.

Tamm 3.2.5. ([30]) [a;;], [bik] € SMpxm Olsun.

a) [a;;] ve [by] esnek matrislerinin Ve garpimi (A)
A: SMysm X SMpsim — SM o2
[aij], [bix] = [ai] A [bue] = [cul
seklinde tanimlanir. Burada | = m(j — 1) + k ve ¢;; = min{ayj, by} dur.
b) [a;j] ve [bi] esnek matrislerinin Veya ¢arpimi (V)
Vi SMysm X SMpsm — SM o2
[aij], [bix] = [ai] V [bu] = [cul

seklinde tanimlanir. Burada | = m(j — 1) + k ve ¢; = max{a;j, by} dur.
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¢) [a;;] ve [by] esnek matrislerinin Ve-Degil ¢arpimi (A )
At SMysem X SMpsm — SM.2
[aij], [bik] — [aij] A[bi] = [cul
seklinde tanimlanir. Burada | = m(j — 1) + k ve ¢;; = min{a;j, 1 — by} dur.
d) [a;;] Ve [by] esnek matrislerinin Veya-Degil carpimi (V)
Vi SMysm X SMpscm — SMipy 2
[aij], [bi] = [ai] V [bu] = [cul

seklinde tanimlanir. Burada | = m(j — 1) + k ve ¢;; = max{a;j, 1 — by} dur.

Ornek 3.2.6. Ornek 2.2.7 de verilen F, ve Fg esnek ciimlelerini goz oniine alalim.

Bu esnek climlelerinin esnek matrisleri sirastyla

1 0 1 1 1 0 0 1
1 0 1 0 1 0 0 O
[@ijlaxa = 0 0 1 o€ [bijlaxa = [Dirlaxa = 1.0 0 1
0 0 1 1 0 0 0O
dir. Bu durumda,
0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1
01 0 1 4 1 0 0 O ~ 1 0 1 0
. L= .. I
[alj] 1 1 0 1 ' [al]] n [bl]] O 0 O O ' [al]] U [bl]] 1 0 1 1
1 1 0 0 0 0 0O 0 0 1 1
elde edilir.
Ayrica, [a;;] ve [by] esnek matrislerinin Ve ¢arpimi
1 0 01 000 010 O0T1TT1TTGO0TGO0 1
_ ~fr 000000 O0O1TO0O0O0OUO0OUO0OTG OO
lcal =laglAlbul =19 0 0 0 0 0 0 01001000 0
0O 00O0OO OO OOTOTUOOUOUOTUOTDO

seklinde elde edilir. Dolayisiyla

[l

ci;] esnek matrisinin tipi 4 X 16 dir.

3.3. Esnek Max-Min Karar Verme Metodu

Bu kisimda, esnek matrisler ve islemlerini kullanarak olusturulmus esnek max-min

karar verme metodu ve onun bir uygulamasi verilecektir.

Tamm 3.3.1. ([30]) [a;;], [bik] € SMyxm iKi esnek matris olsun. [c;;] € SM, 5,2 Ve

nxm
kel={12,.. m}icin
L, ={l:3i,¢c; #0,(k—1)m <[ < km}

olsun. Bu durumda esnek max-min karar verme fonksiyonu M,,,,
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Mm: Sl\/lnxm2 - SMnxla Mm([cil]) = [manEI{tk}]
seklinde tanimlanir. Burada,
(= {rlrel},?{cil}’ L #9
O, Ik == (Z)
dir. Bu durumda, M,,([c;;]) siitun esnek matrisine max-min karar esnek matrisi

denir.

Tanmm 3.3.2. ([30]) U = {uy, uy, ..., u,} segeneklerin ciimlesi ve M,,([c;;]) = [d;1]
olsun. Bu durumda,
optq,,)(U) = {u;:u; € U, dy; = 13

climlesine U nun optimum ctimlesi denir.

Bu durumda esnek max-min karar fonksiyonu kullanilarak, asagidaki algoritmayla

esnek max-min karar verme metodu verilebilir:

Adim 1: Parametrelerin uygun alt ciimleleri secilir ve esnek ciimleler olusturulur.
Adim 2: Her bir esnek climleye karsilik gelen esnek matrisler olusturulur.

Adim 3: Bu esnek matrislerin verilen probleme gore en uygun ¢arpimi alinir.

Adim 4: Esnek max-min karar fonksiyonu kullanilarak max-min karar esnek matrisi
bulunur.

Adim 5: U nun optimum ciimlesi elde edilir.

Ornek 3.3.3. Bir doktora ogrencisi ile damigmani, &grencinin ders ddnemini
tamamlamas1 i¢in almasi gereken bir se¢meli dersi 5 ders arasindan belirlemek
istiyor. Se¢meli derslerin ciimlesi U = {uy, u,, U3, uy, us} olsun. Bu dersi belirlemek
icin kullanacaklar1 parametrelerin ciimlesi E = {eq,e;, €3,€4} olmak fiizere, bu
parametreler sirasiyla ‘igerigi uygun’, ‘devam zorunlulugu aranmayan’, ‘bilgisayar
uygulamasi olan’, ve ‘programi (Saati) uygun’ seklinde belirlensin.

Danigman ve 6grenci, esnek max-min karar verme metodunu kullanarak grencinin

ders doneminde almasi1 gereken en uygun dersi agsagidaki sekilde bulabilir:

Adim 1: 1lk olarak danisman ve dgrenci parametre ciimlesinden kendi parametrelerini
sirastyla A = {e1,e3,e4} Ve B ={ey,e3,e4} geklinde belirleyerek bu parametre

cimlelerine  gore  Fa = {(ey, {ug, u2}), (e3, {ug, uz, us}), (ey, U)}  ve  Fp =
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{(ez, {uy, us, ug, us}), (e, {ug, up, us}), (eq, {ug, uy, us})} esnek cimlelerini

olustururlar.

Adim 2: Bu esnek ciimlelere karsilik gelen esnek matrisleri sirasiyla

[1 0 1 1] [0 0 1 1]
[1 0 0 1] [0 1 1 1|
[aij]=|0 0 1 1|ve [bx]l=10 1 1 ol
001 |l0 10 1J|
00 01 0100
elde edilir.
Adim 3: Ve carpimi kullanilarak esnek matrislerin ¢arpimi
001 1000000T1T1O00O0 1 1
[0 11100 000000 O0T1 1 1|
[cu] = [aj]A[by]l=|0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 Of
[0000000001010101J
0000 0O0OOO0OOOO0UO0T1O00

seklinde elde edilir.

Adim 4: Bu ¢arpim esnek matrisi i¢in max-min karar fonksiyonu kullanilarak,
[9]
[1]

My ([ca]) = [dir] = {8‘
0

max-min karar esnek matrisi elde edilir.

Adim 5: Son olarak, [d;;] max-min karar esnek matrisinden U nun optimum ciimlesi
opt[a,1(U) = {u,}

elde edilir. Buradan da anlagilir ki 6grenci i¢in en uygun segmeli ders u, dir.
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4. ESNEK MATRISLERIN A-KOMPLEMENTI VE FARK
ISLEMLERI

Bu boliimde, esnek yapilarin gesitli alanlardaki uygulamalarina katki saglayan esnek
matrislerin A-komplementi ve ¢esitli fark islemleri tanitilacaktir. Ayrica, bu esnek
fark islemleriyle ilgili baz1 teorik sonuglar sunulacaktir.

Notasyon: F,, U tizerinde bir esnek climle olmak iizere F, ya karsilik gelen esnek

matris [Fy] ile gosterilecektir.

4.1. Esnek Matrisin A-Komplementi
Esnek ciimleler iizerinde tanimlanmis olan komplement kavrami [30] da esnek
matrislere aktarilmistir. Bu kisimda, esnek matrisler i¢in A-komplement kavrami

tanimlanacaktir.

Tamm 4.1.1. F,, U lizerinde bir esnek climle olsun. Bu durumda

u ), e €A
fi*E — P(U) dyle ki Ve; € E igin fACA(ej) = { \fA(eJ) €

Q): ej $ A
yaklagim fonksiyonu ile tanimlanan esnek ciimleye F,; esnek cilimlesinin A-

komplementi denir ve F,4 seklinde gosterilir.

Ornek 4.1.2. Farz edelim ki E = {ey,e,, 3,4, 65,4} parametrelerin ciimlesi,
U = {ug, Uy, us, uy} alternatiflerin ~ ctimlesi, A = {e;,e3,e4,65} CE Ve
Fy = {(eq,{uz, us, us}), (e3, d),(e4, U), (es, {us })} olsun. Bu durumda F, esnek
ciimlesinin komplementi ve A-komplementi sirasiyla

FX = {(81' {ul})' (821 U)' (83' U)' (84' Q)' (85' {qu us, U4}), (66r U)}
ve

EqCA = {(e1, {u1}), (e3,U), (€4, D), (€5, {uz, us, us})}

seklinde elde edilir.

Bir F, esnek ciimlesinin A-komplementine karsilik gelen esnek matris, [F4] esnek
matrisinin komplementine esit degildir. Simdi F, nin A-komplementine karsilik gelen

[F4] esnek matrisi i¢in A-komplement kavramini verelim.



Tanmm 4.13. ACE ={e:1<j<m}, I, ={j: ¢ € A} Ve [F4] = [a;;] € SMpxm
1-a;, jel
0, JE& Iy
matrisinin A-komplementi olarak isimlendirilir ve [c;;] = [a;;]4 seklinde gosterilir.

olsun. Eger ¢;; = { ise bu durumda [c;;] esnek matrisi [a;;] esnek

Ornek 4.1.4. Ornek 4.1.2 deki F, esnek ciimlesini diisiinelim. F, ya karsilik gelen

esnek matris

0 001 10
_ |1 001 0O
Fal=la1=11 9 0 1 0 o
10 01 00
dir. Bu durumda [F,] esnek matrisinin komplementi ve A-komplementi sirasiyla
111 0 01
0110 1 1
C — .16 =
FalP=lasl" =10 1 1 0 1 1
0110 11
ve
101 0 0 O
0 o1 0 10
CA — CqA —
Fal*=1ayl™ =10 o 1 0 1 o0
0 01 010
seklinde elde edilir.
Onerme 4.1.5. [F,], [Fg] € SMy, ., oOlsun,
i) ([Fa]*) = [Fa]
i) [0]4 = [1,]
i) [Fal A [Fa]® = [0]
V) [Fa] U [Fa]®4 = [14]
V) [Fal® D [Fp]® = ([Fa] U [Fg])4ne
vi)  [Fa]® € [Fa]°

Ispat: [F,] = [a;j] € SMpxm Ve [Fg] = [b;j] € SMyy, esnek matrislerini alalim.
) ([Fa]“4)“4 = [c;j] olsun. Tamim 4.1.3 ten, Vi € {1,2, ...,n} igin
_{1—(1—alj), ]EIA
Cij =

0, J &l
={aij, jEIA
0, Jjé&ly

yazabiliriz. Dolayisiyla [c;;] = [F4] elde edilir.
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i) [0]°4 = [c;;] olsun. Tanim 4.1.3 ten, Vi € {1,2, ..., n} igin

_{1—0, jEIL
Ul el

yazabiliriz. Dolayisiyla Tanim 3.1.4 den [c;;] = [1,] elde edilir.
iii)  [F4] 0 [F4]4 = [c;;] olsun. Tanim 3.2.3 ve Tanim 4.1.3 den, Vi € {1,2, ..., n}
i¢in
min{a;;, 1 —a;j}, j €I,
Cij = {min{aij, 0}, jély

_{O, JE Iy
o, jel,

=0
yazabiliriz. Dolayisiyla [c;;] = [0] elde edilir.
V) [F4] U [F4]°4 = [c;;] olsun. Tamim 3.2.4 ve Tanim 4.1.3 ten, Vi € {1,2, ...,n}

i¢in
max{a;;, 1 —a;j}, jE€I,
“ij = {max{0,0}, Jj &Iy
_ {1, JEI,
0, j&l,

yazabiliriz. Dolayisiyla Tanim 3.1.4 den [c;;] = [1,] elde edilir.
V) [F4)°A A\ [Fp]° = [c;j] ve ([F4] U [Fg])4n® = [d;;] olsun. Tamm 3.2.3,
Tanim 3.2.4 ve Tanim 4.1.3 ten, Vi € {1,2, ..., n} i¢in

(min{l —a;;,1—b;;}, j€linp

i min{1 — a;;, 0}, J € lag
g me{O,l - bij}' ] € IB\A
0, J € laup
_ {min{l —a;;, 1 = by}, j€lunp (4.1)
0, J € lans |
ve
g - {1 —max{a;j, bij}, J € lung
H 0, J € Isns
_ {min{l — Qij, 1- bij}; J € lanp (4.2)
0, j € lans |

yazabiliriz. Dolayisiyla (4.1) ve (4.2) den [¢;;] = [d;;] elde edilir.
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vi) [Fa]4 = [cij] ve [Fa]¢ =[d;j] olsun. Tanim 3.2.1 ve Tamim 4.1.3 ten,
Vi € {1,2,...,n} i¢in
1-— aij, ] € IA
Cij = { .
0, J &l
ve Vj € {1,2,..,m} igin d;; = 1 — a;; dir. Burada j & I, ise bu takdirde c;; = 0 ve
aym zamanda a;; =0 oldugundan d;; =1 dir. Dolayisiyla Tamm 3.1.5 den

[Cij] § [dlj] elde edilir.

4.2. Esnek Matrislerin Fark Islemleri

Bu kisimda, ilk olarak esnek matrisler i¢in esnek fark kavrami tanimlanacaktir. Daha
sonra esnek ciimleler ve esnek matrisler i¢in kisitlanmis fark, genisletilmis fark ve
zayif-genisletilmis fark islemleri tiiretilecektir.

Tamm 4.2.1. ([30]) [F4] = [ay;], [Fs] = [bij] € SMyxsm Olsun. Bu durumda Vi, j i¢in
¢;j = min{a;;, 1 — b;;} olmak {lizere [c;;] € SMy,y,, €snek matrisine [F,] ve [Fg]

matrislerinin esnek fark: denir ve [c;;] = [F4]\[Fg] seklinde gosterilir.

Ornek 4.2.2. Ornek 2.2.7 de verilen F, ve Fg esnek ciimlelerini goz oniine alalim.

Bu esnek climlelerinin esnek matrisleri sirastyla

1 0 1 1 1 0 0 1
1 0 1 0 1 0 0 O
[FA]=[aij]4-><4-= 0 0 1 0 4 [FB]=[bij]4x4= 1 0 0 1
0 0 1 1 0 0 0 O
dir. Bu durumda,
0 01 0
- 0 0 1 0
[aij]\[bij]= 0 0 1 0
0 0 1 1

elde edilir.
Onerme 4.2.3. ([30]) [F4], [Fg] € SM,,x:m, Olsun. Bu durumda

[FA]K[FB] = [Fa] N [Fg]°
dir.
Teorem 4.2.4. F, ve Fg, U iizerinde iki esnek climle olsun. Bu durumda

[Fal\[Fg] = [Fc] © Fe = Fu\Fp
dir.
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Ispat: [Fa] = [aj], [Fg] = [bij] € SMpxy,  olsun.  Tamm  4.2.1  den,

¢ij = min{a;;, 1 — b;;} olmak iizere [a;;]\[b;;] = [c;;] Yyazabiliriz. Bu durumda

Onerme 4.2.3 den [ai;j] 0 [b;;]¢ = [cij] = [F¢] dir. Dolayisiyla Onerme 2.2.5 den
[cijl =[Fc]l © Fc =Fy NFg§ = FAKFB

elde edilir.

Teorem 4.2.5. F,, Fp ve F, U lizerinde esnek climleler olsun.

i) [Fal\[Fa] = [0]

i) [Fa]\[0] = [Fa]

i) [Fa]\[1] = [0]

iv)  [1N\[Fa] = [Fa]°

v)  [0\[F4] = [0]

Vi) [Fa\[Fal = [Fa]

vii)  [Fal\[F3] = [Fs]\[Fa] © [Fa] = [Fs]

viii)  ([Fa\[Fs]) 1 [Fc] = ([Fal P [FeD\([F5] 1 [Fc])
iX)  [Fal D ([Fs]\[Fc]) = ([Fa] A [FsD\([Fal 1 [F])
X)  ([Eal\[FeD\[Fc] = ([Fa\[FeD\([Fs1\[FeD)

Ispat: [F,] = [a;;], [Fs] = [bij], [Fc] = [cij] € SMpxm Olsun. Bu durumda,

i) [F4]\[F4] = [d;;] olsun. Bu durumda Vi, i¢in d;; = min{a;;, 1 — a;;} = 0
dir. Dolayisiyla [d;;] = [0] elde edilir.

ii) [F,4]\[0] = [d;;] olsun. Bu durumda Vi, j i¢in d;; = min{a;;, 1} = a;; du.
Dolayisiyla [d;;] = [F4] elde edilir.

i) [Fa]\[1] = [d;;] olsun. Bu durumda Vi, i¢in d;; = min{a;j, 0} = 0 dur.
Dolayisiyla [d;;] = [0] elde edilir.

iv)  [1I\[Fa] = [d;;]olsun. Bu durumda Vi, j i¢in d;; = min{1,1 — a;;} = 1 — a;;
dir. Dolayisiyla [d;;] = [F,]° elde edilir.

v)  [0N

[Fa] = [d;;] olsun. Bu durumda Vi, i¢in d;; = min{0,1 — a;;} = 0 dur.
Dolayisiyla [d;;] = [0] elde edilir.

Vi) [Fa]\[Fa]¢ = [d;;] olsun. Bu durumda Vi, j i¢in d;; = min{a;;, a;;} = a;;

dir. Dolayisiyla [d;;] = [F,] elde edilir.
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vii) =t [di] = [Fa\[Fs] ve [ei;] = [FsI\[F4] olsun. [d;;] =][e;] ise bu
durumda V1, j i¢in
dij = min{aij, 1- bl]} = mm{bl], 1- aij} = €;j
dir. Bu ise Vi, j i¢in a;; = b;; olmasi ile miimkiindiir, yani [F,] = [Fg] dir.
&: Asikardir.
viii)  ([Fa\[Fs]) T [Fc] = [dyj] ve ([Fa] N [FeD\([F5] 1 [Fc]) = [ey;] olsun. Vi, j
icin
dij = mm{mm{au, 1-— bij}l Cij}

= min{min{a;j, ¢;;},1 — min{b;;, ¢;;}}

= eij
dir. Dolayisiyla [d;;] = [e;;] dir.
iX) (viii) in ispatina benzer sekilde ispatlanir.
X)) ((Fal\[FsD\[Fc] = [dij] ve ([FaN[FeDN([FsI\[Fc]) = [ei;] olsun. Vi, icin

dij = mln{mln{au, 1-— bij}l 1-— Cij}
= min{min{a;j, 1 — ¢;;},1 — min{b;;, 1 — ¢;;}}

dir. Dolayisiyla [d;;] = [e;;] dir.

Tanim 4.2.6. F, ve Fg, U iizerinde iki esnek climle olsun. Bu durumda

)N (U\fg(e)), e €B
f@kEHPWNMﬂMkw@y{g@NW\f@D ZZB

yaklasim fonksiyonu ile tanimlanan esnek ciimleye F, ve Fp esnek cilimlelerinin

kisitlanmus farks denir ve F,\, Fg seklinde gosterilir.

Onerme 4.2.7. F, ve Fg, U iizerinde iki esnek ciimle olsun. Bu durumda
F,\,Fz = F, A F;®

dir.

ispat: F,\, Fz = F, olsun. Bu durumda

fa(ej) N (U\fz(e)), e €B
fC(ej)z{Q)’ J J eng

yazabiliriz. Ayrica, F, N FBC B = Fp olsun. Tanim 4.1.1 den
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fa(e)) N (U\fz(e)), e €B
fD(ej)={®’ J j eng

yazabiliriz. Dolayisiyla Ve; € E icin fc(e;) = fp(e;) elde edilir. Boylelikle ispat
tamamlanir.

Tamm 4.2.8. [F4] = [a;}], [Fg] = [bij] € SMyxm Ve I = {j:e; € B} olsun. Bu
durumda Vi igin,

. {min{aij, 1-— bij}' ] € IB
4= o, j &l

olmak {izere [c;;] € SMy ., esnek matrisine [F,] ve [Fz] matrislerinin esnek

kisitlanms fark: denir ve [c;;] = [F4]\,[Fg] seklinde gosterilir.

Teorem 4.2.9. F, ve Fg, U iizerinde iki esnek climle olsun. Bu durumda

[Fa\r[F5] = [Fc] © Fc = Fa\,Fp
dir.

ispat: Tanim 4.2.6, Onerme 4.2.7 ve Tanmim 4.2.8 kullanilarak, Teorem 4.2.4 iin

ispatina benzer sekilde ispatlanabilir.

Teorem 4.2.10. Fy, Fp ve F, U iizerinde esnek ciimleler olsun.

i) [Fal\r [Fa] = [0]

i) [Fal\r[1a] = [0]

i) [UNA[Fa] = [Fal®

iv)  [0]\/[Fa] = [0]

v) [FaI\r [Fa]°4 = [F4]

vi) [Fa\+[Fs] = [Fs]\r[F4] & [Fa] = [Fs]
]

vii)  ([Fal\r[Fs]) A [Fe] = ([Fal B [FeDA
viii) [ \
[Fal\r[F5] € [Fa]\[F5]

Ispat: [F4] = [a;;], [Fg] = [byj], [Fc] = [cij] € SMpxm Olsun.

IX)

) [Fal\/[F4] = [d;;] olsun. Bu durumda Tamim 4.2.8 den, Vi € {1,2, ...,n} igin

min{aij,l—aij}, ] EIA
dij {

0, J &Iy
0
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yazabiliriz. Dolayisiyla [d;;] = [0] elde edilir.
ii) [F4]\+[14] = [d;;] olsun. Bu durumda Tanim 4.2.8 den, Vi € {1,2, ..., n} i¢in

d _{min{aij,l—l}, JE I,
Y=o, jel,

_{0, jEIL
—l0, jel

=0
yazabiliriz. Dolayisiyla [d;;] = [0] elde edilir.
11)) [1\/[Fa] = [d;;] olsun. Bu durumda Tanim 4.2.8 den, Vi € {1,2, ...,n} igin

mln{l,l - ai]-}, _] € IA
dij = {

o, jel,
_{1_aij; J €l
(o, j&l

yazabiliriz. Dolayisiyla [d;;] = [F,]“4 elde edilir.
iv) [01\,[F4] = [d;;] olsun. Bu durumda Tanim 4.2.8 den, Vi € {1,2,...,n} igin
d; = {7;11’71{0,1 - aij}, ] € ly

) J&1

=0

yazabiliriz. Dolayisiyla [d;;] = [0] elde edilir.
V) [F4]\r[Fa]°4 = [d;;] olsun. Bu durumda Tanim 4.2.8 den, Vi € {1,2, ...,n}
i¢cin

di: = {min{aij, aij}, ] € IA
ij —

0, Jj &Iy
:{aij, jEIA
0, Jj &l

yazabiliriz. Dolayisiyla [d;;] = [F,] elde edilir.
vi) =t [dy] = [Fal\;[Fs] = [Fs]\+[F4] = [h;;] olsun. Bu durumda
Vi € {1,2,...,n} igin

di: = {min{aij,l - bij}' ] € IA _ {mm{l - aij,bij}, ] € IB
4o, jel, o, jely

dir. Buise Vi,j i¢in a;; = b;j ve I = Iz olmasi ile miimkiindiir, yani [F,] = [Fg] dir.

= hy;

&: Asikardir.
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vii)  ([Fal\;[Fs]) A [Fc] = [dij] ve ([Fal D [FeD\-([F5] 0 [Fc]) = [hy;] olsun.
Bu durumda vi € {1,2, ...,n} igin

min{min{a;;, 1 — b;;},cij}, j € Ignc
3 i min{min{a;;,1 — b;;},0}, J € Ipc

g min{O, Cij}' ] € IC\B
0, J € Ipuc
_ {min{min{aij, 1—1b;},cij}, J € lgnc
0, J € Ipnc
_ {min{min{aij, ¢ijb1 —min{b;;, c;j}}, J € Ignc 43)
0, J & Ipnc '
ve
- {min{min{aij, ¢ijb1 —min{b;;, c;j}}, J € Ignc (4.4)
7o, J € Ipnc |

dir. Dolayisiyla (4.3) ve (4.4) den [d;;] = [hy;] elde edilir.

viil) - [Fal 0 ([Fs]\r[Fc]) = [dij] ve ([Fa] & [F])\r-([Fa] T [Fc]) = [Ryj] olsun.
Bu durumda vi € {1,2, ...,n} igin
o {min{aij,min{bij, 1- Cij}' ] (S IC

Y j el
_ {mi”{mi”{aiﬁ b}, min{a;;, 1 —c;;}}, Jj €l
Lo, j €l
_ {min{min{aij, b;ij},1 —min{a;;,cij}}, J €l (4.5)
0, i ¢l )
ve
h:: = {min{min{aij’ bl]};l - min{aij, Cij}}: ] (= IC (4 6)
Y 0, il .

dir. Dolayisiyla (4.5) ve (4.6) dan [d;;] = [h;;] elde edilir.
iX)  [Fal\;[Fs] = [di;] ve [F4]\[Fs] = [h;;] olsun. Vi € 1,2, ...,n icin,
min{aij,l—bij}, ] EIB
0, Jj&lg
ve Vl,] 1@11’1 hl] = min{aij,l - bU} dir. Egerj € IB ise bu takdirde dl] = h'l] dir.
Eger j & I ise bu takdirde d;; = 0 fakat a;; = 1 olmas1 durumunda h;; = 1 dir, yani

~

d;j < h;j dir. Dolayistyla Tanim 3.1.5 den [d;;] < [h;;] elde edilir.

Tanim 4.2.11. F, ve Fg, U lizerinde iki esnek ciimle olsun. Bu durumda
fais:E — P(U) dylekiVe; € E igin f45,_5(ej) = fa(e;) U (U\fp(e)))
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yaklasim fonksiyonu ile tanimlanan esnek ciimleye F, ve Fp esnek climlelerinin
genisletilmis farki denir ve F,\, Fy seklinde gosterilir.
Onerme 4.2.12. F, ve Fg, U iizerinde iki esnek ciimle olsun. Bu durumda
Fa\e Fg = F, UF§

dir.
Ispat: F,\; F3 = F olsun. Bu durumda Ve; € E igin

fe(ep) = fa(ej) U (U\fp(e)))
yazabiliriz. Ayrica, F;, U F§ = Fj, olsun. Tanim 4.1.1 den

fo(ej) = falep) U (U\fp(e)))
yazabiliriz. Dolayisiyla Ve; € E icin fc(e;) = fp(e;) elde edilir. Boylelikle ispat
tamamlanir.
Tamm 4.2.13. [F,] = [a;;] ve [Fg] = [bij] € SMyxpm Olsun. Bu durumda Vi, j i¢in

¢;j = max{a;;, 1 — by}

olmak {izere [c;;] € SMy ., esnek matrisine [F,] ve [Fz] matrislerinin esnek

genisletilmis farki denir ve [c¢;;] = [Fa]\c[Fs] seklinde gosterilir.

Teorem 4.2.14. F, ve Gg, U lizerinde iki esnek ciimle olsun. Bu durumda

[Fal\e[F3] = [Fc] © Fc = Fa\cF3
dir.

Ispat: Tanim 4.2.11, Onerme 4.2.12 ve Tanim 4.2.13 kullanilarak Teorem 4.2.4 iin

ispatina benzer sekilde ispatlanabilir.

Teorem 4.2.15. F,, Fp ve F, U iizerinde esnek ciimleler olsun.

i) [FA]KE[FA] =[1]
i) [F\e[0] = [1]
i) [Fal\e[1] = [F4]
iv)  [1\c[Fa] = [1]
v) [01\e[F4] = [F4l°
Vi) [Fal\e[Fal® = [F4l

\
vii)  ([Fal\e[Fs])¢ = [Fz]\[Fa]
viii)  [Fal\e[Fs] = [Fz]\c[Fal © [Fa] = [F5]
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iX) ([Fal\e[Fz]) U [Fc] = ([Fal O [HcD\e([F5] T [FeD)
X) [Fa] O ([Fs]\e[Fc]) = ([Fal U [Fs])\e([Fa] T [FcD)
i)  ([Fal\e[FsD\e[Fcl = ([Fal\e[FeD\e ([Fs1\[Fc])

Ispat: Teorem 4.2.5 in ispatina benzer sekilde gosterilebilir.

Tanim 4.2.16. F, ve Fg, U lizerinde iki esnek ciimle olsun. Bu durumda

- U\fz(e;), e €EB
fas, 5 E — PU) dyle ki f 5 p(e) = {fjgu (V&) 2 Z B

yaklagim fonksiyonu ile tanimlanan esnek ciimleye F, ve Fp esnek ciimlelerinin

zayif-genisletilmis farki denir ve F,\,, Fp seklinde gosterilir.

Onerme 4.2.17. F, ve Fg, U iizerinde iki esnek ciimle olsun. Bu durumda
F,\, Fs = F, UF,*?
dir.

ispat: F,\,, Fz = F, olsun. Bu durumda

fae)) U (UNfs(e), & € B
fc(ej)={fA(e;), " 5

yazabiliriz. Ayrica, F, U FBC B = F}, olsun. Tanim 4.1.1 den

fae) U (U\f(e), & €B
fD<e,-)={fA(ej,)’ e

yazabiliriz. Dolayisiyla Ve € E icgin fc(e;) = fp(e;) elde edilir. Boylelikle ispat
tamamlanir.
Tamm 4.2.18. [F4] = [a;j], [Fs] = [bij] € SMypyxm Ve Iz ={j:e; € B} olsun. Bu
durumda, Vi igin
_ {max{aij, 1—-b;}, JjE€lg

aij, J €l1p
olmak lizere [c;;] € SMy, ., €Snek matrisine [F,] ve [Fg] matrislerinin esnek zayuf-

genisletilmis farki denir ve [c;;] = [F4]\w[Fz] seklinde gosterilir.

Teorem 4.2.19. F, ve Fyg, U lizerinde iki esnek ciimle olsun. Bu durumda

[Fal\w[Fz] = [Fc] © Fc = Fa\\, Fg
dir.
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ispat: Tanim 4.2.16, Onerme 4.2.17 ve Tanim 4.2.18 kullanilarak, Teorem 4.2.4 nin

ispatina benzer sekilde ispatlanabilir.

Teorem 4.2.20. Fy, Fp ve F, U iizerinde esnek ciimleler olsun.

i) [Fal\wlFal = [1a]

i) [Fal\wllal = [F4]

i) [1\w[Fa] = [1]

iv)  [O]\w[Fa] = [Fa]*

v) [Fal\w[Fa]4 = [F4]

vi) [Fal\w[Fs] = [Fe1\w[Fa] © [Fa] = [F5]

Vi) ([Fal\w[Fs]) U [Fc] = ([Fa] U [FeD\w ([F5] T [Fc])
viii)  [Fa] U ([Fs]\wlFcD) = ([Fal U [FsD)\w ([Fa] T [Fc])
iX)  [Fal\w[Fs] € [Fa]\e[Fs]

Ispat: Teorem 4.2.5 ve Teorem 4.2.10 un ispatina benzer sekilde gosterilebilir.

4.3. Esnek Fark Max-Satir Karar Verme Metodu

Bu kisimda, ilk olarak esnek max-satir karar fonksiyonu tanimlanacaktir. Daha sonra,
pozitif fark max-satir esnek matrisi ve negatif fark max-satir esnek matrisi
kavramlari tanitilacak ve bu kavramlardan yararlanilarak pozitif karar esnek matrisi
ve negatif karar esnek matrisi tanimlar1 verilecektir. Ayrica, parametrelere gore biri
olumlu alternatifleri digeri olumsuz alternatifleri belirleyen iki karar vericinin
optimum alternatifi segmesini saglayan esnek fark max-satir karar verme metodu

(EFMSKM) olusturulacaktir.

Tamm 4.3.1. [a;;] € SM,,»,, bir esnek matris olsun. Bu durumda M, ile gdsterilen
esnek max-satir karar fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir:
M, 2 SMyym — SMpxq, Mr([aij]) = [ci1]

oylekic;;y = max {a;;}dir.
Y 1 je{1,2,...,m}{ 3
Burada, [c;;] matrisine [a;;] matrisinin max-sazir esnek matrisi denir.

Ornek 4.3.2. U = {uq, Uy, Uz, Uy, Us, Ug} alternatiflerin ciimlesi,

E = {ej,e5,€3,€4,€5} parametrelerin ciimlesi ve A = {e;, e3,¢e4,e5} C E olsun.
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Kabul edelim ki Fy = {(ey, {uq, us}), (e3, {ug, us, ug, us}), (eq, {u1}), (es, {uz, us})}

seklinde bir esnek climle olsun. Bu durumda, F, esnek ciimlesinin esnek matrisi

[01110]

000 0 1
_|00100|
il =1o 0 1 0 o

01 1 0

!
0 00 0O
seklinde elde edilir. O halde, [a;;] matrisinin max-satir esnek matrisi

N

[ci1] = My ([a;j])

O RR Rk
e———— ———

I
N
=

I

|
dir.

Tamm 4.3.3. U = {uy, uy, ..., u, } evrensel ciimle, E = {e4, e,, ..., e;, } parametrelerin

climlesi ve [a;;] € SM;, ., bir esnek matris olsun. Bu durumda,

a) a;; = 1 olmasi u; alternatifinin e; parametresini sagladig1 anlamina geliyorsa [a;;]

esnek matrisi olumlu (lehte) esnek matris olarak isimlendirilir.

b) a;; =1 olmast u; alternatifinin e; parametresini saglamadifi veya e;
parametresinin degilini sagladigi anlamina geliyorsa [a;;] esnek matrisi olumsuz

(aleyhte) esnek matris olarak isimlendirilir.

Tamim 4.3.4. [¢;;] € SM, ., esnek matrisi olumlu esnek matrislerin kesisimi (veya
birlesimi) ve [d;;] € SMyy,, esnek matrisi de olumsuz esnek matrislerin kesisimi

(veya birlesimi) olsun. Bu durumda,

a) [en] = Mr([cij]i[dij]) esnek matrisi pozitif fark max-satir esnek matrisi,
[fi1] = Mr([dij]i[cij]) esnek matrisi de negatif fark max-satir esnek matrisi olarak
isimlendirilir. Burada, \ isleminin yerine \,, \; ve \,, islemleri de almabilir.

b) [9i1] = [ei1]\[fi1] esnek matrisi pozitif karar esnek matrisi, [hi1] = [fi1]\[ei1]

esnek matrisi de negatif karar esnek matrisi olarak isimlendirilir.
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Tamim 4.3.5. U = {uy, uy, ..., u, } evrensel ciimle, E = {ey, e,, ..., e, } parametrelerin
climlesi olmak lizere [g;;] € SM,,x; pozitif karar esnek matrisini ve [h;;] € SM,»;

negatif karar esnek matrisini goz oniine alalim. Bu durumda,

a) opt(U) ={u; : u; € U, g;; = 1} climlesine U ciimlesinin bir optimum ciimlesi

denir.

b) sub-opt(U) = {u; : u; € U, g;; = hj; = 0} ciimlesine U climlesinin bir alt-

optimum cilimlesi denir.

c) non-opt(U) = {u; : u; € U, hj; = 1} climlesine U cilimlesinin bir non-optimum

cumlesi denir.

Bu tanimlardan yararlanilarak, bir evrensel ciimleden parametrelere gére hem en
uygun nesneyi hem de uygun olmayan nesneyi belirlemek i¢in kullanilabilecek esnek
fark max-satir karar verme metodunun (EFMSKM) algoritmasi asagidaki gibi

verilebilir:

Adim 1: Karar vericiler parametre climlesinden kendi parametrelerini segerek esnek
ciimlelerini olusturur.

Adim 2: Esnek ciimlelere karsilik gelen esnek matrisler olusturulur.

Adim 3: Karar verme problemine gore N veya U islemlerinden herhangi biri
kullanilarak olumlu (lehte) esnek matrisler ve olumsuz (aleyhte) esnek matrisler elde
edilir.

Adim 4: Karar verme problemine gore \,\,.\; veya \,, islemlerinden herhangi biri
kullanilarak pozitif fark max-satir esnek matrisi ve negatif fark max-satir esnek
matrisi elde edilir.

Adim 5: Pozitif karar esnek matrisi [g;;] ve negatif karar esnek matrisi [h;;]
bulunur.

Adim 6: U nun bir optimum cilimlesi (eger optimum ciimlesi bos ise alt-optimum

climlesi) ve bir non-optimum ctimlesi bulunur.

Simdi esnek zayif-genisletilmis fark \,, islemini kullanarak esnek fark max-satir

karar verme metodunun bir uygulamasini sunalim.

Ornek 4.3.6. Kabul edelim ki bir sirket bos bir pozisyon icin basvuran 6 adaydan

birini ise almak istiyor. Basvuran adaylarin climlesi U = {u4, u,, U3, Uy, Us, Ug} Ve bu
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adaylarda aranan kriterlerin climlesi E = {e;,e,, e3,€4,€5,64} oOlsun. Burada, e;
parametresi i = 1,2,3,4,5 i¢in sirasiyla ‘geng’, ‘deneyimli’, ‘iyi bir referansa sahip’,
‘iyi derecede bilgisayar kullanabilme’ ve ‘en az iki yabanci dil konusabilme’
anlamia gelir. Sirket bu adaylardan belirlenen kriterler altinda bos pozisyon igin en
uygun adayin ve uygun olmayan adaym belirlenmesi i¢in ii¢ karar verici
gorevlendiriyor. Karar vericilerden birinci ve ikincisi bu kriterleri saglayan adaylari,
ticiinciisi ise kriterleri saglamayan adaylar1 belirliyor.

Karar vericiler sirketin belirledigi kriterlerden kendi kriterlerini se¢tiginde esnek fark
max-satir karar verme algoritmasinin adimlari izlenerek bos pozisyon i¢in en uygun

aday ve ayni zamanda uygun olmayan aday asagidaki gibi bulunabilir:

Adim 1: Karar vericiler kriterlerini sirasiyla A = {e;,e5,e3,€4}, B=E ve C =
{e,, e3, e,} seklinde belirleyerek, asagidaki esnek climleleri olustururlar.

Fy = {(eq, {ug, uz, us, ue}), (e, {ur, uy, us, ue}), (e3, {uz, us, ue}), (€4, {uz, ug, ugH},
Fg = {(e1, {uz, us, ue}), (€2, {uy, us, uy, ue}), (€3, {2, us, ug}), (€4, U), (€5, {uz})},

FC = {(627 {uZI U3, Uy, uS}): (831 {ulr uS})r (65' {ulr us, uS})}

Adim 2: Bu esnek climlelere karsilik gelen esnek matrisler sirastyla

[1 1 00 0] 0 1.0 1 0 [0 0 1 1 0]

1 0 1 1 O| [1 0 1 1 1} |0 1 0 0 0|

_10 01 0 O 1101110 110 1.0 10

la;j] 0 1.0 1 of i) 01 0 10 ve [ei] 01 0 0 O

1 1 0 0 O 1 0 0 1 0 0 1.1 1 0

1 1 1 10 1 11 10 0 0 00O
seklinde elde edilir.

Adim 3: Birinci ve ikinci karar vericiler kriterleri saglayan adaylar belirlediginden

bu karar vericilerin matrislerinin kesisiminden olusan

010 00

[1 01 1 0

~ 0 01 0 O
0 0 O

)
11 1 10

matrisi olumlu (lehte) esnek matris, tg¢ilincii karar verici kriterleri saglamayan
adaylar1 belirlediginden bu karar vericinin matrisi [c;;] olumsuz (aleyhte) esnek

matristir.
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Adim 4: Esnek zayif-genisletilmis fark \,, islemini kullanilarak pozitif fark max-satir

esnek matrisi [e;;] ve negatif fark max-satir esnek matrisi [f;;] asagidaki gibi elde
edilir:

[11

[ell M ([al]]\w[ 11]) _'

llJ

Adim 5: Bu durumda, esnek pozitif karar esnek matrisi ve negatif karar esnek matrisi

1]
I%I
ve [fia] = My ([bij]\w]ai;]) |1J
1

9] [9]

o] o]

[9i1] = [ea\[fia] = |O|Ve[ i) = [fiul\lei] = ioi
1

l1J lOJ

dir.
Adim 6: Son olarak, [g;;] pozitif karar esnek matrisinden U nun optimum ciimlesi
opt(U) = {ue}

ve [h;1] negatif karar esnek matrisinden U nun non-optimum ciimlesi

non-opt(U) = {us}
elde edilir. Buradan da anlagilir ki sirketin bos pozisyonu i¢in en uygun aday ug Ve
uygun olmayan veya en son segilebilecek aday ise ug tir. Yani, eger sirket bes kisi
ise almak isterse bu kisiler u,, u,, usz, uy, ug olmalidir.
Bu 6rnekte, esnek zayif-genisletilmis fark \,, islemi yerine esnek kisitlanmus fark \,
islemi kullanilsaydi opt(U) = {us, ue} seklinde elde edilirdi. Eger iki kisi se¢ilmek
istenseydi bu fark islemi kullanmak daha uygun olurdu. Fakat yukaridaki karar
probleminde bos pozisyon igin bir kisinin se¢ilmesi istendiginden esnek zayif-
genisletilmis fark islemi daha kullanishidir. Sonug olarak sodyleyebiliriz ki karar
problemine ve istenen sonuca gore sunulan fark islemlerinden herhangi biri

digerlerinden daha kullanish olabilir.
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5. INDIRGENMIS ESNEK MATRIS VE ESNEK DAGILMALI
MAX-MIN KARAR VERME METODU

Bu boliimde, esnek matrislerin bir indirgemesi olan indirgenmis esnek matris
kavrami tanimlanacaktir. Ayrica, indirgenmis esnek matrislerin islemleri ve onlarin
cebirsel yapilar arastirilacaktir. Bu islemlerden yararlanarak esnek max-min karar
verme metodundaki bazi eksik yonleri tamamlayan yeni bir karar verme metodu

sunulacaktir.

5.1. Indirgenmis Esnek Matris

Bu kisimda, bir esnek ciimleyi olusturan parametre climlesi goz Oniine alinarak
tanimlanan indirgenmis esnek matris kavrami verilecektir.

Tammm 5.1.1. U = {uq,u,,...,u,} seceneklerin (alternatiflerin) ciimlesi, E =
{e1, ey, ..., e} parametrelerin ciimlesi, A € E ve F4, U iizerinde bir esnek climle
olsun. Vi, p i¢in

(L, ey €Aveu; € fo(ep)
Yip = {0, e, € Aveu; & fa(ep)

olmak tzere

a1 Qimy
[aip]nxm1 =[ : : ]

an1 = Aum,
matrisine U lizerinde F, esnek cilimlesinin bir indirgenmis esnek matrisi denir.

Burada m, A ciimlesinin eleman sayis1 ve 1 < m; < m dir.

U, E, A climlelerinin eleman sayilar sirasiyla n, m, m, ve ayrica F,, U lizerinde bir
esnek ciimle olsun. e, € A iken fy(e,) =@ oldugundan, E\A ciimlesindeki
parametreleri eleyerek F, esnek ciimlesine karsilik gelen n X m; tipinde esnek

matrisi olusturabiliriz.

Eger A = E ise bu durumda F, esnek ctimlesine karsilik gelen esnek matris, F, esnek

climlesinin indirgenmis esnek matrisi ile aynidir.

Ornek 5.1.2. Omek 2.1.2 de verilen F, esnek ciimlesini gdz oniine alalim. Bu

durumda, F4 esnek climlesinin indirgenmis esnek matrisi



[1 0 0 0'|
|1 1 0 1|
[aip]5><4 = |0 1.0 Ol
01 00
ll 0 0 OJ

elde edilir.

5.2. Indirgenmis Esnek Matrislerin Genellestirilmis Carpimlar:

Esnek matrisler i¢in tanimlanmis Ve, Veya, Ve-Degil ve Veya-Degil carpimlari,
indirgenmis esnek matrisler farkli tipte olabileceginden bu matrisler igin
kullanilamaz. Bu kisimda, hem esnek matrisler hem de indirgenmis esnek matrisler
icin kullanilabilecek genellestirilmis Ve, Veya, Ve-Degil ve Veya-Degil carpimlari
tanimlanacaktir. Ayrica, li¢ veya daha fazla esnek matris i¢in Ve, Veya, Ve-Degil ve
Veya-Degil carpimlar1 kullanilamazken genellestirilmis c¢arpim islemleriyle bu
eksiklik giderilmis olacaktir.

Fy,Fg € S(U) ve F4; ve Fg esnek climlelerine karsilik gelen indirgenmis esnek

matrisler sirasiyla [a;,] ve [b;,] olsun.
Tamm 5.2.1. [a;,] € SMy i, VE [bir] € SMy s, 0lsUN.
a) [a;,] Ve [b;,] esnek matrislerinin genellestirilmis Ve garpimi (A )
A SMTlel X SMTleZ — SMnXm1m2
[aip], [bir] — [@ip] A [bir] = [cis]
seklinde tanimlanir. Burada c¢;; = min{a;p, b;} Oyle ki a, s < am, sartin1 saglayan
en kii¢iik pozitif tam say1 olmak lizere p = a, s = (¢ — 1)m, + r dir.
b) [a;y] Ve [b;] esnek matrislerinin genellestirilmis Veya garpimi (V)
Y: SMnXm1 X SMnsz — SMTle1m2
[aip]v [bir] — [aip] Y [bir] = [cis]
seklinde tanimlamir. Burada ¢;; = max{a;,, b} Oyle ki a, s < am, sartin1 saglayan
en kiiglik pozitif tam say1 olmak tizere p = a, s = (a — 1)m, + r dir.
¢) [aip] Ve [b;] esnek matrislerinin genellestirilmis Ve-Degil garpimi (A )
A SMnxm1 X SMnxmz - SMnxm1m2

[aip], [bir] = [aip] A [bir] = [cis]
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seklinde tanimlanir. Burada c¢;s = min{a;,1 — b;;} Oyle ki a, s < am;, sartimi
saglayan en kiigiik pozitif tam say1 olmak lizere p = a, s = (@ — 1)m, + r dir.

d) [aip] Ve [b;] esnek matrislerinin genellestirilmis Veya-Degil garpimi (Y )

Y SMysm, X SMyyxm, — SMyxm,m,
[aip]v [bir] — [aip] Y [bir] = [cis]

seklinde tamimlanir. Burada c;3 = max{a;,,1 — b;-} Oyle ki a, s < am, sartim1
saglayan en kiigiik pozitif tam say1 olmak tizere p = a, s = (@ — 1)m, + r dir.
Ornek 5.2.2. Ornek 2.2.7 de verilen F, ve Fy esnek ciimlelerini géz 6niine alalim. F,

ve Fp esnek climlelerinin indirgenmis esnek matrisleri sirasiyla

1 1 1 1 1
1 1 0
[aip]4x3 = 0 % 8 Ve [bir]axz = [1 1]
0 1 1 0 0
seklindedir. Bu durumda, bu indirgenmis esnek matrislerin genellestirilmis Ve
carpimlari
11 11 1 1
— _11 01 0 0 O
[Cis] = [aip] A [bir] - 0 01 1 0 0
0 00 0 0O

seklinde elde edilir. Buradan, agiktir ki [c;s] esnek matrisinin tipi 4 x 6 dir.

Not: Genelde, indirgenmis esnek matrislerin genellestirilmis ¢arpimlar1 degismeli

(komiitatif) degildir.

Ornek 5.2.3. Ornek 5.2.2 deki [a;,], [bi] Ve [cis] esnek matrislerini gdz oniine

alalim. Bu durumda,

1 1 1 1 1 1

~ 11100 0 0
[die] = D] A la]l =g 1 0 0 1 o
0O 0 0 OO O

elde edilir. Buradan goriiliir ki [¢;5] # [d;¢] dir.

Onerme 5.2.4. [a;,] € SMyym, Ve [by] € SMyyy, iki indirgenmis esnek matris
olsun. Bu durumda genellestirilmis ¢arpimlar i¢in asagidaki De-Morgan kurallari

saglanir:

i) ([ap] A [bir D€ = ([aipD Y ([bir )
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i) ([ap] A [birD = ([ap DY ([bir]D®
iv)  (laply
Ispat: i) [a;,] € SMyxm, Ve [bi] € SMyym, iki indirgenmis esnek matris olmak
uzere [cis] = ([aip] A [bir])© Ve [dis] = ([apD Y ([birDC olsun. [c;5] ve [ds]
matrislerinin tipi n X my;m, ve Vi, p,r igin
Cis=1-— min{aip,bl-r} = max{l —Qjp, 1 — bir} = d;q
oldugundan, [c;s] = [d;s] dir.
i), iii) ve iv) {in ispat1 benzer sekilde yapilabilir.
Teorem 5.2.5. Tanim 5.2.1 a), b), ¢), d) de verilen ¢arpimlar sirasiyla Tanim 3.2.5 a),

b), ¢), d) de verilen carpimlarin genellestirmeleridir.

Ispat: [aip] € SMpyxm, Ve [bir] € SMyyqm,iki indirgenmis esnek matris olsun. Eger
my = my, =m, yani [a;,], [bir] € SMyxm seklinde iki esnek matris ise bu takdirde
Tamm 521 a) dan [ci] = [ajp] A [biy] € SMpymz Oyle ki p=a ve
s = (a — 1)m + r yazabiliriz. Ayrica, Tanim 3.2.5 a) dan da [c;s] = [a;,] A [bir]
oyle ki s = (p — 1)m + r yazabiliriz. Dolayisiyla Tanim 5.2.1 a) da tanimlanan
carpim Tanim 3.2.5 a) tanimlanan ¢arpimin bir genellestirmesidir. Benzer sekilde

esnek matrislerin diger ¢carpimlari i¢in de genellestirmeler gosterilebilir.

Teorem 5.2.6. Genellestirilmis Ve c¢arpim islemi birlesmelidir, yani
[aip] € SMpxm,, [bir] € SMyyxm, V€ [Ciqg] € SMyym,indirgenmis esnek matrisler
olmak tizere,
(lagp] A [Br]) A [eiq] = [ap] A ([bir] A [eig])

dir.

Ispat: Kabul edelim ki [a;,] € SMyxm,. [bir] € SMpsm, Ve [cig] € SMyxm,
indirgenmis esnek matrisler olsun. Bu durumda Tanmim 5.2.1 a) dan
[aip] A [bir] = [dis] € SMypxm,m, yazilabilir, 6yle ki d;; = min{a;, b;y} Ve ay,
s < aym, sartin1 - saglayan en kiigilk pozitif tam sayr olmak {izere p = ay,

s=(a;—1)my+r dir. Benzer sekilde [di] A [ciq] = [€it] € SMpxm,myms,
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yazilabilir, dyle ki e;; = min{d;,, ¢;q} Ve @,, t < aymg sartim saglayan en kiigiik
pozitif tam say1 olmak {izere s = a5, t = (@, — 1)m3 + q dur. Bu durumda,
t=(a;—1Dmz+q
=(—-Dmz+gq
= ((a1 —1my+1r— 1)m3 +q
= ((ay — Dmyms + (r — 1)ms + q
=((p—Dmymz+ (r—mz + ¢ (5.1)
elde edilir.
Aym sekilde, Tanim 5.2.1 @) dan [b;-] A [¢iq] = [fiv] € SMpxm,m,Yazilabilir, dyle ki
fiv = min{b;, ciq} V€ az, v < azmg sartim saglayan en kiiciik pozitif tam sayi
olmak iizere r = a3, v = (az—1)mz+q dur. Benzer sekilde [a;,] A [fin] =
[giw] € SMyxm, mymsg yazilabilir, oyle ki = g;, = min{a;, fiy} Ve ay,
w < ay,m,ms sartim1 saglayan en kiiclik pozitif tam sayr olmak iizere p = ay,
w = (a4 — 1)mym; + v dir. Bu durumda,
w=(a,—1Dmymz+v
= (ay — Dmymsz + (a3 — Dmz + q
=((p—Dmymz+ (r—1mz +4 (5.2)
elde edilir. min{min{aip, bir} ciq} = min{a;,, min{b;y, ¢;q}} olup (5.1) ve (5.2) den
[eit] = [giw] elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanir.
Teorem 5.2.7. Genellestirilmis Veya c¢arpim islemi birlesmelidir, yani
[aip] € SMpxm,, [bir] € SMyyxm, V€ [Ciqg] € SMyym,indirgenmis esnek matrisler

olmak tizere,

([aip] Y [bir]D Y [ciq] = [aip] Y ([bir] Y [€iq])
dir.

Ispat: Teorem 5.2.6 nin ispatina benzer sekilde ispatlanabilir.

Genellestirilmis Ve-Degil carpimi ve genellestirilmis Veya-Degil ¢arpimi birlesmeli

degildir. Simdi bu durumu gostermek i¢in bir 6rnek verelim:

Ornek 528  Kabul edelim ki [a;] € SMays, [by] € SMay, Ve

[ciq] € SM3y indirgenmis esnek matrisleri
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[aip]=l0 1 0]’[bir]=[

0 1
1 0

1 0

o o

o O O

[EEN

1
0

—
<

D

—

Rl

~

—_—

Il
—
_ o O
—

1
0
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1
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0
0
0
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0
0
1

—_

0
0

0
0
1

0 0 1
seklinde verilsin. Bu durumda,
1
([aip] A [bir]) A [ciq] = [8
ve
1
[ap] A ([bir] A [cig]) = |0
0
oldugundan ([aip] A [bl‘r]) A [Ciq] * [al-p] A ([b”-] A [Ciq]) elde edilir.
Benzer sekilde,
1
([aip] Y [bir]) Y [Ciq] = [(1)
ve
1
[aip] ¥ ([bir] ¥ [cig]) = 8

OldUgundan ([aip] X [bir]) X [Ciq] * [aip] X ([bir] X [Ciq

1

0

(SRR

e

1

0
0
1

) elde edilir.

Onerme 5.2.9. i) Genellestirilmis Ve ¢arpim islemine gore [1],x; esnek matrisi

SM(U) nun bir birim elemanidir.

i) Genellestirilmis Veya ¢arpim islemine gore [0],x; esnek matrisi SM(U) nun bir

birim elemanidir.

Ispat: i) [aip] € SMyyp, indirgenmis bir esnek matris ve [cip] = [@jp] A [1]nx1

olsun. [c;,] indirgenmis esnek matrisinin tipi n X m; Ve ¢, = min{aip, 1} =aq;

oldugundan [c;,] = [a;,] elde edilir.

i) Benzer sekilde ispatlanabilir.

p

Teorem 5.2.10. i) Genellestirilmis Ve carpim islemine gére SM (U) bir monoiddir.

i) Genellestirilmis Veya carpim islemine gére SM (U) bir monoiddir.

Ispat: Teorem 5.2.6, Teorem 5.2.7 ve Onerme 5.2.9 dan ispat agiktir.
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5.3. Esnek Dagilmalh Max-Min Karar Verme Metodu

Bu kisimda, indirgenmis esnek matrisler, matris islemleri ve esnek dagilmali max-
min karar fonksiyonu kullanilarak esnek dagilmali max-min karar verme metodu
(EDMmKM) olarak isimlendirilen yeni bir karar verme metodu olusturulacaktir. Bu
metot ile verilen alternatiflerden parametrelere gére en uygun (optimum) alternatif

veya alternatiflerin segilebilecegi bir 6rnekle gosterilecektir.

Genellestirilmis ¢arpimlar degismeli olmadigindan parametreler soldan ve sagdan
birbiri iizerine dagildiginda farkli esnek matrisler elde edilir. Simdi bu matrisler
kullanilarak elde edilen esnek sol-dagilmali max-min ve esnek sag-dagilmali max-

min karar fonksiyonlarini tanimlayalim.

Tamm 5.3.1. 3) [c;5] € SMyxm,m, V€ k € 1 = {1,2, ..., my} igin,
I, ={s:3iiginc;; #0,(k —1)m, <s < km,}
olsun. Bu durumda esnek sol-dagi/mali max-min karar verme fonksiyonu D, f,
Dif = SMysmym, — SMux1, Dif ([eis]) = [maxie{li}]

seklinde tanimlanir. Burada,

. {?él;z{cis}' L #9

0, I, =0

dir. [fi1] = Dif ([cis]) tek stitunlu esnek matrise sol-dagiimali max-min karar esnek

matrisi denir.

b) [dit] € SMpxm,m, Vel € ] = {1,2, ..., m,} icin,
]l = {t i 1(;1n dit * 0, (l - 1)m1 <t< lml}
olsun. Bu durumda esnek sag-dagilmali max-min karar verme fonksiyonu D, f,
Drf : SMnxm2m1 - SMnxla Drf([dit]) = [maxlej{rl}]
seklinde tanimlanir. Burada,
min{d;}, =0
rl:{teh{ lt} ]l
01 ]l = ®
dir. [gi1] = D-f ([d;¢]) tek siitunlu esnek matrise sag-dagilmalr max-min karar esnek

matrisi denir.

c) Df:SMyyxq X SMpxq — SMyx1, Df([ful [9:]) = [f] U [gi1] = [hi1]
fonksiyonuna esnek dagilmali max-min karar fonksiyonu denir. Burada
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[fir] = Dif (leisD), [9ia] = Drf([dic]) ve Vi € {1,2,...,n} igin hyy = max{fi1, i1}
dir. Ayrica, [h;;] esnek matrisine dagilmali max-min karar esnek matrisi denir.

Bu tanimlardaki [c;,] Ve [d;;] matrisleri asagidaki gibi se¢ilmelidir:
Eger [c;s] = [aip] A [bir] ise budurumda [d; ] = [bi] A [a;,] dir.
Eger [c;s] = [aip] V [bir] ise bu durumda [d; ] = [bi] Y [a;,] dir.
Eger [c;s] = [aip] A [bir] ise bu durumda [d;] = [bir]¢ A [a]€ dir.
Eger [c;s] = [ai,] Y [bir] ise bu durumda [d;] = [bi]€ Y [ai,]€ dir.

Tanmm 5.3.2. U = {uy,uy, ..., u,} segeneklerin ciimlesi ve [fi1] = D;f([cis]),
[9i1] = Drf (Idic]) olmak iizere Df ([fi1], [gi1]) = [hi1] olsun. Bu durumda,
optin,,1(U) = {u; s u; € U, hyy =13

climlesine U nun optimum ctimlesi denir.

Esnek dagilmali max-min karar fonksiyonu kullanilarak, asagidaki algoritmayla

esnek dagilmali max-min karar verme metodu (EDMmKM) verilebilir:

Adim 1: Parametrelerin uygun alt climleleri secilir ve esnek ciimleler olusturulur.
Adim 2: Her bir esnek ciimleye karsilik gelen indirgenmis esnek matrisler
olusturulur.

Adim 3: Bu indirgenmis esnek matrislerin verilen probleme goére en uygun
genellestirilmis ¢arpimi alinarak [c;s] ve [d;;] matrisleri elde edilir.

Adim 4. Esnek dagilmali max-min karar fonksiyonu kullanilarak dagilmali max-min
karar esnek matrisi bulunur.

Adim 5: U nun optimum ciimlesi elde edilir.

Tanim 5.3.1 de ‘min’ ve ‘max’ ifadelerinin yerlerini degistirirsek esnek dagilmali
min-max karar verme metodunu (EDmMKM), ‘max’ ifadesinin yerine ‘min’
ifadesini alirsak esnek dagilmali min-min karar verme metodunu (EDmmKM), ‘min’
ifadesinin yerine ‘max’ ifadesini alirsak esnek dagilmali max-max karar verme

metodunu (EDMMKM) elde ederiz.

Simdi genellestirilmis Ve ¢arpim islemini kullanarak esnek dagilmali max-min karar

verme metodunun bir uygulamasini verelim:

Ornek 5.3.3. Kabul edelim ki Bay ve Bayan X yaz tatili i¢in herhangi bir iilkeye

gitmek istiyorlar ve bunun i¢in bu tarz tatilleri organize eden bir tatil acentesine
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basvuruyorlar. Tatil acentesi kataloglarinda yaz donemi i¢in tatil organize
edebilecegi 5 iilkenin oldugunu soyliiyor. Cift bu iilkelerden herhangi birini
secebilmek i¢in kriterlerini ‘elverisli hava sartlar1’, ‘uygun giivenlik kosullar1’, ‘giizel
plajlara sahip’, ‘gesitli aligveris firsatlarr’, ‘lilke i¢inde kolay ulasim’ ve ‘gesitli tarihi
mekanlara sahip’ seklinde belirliyor. U = {uy,u,, u3, uy, us} tatil igin tercih
edilebilecek iilkelerin ciimlesi ve E = {eq,e,,e3,€4, 65,6} sirastyla yukarida
belirtilen kriterlerin climlesi olsun.

Bay ve Bayan X, esnek dagilmali max-min karar verme metodunu kullanarak tatil

icin en uygun iilkeyi asagidaki gibi bulabilir:

Adim 1: Bay ve Bayan X kendi kriterlerini sirasiyla A = {e4,e;,€e3,e5} ve B =

{eq, €2, €3, €4, €5, €6} seklinde belirleyerek, asagidaki esnek ciimleleri olustururlar:
Fy = {(ey, {uy, us}), (€2, {uz, us}), (e3, {uy, us}), (es, {us, us})},
Fg = {(e1, {ug, us}), (€2, {usd), (es, {ur, uz, us}), (e, {ug, us}), (es, {us, usd), (e, {us, usH}

Adim 2: Bu esnek ciimlelere karsilik gelen indirgenmis esnek matrisleri sirasiyla

o 1 0y 101 1 0 0
0 1 0 010 0 O
[aip]=[0101‘ve[bir]={010111]
0 0 0 1 100 011
1010 00100 0

seklinde elde edilir.

Adim 3: Genellestirilmis Ve carpimi kullanilarak indirgenmis esnek matrisler i¢in

[ClS] [alp] [bir]
1 0 1.1 0 0 0 OO O O O1TO0OT1T10O0OO0OTO0OTUO0OTUO0TUO0 O
0o 00 0 0 0O O0OO0OT1TTWO0TUO0LTUO0OO0OUO0OO0OUODOOOUODODOODDO0ODO.ODDO
=0 0 0O0OOO O1 011 1O0O0OO0OUO0OWO0OUO0OO0DI1TO0T1TTI11
o 0o 000 O O0OOOTUODUOOOUOOODOOTILTI o0 o001 1
o o 1. 0 0O 000 0 O O 0O O0OO0OT1T O0OO0OO0OUO0OUO0OUO0OTGO0OTOo0O O
[die] = [bir] A [asp]
1 0 1.0 0 0001010101 O0O0O0OUO0OO0OUO0OO0O0OTD0QO0
0O 0 0 0 0 0 00O O0OT1TOTUO0OO0ODUO0OOUO0ODUWO0ODO0OOUODDODOODDOUODOODDO
=0 0 0O0OO1T 01 0 0 O0OO0OO0OD1TO0OT1TDO01TUO0T1TTUO0T1TO0 1
o 0o 010 0 0 O0OOOOUOUOUOOUODOOOOIT 0090 1
o o 0 0 0OOOO1T 0O1 0O O0OO0OO0OO0OO0ODDO0DDO0ODO0ODUO0ODO0ODTO0UDTDO
elde edilir.

Burada ¢ift ortak se¢im yapmak istedigi i¢in genellestirilmis Ve ¢arpim

kullanilmastir.
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Adim 4: Sol-dagilmali max-min ve sag-dagilmali max-min Karar fonksiyonlar

kullanilarak
; H
Dyf ([eisD) |8|VeDrf( =|é|
o]

sol-dagilmali ve sag-dagilmali karar esnek matrisleri elde edilir. Bu matrislerden

yararlanarak

]
|
Df(le[Cis]'Drf[dit]) = [hil] = |
|

[1
|0
|1
0
lo

dagilmali max-min karar esnek matrisi elde edilir.

Adim 5: Son olarak, [h;;] dagilmali max-min karar esnek matrisinden U nun
optimum cilimlesi

opt, 1 (U) = {ug, us}
seklinde elde edilir. Buradan da anlasilir ki yaz tatili icin ciftin gidebilecegi ve

kriterlerine en uygun tilkeler u, ve u; tiir.
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6. INDIRGENMIS ESNEK MATRISLERIN SATIR-CARPIMLARI
VE KARAR VERMEDE UYGULAMALARI

Bu béliimde, indirgenmis esnek matrislerin satir-¢arpimlari tanitilacak ve onlarin
cebirsel yapilar1 detayli olarak irdelenecektir. Daha sonra bu satir-carpimlar ve bir
onceki boliimde tanimlanan genellestirilmis c¢arpimlar kullanilarak ¢oklu-esnek
dagilmali max-min karar verme metodu ve esnek max-satir karar verme metodu
olarak isimlendirilen iki yeni karar verme metodu olusturulacaktir. Ayrica, bu
metotlarin birden fazla ayrik evrensel climle iceren karar vermede uygulamalari

verilecektir.

6.1. Indirgenmis Esnek Matrislerin Satir-Carpimlar
Bu kisimda, indirgenmis esnek matrislerin Ve, Veya, Ve-Degil ve Veya-Degil satir-
carpimlart tanimlanacak ve bu islemlerin O6zellikleri ve cebirsel yapilar

incelenecektir.

U, ve U, iki ayrik evrensel ciimle ve E parametrelerin ciimlesi olsun. |U;| = ny,
|Uy,| =n,, |[E|]=m ve ACSE o6yle ki |A]=m'<m olsun. F, € S(U;) ve
G, € S(U,) iki esnek climle olmak iizere [a;,] Ve [bjp] sirasiyla bu esnek ciimlelerin

indirgenmis esnek matrisleri olsun.

Tamm 6.1.1. [a;] € SMy, ' V€ [bjp]l € SM,, py iki indirgenmis esnek matris

olsun. Bu durumda

a) [a;p] Ve [bj,] indirgenmis esnek matrislerinin Ve satir-carpimi (A,.)
Art SMy ! X SMoy st — SMiy o sem?

[ap], [bjp] — [aip] Ar [bjp] = [Cyp]
seklinde tanimlanir. Burada c,, = min{a;,, bj,} 6yle Ki §, v < fn, sarti1 saglayan
en kii¢iik pozitif tam say1 olmak tizere i = 8, v = (f — 1)n, + j dir.

b) [ai,] Ve [bj,] indirgenmis esnek matrislerinin Veya satir-carpimi (V)
Vit SMy ym! X SMoy st — SMiy o sem?

[ap], [bjp] — [ap] Yr [bjp] = [Cyp]

seklinde tammlanir. Burada c,, = max{a;,, bj,} 0yle ki B, v < fn, sartin1 saglayan

en kii¢iik pozitif tam say1 olmak tizere i = 8, v = (f — 1)n, + j dir.



¢) [aip] ve [bj,] indirgenmis esnek matrislerinin Ve-Degil satir-garpimi (A;.)
Ar SMnlxm’ x Sanxm’ - SMnlnzxm'
laip], [Djp] — [aip] Ar [bjp] = [cvp]
seklinde tanimlanmir. Burada c,, = min{a;,,1 — b;,} Oyle ki B, v < fin, sartimi

saglayan en kiigiik pozitif tam say1 olmak tizere i = 8, v = (B — 1)n, +j dir.

d) [aip] Ve [bjp,] indirgenmis esnek matrislerinin Veya-Degil satir-carpimi (Y.
Yy SMyym, X SMyym, — SMysm. m,

[aip], [Djp] = [aip] Yr [bjp] = [Cop]
seklinde tammlanir. Burada c,, = max{a;,,1 — b;,} Oyle ki f, v < fin, sartim1
saglayan en kiigiik pozitif tam say1 olmak tizere i = 8, v = (f — 1)n, +j dir.
Ayrica, bu satir-carpimlar esnek climlelere karsilik gelen esnek matrisler i¢in de
gecerlidir.

Ornek 6.1.2. U; = {x;,%x5,x3,%4} Ve U, ={y;,y,,¥3} iki evrensel ciimle,
E = {ej, e, €3,€4, €5, 65} parametrelerin climlesi ve A = {e;,e,, e3,es} € E olsun.
Eger

Fy = {(e1, {x2,x4}), (€2, {x1, x3,x4}), (€3, 0), (€5, U1)}
ve

Ga = {(e1, {y1, 3D, (e, {y1 D), (es, {¥2}), (es, {y1, ¥2 1)}

ise bu takdirde bu esnek ctimlelere karsilik gelen indirgenmis esnek matrisler

(1) (1) 8 1 110 1
[aip]4><4= 01 0 1 ve [bjp]3><4= 0 0 1 1

seklindedir. Bu durumda, bu indirgenmis esnek matrislerin Ve satir-¢carpimlari

—_
(e}
[

[Cvp] = [aip] Ar [bjp] =

R OR OO OR OR OO O
corRrocomrRroOoOoOoCO
cocoocoococoococococoo
O RPPFRPORFRPR PFRPRORFRFEFE O
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seklinde elde edilir. Burada goriiliir ki [c,,] matrisinin tipi 12 x 4 tiir. Ayrica, [cyy]
indirgenmis esnek matrisine karsilik gelen esnek climle asagidaki gibi yazilabilir:

Hy = {(e1, {(x2, 1), (x2,¥3), (x4, 1), (x4, ¥3)}), (€2, {(x1, 1), (3, ¥1), (x4, ¥1)}),
(e3,0), (es, {(x1, ¥1), (x2, 1), (x3, 1), (x4, ¥1), (X1, ¥2), (X2, ¥2), (x3,¥2), (x4, ¥2) 1) }-
Not: Genel olarak indirgenmis esnek matrislerin satir-garpimlart  degismeli
(komiitatif) degildir.

Ornek 6.1.3. Ornek 6.1.2 deki [a;,] , [bj,] Ve [cyp] indirgenmis esnek matrisleri goz

Ooniine alalim. Bu durumda,

[dwp] = [bjp] Ar [aip] =

R OR OO CO OR OR O
cCocococococOoR RO R
coocococococoocooco o
C OO0 ORRR PR RLRR R

elde edilir. Buradan goriiliir ki [c,p] # [d,,] dir.

Onerme 6.1.4. [a;,] € SMy, s’ V€ [bjp] € SMy,, »y iki indirgenmis esnek matris

olsun. Bu durumda satir-garpimlar igin agsagidaki De-Morgan kurallari gegerlidir:
) ([ap] Yy [bjp])¢ = ([apD® Ar ([bjp])°
i) ([agp] Ar [bjpD° = ([apD Yy ([bjpD°
i) ([aip] Yr [bjp])¢ = ([aipD® Ar ([Djp])°
V) ([aip] Ar [bjp D€ = ([apD Yy ([bjpD°
Ispat: i) [a;,] € SMy, wm' V€ [bjp] € SM, ypy iki indirgenmis esnek matris olsun.
Ayrica [cpp] = ([aip] Y [bjp])€ Ve [dyp] = ([aip]) Ar ([b)p])€ seklinde alalim. Bu
durumda [c,,] ve [d,,] matrislerinin tipi nyn, X m' ve Vi, j, p i¢in
Cop =1 — max{aip, bjp} = min{l —ap, 1 — bjp} = dyp
oldugundan, [c,,] = [d,,] dir.

i), iii) ve iv) lin ispat1 benzer sekilde yapilabilir.
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Teorem 6.1.5. Veya satir-carpim islemi birlesmelidir, yani [a;,] € SMy, ypy,
[bjp] € SMy,xm' V€ [Cikp]l € SMy,, iy Indirgenmis esnek matrisler olmak iizere
(i) Yr [bjp]) Y [eip] = [aip] Yo ([bjp] Vo i)
dir.
Ispat: Kabul edelim ki [a;,] € SM,, ynr, [Djp] € SMyy gt V€ [Cip] € SMy sy
indirgenmis esnek matrisler olsun. Bu durumda Tanim 6.1.1 Db) den
[aip] Yr [bjp] = [dvp]l € SMy p,xm yazilabilir, dyle ki dy,,, = max{a;y, bj,} ve By,
v < fin, sartin1  saglayan en kiigiik pozitif tam say1r olmak {izere i = Sy,
v=(fy— Dn, +j dir. Benzer sekilde, [dy,] Yy [crp]l = [ewp] € SMy nyn,xm'
yazilabilir, dyle ki ey, = max{d,y,, Cxp} V€ B2, Ww < B,n3 sartin1 saglayan en kiiglik
pozitif tam say1 olmak {izere v = f,, w = (f, — 1)nz + k dir. Bu durumda,
w=(@B,—Dns+k

=w-1Dny;+k

=((B—Dn,+j—1)ns +k

= (1 —Dnynz + (G —Dnz +k

=(({—Dnyny+(G—Dnz +k (6.1)
elde edilir.
Aym sekilde, Tanim 6.1.1 b) den [bj,] Yy [crp] = [fup] € SMpy,n,xm yazilabilir,

oyle ki f, = max{bj,, Cxp} V€ B3, U < P3ns sartin1 saglayan en kiiciik pozitif tam

D
sayi olmak tzere j=pf3, u=(f3—1n3+k dir. Benzer sekilde
[aip] Yr Ufup] = [9zp] € SMp nyn,xm’ Yazilabilir, dyle ki g,, = max{a;, fup} Ve
B4, Z < Pinyng sartini saglayan en kiiciik pozitif tam sayr olmak {izere i = f,,
z = (B4 — 1)nyng + u dur. Bu durumda,
z=(By—Dnyns+u
=(Bs— Dngnz + (Bz — Dnz + k
=((i—Dnyns+(G—Dns +k (6.2)

elde edilir. max{max{al-p,bjp}ckp} = max{a;,, max{bjp, cxp}} olup (6.1) ve (6.2)

yok

ten [ey,] = [92p] elde edilir ki bu ispati tamamlar.

Teorem 6.1.6. Ve satir-carpim islemi birlesmelidir, yani [a;] € SMy ',

[bjp] € SMy,xm' V€ [Cip] € SMyy, oy indirgenmis esnek matrisler olmak tizere
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([aip] Ar [bjp]) Ar [Ckp] = [aip] Ar ([bjp] Ar [Ckp])
dir.

Ispat: Teorem 6.1.5 in ispatina benzer sekilde ispatlanabilir.

Ve-Degil satir-carpim ve Veya-Degil satir-garpim islemleri birlesmeli degildir. Simdi

bu durumu gostermek i¢in bir 6rnek verelim:

Ornek 6.1.7. Kabul edelim ki [a;,] € SMayy, [bjp] € SMyyq Ve

[ckp] € SM;y, indirgenmis esnek matrisleri

01 0 O
0 1 0O
[aip] = [1 1 0 O], [bjp] = [1 0 0 0] ve[ckp] =0 1 1 0]

0 1 1 0

seklinde olsun. Bu durumda,
0 0 0 O
|[O 0 0 0]|
= < 11 0 0 O
([aip] Ar [b]p]) Ar [Ckp] 3 |O 0 0 Ol
0 0 O OJ
0 0 0 O

ve

01 0 O
[O 1 0 0]
< - _|11 1 0 O
[aip] Ar ([bjp] Ar [Ckp]) 11 0 0 O
01 0 O
01 0 O

elde edilir. O halde ([a;,] A [bjp]) Ar [ckpl # [aip] A ([Djp] Ar [ckp]) dir.

Benzer sekilde
1 1 1 1
[1 1 1 1]
([ap] Yr bipD Yr el = |1 T 1 1l
[1 1 1 1J
1 1 1 1
ve
01 1 0
[O 1 1 0]
@] Yr (bjp] Yr D =[] T T 0
01 1 0
0 1 1 0

elde edilir. O halde ([a;p] Yr [bjp]) Yr [ckp] # [@ip] Yr ([Djp] Yr [ckp]) dir.
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Onerme 6.1.8. i) Veya satir-garpim islemine gore her bir k <m icin [0];xk
indirgenmis esnek matrisi SM,,, nin bir birim elemanidir.

i) Ve satir-¢arpim islemine goére her bir k < m igin [1]; indirgenmis esnek matrisi
SM,,«; nin bir birim elemanidir.

Ispat: i) [aip] € SMyy indirgenmis bir esnek matris ve [c;,] = [aip] Vi [0]1xk
olsun. [c;] matrisinin tipi nxXk ve c¢; =max{ay, 0} =a; oOldugundan
[cip] = [aip] elde edilir.

i) Benzer sekilde ispatlanabilir.

Teorem 6.1.9. i) Veya satir-carpim islemine gore her bir k < m igin SMy,; bir
monoiddir.

1) Ve satir-garpim islemine gore her bir k < m i¢in SM,,; bir monoiddir.

Ispat: Teorem 6.1.5, Teorem 6.1.6 ve Onerme 6.1.8 den ispat agiktir.

6.2. Coklu-Esnek Dagilmalh Max-Min Karar Verme Metodu

Bu kisimda, indirgenmis esnek matrislerin genellestirilmis ¢arpimlari, satir-
carpimlar1 ve esnek dagilmali max-min karar fonksiyonu kullanilarak ¢oklu-esnek
dagilmali max-min karar verme metodu (Coklu-EDMmKM) olarak isimlendirilen
yeni bir karar verme metodu olusturulacaktir. Bu metot ile verilen ayrik alternatif
ciimlelerin her birinden parametrelere gore en uygun (optimum) nesnelerin

secilebilecegi iki ornekle gosterilecektir.

Simdi 6nceki bolimde tanimladigimiz esnek sol-dagilmali max-min ve esnek sag-
dagilmali max-min karar fonksiyonlarini goz oniine alarak asagidaki tanimi verelim.
Tamm 6.2.1. @) Uy = {x1,X3, ..., Xn,} V& Uy = {y1,¥2,...,¥n,} iki ayrik evrensel
ciimle, [a,,p] € SMy n,xmys [Dor] € SMy_ n,xm, iki indirgenmis esnek matris ve bu
matrislerin  genellestirilmis ~ garpimlari da [cys] € SMy n, xmym, ve
[doe] € SMyy nyxmym, — Olsun.  Ayrica,  Dif ([eps]) = [for] € SMy,p,xa Ve
Drf([dye]) = [gv1] € SMy n,x1 olmak iizere Df([fy1], [gv1]) = [hy1] Olsun. Bu
durumda
0ptin,, (U X Up) = {uy : uy = (x3,)) € Uy X Up, hyy = 13

climlesine U; X U, nin optimum ciimlesi denir.
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Burada 8, v < fn, sartim1 saglayan en kiigiik pozitif tam say1 olmak iizere i = f3,
j=v— (B8 —1Dn,dir.

b) Uy ={x1,x3 o, Xn}, Uz ={y1,Y2, s ¥n,} V& U3 ={21,2,...,2,} li¢ ayrik
evrensel ciimle, [avp] € SMy, n,xmys [Dyr] € SMy n,xm, iki indirgenmis esnek
matris ve bu matrislerin genellestirilmis carpimlar1 da [c,s] € SMy, non.xm,m, V€
[dve] € SMp nyngxmym, olsun.  Ayrica,  Dif ([cys]) = [f1] € SMu nyngxa Ve
Dy f([dve]) = [gv1] € SMp nyn x1 olmak iizere Df ([f1], [gv1]) = [hy1] olsun. Bu
durumda

optin,,)(Ur X Uy X U3) = {uy, : u, = (x3,¥),2x) € Uy X Uy X U, hyyy = 1}

ciimlesine U; X U, X Uj lin optimum ciimlesi denir.

Burada B, v < Bn,ns sartin1 saglayan en kiigiik pozitif tam say1 olmak iizere i = f8
dir. y, v < yn; sartin1 saglayan en kiigiik pozitif tam say1 ve 4, y < An, sartlarin
saglayan en kiigik pozitif tam sayr olmak tlizere j=y— (A —1n, dir.
w=v—(B—1)n,n; ve §, w < dng sartim1 saglayan en kiigiik pozitif tam sayi
olmak iizere k = w — (6 — 1)n; diir.

Bu durumda esnek dagilmali max-min karar fonksiyonu kullanilarak, ¢oklu-esnek
dagilmali max-min karar verme metodunun (Coklu-EDMmKM) algoritmasi agagidaki
gibi verilebilir:

Adim 1: Karar vericiler parametre ciimlesinden kendi parametrelerini seger ve ayrik
evrensel ciimlelerin her biri i¢in esnek ciimlelerini olusturur.

Adim 2: Her bir esnek cilimleye karsilik gelen indirgenmis esnek matrisler
olusturulur.

Adim 3: Karar verme problemi i¢in uygun satir-carpimlardan herhangi biri
kullanilarak birinci karar vericinin indirgenmis esnek matrislerinin satir-¢arpimi olan
[a,p] Ve ikinci karar vericinin indirgenmis esnek matrislerinin satir-garpmmi olan
[b,,-] matrisleri elde edilir.

Adim 4: Genellestirilmis ¢arpimlardan herhangi biri kullanilarak [a,,] ve [b,,] esnek
matrislerinin ¢carpimlari olan [c,¢] ve [d,.] matrisleri elde edilir.

Adim 5: Esnek dagilmali max-min karar fonksiyonu kullanilarak dagilmali max-min

karar esnek matrisi bulunur.
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Adim 6: Ayrik evrensel ciimlelerin sayisina gore bir optimum ctimle elde edilir.

Tanim 5.3.1 de ‘min’ ve ‘max’ ifadelerinin yerleri degistirilirse c¢oklu-esnek
dagilmali min-max karar verme metodu (Coklu-EDmMMKM), ‘max’ ifadesinin yerine
‘min’ ifadesi alinirsa goklu-esnek dagilmali min-min karar verme metodu (Coklu-
EDmmKM), ‘min’ ifadesinin yerine ‘max’ ifadesi alinirsa ¢oklu-esnek dagilmali

max-max karar verme metodu (Coklu-EDMMKM) elde edilir.

Simdi Ve satir-garpim ve genellestirilmis Ve c¢arpim islemlerini kullanarak ¢oklu-
esnek dagilmali max-min karar verme metodunun farkli alanlarda iki uygulamasini

verelim:

Ornek 6.2.2. Kabul edelim ki bir havayolu sirketi, ayn1 ucakta kabin memuru olarak
gbrev yapacak bir bay ve bir bayan personel almak istiyor. Bu is i¢in sirkete 4 bay ve
5 bayan aday basvuruda bulunmustur. Bay ve bayan adaylarin ciimleleri sirasiyla
Uy = {x1,x2,x3,%4} Ve U, ={y1,Y2,¥V3 Vs, Vs} dir. Bu adaylarda aranacak
kriterlerin ciimlesi E = {eq,e,,€e3,€4,65} olmak {lizere bu kriterler sirasiyla
‘deneyimli’, ‘iletisim becerisi yiliksek’, ‘iyi seviyede yabanci dil’, ‘ekip ¢alismasina
yatkin’ ve ‘dinamik ve giiler yiizlii’ seklindedir. Sirket yoneticisi bu kriterler altinda
is icin en uygun bay-bayan adayin belirlenmesinde iki asistanini goérevlendirir.
Asistanlar sirketin belirlemis oldugu kriterlerden kendi Kriterlerini sectikten sonra,
coklu-esnek dagilmali max-min karar algoritmasinin adimlarini izleyerek bu is icin

en uygun bay ve bayani asagidaki gibi bulabilir:

Adim 1 Asistanlar kendi kriterlerini  sirasiyla A = {e;,e,,e3,e5} Ve
B = {ey, e, €3, €4, €5} seklinde belirleyerek, asagidaki esnek climleleri olustururlar.
Birinci asistan adaylarin ciimlelerinin her biri i¢in esnek climlelerini sirastyla

(F1, A) = {(e1, {x1, x3,x4}), (€2, Uy), (€3, {x1, X2, X4}), (€5, {x2, X4 1)},

(G1,A) = {(e1, {y2,¥3}), (e, {2, ¥3,¥5}), (€3, {y2, ¥3, Y4, ¥5 1), (€5, {y1,¥23)}

seklinde olusturur.

Ikinci asistan adaylarin ciimlelerinin her biri igin esnek ciimlelerini sirasiyla

(F2,B) = {(e1,{x1,x3,x4}), (€3, Uy), (e3{x1, X2, x4 }), (€4, {x1, x3}), (€5, {x1, X2, X4 1)},

(G2, B) = {(e1, {y2,¥3, y4}), (€2, {y1, Y2, ¥3, Y5 1), (€3, {¥2, V3, Y4, Y5 1), (€4, {¥3, y4}),
(es,{¥1,¥5})} seklinde olusturur.
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Adim 2: Bu esnek ciimlelere karsilik gelen indirgenmis esnek matrisler agagidaki
gibidir:

Birinci asistanin her bir esnek ciimlesine karsilik gelen indirgenmis esnek matrisler

sirastyla
111 0 [0 0 0 1
01 1 1 2 i
[F,A] = [a},] = ve [G,A]=[a3]=11 1 1 0]
p 11 0 0 Pl |
111 1 lO 0 1 0 J
0 1.1 0
dir.
Ikinci asistanin her bir esnek ciimlesine karsilik gelen indirgenmis esnek matrisler
sirastyla
111 1 1 01 0 0 1y
: 0110 1 X 1 1 1 0 ol
[Fy, B] = [b] = ve [G;,Bl=[bi]=I1 1 1 1 0f
' S8 A 11011 of
11101 lo 1 1 0 1
dir.
Adim 3: Ve satir-garpimi kullanilarak
0 0 0 O 0 1 0 0 17
1 11 0 1 1.1 0 0
111 0 1 1 1 10
0 01 0 1 0 1 1 0
0 1.1 0 011 01
0 0 0 1 01 0 0 1
0 1 1 1 0 1.1 0 0
0 1.1 0 011 0 0
0 01 0 0 01 0O
10 1 1 0 — [l 2710 1. 1 0 1
[avp] - [azp] Ar [ajzp] - 0 0O 0 O ve [bvr] - [bir] Ar [bjr] - 0 1 0 0 0
1 1 0 0 11 0 0 O
1 1 0 0 11 0 1 0
0 0 0 O 1 0 01 0
0 1 0 O 0 1.0 0 0
0 0 0 1 01 0 0 1
1 1 1 1 111 00
1 1 1 0 111 0 0
0 01 0 1 01 0 O
0 1 1 O 0 1 1 0 1

matrisleri elde edilir.

Adim 4: Genellestirilmis Ve ¢arpimi kullanilarak
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[avp] A [y ]

[cvs]

OO0 0O HOOO OO OO OO -HO OO O
OO0 00000000 OO OO oo o0 O
Cocococoo-HOoOO OO OO OO O-HOO O
CocoocoO-HHOOOOOoOOOO HHOO O
C 0O OO0 0000000000 O-HOO O
CoC0COHOO OO OO0 O0OO0C OO
COH HOOO OO OO OO OO OO ©
O A H A O " A 1O OO OO O v+
O AT O OH —HO O OO OO O —HO
OO 0000000000 — O
CoO0OoOHOoOO0 0O OO O0O OO OO H
C O 10000 00O OO O—OO OO OO0 O
O HAH O OH HO HO OO OO0 O —HO
O 1T O O 1O 1O A1 O O O
O H OO OO0 0O OO —"A—OO0 O —HO O
OO0 O0cOCOCcCOoOCcCOoCOCO 0O OO0 o0 O
OO HOO0O 00O OO OCOO—OO OO OO O
O+ 1000000000000 OH —HO O
OHH OO OO OO OO —"H-HOO O —HO O
OC—H 100000000 A—HOO O —O O
Il

[Dyr] A [ayp]

[dye]

C 00 00O HOOO OO OO OO —HO OO O
C OO OO0 OO 00O OO OO OO
COCO0O0OHOO OO OO0 OO OO0 OO
C 00 COCO 00O 0000000 O
=f=R=l=R==R=l=E== === l= R R ===
COH OO0 000000000 OO O
COoO-H OO0 000000 OHOOOO OO O
COoO-H OO OO 00O OHOO OO OO O
C 0000 OO0 OO 0O OO OO0 O
Ot A O 1O OO OO O v v
OCH A O OHA —HO A0 CO OO0 O —HO
O H OO 00O 0O OO OO OO O —HO ©
CoococOoOHHOOOCO OO OO —HH OO O
OCH A O A OHA —HO A0 0O 00 O —HO
O A1 OrfT O 1O O HrA O O O
OH-HOoOO0OOCOoOOcOoO OO "HHOO O HO O
el =f=R==R=l=R=t=R=l=R=t=Rel=R=t R ===
OCH " HO OO OO OO OO O —H O
OCH " OO0 00 OO0 —"HOO O HO O
OCHHO0O 000000 A +HOO O —HO O
Il

matrisleri elde edilir.

Adim 5: Sol-dagilmali max-min ve sag-dagilmali max-min Karar fonksiyonlar

kullanilarak
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-0 01
0 0

1 1

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

_|0 _10
le([cvs]) - 0 ve Drf([dvt]) - 0
0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 1

0 0

0 0

0 0

sol-dagilmali ve sag-dagilmali karar esnek matrisleri elde edilir.

Bu matrislerden yararlanilarak

Df(Dif[cys], Drfldye]) = [hy1] =

COO RO OO 000000 00 OO RO O

dagilmali max-min karar esnek matrisi elde edilir.

Adim 6: Son olarak, [h,;] dagilmali max-min karar esnek matrisinden U; X U, nin

optimum ciimlesi

0ptin,,1(Uy X Up) = {uz = (x1,¥3), U17 = (X4, ¥2)}
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elde edilir. Buradan da anlasilir ki havayolu sirketinin kabin memuru olarak

secebilecegi ve kriterlerine en uygun bay-bayan adaylar (x;, y3) ve (x4, y,) dir.

Yorum 1: U; X U, ciimlesi U; ve U, olarak ayrildiginda bu karar problemi bir
onceki boliimde sunulan esnek dagilmali max-min karar verme metodu ile de
cozilebilir. Fakat bu metot kullanilirsa U; evrensel ciimlesi i¢in {xq,x,} ve U,
evrensel climlesi i¢in {y,, y3} seklinde ayr1 ayri ¢ozliimler elde edilir. Bu durumda,
sirket bu is i¢in (x4, y,) bay-bayan ciftini segebilir. Oysa biz iddia ediyoruz ki x; ve
y3 adaylar1 daha fazla ortak 6zellige (kritere) sahip oldugundan, (x;,y;) bay-bayan
cifti (x4, y,) ciftinden bu is i¢in daha uygundur.

Ornek 6.2.3. Kabul edelim ki bir yatinm sirketi farkli tiirdeki sirketlerden en iyi
secenekleri belirleyerek bu sirketlere yatirnrm yapmak istiyor. Sirketin yatirim
yapabilecegi olast segenekleri igeren iic ayrik evrensel ciimle asagidaki gibidir:
A; = {xq,x5,x3} otomotiv sirketlerinin ctimlesi, A, = {y;,y,} gida sirketlerinin
climlesi ve Az = {z;,z,} bilgisayar sirketlerinin climlesidir. Sirketin iki ortaginin
yatirim i¢in en uygun sirketleri belirlemesinde yardimer olacak dort kriteri

e,=duslk risk, e,=yiiksek biiyime orant, es;=duslik sosyal-politikal etki,
e,=dusuk cevresel etki seklinde belirleyerek bu kriterler altinda bir karara ulasmak
istiyor. Ortaklar bu dort kritere gore ayrik evrensel climlelerdeki olasi sirketleri
degerlendirdiginde ¢oklu-esnek dagilmali max-min karar verme metodu uygulanarak
en uygun araba-gida-bilgisayar sirketleri asagidaki gibi bulunabilir:
Adim 1: Ortaklar tarafindan evrensel ciimlelerin her biri i¢in esnek ciimleler
asagidaki gibi olusturulur:

Birinci ortagin esnek climleleri

(Fy, E) = {(eq, {x1,x2}), (€2, {x1, x3}), (€3, 0), (€4, {x1, X2 1)},

(G, E) = {(e1,42), (e2, {y1}), (e3, {y1}), (es, 42)},

(Hy, E) = {(e1,{z1}), (e2,43), (€3, 0), (€4, 43)}

seklindedir.

Ikinci ortagin esnek ciimleleri

(F3, E) = {(eq, {x1,x3}), (€2, {x2, x3}), (3, {x1}), (€4, {21, x2})},

(G2, E) = {(e1,42), (e2,{y1}), (e3,0), (€4, A2)},

(Hz, E) = {(e1,43), (e2,{z1}), (e3, D), (e4, 43)}

51



seklindedir.
Adim 2: Bu esnek climlelere karsilik gelen indirgenmis esnek matrisler asagidaki
gibidir:

Birinci ortagin her bir esnek ciimlesine karsilik gelen indirgenmis esnek matrisler

sirastyla
11 0 1
11 1 1 1 1 0 1
[ailp]:[l Do 1]’[a1'zp]=[1 0 o yvelabl=lp 1 ¢ 4
0 1 0
dir.
Ikinci ortagin her bir esnek ciimlesine karsilik gelen indirgenmis esnek matrisler
sirastyla
1 0 1 1
L 27_1 1 0 1 3i-[1 1 01
[bir]_[o 1 0 1],[laj-r]—[1 0 0 1]Ve[bkr]_[1 0 0 1]
110 0
dir.

Adim 3: Ve satir-carpmmi kullanilarak [a,,] = [al-lp] Ar [ajzp] Ay [a,%p] ve [b, ] =

[bL] A, [bjzr] Ay [b,] esnek matrisleri asagidaki gibi elde edilir:

1 1 0 17 1 0 0 17
01 0 1 1 0 0 1
1 0 0 1 1 0 0 1
0 0 0 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 1 0 1
awl=[0 89 Muema=f0 9 0 1)
0 0 0 1 0 0 0 1
01 0 O 1 1 0 O
01 0 O 1 0 0 O
0 0 0 O 1 0 0 O
0 0 0 O L1 0 0 O

Adim 4: Genellestirilmis Ve ¢arpimi kullanilarak [c,s] = [ayp] A [byy] Ve [dye] =

[byr] A [ayp] esnek matrisleri asagidaki gibi elde edilir:
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AHAAA A O OO ©
cocoocococococooco o
cocoooc-wooocococo o
N - == R === =N =)
coocoococococoocococo o
cooococoocoocooc oo o
cCcoocococoococoocooco o
cCcoocococoocococoCco o
=R =1=R=1=R==R=l=N=)
cCcoocoococoococoocooco o
CoO0 00 O0CoOOHOO O
A HO 00 0O O+ —HO O
—“~Oo-HoOoOHOHOO OO O
CcCocoocococoocococooco o
CcCocooco-HoOoocOoCOo O
HO—H OO OO0 0000 O

I

a

S

A A A A O OO O
cocoocococoocococooco o
"o ocoococooco o
—“oOo-HOoO-HOoOHOoO OO ©
Coococoococococoo o
CcCooococococococ o0 O
coocoococococoocococo o
CcCooocoocococococooc o
cCcocooo-ooc oo oo o
cCcoocoococococoocococo o
cCcoocococooc-HoOo O
coocoHocOoOCcCO OO O
~—HHHOo oo oo oo o
cCoococoocooco oo o
AHO OO0 0O O —O O
HOHOO0O OO 00 OO0 O

Il

"B

=,

Adim 5: Sol-dagilmali max-min ve sag-dagilmali max-min Karar fonksiyonlari

kullanilarak

100 000000 0O O

ve D, f([dy]) =

SRR

Dif ([ews]) =

sol-dagilmali ve sag-dagilmali karar esnek matrisleri elde edilir. Bu durumda
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Df (Dif [cys], Drfldye]) = [hy1] =

R

dagilmali max-min karar esnek matrisi elde edilir.

Adim 6: Dolayistyla [h,,;] dagilmali max-min karar esnek matrisinden 4; X A, X A3
iin bir optimum ciimlesi

0ptin,, (A1 X Ay X A3) = {(x1,y1,21)}
seklinde elde edilir. Buradan da anlagilir ki yatirim sirketinin parasini yatirabilecegi

ve kriterlerine en uygun otomotiv-gida-bilgisayar sirketleri (x4, y;,z;) dir.

Yorum 2: Bu karar problemi esnek dagilmali max-min karar verme metodu
kullanilarak da ¢oziilebilir. Fakat bu metot kullanilirsa her bir evrensel ciimle i¢in
ayr1 ayr1 ¢oziimler elde edilir. Yani, A; evrensel climlesi i¢in {x;}, A, evrensel
climlesi i¢in {y; } ve A5 evrensel climlesi i¢in de {z,} seklinde ayr1 ayr1 ¢oziimler elde
edilir. Bu durum bizim i¢in hem zaman kaybina hem de islem kalabaligina yol
agmaktadir. Oysaki yukaridaki 6rnekte goklu-esnek dagilmali max-min karar verme
metodu kullanilarak ayrik evrensel ciimlelerin her birinden ayni anda en uygun

nesneler segilmistir.

Bu durumda soyleyebiliriz ki ¢oklu-esnek dagilmali max-min karar verme metodu
hem islemleri kisaltir hem de daha etkili sonuglar verir. Aynm1 zamanda, bu metot
ayrik evrensel ciimlelerden olusan karar vermede esnek dagilmali max-min Kkarar

verme metodunun bir genellestirilmis hali olarak goriilebilir.

6.3. Esnek Max-Satir Karar Verme Metodu

Bu kisimda, ilk olarak indirgenmis esnek matris i¢in esnek max-satir Karar
fonksiyonu tanimlanacaktir. Daha sonra bu fonksiyonu kullanarak segim
parametreleri altinda ¢oklu-ayrik evrensel climlelerden optimum nesneleri se¢memizi

saglayan esnek max-satir karar verme algoritmasi (EMSKM) olarak isimlendirilen
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yeni bir algoritma insa edilecektir. Son olarak, algoritmanin adimlarinin daha iyi

anlasilmasi icin bir 6rnek verilecektir.

Tamm 6.3.1. [a;,] € SM,,,,,» bir indirgenmis esnek matris olsun. Bu durumda M;.
ile gosterilen esnek indirgenmis max-satir karar fonksiyonu asagidaki gibi
tanimlanir:

M+ SMyym — SMpxa, My([aip]) = [ci]

Oyle ki ¢c;; = pe{Tzc,l.fm’}{aip} dir.

Burada, [c;;] matrisine [a;,] matrisinin indirgenmis max-satir esnek matrisi denir.
Ornek 6.3.2. Kabul edelim ki alternatiflerin ciimlesi U = {uy, uy, us, Uy, us},

parametrelerin ciimlesi E = {e;, e,,e3,€4,€5,66} Ve A = {e,,e3,€5, 65} S E olmak

uzere FA = {(82: {ulf Uy, u5}), (93' {uZ' uSD: (65' {u1; Uz, uS}): (66' {uZI uS})} olsun.

Bu durumda, F, esnek ciimlesinin indirgenmis esnek matrisi

[10101
lo 1 1 1]
[ap] =10 0 0 oOf
[1000J
11 1 1

seklinde elde edilir. O halde, [a;,] matrisinin indirgenmis max-satir esnek matrisi

H
[cia] = Mi([ap]) = |O]

H

Tamm 6.3.3. @) [a;,] € SM,,,,,» bir indirgenmis esnek matris olsun. Bu durumda,

dir.

! . . . . e e . -« .
Ki = Xp=1 Qip degeri [a;,] indirgenmis esnek matrisinin i. toplam-satir degeri olarak
isimlendirilir.
b) [ci1], [a;p] matrisinin bir indirgenmis max-satir esnek matrisi olsun. Bu durumda,

her bir ¢; =1 i¢in 1, =—

ml

degerine i. max-satir karar degeri denir.

Burada, 0 < t; < 1 dir.

Tamm 6.3.4. a) U; = {x1, x5, ..., X, } V& Uy = {¥1,¥2, ..., ¥n,} iki ayrik evrensel

cimle, [f,t] € SMy, n,xm,m, V&€ Mr([fy¢]) = [gv1] Olsun. Bu durumda,

55



optig,, (U1 X Uz) = {uy : uy, = (x3,¥5) € Uy X Uy, max{z,}}

climlesine U; X U, nin optimum ciimlesi denir.

Burada 8, v < fn, sartim1 saglayan en kiigiik pozitif tam say1 olmak iizere i = f3,
j=v— (B —1Dn,dir.

b) Uy ={x1,x3 o, Xn}, Uz ={y1, Y2, s ¥n,} V& U3z ={21,25,...,2,} li¢ ayrik
evrensel ciimle, [fye] € SMy_ n,n,xm,myms V&€ Mr([fye]) = [gwv1] Olsun. Bu durumda,
0ptig,, (Ur X Uy X Us) = {uy, : uy = (x3,¥),2x) € Uy X Uy X U, max{z,}}

climlesine U; X U, X Us Uin optimum ciimlesi denir.

Burada B, v < Bn,ns sartin1 saglayan en kiigiik pozitif tam say1 olmak iizere i = f8
dir. y, v < yns sartin1 saglayan en kiigiik pozitif tam say1 ve 4, y < An, sartlarin
saglayan en kiigik pozitif tam sayr olmak tizere j=y— (1 — 1n, dir.
w=v—(B—1)n,n; ve §, w < dng sartim1 saglayan en kiigiik pozitif tam sayi

olmak tizere k = w — (6 — 1)n; diir.

Bu durumda indirgenmis esnek max-satir karar fonksiyonu kullanilarak, esnek max-

satir karar verme metodunun (EMSKM) algoritmasi asagidaki gibi verilebilir:

Adwm 1: Karar vericiler ayrik evrensel ciimlelerin her biri i¢in esnek matrislerini
olusturur.

Adim 2: Karar verme problemi i¢in en uygun satir-carpimlardan herhangi biri
kullanilarak her bir karar vericinin indirgenmis esnek matrislerinin satir-¢carpimi elde
edilir.

Adim 3: Genellestirilmis ¢arpimlardan herhangi biri kullanilarak karar vericilerin
satir-garpim matrislerinin genellestirilmis carpimi olan [f,,;] matrisi elde edilir.

Adim 4: [f,] esnek matrisinin indirgenmis max-satir esnek matrisi olan [g,4]
bulunur ve her bir g,,; = 1 i¢in 7,, max-satir karar degeri elde edilir.

Adim 5: Ayrik evrensel climlelerin sayisina gore bir optimum ciimle elde edilir.

Simdi Ve satir-carpim ve genellestirilmis Ve-¢arpim islemlerini Kullanarak esnek

max-satir karar verme metodunun bir uygulamasini verelim:

Ornek 6.3.5. Kabul edelim ki bir diigiin organizasyonu yapmayi planlayan Bay X,
balayi i¢in bir otel, ulasim igin bir araba ve diigiin i¢in bir salon kiralamak istiyor.

Bay X in konaklama, ulasim ve diigiin i¢in diisiinebilecegi otel, araba ve salonlarin
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climlesi sirasiyla U; = {xq, x5, x3}, Uy = {y1,¥,} ve Us = {z4,2,,2z3} olsun. Otel,
araba ve salonlarin degerlendirilmesinde kullanilacak parametrelerin ciimleleri

U U U ; U
Ey, = {e;' =pahali,e;* = ucuz,e;* = liks,e,* = havuzlu},

U U U
Ey, = {e;? = pahali,e,” = ucuz,e;* = spor},

Ey, = {e/* = pahali, e)® = ucuz,e.® = sehir merkezinde, e,* = gorkemli}
olmak iizere Bay X

A={a = (a11 = eé’l.alz = eéjz:am = 353)'612 =(a; = ei]l'azz = 931,]2'“23 = 31U3)},
B={b; = (byy = e]", b1y = €)% byz = e)*), b, = (byy = €], by = 3%, by3 = €5°),

by = (b31 = ei]l'b32 = e1Uz;b33 = 333)}’

C={ca= (011 - efl.clz = eéjz'cm = ef*”),cz =(cz1 = eé’ﬂsz = 33?2'%3 = 32U3)}
secim parametreleri altinda diiglin organizasyonu i¢in anlastig sirketin {i¢ uzmaninin
alternatifleri analiz etmesini ve daha sonra bu analizler dogrultusunda optimum otel-
araba-salon sec¢imini gergeklestirmesini istiyor. Uzmanlarin se¢im parametreleri

altinda analizleri asagidaki gibi olsun.

A parametre ciimlesi altinda birinci uzmanin analizi

(F, EU1)A a;; 4 (GIEUZ)A Q12 Q22 (H, EU3)A a3 dz3
X1 0 © 1 1 0 Z; 0 1
Xy 1 1 Yo 1 1 Zy 1 0
X3 1 0 Z3 1 0

B parametre ciimlesi altinda ikinci uzmanin analizi

(FfEUl)B b11 b21 b31 (GfEUz)B b12 b22 b32 (HIEU3)B b13 b23 b33

X 1 0 O v, 1 1 0 Z 1 1 0
Xy 1 0 1 Vs 0O 0 1 Z, 0O 0 1
X3 1 1 1 Z3 1 0 O

C parametre climlesi altinda ti¢iincii uzmanin analizi

(F, Eul)c €11 C21 (G'EUZ)C Ci2 C22 (H, EU3)C C13  C23
X1 0 1 V1 1 1 Zq 1 0
Xy 0 1 Y2 0 1 Z, 0 1
X3 1 0 Z3 1 1
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olsun. Bu durumda, Bay X en uygun otel-araba-salon se¢imini gerceklestirmek igin

esnek max-satir karar algoritmasini asagidaki gibi uygulayabilir:
Adim 1: Uzmanlarin esnek ciimlelerine karsilik gelen esnek matrisler asagidaki
gibidir.

Birinci uzmanin esnek matrisleri sirasiyla

a}] = [2’ ‘i] 1t Yverat, [? é]

10 10
dir.
Ikinci uzmanin esnek matrisleri sirasiyla
1 0 0 1 10
[b%r]=[1 0 1], B =[5 ¢ 1]ve [bir]=[o 0 1]
0 1 1 1 00
dir.

Ucgiincii uzmanim esnek matrisleri sirasiyla

0 1 11 1 0
[chl=0 1| [c&l=|;, ;|velcil=|o 1
1 0 1 1
dir.
Adim 2: Ve satir-garpimu kullanilarak birinci, ikinci ve tiglincii uzmanlarin esnek

matrislerinin  satir-carpimlar1 ~ olan  [a,,] = [ Lp] Ar [ [a,?;p], [byr] =

[b5] Ar [b5] A, [by] Ve [cps] = [ck] A [

G

] A [c3,] matrisleri sirastyla

<)
=)
o
o

Ve [cys] =

OO0 O0CO OO O OO0 0000 OO0 O

O OO OO RO OO OO OO OO OO O

—

Q

<

=

e

|
R RO RR OR RO RR OO OO0 OO
CCO OO OO OCOROROOCO RO M
OCRO 0000 ROOO 0000 OO
CoOoOROROOOOCOOOOO OO
OO OO OR RO RRL OR RO LK

a1
e}



seklinde elde edilir.

Adim 3: Genellestirilmis Ve carpimi kullanilarak [a,y,], [by] Ve [c,s] esnek

matrislerinin ¢arpimi

foel =

O OO OO OO RO OO OO OO OO O

= EEEEEEEEEE R
e l==R=l=R=l=R=re =R ===l R == =)
=t=R==R=l=R=r=R==R==R=l=R= ==
N=t=R=l=R=l=R==E==R==R=l=R=R=R=
H=t=R=l=R=l=R=l=R= === R == R == =
N=t=R=t=R=l=R==R=l= === = =R =
=t=R=l=R=l=R==R=l= ===l R == =
=t=R=l=R=l=R==R== == R= =R =R ==
Net=R=t=R==R==R= === == ===
R =t=R=l=R=l=R=r=R=i= ===l R ===
R =t=R==R=l=R=r=R== == R == R == =

seklinde elde edilir.

Adim 4: [f,¢] matrisinin indirgenmis max-satir esnek matrisi

[gv1] = My ([foe]) =

OO0 0O O0OROROODOD OO O

seklinde bulunur. Bu durumda, ggy1 = g11)1 = 1 i¢in max-satir karar degerleri

Tg =Tq1 = 1—12 oldugundan max{t,} = {19, 711} elde edilir.
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Adim 5: O halde [g,] indirgenmis max-satir esnek matrisinin karar degerlerine gore
U; X U, X U; lin optimum cilimlesi

0ptg,,1(Us X Uz X Us) = {ug = (X2,¥1,23), U11 = (X2,¥2,72)}
seklinde elde edilir. Bu durumda Bay X, uzmanlarin analizleri dogrultusunda kendisi
icin en uygun otel-araba-salon tglisiinii (x,,y;,23) veya (x,,¥5,2Z,) seklinde
secgebilir. Buradan anlasilabilir ki e§er Bay X y; arabasini segmek isterse bu takdirde

x, otelini ve z; diigiin salonunu segebilir, ancak z, diigiin salonunu segemez.
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SONUC

Bu tezde, ilk olarak esnek matrisler i¢in yeni islemler tanimlanmistir. Bu islemlerin
ozellikleri ve birbiriyle olan iliskileri detayli olarak incelenmistir. Daha sonra, esnek
matrisler i¢in c¢esitli carpimlar gelistirilmis ve bu c¢arpimlarin cebirsel yapilari
aragtirtlmistir.  Ayrica, bu islem ve carpimlardan yararlanilarak birgok Kkarar
probleminin ¢6ziimii i¢in oldukca elverisli yeni esnek karar verme metotlart
olusturulmustur. Ayn1 zamanda, bu metotlarin ¢esitli alanlardaki karar problemleri
icin uygulamalar1 verilmistir. Sonug olarak, bu ¢alisma ile literatiire bir¢ok esnek
climle ve esnek matris islemi kazandirilmis ve ayrica bu islemler yardimiyla cesitli

karar verme problemlerinin ¢6ziimiine katki saglanmustir.
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