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1. GIRIS

Giinliik hayatta karsilasabilecegimiz problemlerin ¢ogu belirsiz 6zellikler
tasimaktadir. Ozellikle tip, doga bilimleri, ekonomi, miihendislik, sosyal bilimler ve
uygulamali bilimler gibi bir ¢ok alanda bilim insanlar1 kesin olmayan Vverilerin

modellenmesinin karmasikligi ile ilgilenmislerdir.

Dogruluk degeri degisken olan kavramlarin matematiksel olarak
modelleyebilme istegi, belirsiz problemlere olan ilginin artmasina neden olmustur.
Bu problemleri klasik matematiksel yaklasimla modellemek ve ¢ozebilmek kolay
degildir. Diger bir ifadeyle, Aristo mantigin1 kullanarak, yani klasik matematik ile
belirsizlik iceren problemleri modellemek birtakim zorluklar icerebilir. Iste bu
noktada belirsizlik igeren problemleri incelemek i¢in ¢esitli bilim dallarinda bir ¢ok

bilim insan1 tarafindan ¢alismalar ortaya atilmig ve yeni teoriler gelistirilmistir.

1965 yilinda Iranli Matematik¢ci Zadeh [1] bu teorilerin en dikkat cekici
olanlarindan birisini ortaya atarak bulamik kiime teorisinin yeni bir dal olarak
calisilmasint ve gelisimini saglamistir. Boylece belirsizligi modellemek i¢in
kullanilan bulanik kiime teorisi gliniimiizde kullanilan en yaygin teorilerden biri
haline gelmistir. Bir bulanik kiime, kendisine ait {iyelik fonksiyonu yoluyla
tanimlanabilir. Fakat tiyelik fonksiyonunu belirleme konusunda bir takim zorluklar
s6z konusu oldugundan bilim insanlar tiyelik fonksiyonu kullanmadan belirsizligi
modelleyebilecek kiime teorilerini gelistirme yoluna gitmistir. Bu zorluktan yola
cikarak, Molodtsov [2] 1999 yilinda iiyelik fonksiyonu kullanmadan modelleme
yapabilmeye imkan veren esnek (soft) kiime teorisini ortaya atmustir. Esnek
kiimelerde reel degerli tiyelik fonksiyonlarinin yerini kiime degerli secim

fonksiyonlar1 almis, boylece belirsizligin ortadan kaldirilmasi amaglanmastir.

Esnek (soft) kiime teorisinin Molodtsov tarafindan ortaya atilmasinin
ardindan 2003 yilinda Maji ve ¢alisma arkadaslar1 Molodtsov’un teorisini ilerleterek
iki esnek (soft) kiimenin kesisimi, iki esnek (soft) kiimenin birlesimi, esnek (soft) alt
kiime, esnek (soft) esit kiime, bir esnek (soft) kiimenin tiimleyeni, bos esnek (soft)
kiime, mutlak esnek (soft) kiime gibi esnek (soft) kiimeler {izerinde elementer kiime

islemlerini tamimlamugtir. Temel Gzellikleri barindiran g¢alismalardan sonra esnek



kiimeler ile ilgili ¢alismalar biiyiik dl¢lide hiz kazanmistir. Giiniimiizde esnek kiime
teorisi ile ilgili caligmalar pek ¢ok alana uygulanabilir olarak gelisme gostermektedir.
Esnek kiime teorisi ile ilgili baz1 detaylar [4-7] da bulunabilir. Bununla birlikte esnek
kiime teorisinin 6zellikleri topoloji alaninda da kullanilarak matematikgiler i¢in son
yillarda yeni bir ara¢ olarak kullanilan esnek topoloji alaninin gelismesini
saglamistir. Esnek (Soft) topolojik uzaylar Shabir ve Naz [8] tarafindan tanimlanmis
Ayglin, Aygiinoglu [9], Varol [10], Zorlutuna, Akdag, Min, Atmaca [11] gibi
matematikgiler esnek (soft) topoloji alaninda ¢alismalarda bulunmuslardir. Ayrica
esnek fonksiyonlar ve esnek siirekli fonksiyonlar Aras, Sénmez Cakalli [12] ve
Zorlutana, Cakir [13] tarafindan galisilarak esnek kiime teorisinin pek ¢ok alanda

gelisimini saglamistir.

Diger taraftan sabit nokta teorisi matematigin hizla gelisen alanlarindan biri
olup fen, miithendislik, tip, ekonomi gibi pek ¢ok alanda uygulamaya sahiptir. Sabit
nokta teorisi ile ilgili bilimsel incelemeler 1912 senesinde Hollandali Matematikgi

Luitzen Egbertus Jan Brouwer [14] tarafindan baslatilmistir. L.E. Brouwer bu

calismasinda R" de birim kapali yuvardan yine kendi iizerine tanimlanan siirekli bir
doniistimiin sabit noktasinin varligin1 kanitlamigtir. Bu teorem literatiirde “Brouwer
sabit nokta teoremi” olarak yerini almistir. Metrik uzaylarda sabit nokta teorisi ise ilk
defa 1922 de Banach’in biiziilme prensibi olarak da adi gegen Banach sabit nokta
teoremi [15] ile baslamistir. Banach’in bu g¢alismasinin ardindan Kannan [16-17],
Caristi [18], Chatterjea [19], Reich [20], Hardy ve Rogers [21], Ciric [22] ve Jungck
[23-24], Karapinar [25], Gornicki [26], Mutlu [27-28], Bruck [29], Baillon [30] gibi
matematikgiler cesitli farkli tip biiziilmeler ve sabit nokta teoremleri {izerine
incelemelerde bulunarak bu alaninin gelisimine katkida bulunmuslardir. Son yillarda
caligilan 6zel biiziilme dontisimlerinden biri de Kirk [31] tarafindan 2003 yilinda
ortaya atilan devirli biiziilme doniisiimleridir. Petric [32], Chandok [33] gibi
matematikgiler de c¢esitli tip devirli biizilme doniisiimleri {izerine c¢aligmalarda

bulunmustur.

2013 yilinda Das ve Samanta [34-35] esnek kiimeleri ve esnek kiimeler
tizerindeki temel cebirsel islemleri kullanarak “esnek metrik” kavramini ortaya
atmistir. 2017 yilinda Hosseinzadeh [36] esnek (soft) metrik kavramini yeniden
tanimlamistir, Hosseinzadeh esnek noktalari, Das ve Samanta’dan farkli bir bigimde

kullanarak bu konuda farkli bir bakis agis1 gelistirmistir. Bu ¢aligmada esnek metrik

2



uzaylarin temel 6zellikleri incelenmis bununla birlikte, esnek biiziilme, esnek sabit
nokta kavramlarinin ortaya atilmig ve Banach sabit nokta teoremi, Caristi sabit nokta
teoremi gibi bazi sabit nokta teoremlerinin esnek (soft) metrik uzaylarda ifade ve
ispat edilmistir. Giiniimiizde esnek sabit nokta teorisi ilgi g¢ekici bir alan olarak
gelismekte olup matematikgiler acisindan yeni bir ara¢ olusturmustur. Giintimiizde
Majumdar [37], Wardowski [38], Altintas [39-40], Giiler, Yildirim, Ozbakir [41],
Yazar, Aras, Bayramov [42], Abbas, Murtaza, Romaguera [43] gibi matematikgiler
esnek (soft) metrik uzaylarda gesitli sabit nokta teoremleri iizerine g¢alismalarda

bulunmusglardir.

Bu tez c¢alismasinda bir parametre kiimesi ile birlikte esnek metrik
kullanilarak Chatterjee tipi devirli biiziilmeler, Kannan tipi devirli biiziilmeler,
Asimptotik regiiler devirli biizilmeler ele alimmistir. Bu 6zel tip biiziilmelerin
kullanilmasiyla bazi esnek sabit nokta teoremleri ispatlanmis ve esnek metrik
uzaylarda konuyu anlasilir hale getiren 6rnekler verilmistir. Bununla birlikte bu tez
caligmasinin esnek metrik uzaylar iizerine ¢alisan matematikgiler i¢in yeni sonuglar

iceren bir kaynak olmasi hedeflenmektedir.



2. GENEL BILGILER
2.1. Esnek (Soft) Kiime Teorisi

Bu alt boliimde esnek (soft) kiimeler ve esnek (soft) topolojilerle ilgili temel tanimlar

ve Ozellikler hatirlatilir.
U nesnelerin evrensel kiimesi ve E, U’daki nesnelerle iliskili parametrelerin

kiimesi olsun. P(U), U ’in kuvvet kiimesini gostersin ve A, A, < E olsun.

Tanmm 2.1.1.[2] U evrensel bir kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun.

PB(U), U’in kuvvet kiimesi ve Ac E olmak iizere;
F,:A—PB(0)
ise (F,, A) cifti U tizerinde bir esnek (soft) kiime olarak isimlendirilir.

Herhangi bir (F,, A) esnek kiimesi, her e€ A i¢in F,(e)#< ve her e E\ A igin

F.(e) =9 olmak iizere (F,, E)biciminde bir esnek(soft) kiimeye genisletilebilir.
Tanm 2.1.2.[3] (F,,A) ve (G;,A,), U iizerinde iki esnek kiime olsun.

) AcA ve
i) Her ae A i¢in F (a) £ G (a) ise

(F,,A)’ya(G,, A) 'nin esnek alt kiimesidir denir ve (F,, A) S (G, A,) ile gosterilir.
(K, A), (G, A) nin esnek alt kiimesi ise(F,, A)’ya(G,, A)) 'nin esnek (soft) iist

kiimesi denir ve (F,, A) D (G, A,) ile gosterilir.

Tanim?2.1.3.[3] U iizerinde iki (F,A) ve (G,,A,) esnek kiimesinin esnek (soft)
kesisimi (H, A,) esnek kiimesidir. Burada A,=A N A, ve Vce A, olmak iizere
H,(c) = K, (c)nG,(c) dir. Bu esnek kesisim (F,, A)"(G,, A)=(H,,A) seklinde
ifade edilir.

Tanim 2.1.4.[3]U iizerinde (F,,A) ve (G,,A,) gibi iki esnek kiimenin esnek (soft)

birlesimi A, =A UA, ve Vv e A, igin,



F(v), ve A-A
HE) = G), ve A -A
F()uG(), ve ANA,.

olacak sekilde bir esnek kiimedir.
Bu esnek birlesim bagintis1 (F,, A) (G, A,) =(H,, A,) bigiminde ifade edilir.

Tanmim 2.1.5.[3] U tizerindeki bir (F, A) esnek kiimesi Va e A i¢in F(a) = ise bir

bos (null) esnek kiime olarak adlandirilir ve @ ile gosterilir.

Tamm 2.1.6.[3] U iizerindeki U mutlak esnek kiimesi Vae A icin F(a)=U

olacak sekilde tanimli bir (F,,U) esnek kiimesidir.

Tanmm 2.1.7.[3] (F,,A), U ilizerinde bir esnek kiime olsun. (F,, A)’nin relatif
timleyeni (F,,A)° olarak gosterilir ve F°:A—>P(U), her aeA igin
F°(@)=U-F(a) ile verilen bir doniisim olmak tizere (F,,A)*=(F°,A) ile

tanimlidir.

Tanmm 2.1.8.[3] (F,,A) ve (G,,A,), U iizerinde iki esnek kiime olsun. Bu takdirde

(F, A)—(G,, A) ={(x,F,(x)): F,(x) G,(A,), x& A,} seklinde bir esnek kiimedir.

Tamm 2.1.9.[8] @, U iizerinde esnek kiimelerin bir sinifi ve E parametre kiimesi

olsun. Bu takdirde asagidaki aksiyomlari saglayan @ smifina U {izerinde bir esnek

(soft) topoloji ad1 verilir.

No,U=(F,U)ew,

i) @ ’daki herhangi (keyfi) sayida esnek kiimelerin birlesimi & nin elemanidir.
1ii) @ ’daki sonlu sayida esnek kiimenin kesisimi yine @ sinifinin elemanidir.
Bu durumda (U, @, E) iglisiine U iizerinde bir esnek topolojik uzay denir.

Tamim 2.1.10.[8] (U,@,E), U iizerinde bir esnek topolojik uzay olsun. Bu

takdirde @ ’ nun elemanlarinaU *de esnek (soft) acik kiimeler denir.



Tanim 2.1.11.[8] (U,@,E), U iizerinde bir esnek topolojik uzay olsun. (F,,E), U

tizerinde bir esnek kiime, (F,E)° esnek tiimleyen kiimesi @ ya ait ise U iizerindeki

(F,,E) esnek kiimesi esnek kapali olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.12.[12] (U,@,E) ve (U, @' E) iki esnek (soft) topolojik uzay olsun.
s:(U,@,E) — (U',@',E) bir doniisiim olsun. (s(x,), E) ’nin her bir (H_,E) esnek
komsulugu i¢in S((F,,E)) c (H,,E) olacak sekilde (x,,E)’nin bir (F,E)esnek

komsulugu mevcutsa bu takdirde s’e (X, E) *de esnek (Soft) siirekli doniisiim denir.

Lemma 2.1.13.[12] (U, ,E) esnek (soft) topolojik uzay olsun. 1, :U — U birim
dontistimii esnek siirekli olmak zorunda degildir.
Ispat: U={m,m,, m}, E={e,e} ve

@ ={®,U,(F, ,E),(F,,,E),(F,E),(F,,E)} ve

@' ={®,U,(G,E),(G,,,E),(G,E),(G,,,E)}, U iizerinde iki esnek topolojik uzay

ve

(F

S|

1 E), (Fsz’ E), (Fss’ E), (Fs4v E), (Gsl’ E), (Gszf E), (Gssv E), (Gs4’ E), U tizerinde

esnek acik kiimeler olmak tizere

Fsl (el) :{mz}’ Fsl (ez) :{ml}’ Fsz(e1) :{mzv ms}’ Fsl(el) :{ml}’ Fsz(ez) :{hl’ hz}i Fss (e1) :{m3},
Fss (62) :{m1' mz}v Fs4(el) =0, Fsz(ez) :{ml}

ve

Gsl(e1) ={m2}’ Gsl(ez) :{ml}! Gsz (el) ={m2' m3}' Gsz(ez) ={m11 mz}f GSS(el) ={m1’ mz}'
Gy (M) =T, G, (&) ={m,}, G, (e,) ={m;, m,}

olarak tammlansin. s ((G,, E)) ={(e,,{m,,m,}),(e,,U)} e (U,@,E) ve benzer
sekilde

s((G,,, E)) ={(e, {m,}), (e, {m, m,N}¢ (U,@,E)  dir.  Bundan dolay

s=1,:U— U dontsiimii esnek (soft) siirekli degildir.



Tamim 2.1.14.[36] A < E parametrelerin bir kiimesi olsun. (X,t) ve (y,t") iki esnek

parametrik skaler olsun. Bu takdirde esnek parametrik skalerler arasindaki toplama

ve esnek parametrik skalerler tizerindeki skalerler garpimi asagidaki gibi tanimlanir.
() +(y.t) =({x y}t+t) ve

Her p e R i¢in p(x,t) = (X, pt).

Tanmm 2.1.15. [36] (F,,A), U iizerinde bir esnek kiime olsun.

S(A F,(A) =(s,,8,)(A F,(A)) olacak sekilde s,:A— A ves,:F(A)—>R

fonksiyonlar1 varsa (F,, A) iizerindeki bir S fonksiyonu parametrik skaler degerli
bir fonksiyon olarak adlandirilir. Benzer sekilde yukaridaki tanimi s, : AxA— A ve
s, K (A)xF,(A) >R olmak lizere
S(Ax A F (A)xF,(A) =(s,,S,)(Ax A F,(A) xF, (A)) ile s:(F,, A)x(F,,A) > (AR)
seklinde genisletilebilir.

2.2. Metrik Uzaylar ve Esnek Metrik Uzaylar

Bu boliimde esnek kiimeler (uzaylar) tizerinde tanimli esnek (soft) metriklerle ilgili

temel kavramlardan bahsedilecektir.
Tamim 2.2.1.[44] U bostan farkl bir kiime olmak iizere p:UxU — R™ fonksiyonu

M(1) vu,veU, p(u,v)>0
M(2) vu,velU, p(u,v)=0<u=v
M(3) vu,ve U, p(u,v)=p(v,u)

M(4) vu,v,we U, p(u,w)< p(u,v)+ p(v,w)

ozelliklerini sagliyorsa p'ya U {izerinde bir metrik ve (U, p) ikilisine de metrik

uzay denir.

Tanim 2.2.3.[45] U= ve ue U olsun. n: U —- U fonksiyonu i¢in n(u) =u ise

u € U’ya n’nin sabit noktasi denir.

Tanim 2.2.4.[45] (U, p) metrik uzay ve M :U — U herhangi bir doniisim olsun.

Eger her m,ne U i¢in



p(M(m), M (n)) <x p(m,n)

sartin1 saglayan bir x>0 sabiti varsa M ’ye Lipschitz sartin1 saglayan dontisiimii
(Lipschitz mapping) denir. Burada 0<x <1 ise M ’ye biizilme veya daralma
(contraction) doniisiimii ve 4 =1 iseM ’ye genislemeyen (nonexpansive) doniisiim

denir. Eger her X,y € U i¢in (X #Y)

d(Tx, Ty) < Ad(x,y)

sart1 saglaniyorsa M ’ye biiziilebilir (contractive) doniisiim denir. Yukaridaki

aciklamalara gore bu doniistimler arasindaki iliski asagidaki sekilde verilebilir.

Biiziilme doniisiimii = Biiziilebilir doniisiim = Genislemeyen doniisiim =
Lipschitz sartin1 saglayan doniistim.

Teorem 2.2.5.[15] (U, p) bir tam metrik uzay ve M : U — U bir doniisiim olmak

tizere her m,n € U igin

pM(m),M(n)) <x p(m,n)

olacak sekilde bir x € (0,1) sabiti bulunabiliyorsa M ’nin U ’da bir tek sabit noktasi

vardir.
Tanmm 2.2.6.[36] (F,,A), U iizerinde bir esnek (soft) kiime olsun. 7,: AxA— A
bir parametrik skaler degerli bir fonksiyon olsun. S asagidaki sartlar1 sagliyorsa

S: (F,, A)x(F,,A) > (A R" U{0}) parametrik skaler degerli fonksiyonunun (F,, A)

tizerinde bir esnek (Soft) metrik oldugu soylenir.

1. Her u,ve A igin S((u,Fs(u)),(v, F.(v)) = (7,(u,v),0), u=v iken esitlik
saglanir.
2. Her u,v e A igin S((u, F,(u)), (v, F,(v))) = S((v, F, (v)), (u, F, (u)))

3. Heru,v,we A i¢in

S((u, Fy (W), (w, F (w))) < S((u, F, (u)), (v, Fy(v)) +S((v, F, (), (w, F, (w))

(R, A), S) ikilisine U iizerinde bir esnek metrik uzay denir.



Tanmm 2.2.7.[36] (F,,A) ve (F/,A") swrasiyla U ve V {izerinde iki esnek kiime

olsun.
S:A> A ve s, :F.(A) > F/(A), F,(A)={F.(a):ac A} ve
F/(A)={F/(@):a’e A} olmak iizere donlsiimler olsun. Bu takdirde

s=(s,5,):(F,, A) > (F, A) ikilisi

e {;eew(ey)ms V() s'(e)NBxO

diger durumlarda

ile tanimlidir.

Bu durumda s esnek doniisiim olarak adlandirilir ve (s(v, A),C), (V,B)esnek
kiimesinin esnek goriintiisii olarak adlandirilir. (W,C) e (F/, A") olsun. Bu takdirde
(W, C) 'nin yukarida tanimlanan s esnek doniisiimii altindaki ters goriintiisii

s, W(si(e))  si(e)eC

s'(W,C)(e) =
W.C)ee) {@ diger durumlarda

olmak iizere, s (W, C) ile gosterilen U iizerinde esnek kiimedir.

Tamm 2.2.8.[36] Ac E parametrelerin kiimesi olsun. Esnek parametrik skalerlerin

bir dizisi {(a,,3,)}dir. (i# ] isin @ =a, olabilir) lim 8, = A olacak sekilde bir

peR mevcutsa {(e,,pF,)} bir esnek parametrik skalere yakinsaktir denir ve

Va e A icin («,, f,) = (o, ) olarak yazilir.

Lemma 2.2.9.[36] Ac E bir parametre kiimesi olsun. Her &>0 i¢in («,f) ve
(', B") iki esnek parametrik skaler olsun, eger (a,f)=<(a',f'+¢&) ise o halde
(a,8) < (a', ') dir.

Tanim 2.2.10.[36] Ac E parametrelerin bir kiimesi olsun. {(¢,,£,)} (i# ] icin
a; = f3; olabilir) esnek parametrik skalerlerin bir dizisi olsun. («,,,,8,.,) = (2, 5,)

ise{(a,,S,)} azalan («,, 5,) = (a,.1, B,.1) 1se {(«,, B,)} artan olarak adlandirilir.

Tanim  2.2.11.[36] (F,A), U {zerinde bir esnek kiime olsun.
s(F,,A)=(s,,S,)(AF,(A)) olacak sekilde s:A—>A wve s,:F(A)—>R
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fonksiyonlar1 varsa (F,, A) tzerindeki parametrik skaler degerli S fonksiyonu

monoton azalan (monoton artan) olarak adlandirilir.

Tamm 2.2.12.[36] (F,,A), U iizerinde bir esnek ve S, (F,,A) tizerinde bir esnek

metrik olsun. Her (c,x) € (F,, A) esnek noktas1 i¢in (C,x) ve (a,F(a)) arasindaki

uzaklik S((c, x), (a, F,(a)) ile gosterilir.
U, d metrigi ile birlikte bir metrik uzay ise (c, X) ve (a, F,(a)) arasindaki uzaklik

S((c, x), (a, F.(a)) = (7(c,a), y!plz d(X,y)) olarak tanimlanir.

a)

Tanim 2.2.13.[8] (X,7) bir esnek (soft) topolojik uzay ve x =y olacak sekilde
X,y e X olsun. xe F,, yeG, ve F, "G, = ® olacak sekilde F, ve G, esnek acik
kiimeleri mevcutsa (X, 7) esnek topolojik uzay1 esnek (soft) Hausdorff uzayi veya

esnek (soft) T, uzay olarak adlandirilir.
Onerme 2.2.14. [36] Her esnek (soft) metrik uzay esnek (soft) Hausdorff uzayidir.

ispat: (X,d) en az iki ensek elemana sahip bir esnek metrik olsun. a,b d(a,b)>0

yani VA€ A igin d(a,B)(l)»O olacak sekilde X de iki esnek eleman olsun.
VAeAicin 0<r, < %d(a,ﬁ)(ﬂ,) kosulunu saglayan herhangi bir I~’(/1) reel sayisini
goze alalim. Ve A igin r(A)=r, olsun. Bu taktirde reR ve a,b merkezli r
yarigaplt esnek acik yuvarlar B(a, F):{X e X;d(x,a)=< F} ve
B(B,F):{Xe X ;d(X,5)< F} dir. Acik olarak, B(a,F) N B(a,F)=CD ve sonug
olarak S(B(a,r) n B(a,r))=®.

Onerme 2.2.15.[38] (F,7) esnek tam topolojik uzay olsun ve {C,:ne N}, F in

asagidaki sartlart saglayan esnek alt kiimelerinin bir ailesi olsun.

1. Herbir neN i¢inC, = &,
2. Herbir ne N igin C, esnek kapalidir,

3. HerbirneNiginC , CC, .

10



O halde (\C, # 5.

neN

Onerme 2.2.16.[38] F,GeS(U), X,X,X,&F, Y,Y,Y, EG olsunve
T :F 5 G bir esnek doniisiim olsun. Bu durumda asagidakiler kabul edilir:
1. X, EX,=T(X)ET(X,).

2. Y, EY, =T HY,)ETHY,).

3. X&THT(X)).

4. TOHY)HCY.

5 T(X,OUX,)=T(X,))OT(X,).

6. T(X;AX,)ET(X)AT(X,).

7. THY,0Y,)=T(Y)OT(Y,).

8. THY,AY,) =T (Y)AT(Y,).
(5)-(8) formiilleri genellestirilmis esnek O ve A islemleri igin de dogrudur.

Tamim 2.2.17[25] A ve B, (X,d) metrik uzaymin bos olmayan alt kiimeleri ve
T:AuUB—> AUB olsun. Eger T(A)cB ve T(B)c A ise T ’ye devirli doniisiim

denir.

Tamim 2.2.18.[25] AveB, (X,d) metrik uzaymin bos olmayan alt kiimeleri ve

T:AUB — AUB bir devirli doniisiim olmak {izere Vx € A, Vy € B igin
d(Tx,Ty) <kd(x,y)
olacak sekildek e (0,1) varsa T "ye devirli (cyclic) biiziilme déniisiimii denir.

Tamm 2.2.19[25] A ve B, (X,d) metrik uzaymin bos olmayan alt kiimeleri ve

T:AUB — AUB bir devirli doniisiim olmak {izere Vx € A, Vy € B igin

d(Tx, Ty) <k[d(Tx,x) +d(Ty, y)]

olacak sekildek € (O, %j varsaT ’ye Kannan tip devirli biiziilme doniistimii denir.
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Tamm 2.2.20.[25] AveB, (X,d) metrik uzaymin bos olmayan alt kiimeleri ve

T:AuUB — AUB bir devirli doniisiim olmak ilizere VX € A, Vy € B igin

d(Tx,Ty) <k[d(Tx,y) +d(Ty, X)]
olacak sekilde k € (O, %) varsa T ’ye Chatterjee tip devirli biiziilme doniisiimii denir.

Onerme 2.2.21.[10] (X,7) bir esnek Hausdorff uzay:r olsun.F,, X de esnek

kompakt ise, o halde F, esnek kapalidir.

Ispat: F; nin esnek agik oldugunu gosterecegiz. X & F; olsun. Dolayisiyla her bir
ecE i¢in xeF; =X /F,(e) ve xgF,(e) dir. O halde tim yeF,(e) iginx=y.
(X,7) esnek Hausdorff wuzayr oldugundan, Xxé&(Gg),,y&(H;), ve
(Gg), N(H¢), =@ olacak sekilde (Gg),,(H:), €7 vardir. Bu, tim eeE igin
xe(Gg),(e),ye(He),(e) ve (Gg),(e)n(H;),(e)=D oldugu anlamma gelir. O
halde, F,(e)=(Hc),(e) ve dolayisiyla F, = (Hc),dir. C={(H.),:y€&F,} ailesi
F, nin esnek acik ortiisiidiir. F, esnek kompakt oldugundan, F, nin sonlu bir alt
ortiisii vardir. Boylece, F, U (H), dir. O halde U',(H.), ve U, (Gg), €7
ve  (UL(He), )N(ML(Gg),)=® dir.  x&(Gg), oldugundan, bdylece

X & (Gg), = (VL(He), ) = F, dir. Dolayistyla, Fs esnek agiktir.

Tamm 2.2.22.[46] (X,d) bir metrik uzay olsun. Bir T : X — X déniisiimii tim
X e X igin limd(T"*x,T"x) =0 sartin1 sagliyorsa T ’ye asimptotik regiiler doniisiim

denir.
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3. MATERYAL VE YONTEMLER
3.1. Esnek Metrik Uzaylarda Esnek Devirli Biiziilme Doniisiimleri

Tamm 3.1.1. E bir parametre kiimesi ve ((F,, E),S) bir esnek metrik uzay olsun.

A,B, E parametre kiimesinin alt kiimeleri, (G,,A) ve (H,,B), ((FS,E),g) esnek

metrik uzayin alt kiimeleri olsun.
T:(G,,A)O(H,,B) > (G,,A) U (H,,B) doniisimiinii g6z 6niine alalim. Bu takdirde
I.T((G,,A)) & (H,,B)
ii.T((H,,B)) € (G,,A)
ise T esnek devirli doniisiim olarak adlandirilir.

Tamm 3.1.2. E bir parametre kiimesi ve A, B, E parametre kiimesinin alt kiimeleri

olsun. (G,,A) ve (H,,B), ((F, E),S) esnek metrik uzayin alt kiimeleri olsun. Bir

T:(G,,A)U(H,,B) > (G,,A) U (H,,B) esnek doniigiimii ile taniml1

F, (w), weA-B
G!(w) =1 G (), weB-A
F(0)uG(w), weANB

G.:AuUB — P(U) olmak iizere tiim (m,G;(m)) € (G,, A) ve (n,G.(n)) e (H,, B)

i¢in
S(T (M, G (M), T ((n,G:(n))) < kS((M, G.(m)), (n,G;(n)))
olacak sekilde k € (0,1) varsa T ’ye esnek devirli biiziilme donilistimii denir.

Tamm 3.1.3. E bir parametre kiimesi ve A, B, E parametre kiimesinin alt kiimeleri

olsun. (G,,A) ve (H,B), ((F, E),S) esnek metrik uzayin alt kiimeleri olsun. Bir

T:(G,,A)U(H,,B) > (G,,A)U(H,,B) esnek doniisiimii i¢in

G.:AuB - BU);
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F(w), weA-B
G!(w) =1G(w), weB-A
F(o)uG(w), we AnB
olmak iizere tim (X,G[(X))e(G,,A) ve (y,Gi(y))e(H,,B) icin
S(T((m, G, (M), T((n,G. () < k[ S(T (m,G.(m))), (M, G, (m))) +D(T ((n,G.(n))), (n,G.(n)))]
olacak sekilde k (O,%) varsa T ’ye Kannan tip esnek devirli biliziilme doniistimii

denir.

Tanmim 3.1.4. E bir parametre kiimesi ve A, B, E parametre kiimesinin alt kiimeleri
olsun. (G,,A) ve (H,,B), ((F, E),g) esnek metrik uzayin alt kiimeleri olsun. Bir
T:(G,,A)U(H,,B) > (G,,A) U(H,,B) esnek doniisiimii i¢in

G.:AuB —>BU);

F(w), weA-B
G.(w) =1G(w), weB-A
F(w)UG(w), we AnB
olmak tizere tim (m,G/(m)) € (G,, A) ve (n,G.(n)) € (H,,B) i¢in
S(T(m,G.(m)), T((n,G.(n))) < k[S(T (MG (M), (n,G(n)) +S(T ((n,G.(M)), (M, G.(m)))]
olacak sekilde k € (O, %J varsa T ’ye Chatterjee tip esnek devirli biiziilme doniistimii

denir.

Tamm 3.1.5. E bir parametre kiimesi ve A, B, E parametre kiimesinin alt kiimeleri
olsun. (G,,A) ve (F,B), ((F, E),@) esnek metrik uzayin alt kiimeleri olsun. Bir
T:(G,,A)O(H,,B)—> (G,,A)O(H,,B) esnek dontsimi tim
(m,G(m)) (G, A)O(H,,B) icin
lim [S(TM(m,Gs(m)),T”(m,GS(m)))] = (#%,(m,m),0) sartim sagliyorsa T ’ye esnek
asimptotik regiiler doniisiim denir.

Tamim 3.1.6. Ave B, (X,d) metrik uzaymin bos olmayan alt kiimeleri olsun.

T:AUB — AUB doniisiimii asagidaki sartlar1 saglayan bir doniisiim

14



)  T(A)cBveT(B)cA
ii) Tiim xe AUB igin limd(T""x,T"x) =0.
Ise T ’ye asimptotik regiiler devirli doniisiim denir.

Tamim 3.1.7. E bir parametre kiimesi ve A, B, E parametre kiimesinin alt kiimeleri
olsun. (G, A) ve (H,,B),((F,, E),S) esnek metrik uzayin alt kiimeleri olsun. Bir
T:(G,,A)O(H,,B) > (G,,A) U (H,,B) esnek doniisimii asagidaki sartlar1 saglayan
bir doniisiim

i) T((G,,A) & (H,,B) ve T((H,,B)) & (G, A)

i) Tim (x,G,(x)) € (G,, A) U (H,,B) i¢in

lim | (T " (m, G, (m)), T" (M, G,(m))) | = (% (m, m), 0)

ise T ’ye esnek asimptotik regiiler devirli doniisiim denir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Esnek Metrik Uzaylarda Esnek Devirli Biiziilme Doniisiimleri icin Cesitli
Esnek Sabit Nokta Teoremleri

Teorem 4.1.1. (G, A) ve (H,,B), U iizerinde (F,,E) tam esnek metrik uzaymmn

bos olmayan kapal1 alt kiimeleri olsun ve
T:(G,,A)U(H,,B)—>(G,,A)T(H,,B)

bir Kannan tip esnek devirli biizilme donlisimi olsun. Bu takdirde

T, (G,, A)A(H,,B) de bir tek esnek sabit noktaya sahiptir.
ispat:(m,G(m))e(GS,A) esnek elemanini alarak ispata baslayalim. Kannan tip

esnek devirli biiziilme doniisiimii sartlarini géz oniine alarak, p € (0, %j olmak tizere

asagidaki esitsizlige sahip oluruz

S(T((m, 6, (). T ((n,G,(m))) =| S(T*((m, G,(m))), T ((m,G,(m))))
+§(T ((n,Gs(n))),((m,Gs(m))))}

elde edilir. Boylece
§(T2 ((m.G,(m))).T((n, Gs(n)))) <t- S(T ((m,G,(m))).((m,G, (m)))),

1
burada t=—2— ve 0< p< 5 oldugundan, 0 < 1L <1 (0<t<1) oldugu agiktir.
-p

1-p

Tiimevarimla,
S(T™((m.G,(m)). 7" ((n.G,(m))) =t"-§(T (. G, (). ((m. G, (m))))
elde edilir. Buradan T"((m,G,(m))) esnek Cauchy dizisidir ve bdylece
T"((m,G,(m))) - (k,G.(K))

olacak sekilde (k,G/(k))e(G,, A)U(H,,B) vardur.
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T2 mGs(m)))) nin, (G,,A) da bir esnek dizi ve (Tz”‘l((m,Gs(m)))) nin,

S

(H : ) de esnek bir dizi oldugunu varsayalim. Bu her iki esnek alt dizi aym
(k,G.(k)) limitine sahiptir. (G,,A) ve (H,,B) nin kapaliigindan dolay:

k,G.(K)) (G, A)A(H,, B)elde edilir.
O halde (G,, A)A(H,,B) = .
Simdi (k,G!(k)) nin T nin bir esnek sabit noktasi oldugunu gésterelim yani
T((k,G.(K))) = (k,G(K)) oldugunu gdsterelim.

S(T (1,6, (K))).(k, Gl (K))) = limS(T (k.G (k))),T*" (m,
<p- Ilm[ ( (m’Gs m))
)

n—oo

(( G (k))). (kG (k

p-58(T((6:(9)) (k81 (<)),
(2-p)8(T (k6! (K))). (K, Gl (K))) = (7 (T (K),k),0) dir.

pe(O,%j oldugundan, o halde S(T((k,G!(K))).(k,G!(Kk)))=(# (T (k).k),0)

buradan

T((k.G}(K)))

(k,G.(k)) oldugu anlamina gelir.
Simdi (k,G/(k)) nin tekligini ispatlayacagiz.

Varsayalim ki (k,G/(k))#(w,G/(w)) ve T(w,G(w))=(w,G/(w)) olacak sekilde

bir(w,G.(w)) e (G,, A)J(H,,B) olsun.

(w,G/(w)) de T nin bir esnek sabit noktasi  oldugundan

(W,G!(W)) < (G,, A)O(H,,B).

T i¢cin Kannan esnek biiziilme doniigiimii esitsizligini kullanarak asagidaki bagintiy1

elde ederiz.
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O halde (k,G.(k))=(w,G,(w))ve bdylece (k,G/(k)), T nin bir tek esnek sabit

noktasidir. n

Teorem 4.1.2. (G,,A) ve (H,,B), U iizerinde (F,,E) tam esnek metrik uzaymin

bos olmayan kapali alt kiimeleri olsun ve
T:(G,,AU(H,,B)—>(G,,A)O(H,,B)
bir Chatterjee tip esnek devirli biiziilme dontisiimii olsun. Bu takdirde
T, (G,,A)"(H,,B) de bir tek esnek sabit noktaya sahiptir.
Ispat: (x,G, (X)) € (G,, A) esnek elemani alarak ispata baslayalim. Chatterjee tip
esnek devirli biiziilme doniisiimii sartlarin1 g6z oniine alarak, k € (O, %) olmak tlizere

asagidaki esitsizlige sahip oluruz.

S(T(W,GUN)T((v,GW)) <k [S(T ((u, G, (v,GW)) +S(T (v, GW)), (U, G(U)))]
Yukaridaki esitsizlikten dolay1

S(T% (@, G, (u)), T((u, G, (W) ) < k[ §(T? (W, G, ), (u, G, ) +§(T ((u, G, ), (u, G, W))) |
kS

(T?((W, G, W), (G, )
<k[5(T% (W, G,W)). T (U, G, W) +8(T((u, G, W) (u,G,1))]

elde edilir. Boylece

S(T2((U, Gy, T((u, G, (u)) ) < ﬁS(T ((u, G, (u))), (u, G, (u)))

1 k
O<k< 5 oldugundan, 0 < K <1 oldugu agiktir. Tiimevarimla

S(T”+1((u,Gs(u)»,T“«u,es(u)»)f[ﬁj S(T((, G, (). (1. G, ()
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n=1 -

i_g(ﬂ“«u,Gs(u»),T”«u,Gs(u)»)i[ﬁj 5(T (.6, ), (1,6, ()

<

elde edilir. Buradan T"((u,G,(u))) esnek Cauchy dizisidir ve boylece
T"((u,G,(u)) = (2,G,(2))

olacak sekilde (G,,A)OU(H,,B) de bir (z,G.(z))vardir. (T*"((u,G,(u)))) nin
(G,,A)da bir esnek dizi ve (T*"*((u,G,(u)))) nin, (H.,B) de esnek bir dizi
oldugunu varsayalim. (T*"((u,G,(u)))) ve (T°"*((u,G,(u)))) her ikisi de
T"((u,G,(u))) in esnek alt dizileridir. Bu her iki esnek alt dizi aym1 (z,G!(z))
limitine sahiptir. (G, A) ve(H,B) nin kapaliligindan dolay1, (z,G/(z)) € (G, A) ve
(z2,G.(2)) e (H,,B) elde edilir. Boylece (z,G'(z))e(G,A)A(H,B). Su halde
(G,AAH,B)=D.

Simdi (z,G.(z)) nin T nin bir esnek sabit noktast oldugunu gésterelim yani
T((z,G{(2))) =(z,G/(z)) oldugunu gosterelim.

S(T (2, G1(2))).(2,G.(2))) = im 8(T (2, G.(2))). T*" (u, G.(u)
<K im[S(T (2,6 (@), T (u, G, )
B (UG, (2.6,
<kS(T ((2,G,(2))),(2,GL(2)).

Dolayisiyla 0 <k < %(1— k) negatif olmayan bir skaler oldugundan

(1-K)S(T (2 G2, (2.6.(2))) 2 (7,(T(2).2).0)
elde ederiz. Dolayisiyla esnek metrik tanimmnim ilk sartindan dolay
S(T((2.G!(2))). (z.G.(2))) = (#(T (2),2),0) elde edilir. Yani buradan

T((z,64(2))) = (z,G;(2))

oldugu sonucuna varilir.
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Ispatin bir sonraki kism1 (z,G!(z)) nin tekligini gostermektir. (z,G!(z)) = (w, G.(w))
ve T(w,G/(w))=(w,G,(w)) olacak sekilde bagka bir (w,G.(w)) esnek sabit
noktasinin var oldugunu varsayalim. (w,G/(w)) de T nin bir esnek sabit noktasi

oldugundan (w,G.(w)) € (G,, A)"(H,,B).

T icin Chatterjee esnek biiziilme doniisimii esitsizligini kullanarak asagidaki

bagintiy1 elde ederiz.

(L-k)S(T((z,G/(2)),(2,6.(2))) = (%,(T(2),2),0)
<k[S(T((z.G/(2)), (W, G.(w)))
+8(T (W, G, (W))), (2,6/(2))) |
=k-28((2,G!(2), (w, G!(w)))

(1-2K)5((2,6,(2)), (W, GL(W))) < (% (2.W), 0).
Su halde z=w ve G/(z) =G(w) oldugundan (z,G/(z)) = (w,G,(w)).
Sonug olarak T nin bir tek esnek sabit noktasi vardir. [ ]

Ornek 4.1.3. U= [0,00] tizerinde alisilmis metrigi goz Oniine alalim ve A = [0,1] ve
A, =[0,2/2] X in alt kiimeleri olsun. (F,,A) ve (G,,A,), U iizerinde iki esnek

kiime olsun.
T :(Fs! Ai)Q(Gs’AZ) _)(Fs’ Al)Q(Gs’ A2)

doniisimi, G.:AUA - PB(U) olmak lizere tim

(U, G¢(u)), (v, G (V) € (K, A) O (G, Ay) igin

T((u,G{(u)), (v, G{(v))) =(%U,G'(%uj) :{0,%@

olacak sekilde tanimlansin.

Diger taraftan E=A UA, olmak iizere S: (F,E)x(F,,E) > (E,R"w{0}) esnek

metrigi, tim U,V € E i¢in asagidaki gibi tanimlansin
S((u,G'()), (v, G'(v))) = (max{u, v}, |u -v|).
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. , , &1, (1 1 (1
S(r((U,GS(U))),T((WGS(V))))—S&5U,GS(SUD1[5WGS[5V)D
:(max{lu,lv},
5 5
5%(max{u,v},|u,v|)
Jr3 (oo o)
+=| max{=u,v},|=u—v
5 5 5
Jra{moe{uge -
+=| max{=v,Zut,|=v—=u
5 55 5 5
1 1 1
j—g(maX{gV,EU},
1 1 1 1 1
+—| max<—u,Vv,,
5 ) 5( {5 }5

—u-Vv
gg(T (U, G (u)), T (v, G, (M) = % (S((u, G (W), (v, G, (V) +S(T (U, G, (u))), T (v, G, (v))))

A

gl Ol

IA

)

ST ((u,GL ), T (W, G (V) < %[(S«u, G/ (W), (v, G, (V) + 5(T (U, G (W), T (V.G ]

Boylece %e (O,%) oldugundan T bir Chatterjee tip devirli biiziillme doniisimidiir.
O halde T bir tek esnek sabit noktaya sahiptir.

Teorem 4.1.4. E bir parametre kiimesi (( F,..E), S) U iizerinde bir esnek tam metrik
uzay olsun. A ve B, E parametre kiimesinin alt kimeleri, (G,,A) ve

(H,,B), (( F,. E) , S) esnek metrik uzaymin alt kiimeleri olsun.
T=(,T,):(G,,A)O(H,,B) > (G,,A) T (H,,B)

esnek devirli doniisimii

T((G,, A) & (H,,B)
T((H,,B)) £(G,, A)

ve V(a, F(a)) € (G,, A) U(H,, B) icin

T(a,F(a) =(T,(a). T,(F(a))) =(T.(a), F(T(a)))

21



olacak sekilde esnek siirekli bir donlisim olsun. Parametrik skaler degerli bir
@ (G,,A)U(H,,B) > (AUB,R) fonksiyonu i¢in asagidaki esitsizligin saglandigini

kabul edelim:

5(T((a F.(a).(aF.(a) < o((a F.(a) -(T (aF.(2))) (*)

Bu takdirde {T"((a,F,(a)))}, ¥(a,F,(a)) € (G,, A) U(H,,B) icin bir tek esnek sabit
kiimeye yakinsar.

ispat:

Her a, € A igin

T.(G,(A))cH,(a) T,(A)cBve

T((H..B))=(T.T.)(H..B)

=(T,(H.(8)) T, (B)) = (6..A)
Her a, € B icin
T.(H,(B))=G(,), T,(B)c Aolsun.
T=(T,T,) ve p=(p,,¢,) olsun.
T((a F.(a))=(T.(a) T.(F. (4))) ise
T((aF(a))

(a,F,(a)) alalm, bu takdirde

o(T((aF (a)=(a(a) e (F.(a))=(aA)
Benzer bigimde, n=1,2,...i¢in T" ((a, F, (a)))=(a F (an)) yazariz.

Boylece,
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(D(Tn ((a’ FS (a)))) = (¢l (an ) ! (02 (Fs (an ))) = (aniﬁn )
Teoremin hipotezindeki sart asagidaki esitsizligi gerektirir
S(T ((a,F(a).(aF, (a))))+¢)(T (a,F.(a))<e((a F(a)).

Bu esitsizlik

(D(T ((a,F, (a)))) <o((aF@a)). Bu go(T2 ((a,F, (a)))) < (o(T ((a,F, (a))))

olmasini gerektirir. Bu yontem devam ettirilirse

o(T™((a F(a)))) < o(T"((a F.(a)))) elde edilir.

Bu {gD(T“((a, F, (a))))} dizisinin azalan olmasi1 anlamina gelir ve dolayisiyla reel

say1larin { B,} dizisi azalandir.
Boylece tim be AUB i¢in

lim (/)(T” ((a, F (a)))) = (a, f) olacak sekilde bir r € R vardr.

nN—oo

Acik bir bicimde (&, #) negatif degildir. O halde m>n olmak iizere tim n,me N

i¢cin

S(T”((a, F(@)).7"((a Fs(a)))) ~(T ((a,F(@)),

Su halde, lim §(T"((a,F,(2))).7"((a F,(@))))=(.0).

23



Dolayisiyla, T"((a, F,(a))) esnek bir Cauchy dizisidir.

Boylece, limT" ((a,F.(a)))=(x,F.(x)) olacak sekilde (x,F,(x)) & (G,, A)U(H,,B)

vardir. n

Teorem 4.1.5. E bir parametre kiimesi ((FS,E),S), Utizerinde bir esnek tam
metrik uzay olsun. A ve B, E parametre kiimesinin alt kiimeleri, (G, A) ve

(H,,B) (( F.E), S) esnek metrik uzayinin alt kiimeleri olsun.

T=(G,,A)U(H,,B) > (G, A) U (H,,B)

esnek devirli doniisiimii

ve V(a,F(a)) e (G,, A) O (H,,B) igin

T =(G,, A)U(H,,B) - (G,,A)U(H,,B)

8(T((aF. (). T((b R (b)) = &((aF. (). (b, F. (b))

ile kapali bir esnek devirli doniisiim olsun.

Bos olmayan her bir (a,F,(a)) esnek kiimesi i¢in T(a,F,(a)) bos olmayan bir

esnek kiime ise o zaman T, (F,, E) "de bir tek sabit esnek kiimeye sahiptir.
Ispat:{A} _ ,AUB de alt kiimelerin bir ailesi ve T ((F,, A))=(F,,A) olsun.
Benzer sekilde, T?((F,,A))=T((F.,A))=(F., A,) alahm.

Bu metodu asagidaki gibi devam ettirirsek Vne N i¢in
T} (R, A))=T((F.A))=(F. A)... T"((F.A) =T (R, AL)) =(F., A ) dir.
Agik bir bigimde her ne N i¢in (F,, A ;) &(F,, A,) dir.

Bu takdirde
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T((F.A.))=(F.A,,) olup

T((FS’ A1)):(Fs’ A1+l)
(R AL E(RA)
cT ((FS’ AH))

Boylece

(R AL ET((RAL)) 6y
Diger taraftan
(Fs’ 'Ah)é(Fs'A'n—l) O|Up

T((FoAL))E(RoAL) 2

elde edilir.

Her esnek (soft) metrik uzay esnek (soft) Hausdorff uzayidir ve esnek Hausdorff

uzaymnin esnek kompakt alt kiimelerinin kapali olmasindan dolay1, (FS,A) esnek

kapali kiimedir ve dolayistyla (F,, A ) bir esnek kapali kiimedir.[10]

O halde her ne N igin (F,, A,) bir kapali esnek kiimedir. Boylece

1NE A0

neN

[[ﬁ(ﬁ,A))]éTz((Fs,An_l)) (3)
TZ(FS,AH):T(T ((FS,AH)))
=T((F.,A))
T(ﬁ(FsA)JéTZ((EA)) (4)



olup

1A =[O a) T (7 )

neN neN

ENTH(FA)ENT(FA))

neN neN

&N(F.A

neN

olur.

Simdi ﬁ (F.A)ET [ﬁ (R, A, )j oldugunu gosterelim.

neN neN

Kabul edelim ki T(h(FS,Aﬂ)j in esnek noktasi olmayacak sekilde bir

neN

(b,Fs(b))eh(Fs,Ah) esnek noktast olsun. (F,,B,)=T7*(b,F (b))~ (F,,A)

neN

oldugu anlamma gelir. O halde her neN i¢in (F,,B,)&(F,,B,,) vardir. Bu

takdirde ﬁ( F.,B,)#& dir. O halde T(ﬂ(FS,Bn)j &(b ,Fs(b))ﬁT(ﬁ(Fs,A])j

neN neN neN

dir.

Diger taraftan (b, F (b)) esnek bir nokta oldugundan (b, F,(b))=T (h( B, )j dir.

neN

neN

Boylece (b, F,(b))eT (ﬁ (R, A )J dir. Bu da ispati tamamlar.

((F..A))=(c,F(c)) kiimesini gdz oniine alalim. (c,F,(c)) nin teklik ézelligini

neN

ispatlamak i¢in, T(d,F,(d))=(d,F,(d)) ve (c,F,(c))=(d,F,(d)) olacak sekilde

bagka bir (d,F,(d)) oldugunu varsayalim.
O halde

S((c.F.(c)).(d,F.(d)))=S(T (c.F.(c)). T (d,F,(d))) < S((c, F.(c)).(d, F,(d))) dir.
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Boylece [|(F.,A,) bir tek esnek sabit kiimedir. ]

neN

Teorem 4.1.6. (G,, A) ve (H,,B), ((F.,E),S) tam esnck metrik uzayinin bos

olmayan alt kiimeleri olsun.
T:(G,,A)O(H,,B)—>(G,,A)T(H,,B)

Tiim (u,GS (u)) e(G,,A), (V,GS (V)) e (H,,B) icin K <1 olmak iizere

S(T((u.6,())), T ((v.G,w))) < K[ S((u,G,(w))), T ((u,G,(w)))
+8((v.G,(v))), T((v.G, (v)))]

olacak sekilde bir esnek asimptotik regiiler devirli doniisiim olsun.

Bu takdirde T, (X,G(x))e(Gs,A)Q(HS,B) olacak sekilde bir tek esnek sabit

noktaya sahiptir.

ispat: (u,G,(u))e(G,, A)O(H,,B) ve (u,G,(u))=T"((u,G,(u))) bir esnek dizi

olsun. Esnek asimptotik regiiler devirli doniisiime gére, m>n igin n — oo iken

g(T ”*1((u,Gs(u))),Tm+l((U’Gs (u))))< K,[g(T” ((u,Gs(u))),T n+1((u,GS(U))))
F§(T7((u,6, ), T”‘”((U,Gs(“))))}

— (7, (u,u),0).

Yani {T”((u,GS(u)))}, ((FS,E),S) de bir Cauchy dizisidir. (G, A)O(H,,B) tam

oldugundan limT" (( )) ((X,G(X))) olacak sekilde

n—ow

(X,G(x)) €(G,,A)U(H,,B) vardir. Boylece

5(16,60).7((x0,00)<3((16,0) 7 (0.6,0)
(T ((u,G,(u))), T ((x.G,(x))))
g((u Gs(u)),T””((u,Gs(u))))
FRS(T"((u,6,)) T ((u,6,)))
£5((1G.()).T (%G,
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ve buradan n— o iken

@((X,Gs(x)),T ((x,Gs(x)))) < %S(T"”((x,G(x)),T“ ((u,G(u))))

+ o 5((%,600). T (u.6W)) > (7 (x),0)

[EEN

olur, yani T((x,G, (x)))=((xG,(x))) dir.

(m, G, (m)),(n,G, (n)) iki farkl: esnek sabit nokta olsun. O halde

S((m.G,(m)).(n,G,(n)))=5(T (m,

=

~

U
—_~
—

Buradan esnek metrigin M2 sart1 geregince (m, G, (m)) = (n,GS (n)) elde edilir. =
) . 1
Ornek 4.1.7. U = [0,1] tizerinde alisilmis metrigi géz Oniine alalim ve A = {O,E} ve

A, :[%,1} U nun alt kiimeleri olsun. (F,,A) ve (G,,A,), Utizerinde iki esnek

kiime olsun.

T=(T.T,): (R, A) (G, A) = (F A)O(G,, A)



olacak sekilde

O<u<1 icin T(a,O):% ve T(u,G(u)):(%u,G(%u)] ile tanimlanan bir

doniisiim olsun. Bu takdirde
Her a, € A i¢in

T(F.(A))cG,(a), T,(A)c A,

ve her a, € A, i¢in

T.(G (A))cFR@) T,(A)cA.
O halde O0<u<v<1 igin

1

7 (0.6, ()T (46, (V) =5 (%6, (1) (.6, (£) < +((1.6. ()~ (4.6 ()
- ‘(u’ G, (u)) =T (u’ G, (u))‘ + ‘(V' G, (V)) =T (V’ G, (V))‘
dir.

Diger taraftan, 0 < x <1 i¢in

dir. Bdylece tiim (x,G(x)),(y.G(y))e(F.A)I(G.A,), (x.G(x))=(y.G(y))

i¢cin
T (%6(9))-T(%.6(y))|<|(x6(x))-T (x.G(x))+[(y.6 (¥))-T (v.G(y)) dir

Acik bir bigimde T bir esnek asimptotik regiiler devirli doniisiimdiir ve bir tek esnek

sabit noktas1 vardir.

Teorem 4.1.8.(G,, A) ve(H,,B), ((Fs, E),S) tam metrik uzaymin bos olmayan alt

kiimeleri olsun.

T:(G,,AU(H,,B)—>(G,,A)O(H,,B)
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Tim (u,G, (u)) € (G,, A), (v, G, (v)) € (G,, B) icin

T((G,,A)) & (H,,B),T((H,,B)) & (G,,A) ve M <1

5(T (0.6 () T (%6, (v)))) =M 3((u.6 (). T((v.6. (1))

olacak sekilde bir esnek asimptotik regiiler devirli doniisiim olsun.

Bu takdirde, T, (x,G,(x)) e (G,,A)U(H,,B) olacak sekilde bir tek esnek sabit

noktaya sahiptir.

Ispat: (u,G, (u)) € (G,, A) U (H,,B) ve (u,G, (u)) =T "((u,G,(u))) bir esnek dizi olsun.

Esnek asimptotik regiiler devirli doniigiime gére, m > nigin

Boylece n— oo iken

(7 (0.6, () 7((0.6. (4)))) %225 (116, (1)), (4.6, ()

bulunur. Yani {T"((u,G,(u)))} bir Cauchy dizisidir.

(G,,A)U(H,,B) tam oldugundan limT"((u,G,(u))) =((X,G,(x))) olacak bigimde

bir ((X,GS(X))) e (G,,A) U(H,,B) vardr.
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Boylece

Ve buradan n — oo iken

olur yani T((x,G,(x)))=((x.G,(x))) dir. T nin sabit noktasinm tek oldugu ve

{T "((u, G (u)))} dizisinin bu sabit noktaya yakinsadigi agiktir.

Sonug olarak sadece tek bir esnek sabit noktasinin var oldugu agiktir.

(m, G, (m)) , (n, G, (n)) iki farkli esnek sabit nokta olsun. O halde

B((m.6, (m)).(n.G,())))=5(T (m.G, (m)).T (.G, (n)))
<M -[S((m G, (m >) (n G, (n)))
5((n.G, ()
+5((m.G. (m)))]
M- S(<m G < >> < ()
ve 1< M oldugundan bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla T ’nin bir tek sabit noktasi vardir.
Her bir (x,G(x)) e (G, A)O(H,B) igin {T" (u,G,(u))} dizisi (x,G,(x)) ye yakmnsar.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda bir parametre kiimesi ile birlikte esnek kiime yapisi ve esnek
metrik kullanilarak esnek devirli doniisiim tanimlanmistir. Esnek devirli dontistimiin
kullanilmastyla esnek devirli biiziilme doniisiimii tanimlanmistir. Bunun ardindan
Kannan tipi esnek devirli biiziilme dontigiimii ve Chatterjee tipi esnek devirli
biiziilme doniisiimii esnek metrik uzaylarda ifade edilmistir. Tanimlanan bu 6zel tip
esnek devirli biiziilme doniisiimlerinin tanimlanmasi ile esnek sabit noktanin varlig
ve tekligini gosteren bazi esnek sabit nokta teoremleri ispatlanmistir. Ayrica esnek
asimptotik regiiler devirli donilisiim tanimlanarak 6zel bir biiziilme sartin1 saglayan
esnek asimptotik regiiler devirli doniisiim i¢in bir esnek sabit nokta teoremi ifade ve
ispat edilmistir. Bu teoremleri destekleyen ve tez calismasini daha anlagilir hale

getiren ¢esitli 6rnekler sunulmustur.

Bu tez galismasimin devami olarak literatiirde yer alan Suzuki sabit nokta teoremi,
Meir Keeler sabit nokta teoremi, Ciric sabit nokta teoremi gibi sabit nokta teoremleri
tanimlanan bu 6zel tip devirli biiziilme doniisiimlerinin kullanilmasi ile esnek metrik
uzaylarda esnek sabit nokta teoremleri ifade ve ispat edilebilir. Bununla birlikte
calismis oldugumuz esnek metrik uzaya esnek kompakthik sarti eklenerek yeni
sonuglar elde edilebilir. Ayrica bu tez ¢alismasinda goz Oniline aldigimiz 6zel tip
biiziilme doniisiimleri esnek dikdortgensel metrik uzaylar, esnek yakin metrik
uzaylar, esnek Steinhaus transform metrik uzaylar gibi baz1 6zel metrik uzaylarda ve
esnek normlu uzaylarda ifade edilerek yeni esnek sabit nokta teoremleri ispat

edilebilir.
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