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“Esnek Normlu Quasilineer Uzaylar Teorisine Iliskin Baz1 Yeni Sonuglar” adli bu yiiksek lisans tez
calismasi esas itibariyle bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde tez ¢aligmasinin igerigi hakkinda bilgi
verilmistir. Ikinci béliimde bu ¢aligmanin ilerleyen béliimlerinde kullanilacak lineer fonksiyonel analizin bazi
temel kavramlari, teoremleri ve sonuglari ile Hausdorff ayrimi, uzakligi ve metrigi ana hatlariyla verilmistir.
Tezin ti¢ilincii boliimii quasilineer ve normlu quasilineer uzaylardaki temel tanim ve sonuglardan olusmaktadir.
Dordiincii boliimde Oncelikle esnek kiimeler ve bazi 6zellikleri tanitilmis daha sonra tezin besinci boliimiinde
kullanilacak esnek lineer uzay ve esnek quasilineer uzaylarla ilgili birtakim temel kavram ve teoremler
verilmigtir.

Tezin 6zgiin boliimii olan besinci boliim kendi igerisinde dort alt boliime ayrilmistir. Birinci alt
boliimde bir esnek normlu quasilineer uzayda tanimli bir esnek quasi dizinin yakinsaklig1 ile ilgili bazi sonuglar
verilmis ve bir esnek normlu quasilineer uzayn tamh@ incelenmistir. Ikinci alt boliimde tipki normlu
quasilineer uzaylarda oldugu gibi esnek normlu quasilineer uzaylarda esnek quasilineer bagimsizlik ve
bagimlilik kavramlar1 tanimlanmis ve bunlarin quasilineer uzaylarda tutarl karsiliklar1 elde edilmistir. Ugiincii
alt boliimde proper quasilineer uzaylarin bir genellestirmesi olan esnek proper quasilineer uzaylar
incelenmistir. Dordiincii alt bolimde ise, bir esnek normlu quasilineer uzayda esnek normlu quasilineer
fonksiyonel tanimlanmis ve bu yeni fonksiyonel ile ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir. Esnek quasilineer
operatdr ve fonksiyonellerin siirekliligi ve sinirliligr ile ilgili bazi teoremler ispatlanmustir.

Anahtar Kelimeler: Esnek Normlu Quasilineer Uzay, Esnek Kiime, Esnek Quasi Vektor,
Yakinsaklik, Esnek Normlu Quasilineer Bagimlilik- Bagimsizlik, regiiler ve singiiler boyut
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This master’s thesis, named “Some New Results Related to the Theory of Soft Normed Quasilinear
Spaces”, mainly consists of five chapters. In the first chapter, information about the content of the thesis is
given. In the second part, some basic concepts, theorems and results of linear functional analysis, which will be
used in the following parts of this study, and Hausdorff distinction, distance and metric are outlined. The third
chapter of the thesis consists of basic definitions and results in quasilinear and normed quasilinear spaces. In the
fourth chapter, first of all, soft sets and some of their properties are introduced, then some basic concepts and
theorems about soft linear spaces and soft quasilnear spaces to be used in the fifth part of the thesis are given.

The fifth chapter, which is the original part of the thesis, is divided into four subsections. In the first
subsection, some results about the convergence of a soft quasi sequence defined in a quasilinear space with a
soft norm are given and the completeness of a quasilinear space with a soft norm is examined. In the second
subsection, the concepts of soft quasilinear independence and dependence in soft normed quasilinear spaces,
just like in normed quasilinear spaces, are defined and their consistent equivalents in quasilinear spaces are
obtained. In the third subsection, soft proper quasilinear spaces, which are a generalization of proper quasilinear
spaces, are examined. In the fourth subsection, a quasilinear functional with a soft norm is defined in a
quasilinear space with a soft norm and some results are obtained about this new functional. Some theorems
about the continuity and limitation of soft quasilinear operators and functionals have been proved.
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ONSOZ

“Esnek Normlu Quasilineer Uzaylar Teorisine Iliskin Baz1 Yeni Sonuglar” adli bu
yiiksek lisans tez calismasinda Oncelikle bir esnek normlu quasilineer uzayda tanimli bir
esnek quasi dizinin yakinsakligi ile ilgili bazi sonuglar verilmis ve bir esnek normlu
quasilineer uzaym tamlig1 incelenmistir. Daha sonra tipki normlu quasilineer uzaylarda
oldugu gibi esnek normlu quasilineer uzaylarda esnek quasilineer bagimsizlik ve bagimlilik
kavramlar1 tanimlanmis ve bunlarin quasilineer uzaylarda tutarli karsiliklar1 elde edilmistir.
Ayrica proper quasilineer uzaylarin bir genellestirmesi olan esnek proper quasilineer
uzaylar incelenmistir. Daha sonra bir esnek normlu quasilineer uzayda esnek normlu
quasilineer fonksiyonel tanimlanmig ve bu yeni fonksiyonel ile ilgili bazi sonuglar elde

edilmistir.

Uzun siiren bu ¢alisma boyunca kendilerine vakit ayiramadigim i¢in beni anlayisla
karsilayan sevgili esim Sahap ile ogullarim Ali Selim ve Omer Kerem’e; tezimin yazimi
sirasinda karsilastigim teknik sorunlarin ¢dziimiinde bana yardimci olan Dr. Ogr. Uyesi
Abdulkadir KARAKAS’a; tez calismam boyunca ilgi, bilgi ve tecriibesiyle bana yol
gdsterip benden yardimlarini esirgemeyen degerli hocam Dr. Ogr. Uyesi Hacer

BOZKURT a ¢ok tesekkiir ederim.

Fatma BULAK
Batman, 2023
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1. GIRIS

Klasik analizde 6nemli bir yer tutan “quasilineer uzay” kavrami, literatiirde hem
Aseev (Aseev, 1986) hem de Markow (Markow, 2000, 2004) tarafindan tanimlanmustir.
Ancak Aseev’in yaptig1 tanim, bazi 6zel durumlarda klasik teorideki analiz ile uyum
saglamas1 bakimindan i¢inde barindirdig: kismi siralama bagintisinin avantajlarindan dolay:
Markow’un yaklasimina gore daha elverislidir. Aseev, s6z konusu calismasinda Markow
(Markow, 2000, 2004)’den farkl1 olarak kismi siralama bagintisin1 kullanip lineer uzaylarin
daha genel sekli olan quasilineer uzay kavramini tanimlamistir. Aseev, kismi siralama
bagmtisint kullanarak yaptigi quasilineer uzaylarda norm tanimi sayesinde quasilineer
uzaylarda da klasik fonksiyonel analizin birtakim teoremlerinin tutarli karsiliklarini
verebilmistir. Bu sebeple yliksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢alismada Aseev’in 1986
yilinda yayimlanan ¢aligsmasi esas alinmistir. Ayrica (Yilmaz, Cakan & Aytekin, 2012)’de
incelenen quasilineer uzaylarin topolojisinden; (Cakan & Yilmaz, 2015)’de tanimlanan
normlu quasilineer uzaylardan ve (Cakan, 2016)’da verilen normlu quasilineer uzaylar
teorisine iligkin baz1 yeni sonuglardan yararlanilmistir. Aseev’in (Aseev, 1986) calismasinda
tanimladig1 quasilineer operatdr kavrami  iizerine (Banazili, 2014)’de de bu kavram ile ilgili
baz1 yeni bulgular elde edilmis quasilineer operatorler teorisinin gelistirilmesi amaglanmig
ve lineer operatorlere iliskin bazi Onemli teoremlerin quasilineer karsiliklarina yer

verilmistir.

Bugiine kadar matematik alaninda esnek kiime teorisi ile ilgili bir¢ok arastirma
yapilmigtir. (Maji & dig., 2003)’de esnek kiimeler teorisi, karar verme problemlerine
uygulanarak esnek kiimelerde birtakim islemler tanimlanmistir. (Pei & Miao, 2005)’de esnek
kiimelere iligkin bilgi sistemleri arasindaki iligkiler incelenmistir. (Aygiinoglu & Aygiin,
2012)’de esnek kompaktlik gibi yeni kavramlar {izerinde durulmustur. (Das & Samanta,
2012)’de esnek reel sayilar tanimlanarak o6zellikleri verilmistir. (Bozkurt, 2020)’de ise,
quasilineer uzay kavraminin bir esnek kiime ilizerinde tanimlanabilecegi ortaya konarak
esnek quasilineer uzaylar ile esnek normlu quasilineeer uzaylarin tanimi yapilmistir. Yine
ayn1 calismada esnek lineer uzaylarda elde edilen bir¢ok teoremin tutarli karsiliklar1 esnek

quasilineer uzaylarda da elde edilebilmistir.

“Esnek Normlu Quasilineer Uzaylar Teorisine Iliskin Baz1 Yeni Sonuglar” adli bu



yiiksek lisans tez ¢alismasinda ise (Bozkurt, 2020)’de verilen esnek normlu quasilineer uzay1
tizerinde bazi yeni sonuglar elde edilmistir. Bu sonuglar elde edilirken (Cakan, 2016)’de
incelenen normlu quasilineer uzaylarin bazi 6zellikleri (Bozkurt, 2020)’da verilen esnek
normlu quasilineer uzaylarda incelenmistir. Esnek normlu quasilineer uzaylarda dizilerin
yakinsakligr ile ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir. Bundan baska bir esnek quasi vektoriin
esnek quasilineer bagimliligi-bagimsizligr arastirilmig bununla ilgili baz1 6rneklere yer
verilmistir. Bir esnek normlu quasilineer uzayin boyutunun quasilineer uzaylarda oldugu gibi
o uzaym regiler ve singiiler alt uzaylarinin boyutuna bakilarak bulunmasi gerektigi
sOylenmistir. Son olarak bir esnek quasilineer uzayinda bir esnek quasilineer fonksiyonel
tanimlanmis ve (Bozkurt, 2022)’den yararlanilarak esnek quasilineer fonksiyonellerin bir

takim 6zellikleri incelenmistir.

“Esnek Normlu Quasilineer Uzaylar Teorisine Iliskin Baz1 Yeni Sonuglar” adli bu
yiiksek lisans tez ¢aligmasi esas itibariyle bes boliimden olusmaktadir. S6z konusu tezin
“Girig” adli isbu birinci boliimiinde tez ¢alismasinin muhtevasi hakkinda ayrintili bilgi

verilmistir.

“Temel Kavramlar” adli ikinci bolimde bu g¢alismanin ilerleyen boliimlerinde
kullanilacak lineer fonksiyonel analizin bazi temel kavramlari, teoremleri ve sonuglar ile

Hausdorff ayrimi, uzakligi ve metrigi ana hatlariyla verilmistir.

“Quasilineer Uzaylar ve Normlu Quasilineer Uzaylar” adli iiciincii boliim Aseev
(1986)’in ¢alismasiyla elde edilen bilimsel veriler esas alinarak olusturulan quasilineer ve
normlu quasilineer uzaylardaki temel tanim ve sonuglardan olugsmaktadir. Quasilineer uzay
tanimin1 verirken bir kismi siralama bagintis1 kullanan Aseev, sz konusu bagintiy1 kullanip
norm kavramini da quasilineer uzay iizerinde tanimlamis ve bu bagmtinin "=" bagintisi
olmast halinde quasilineer uzaymn lineer bir uzay oldugunu ortaya koymustur.
Aseev(1986)’in s6z konusu calismasindan yola ¢ikilirsa quasilineer uzay ile lineer uzay
arasindaki esas farkin quasilineer uzayda her elemanin tersinin mevcut olmamasi oldugu; bu
farktan her lineer uzayin bir quasilineer uzay olusturdugu ancak tersinin dogru
olmayabilecegi neticesi ¢iktig1 gosterilmistir. Burada R™’nin bostan farkli biitiin kapali ve
siirh alt kiimelerinin ailesi, Q(R™); bostan farkli biitiin kapali, sinirli ve konveks alt

kiimelerinin ailesi ise, Q- (R™) ile gosterilmistir.



“Esnek Lineer Uzaylar ve Esnek Quasilineer Uzaylar” adli dordiincii boliimde
oncelikle esnek kiimeler ve baz1 6zellikleri tanitilmis daha sonra tezin besinci boliimiinde
kullanilacak esnek lineer uzay ve esnek quasilineer uzaylarla ilgili birtakim temel kavram ve

teoremler verilmistir.

“Esnek Normlu Quasilineer Uzaylar Teorisine Iliskin Baz1 Yeni Sonuglar”’ adl
besinci boliim, tezin 6zgiin boliimii olup kendi igerisinde dort alt boliime ayrilmistir. Bu
boliimiin “Esnek Normlu Quasilineer Uzaylar” adli birinci alt boliimiinde bir esnek normlu
quasilineer uzayda tanimli bir esnek quasi dizinin yakinsakligi ile ilgili bazi sonuglar
verilmis ve bir esnek normlu quasilineer uzayin tamligr incelenmistir. Ayrica bir esnek
normlu quasilineer uzayin regiiler ve singiiler alt uzaylar1 tanimlanmis ve bu alt uzaylarla

ilgili baz1 Ornekler ve sonuglar elde edilmistir.

Besinci bolimiin  “Esnek Normlu Quasilineer Uzaylarda Esnek Quasilineer
Bagimlilik ve Esnek Quasilineer Bagimsizlik” adli ikinci alt bolimiinde tipki normlu
quasilineer uzaylarda oldugu gibi esnek normlu quasilineer uzaylarda esnek quasilineer
bagimsizlik ve bagimhilik kavramlari tanimlanmistir. Bu tamimlarin tipki quasilineer
uzaylarda oldugu gibi " <" bagintisina bagli olarak verilmesi gerektigi goriilmiis ve
bunlarin quasilineer uzaylarda tutarli karsiliklar1 elde edilmistir. Ayrica bu bdliimde esnek
normlu quasilineer uzaylarin boyutuyla ilgili 6nemli tanim, teorem ve sonuglar elde
edilmistir. Baz1 popiiler esnek normlu quasilineer uzaylarin boyutlaria iligkin ornekler

sunulmustur.

Besinci boliimiin “Esnek Proper Quasilineer Uzaylar” adli tiglincii alt boliimiinde
proper quasilineer uzaylarin bir genellestirmesi olan esnek proper quasilineer uzaylar
incelenmistir. (Cakan, 2016)’da verilen bazi sonuglarin esnek  proper quasilineer

uzaylardaki karsiliklar1 incelenmistir.

Besinci boliimiin “Esnek Quasilineer Fonksiyoneller” adli dordiincii alt boliimiinde
ise, bir esnek normlu quasilineer uzayda esnek normlu quasilineer fonksiyonel tanimlanmig
ve bu yeni fonksiyonel ile ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir. (Bozkurt & Yilmaz, 2016)’da
verilen esnek quasilineer operator kavramindan da faydalanilarak esnek quasilineer operator
ve fonksiyonellerin siirekliligi ve smnirliligr ile ilgili bazi teoremler ispatlanmistir. Ayrica

bazi1 esnek quasilineer fonksiyonel 6rnekleri sunulmustur.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde genel olarak ¢alismamizin ilerleyen kisimlarinda kullanacagimiz lineer
fonksiyonel analizin bazi temel kavramlarini, teoremlerini ve sonuglarini verecegiz. Ayrica

Hausdorff ayrimi, uzaklig1 ve metrigi de bu kisimda verilecektir.
2.1. Temel Fonksiyonel Analiz Kavramlari

Tamm 2.1.1. X bostan farkli bir kiime ve d, X iizerinde bir uzaklik fonksiyonu olmak

tizere d: X X X - R fonksiyonu verilsin. d fonksiyonu Vx,y,z € X igin
M) dx,y) =0 x=y,
M) d(x,y) = d(y,x),
M) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)

kosullarin1 sagliyorsa d fonskiyonuna X iizerinde bir metrik, (X, d) ¢iftine ise bir metrik

uzay denir.

Eger (M;) aksiyomu yerine d(x,x) = 0 aksiyomu yazilirsa, d’ye bir yarimetrik

(X, d) ikilisine de yarimetrik uzay denir (Kreyszing, 1989).

Ornek 2.1.1. R?iizerinde x = (x1,%;), ¥ = (¥1,¥,) € R? olmak iizere

d(x,y) =/ (x1 = y1)2 + (22 — ¥2)?)
fonksiyonu bir metrik tanimlar. Bu metrige R’nin Oklit metrigi denir (Kreyszing, 1989).

Tanmm 2.1.2. (X,d) bir metrik uzay ve K € X olsun. Eger K kiimesi her bir noktasinin
etrafinda bir yuvar igeriyorsa K’ya agik kiime denir. Eger K kiimesinin X’e gore tiimleyeni

acik ise K’ya kapali kiime denir (Kreyszing, 1989).

Tamm 2.1.3. X bostan farkli bir kiime ve t’da X’in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger;
i)Pertve XET,
ii) 7’nin herhangi sayida elemanlarinin birlesimi 7’nun elemanidir,
iii) 7’nin sonlu sayida elemanlarinin kesisimi 7’nun elemanidir

sartlar1 saglaniyorsa t’ya X lizerinde bir topoloji, (X, 7) ikilisine de topolojik uzay denir
(Maddox, 1973).



Tamim 2.1.4. (X, t) bir topolojik uzay olsun. x # y olacak sekildeki her x,y € X igin x

ve y’yi igeren T’nun iki ayrik acik alt kiimesi bulunabiliyorsa (X, t)’ya Hausdorff uzayi

denir (Maddox, 1973; Wilansky, 1978).

Tamim 2.1.5. (X, 1) bir topolojik uzay, K € X olsun. Eger K’nin her agik ortiisii sonlu bir

alt ortiiye sahipse K’ya kompakt kiime denir (Kreyszing, 1989).

Teorem 2.1.1. R™’nin bir X alt kiimesi verilsin. X’in kompaktlig1 ancak ve ancak X kapali

ve sinirli ise saglanir (Kreyszing, 1989).

Tanim 2.1.6. X bir kiime olmak iizere ve “<”, X iizerinde bir baginti olsun, eger bu bagint:

Vx,y,z € X i¢in;
i) x <x,
i) x<yy<z=>x<z
i) x <y,y<x=>x=y
saglantyorsa bu bagintiya X iizerinde bir kismi siralama bagintis1 denir (Kreyszing, 1989).

Tamm 2.1.7. X # @ bir kiime ve K bir cisim olsun. X tiizerinde "+" ve "-" skalerle ¢arpma

islemleri,
+XXX->X;(x,y)>x+y
TKXX->X;(a,x) > a-x
seklinde tanimlanir. Eger Vx,y,z € X ve Va,f € K i¢in
lL.x+y)+z=x+(y +2),
2.x+y=y+x,
3.x + 6 = x oluyorsa 8’ya X’in sifir elemani denir,
4.Vx € X i¢in x + (—x) = 6 oluyorsa —x’e, x’in tersi denir,
S5.a(x+y) =ax + ay,
6.(a+ p)x = ax + fx,

7.a(Bx) = (af)x,



8.1x = x olacak sekilde 1 € X vardir

sartlar1 saglaniyorsa X’e K {izerinde bir lineer uzay (vektor uzayi) denir (Debnath &

Mikusinski, 2005).

Tamm 2.1.8. K cismi iizerinde verilen X, toplama ve skalerle carpma islemleriyle birlikte
bir lineer uzay olsun. Y € X alt kiimeside (+) ve (:) islemleriyle K iizerinde bir lineer
uzay yapisina sahipse Y uzayina X’in bir alt vektor uzay1 denir (Debnath & Mikusinski,
2005).

Teorem 2.1.2. K cismi iizerinde verilen bir X lineer uzayinda Y € X alt kiimesi verilsin.
Y kiimesi X’in bir alt vektor uzay1 olabilmesi i¢in ancak ve ancak Ve, € K ve Vy,,y, €
Y i¢in ay; + By, € Y olmalidir (Debnath & Mikusinski, 2005).

Tanmm 2.1.9. X, K cismi lizerinde bir lineer uzay olsun. A € X verilsin. Eger, Vx,y € A
ve VA1 € [0,1] i¢in Ax + (1 — A)y € A oluyorsa A’ya konveks kiime denir (Debnath &
Mikusinski, 2005).

Ornek 2.1.2. S ={(x,y) € R%:x? +y? <1} birim kiiresi R? 'nin konveks bir alt
kiimesidir. Ayrica her alt vektér uzay1r da konveks bir kiimedir (Debnath & Mikusinski,
2005).

Tamim 2.1.10. K cismi iizerinde verilen X bir lineer uzay ve |I.ll: X = R bir fonksiyon

olsun. |I. Il fonksiyonu Vx,y € X ve Va € K igin
LlIlxlI=0&sx=20,
2. ax I=[a| Il x 1,
Blx+ylslxll+lIyll

kosullarin1 gergeklestiriyorsa || || fonksiyonuna X tizerinde bir norm ve (X, Il.1l) ikilisine
ise normlu uzay denir. Eger || x |I= 0 © x = 0 sart1 yerine sadece || x [[= 0 sarti alinirsa ||

|l fonksiyonuna X {izerinde bir yar1 norm ve (X, |I. ) ikilisine ise yar1 normlu uzay denir

(Wilansky, 1978).

Ornek 2.1.3. C[a,b] = {f:f:[a,b] » R siirekli} kiimesi, fonksiyonlarin “+” ve “.”

islemleriyle bir reel lineer uzaydir. f € C[a, b] olmak iizere,



I f lI= max|f (0]

seklinde tanimli ||. || fonksiyonu C[a, b] iizerinde bir norm ifade eder. Yani (C[a, b], Il. )

bir normlu uzaydir (Wilansky, 1978).
Teorem 2.1.3. (X, II. 1) bir normlu uzay olsun.
d:XxX->R
d(x,y) = llx =yl

olarak tamimli d fonksiyonu, X {izerinde bir metrik fonksiyonudur. Bu teoremde

tanimlanan d metrigine normun {irettigi metrik ya da norm metrigi denir (Wilansky, 1978).
Sonug 2.1.1. Her normlu uzay norm metrigiyle bir metrik uzaydir (Wilansky, 1978).

Tamm 2.1.11. (X, [|.|[) bir normlu lineer uzay olsun. Ve > 0 igin bir N dogal sayis1 vardir
oyle ki her n > N i¢in ||x,, — x|| < € oluyorsa (x,) dizisi x € X’e yakinsaktir denir.

Xp = x (n — o) veya lim,,_,.,x, = x ile gosterilir (Debnath & Mikusinski, 2005).

Tamm 2.1.12. (X, [I. [I) bir normlu lineer uzay olsun. Ve > 0 i¢in bir M dogal sayis1 vardir
oyle ki her m,n > M i¢in ||x,, — x,|| < € oluyorsa (x,) dizisine Cauchy dizisi denir
(Debnath & Mikusinski, 2005).

Tamm 2.1.13. Bir normlu lineer uzayda secilen rastgele bir Cauchy dizisi yakinsak ise bu

uzaya tam normlu uzay denir. Tam normlu uzaylara ise Banach uzayi ad1 verilir (Debnath &
Mikusinski, 2005).

Ornek 2.1.4. C[a, b] uzay1 || x ||= maXe[q,p]|x(t)| normuyla beraber bir Banach uzayidir

(Maddox, 1973).
Ornek 2.1.5. Q rasyonel sayilar kiimesi, mutlak deger normuna gore Banach uzay degildir.
Ornegin; (1 + %)n Q’da bir Cauchy dizisidir fakat, Q’nun hi¢ bir noktasina yakinsamaz
(Maddox, 1973).

2.2. Hausdorff Metrik

Birinci boliimde adi gecen lineer uzay olmayan kiime ailelerinin en énemlilerinden
ikisi R™ ’in kompakt ve kompakt-konveks alt kiimelerinin simiflar1 olan Q(R"™) ve

Q. (R™)’dir. Bundan dolay1 bu kiimelerdeki quasilineer yapiy1 anlayabilmek i¢in bu kisimda



(Bhaskar, Lakshmikantham & Vasundhara, 2006) referansindan yararlanarak R™ kompakt

ve kompakt-konveks alt kiimelerinin ailesine deginecegiz.

Tanmm 2.2.1. x € R" ve A kiimesi R™’nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. x noktasinin

A’yaolan d(x,A) uzakligi,

d(x,A) =inf{ll x —a ll:a € A}
olarak verilir.

Se(A) ={x e R":d(x,A) < &}
kiimesine A’nin & —komsulugu denir. S.(A4)’ nin kapanis kiimesi ise,

S:(A) = {x € R™:d(x,A) < ¢}

alt kiimesidir. R™’nin 6 merkezli 1 yarigapli birim kiiresini S_ln = 5,(0) ile gosterilir.

Ayrica Ve >0 ve bostan farkli herhangi bir 4 ¢ R" icin S.(A) =4 +e-5_1n olur
(Bhaskar, Lakshmikantham & Vasundhara, 2006).

Tamm 2.2.2. A ve B kiimeleri R™’nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
dy(B,A) = sup{d(b,A): b € B}

ya da

—n
dy(B,A) =inffe >0:B S A+¢-5; }

degerine B’nin A’dan Hausdorff ayrimi1 denir. Genellikle, dy (4, B) # dy (B, A) esitsizligi

dogru oldugundan Hausdorff ayrimi bir metrik fonksiyonu degildir (Bhaskar,
Lakshmikantham & Vasundhara, 2006).

Tanim 2.2.3. R™’nin bostan farklt A ve B alt kiimeleri arasinda
D(A,B) = max{dy(4,B),dy(B,A)}
uzakligina Hausdorff uzakligi denir. Bu D fonksiyonu,
1.D(A,B) =0,
2.D(A,B) =0 A =B,

3.D(4,B) = D(B,4),



4.D(A,B) < D(A,C) + D(C,B)

bagintilarim1 sagladigindan R"™ ’nin bostan farkli alt kiimelerinin ailesinde bir metrik

tanimlar. Buna Hausdorff metrik denir.

Eger R™’nin bostan farkli kapali ve siirl ailelerinin kiimesi olan Q(R™)’yi alirsak
Hausdorff uzakligiyla tanimli D fonksiyonu iizerinde bir metrik tanimlar. Yani (Q(R"), D)
bir metrik uzaydir (Bhaskar, Lakshmikantham & Vasundhara, 2006).

Ornek 2.2.1. [0, ;] € Q¢ (R™)’nin [0,1] € Q- (R™)’ye olan Hausdorff uzakligini bulalim.

D([0,2],[0,1]) = max{d([0,2], [0,1]), dx([0,1], [0,]}
dir. Burada
du([0,3],[0,1]) = sup{d(b, [0,1]): b € [0,3]}
ve
dy([0,11,[0,2]) = sup{d(b, [0,2]): b € [0,1]]}
oldugunu biliyoruz. Buradan
dy ([0, %],[0,1]) =025 ve dy([0,11,[0,5]) =0
elde edilir. Buradan da
D([0,2],[0,1]) = max{0.25,0} = 0.25
oldugu goriiliir.
Teorem221. A, A ,Bve B '€ Qc(R™) ve her 4 > 0 igin
D(A+A ,B+A ) =D(4,B)
D(A+A',B+B")<D(AB)+D(A ,B"
D(1-A,1-B) =21-D(A,B)

esitlikleri saglanir (Bhaskar, Lakshmikantham & Vasundhara, 2006).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu bolim (Aseev, 1986) calismasi temel alinarak quasilineer uzaylar ve normlu
quasilineer uzaylardaki temel tanim ve sonuglardan olusacaktir. Burada Aseev’in quasilineer
uzay tanmimini verirken bir kismi siralama bagintis1 kullandigini gorecegiz. Yine burada
Aseev kismi siralama bagimtis1 vasitasiyla quasilineer uzay ilizerinde norm kavramini da
tanimlayabilmis ve 6zel olarak bu bagintinin “="" bagintis1 olmasi durumunda quasilineer
uzayin bir lineer uzay oldugunu belirtmistir. Aseev’in (Aseev, 1986) ¢alismasindan yola
cikarak bir quasilineer uzay ile lineer uzay arasindaki en temel farkin bir quasilineer uzayda
her elemanin tersinin mevcut olmadigini goriiyoruz. Buradan da her lineer uzayin bir

quasilineer uzay teskil ettigini fakat tersinin dogru olmayabilecegini sonucunu ¢ikartyoruz.

Ayrica bu bolimde (Cakan, 2016)’dan yararlanarak quasilineer bagimlilik,
quasilineer bagimsizlik, ve bir quasilineer uzaymn boyutu kavramlar1 verilecektir. Ayrica
burada Aseev’in tanimladig1 quasilineer operator ve quasilineer fonksiyonel tanimlarina da

yer verilmistir.

Burada R™’nin tiim bostan farkli kapali ve sinirli alt kiimelerinin ailesini Q(R™),

tiim bostan farkli kapali, sinirli ve konveks alt kiimelerinin ailesini Q. (R") ile gosterecegiz.
3.1. Quasilineer Uzaylar

Tamim 3.1.1. Bir Q kiimesi iizerinde her q,w,z,v € Q ve her a,f € R igin asagidaki
sartlar1 saglayan bir “<” kismi siralama bagintisi, bir cebirsel toplama islemi ve reel sayilarla

carpma islemi tanimliysa bir quasilineer uzay denir (Aseev, 1986).

1.g<q (3.1.1)
2.qsw,wsxz=>q=xz (3.1.2)
.qsww=sqg=>qg=w (3.1.3)
4. g+w=w+q (3.1.4)
5.9+(w+2)=(@+w)+z (3.1.5)
6. ¢ + 6 = q olacak sekilde bir 8 € Q vardir. (3.1.6)
7. a(Bq) = (aB)q 3.1.7)
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8. a(q+w) =aq+aw (3.1.8)
9.1g =¢q (3.1.9)
10. 0g =6 (3.1.10)
11. (e + B)qg < aq + fq (3.1.11)
12.gsw,zSv=q+zsw+v (3.1.12)
13. g S w=aq < aw. (3.1.13)

Quasilineer uzaylarin1 kisaca QLS olarak gosterebiliriz. Bir lineer uzay g S w & q =w
kismi siralama bagintistyla bir quasilineer uzaydir. Ancak tersi her zaman dogru degildir

(Aseev, 1986).
Q- (R) ve Q(R) kiimeleri bir “S” kapsama bagintisi
M+N={m+nmeM,n€ N}
cebirsel toplama iglemi ve
A-M={Am:m € M}
skalerle carpma islemleri ile beraber birer quasilineer uzaydir.
Q(E) = {M € Q(E): Mkonveks}
’dir. Eger E sonlu boyutlu ise, toplama islemi
M+N={m+nme€M,n€ N}
ile tanimlidir.

Lemma 3.1.1. Q quasilineer uzaymin 6 elemani minimaldir. Yani q < 86 = q = 6 olur
(Cakan & Yilmaz, 2015).

Tamim 3.1.2. Bir Q quasilineer uzayinda q "+ q = 0 olacak sekilde bir g e Q var ise
q' elemanina q’nun tersi denir. Eger bir g elemaninin tersi mevcut ise tektir. Bir g

elemaninin tersi mevcut ise g elemani regiiler aksi takdirde singiilerdir denir (Aseev, 1986).

Lemma 3.1.2. Bir Q quasilineer uzaymin her q € Q igin q' € Q olacak sekilde tersi
mevcut ise Q’deki kismi siralama bagintisi esitlik bagintisi halini alir. Bu durumda (3.1.11)

sartt dagilma 6zelligi sartina doniisiir. Dolayisiyla Q bir lineer uzay olur (Aseev, 1986).



12

Sonug 3.1.1. Her reel lineer uzay ayni zamanda bir quasilineer uzaydir. Ancak her lineer

uzay bir quasilineer uzay olmayabilir (Aseev, 1986).

Sonug¢ 3.1.2. Bir reel lineer uzayda (3.1.1)-(3.1.13) sartlarin1 saglayacak sekilde bir kismi
siralama bagintis1 sadece esitlik ile elde edilir (Aseev, 1986).

Tezin devaminda —q = (—1).q esitligini kabul edecegiz. Bir Q quasilineer
uzayindaki g € Q ’nun regiiler olmasi i¢in ancak ve ancak q —q =0 Yyani q = —q

olmasidir.

Tanmm 3.1.3. Q bir quasilineer uzayinda M € Q verilsin. Eger M kiimeside Q’deki ayni1
islemlerle ve kismi siralama bagintisiyla beraber bir quasilineer uzay teskil ediyorsa M’ye

Q’nun bir alt uzay1 denir (Aseev, 1986).

Teorem 3.1.1. Q bir quasilineer uzay ve W € Q olsun.W alt uzaydir & Vq,w €
W,Va,B € R icin aq + Bw € W olur (Aseev, 1986).

Tamm 3.1.4. Q bir quasilineer uzay olmak iizere bir g € Q igin —q = q iSe q elemanina
simetriktir denir. Q’nun tiim simetrik elemanlarinin kiimesi Q, ile gosterilir. Ayrica Q, ve

Qs kiimeleri sirasiyla Q’nun regiiler ve singiiler elemanlarinin kiimelerini gostermektedir

(Aseev, 1986).
Teorem 3.1.2. Q,, Q4 Ve Qs U {0} kiimeleri Q’in alt uzaylaridir (Aseev, 1986).

Ornek 3.1.1. Q = Q.(R) ve Z={0}U{[a,b]:a,b €ER ve a+# b} olsun. Z kiimesi
Q’nun singiiler bir alt uzayidir. Fakat {{a}:a € R} tiim tek noktalardan olusan kiime Q,’nin
elemanidir ve Q’nun bir alt uzayidir. Aslinda her E normlu lineer uzayi igin, her {a} tek
noktasi, yani {a} € E, a ile belirlenir ve bdylece E kiimesi hem Q(E)’nin hem de

Q¢ (E)’nin regiiler alt uzay1 olur.

3.2. Normlu Quasilineer Uzaylar

Tamm 3.2.1. Q bir quasilineer uzay olmak iizere bir |I.ll: @ — R reel fonksiyonu;
Lg#0=lqllg>0 (3.2.1)

2. lg+wllg <l g llg +llw llg (3.2.2)
3. la.q llg=lal Il q li (3.2.3)
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4. q<w=lqlo<lwl (3.2.4)

5. Ve >0 igin g, € Q vardiroyleki g<sw+gq. vellq:lI<e=qg=<wolur
(3.2.5)

sartlarm sagliyorsa |l Il fonksiyonuna @ iizerinde bir norm denir. Q quasilineer

uzayinda bir norm fonksiyonu tanimliysa Q quasilineer uzayina bir normlu quasilineer uzay
denir. Normlu quasilineer uzayda her elemanin toplamsal tersi varsa bu normlu quasilineer

uzay, reel normlu lineer uzay olur (Aseev, 1986).

Tamim 3.2.2. Q bir normlu quasilineer uzay olsun. Q tizerinde Hausdorff metrik tanimi her

q,w € Q igin
ho(q,w) =inf{r 2 0:g S w+al,w < q+aj,ll af o<1} (3.2.1)

dir. g weQ igin g w+ (q—w) ve w=<q+ (w—q) bagntilar1 dogru oldugundan
ho(q,w) iyi tammhdir. Ayrica tammdan dolay1r Vq,w € Q igin hy(q,w) < |lqg —wllq

esitsizligi dogrudur. hy(q, w) metrik aksiyomlarini saglar (Aseev, 1986).

Lemma 3.2.1. Q normlu bir quasilineer uzay olmak iizere cebirsel toplama ve reel sayilarla
carpma islemleri, Hausdorff metrige gore siireklidir. Ayrica Q’deki norm fonksiyonu da

Hausdorff metrige gore siireklidir Hausdorff metrige gore Va € R i¢in
i) ho(a-q,a-w) = |a| - ho(q,w),
ii) ho(q +w,z+v) < hy(q,z) + ho(w,v),
iii) Il q llg=ho(q,0)

sartlart saglanir (Aseev, 1986).

Lemma 3.2.2. @ bir normlu quasilineer uzay olmak {izere;

a) qn =90 Wn,—=>w, Ve VYn €N icin g, < w, olsun. Bu durumda q,

A
S
o

olur.

b) g, - qy ve z, = qy olsun. Eger Vn € N i¢in q, S w, < z, 1€ w, = q,

olur.

¢) qn +w, = qo Ve w, = 6 olsun. Bu durumda q,, = q, olur (Aseev, 1986).
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Ornek 3.2.1. E bir Banach uzayi ise
I M llqy= sup Il mllg
meM

normu Q(E) tizerinde bir norm tanimlar. Bu durumda Q(E) bir normlu quasilineer uzaydir.
VM,N € Q(E) ve Va € R i¢gin M # 6 olsun. Bu durumda 3 m € M vardir 6yle ki m #

05 ’dir. Oyleyse |I. Il normunun pozitiflik 6zelligi geregi || m |lz> 0 olur. Bu ise

I M llq@y= sup I mllg>0
meM

demektir (Aseev, 1986).

Tamm 3.2.3. Q bir quasilineer uzay, {q,}r=; € Q ve {a;}i=; € R olmak iizere,
n
Y Ap-qr =4
k=1

olacak sekilde q elemanina {q;};-; kiimesinin bir lineer kombinasyonu,

lak-qk =q

M=

olacak sekildeki g elemanma ise {q;};~,; kiimesinin bir quasilineer kombinasyonu (kisaca

gl-kombinasyonu) denir (Cakan, 2016).

Tanimdan {a;};—,; skalerlerine karsiik gelen {q,}i-; elemanlarmin lineer
kSk=1 g Ak Sk=1

kombinasyonu bir tek iken, gl-kombinasyonlari tek degildir.

Tanim 3.2.4. (Q, <) bir quasilineer uzay ve A c Q olmak tizere, A’nin gereni
n
SpA = {kz_lak.qk,ql,qz,...,qn EA ve a,ay,...,a, € R}
A’nin quasi gereni ise
n
QspA = {q € Q:kz_lak.qk <499, --,9n €A ve ay,a,,...,a, € ]R}

olarak tanimlanir. SpA € QspA olur. (Cakan, 2016).
Tamm 3.2.5. (Q, <) bir quasilineer uzay,{q,}r=; € Q Ve {a;};=; € R olmak lizere

Og S A.q1+ Az qat... + A5Gy
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esitsizligi ancak ve ancak A; = A, =...= 4, =0 halinde gergekleniyorsa {qi}i=;
kiimesine quasilineer bagimsiz (ql-bagimsiz), aksi halde quasilineer bagimli (ql-bagimli)

denir (Cakan, 2016).

Sonsuz bir A c Q kiimesinin sonlu her alt kiimesi quasilineer bagimsiz ise A

kiimesine quasilineer bagimsizdir denir (Cakan, 2016).

Tammm 3.2.6. Q bir quasilineer uzay ve A c Q olmak iizere, A kiimesi ql-bagimsiz
ve (QspA = Q ise A’ya Q’nun bir bazi1 denir (Cakan, 2016).

Tanmm 3.2.7. (Q,<) bir quasilineer uzay, M € Q ve q € M olsun. “<” kismi siralama
bagitisina gore q elemanindan once gelen M kiimesindeki tiim regiiler elemanlarin

kiimesine q elemaninin M’deki zemini, q elemanindan dnce gelen M kiimesindeki tiim
regiiler elemanlarin kiimesine ise q elemaninin M’deki zemini denir ve sirasiyla FqM ve FqQ

ile gosterilir. Buna gore
F'={weM:w<q}
ve
Fl={weQ :wx<gq)
dir (Yilmaz & Bozkurt, 2016).
Tamm 3.2.8. Bir Q quasilineer uzayinda her w € Q i¢in supF, mevcut ve

w = sup{q € Qr:q < w}

oluyorsa Q quasilineer uzayma saglam zeminli (solid-floored) denir. Eger yukaridaki sart
saglanmiyorsa bu durumda Q’ya saglam zeminli olmayan (non-solid floored) quasilineer

uzay denir.

Yukarida verilen tanimda anlatilmak istenen Q quasilineer uzayinin “<” bagintisina
gore supremumudur. Dolayisiyla bir Q quasilineer uzayimin saglam zeminli olabilmesi i¢in
gerekli ve yeter sart her w € Q icin supF,, mevcut ve w € supF,, olmasidir (Yilmaz &
Bozkurt, 2016).

Tamim 3.2.9. Q bir quasilineer uzay ve M € Q ve q,w € M olmak iizere,

i) Vq € M i¢in F}! # @,
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ii) q #w iken FM # F}
Ozellikleri saglaniyor ise M kiimesine Q quasilineer uzayinda bir proper kiime denir

(Cakan, 2016).

Ornek 3.2.2. E normlu lineer uzay bir uzay olmak iizere, Q(E) ve Q.(E) birer proper

quasilineer uzaylardir (Cakan, 2016).

Tammm 3.2.10. Q ve W birer quasilineer uzay olsunlar. T: Q —» W bir donilisiim olmak

lizere,Vq, q;1,q, € Q ve Va € R igin agagidaki

Ta-q)=a-T(q) (3.2.10)
T(q: +q2) <T(q1) +T(q2) (3.2.11)
91 < q; > T(q1) <T(q2) (3.2.12)

sartlar1 saglaniyorsa T’ye bir quasilineer operatdr denir(Aseev, 1986).

Q ve W birer lineer uzay ise quasilineer operatdr tanimi klasik lineer operator

tanimiyla cakisir ve (3.2.12) sart1 kendiliginden saglanir.

Tammm 3.2.11. Q ve W birer normlu quasilineer uzay olsunlar. T:Q — W quasilineer

dontigiimii verilsin. Eger Vq € Q igin
IT(@llw < kligllg

olacak sekilde 3k > 0 reel sayis1 varsa T’ye sinirli quasilineer operatér denir (Aseev,

1986).

Lemma 3.2.3. Q ve W birer normlu quasilineer uzay olsunlar. T:Q — W quasilineer

operatorii verilsin.
T smirldir © T,0 € Q noktasinda siireklidir.

Ayrica T’nin 6°daki siirekliligi, T°nin Q tlzerinde diizgiin siirekliligini gerektirir

(Aseev, 1986).

Q ve W birer normlu quasilineer uzay olmak tizere, Q ’dan W ’ya tiim sinirh

quasilineer operatorlerin ailesi T(Q, W) sinirhi quasilineer operatorler ailesi

T, 3T, ©Vq€Q igin Ti(q) <T,(q)
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seklinde tanimli kismi siralama bagintisi ve

+:T(Q,W) X T(QW) - T(Q,W)
(T, + T2)(q) = (Tu(@) + T2(@))
SRXTQ,W)->T(@Q,W)
(a-T)(q) =a-(T)q)

islemleri ile bir quasilineer uzaydir. Burada "<" sembolii W daki kismi siralamadir. "+" ve

islemleri W’ nun islemleri olup ayni semboller T(Q, W) iginde kullanilmistir. Ayrica

ITllr = sup [Tqllw
lqllg=1

normuyla T(Q, W) bir normlu quasilineer uzaydir (Aseev, 1986).

Tanmm 3.2.12. Q’dan Q(R)’ye tanimli bir quasilineer operatére quasilineer fonksiyonel

denir (Aseev, 1986).



18

4, ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA
4.1. Esnek Lineer Uzaylar

Bu boliimde ilk olarak (Molodtsov, 1999), (Maji ve dig., 2003), (Pei & Miano, 2005)
ve (Ali ve dig., 2009)’dan yararlanilarak esnek kiimeler ve baz1 Ozellikleri tanitilacaktir.
Daha sonra esnek lineer uzay ve esnek quasilineer uzaylar ile ilgili bazi temel tanim ve

teoremler verilecektir.

Tanmm 4.1.1. Q bir evrensel kiime, P, Q i¢in uygun parametrelerin bir kiimesi ve P(Q),
Q’nun bir kuvvet kiimesi olsun. F: P — P(Q) bir doniisiim olmak iizere (F, P) ikilisine Q

tizerinde esnek kiime denir (Molodtsov, 1999).

Yani, esnek kiime @Q’nun alt kiimelerinin parametrelerle ifade edilen bir ailesidir. Her
A €P icin F(A) deger kiimesine esnek kiimenin bir A —elemani1 denir. Burada, F(A)

kiimesi bos kiime veya Q’nun bos olmayan bir alt kiimesidir. Bir (F, P) esnek kiimesi
(F,P) ={(4F(1):A€P,F(A) € P(Q)}
seklinde ikililer yardimiyla gosterilir (Molodtsov, 1999).
Q tizerindeki tiim esnek kiimelerin ailesi S(Q, P) ile gosterilir.

Ornek 4.1.1. Q = [0,50]bir evrensel kiime ve P = {pembe, turuncu, mavi, sar1, yesil}

parametrelerin bir kiimesi olsun. Bu durumda,
F(pembe) ={x € Q:a < 10} = 4,4,
F(turuncu) = {ax € Q:10 < a < 20} = 4,,
F(mavi) ={a € Q:20 < a < 30} = 13,
F(sar)) = {a € Q:30 < a <40} = 4,,
F(yesil) ={a € Q:40 < a < 50} = 44

olmak tizere F = {(pembe, 1,), (turuncu, 1,), (mavi, 13), (sar1, 4,), (yesil, A5)} kiimesi Q

uzerinde bir esnek kiimedir.

Tamm 4.1.2. F,G € S(Q, P) olsun. Bu durumda, her 4 € P igin F(A) = @ ise bu esnek
kiimeye bos esnek kiime denir ve & gosterilir. Her A € P igin F(1) = Q ise bu esnek

kiimeye mutlak esnek kiime denir ve Q ile gosterilir. H(A) = F(1) UG(A) seklinde
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tanimlanan H esnek kiimesine F ve G esnek kiimelerin birlesimi denir ve bu durum H =

F U G ile gosterilir (Maji ve dig. 2003).

Tamm 4.1.3. F,G € S(Q, P) olsun. Bu durumda, her A € P igin F(A) € G(A)ise F esnek
kiimesine G ’nin bir esnek alt kiimesi denir ve bu durum F € G ile gosterilir. Ayrica, F S G
ve G € F ise F ve G esittir denir. H(A) = F(1) N G(A) seklinde tanimlanan H esnek

kiimesine F ve G esnek kiimelerin kesisimi denir ve bu durum H = F N G ile gosterilir

(Pei & Miano 2005).

Tamm 4.1.4. F € S(Q, P) olsun. Budurumda, her 2 € P igin F¢(1) = Q — F(A) seklinde
tammlanan F¢(P) — P(Q) déniisiimiine F esnek kiimesinin tiimleyeni denir. (F¢)¢ = F

oldugu aciktir (Ali ve dig., 2009).

Onerme 4.1.1. Esnek noktalarin herhangi bir sayida birlesimi de esnek bir kiime olusturur.
Ayrica, her esnek kiime kendisine ait olan tiim esnek noktalarin bir birlesimidir (Das &

Samanta 2013a).

Tanim 4.1.5. Q bostan farkli bir kiime ve P uygun parametrelerin bir kiimesi olsun. &: P —
Q fonksiyonuna Q {izerinde bir esnek eleman denir. F € S(Q, P) olmak tiizere her A € P
i¢in £(1) € F(A) ise € esnek eleman1 F esnek kiimesine aittir denir ve bu durum A € F ile

gosterilir. Buradan bir F esnek kiimesi, her A € P i¢in
F(A) ={e(A):e € F}
olarak ifade edilebilir (Das & Samanta 2012).
Tanim 4.1.6. F, G esnek reel sayilar olsun. Bu takdirde her A € P igin
F+EOAD=FQA) +G6Q),
F-6OD)=FQA) -6,
(F-&)(D=FQA)- -6,
FI(A) = |F(D)]
ile tanimlanir.

F+G, F—G, F-G ve |F| nin bir esnek reel sayr oldugu esnek reel sayilarin

tanimindan goriliir (Das & Samanta, 2012).
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Tamim 4.1.7. F;, F,, ..., F,, S(Q, P)’nin n tane esnek kiimesi olsun. S(Q, P) lizerinde F =
F; + F, + ---+ E, cebirsel toplama islemi VA € P i¢in,
FO={1+q:++quq €Fi(A),i=12..,n}
ile tamimhdir. S(Q, P) lizerinde a skaler sayisi ve A € P parametresi i¢in aF skaler ile
carpma islemi,
aF =G,G(A) ={aq:q € F(1)}
ile tanimlidir (Das, Majumdar & Samanta, 2013).

Tanim 4.1.8. Q bir K cismi iizerinde vektor uzayi, P parametrelerin kiimesi olsun ve G’de
(Q, P)’de esnek bir kiime olsun. Eger VYA € P parametresi i¢in G(4), Q’nun bir lineer alt
uzayt oluyorsa G’ye Q’nun esnek lineer uzayr veya esnek vektdor uzayr denir (Das,

Majumdar & Samanta, 2013).

Ornek 4.1.2. R", n -boyutlu Oklid uzaymi géz oniine alahm. P = {1,2,3,..,n}

parametrelerin kiimesi olmak tizere G: E — P(R™) fonksiyonu;
G(i) ={t € R%:t'nin i'inci eleman 0},i =12,..,n
ile tanimlanirsa G, R™’in bir esnek lineer uzay1 olur (Das, Majumdar & Samanta, 2013).

Tanim 4.1.9. F, Q’nun esnek vektor uzayi ve G: E — P(Q)’da bir esnek kiime olsun. Eger;
her A € P i¢in G(A), @ ’nun lineer alt uzayidir ve F(4) 2 G(4) sartlar1 saglaniyorsa G’ye

F’nin esnek lineer alt uzayidir denir (Das, Majumdar & Samanta, 2013).

Teorem 4.1.1. Bir F esnek vektor uzaymnin G esnek alt kiimesi F’nin esnek lineer alt
uzayidir ancak ve ancak her ,f € K i¢in aG + G < G’dir (Das, Majumdar & Samanta,
2013).

Tamim 4.1.10. G, Q’nun esnek lineer uzayi olsun. Q’nun bir esnek elemanina G’nin esnek

vektorii denir. Benzer olarak (K, P) esnek kiimesinin bir esnek elemanina esnek skaler denir

(Das, Majumdar & Samanta, 2013).

Ornek 4.1.3. Ornek 4.1.2.°de verilen esnek vektdr uzaymi gz oniine alalim. Burada G ’nin

g esnek elemant,

G@) = (L1, ..,0;_p, .. ) ERYi=12,...,n
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ile tanimlidir. § , G’nin bir esnek vektoriidiir (Das, Majumdar & Samanta, 2013).

Tamim 4.1.11. VA € P i¢in 6, Q’nun etkisiz eleman1 olmak iizere §(4) = 6 ise § esnek
vektoriine G’nin null esnek vektorii denir. Tum null esnek vektorlerinin kimesi © ile

gosterilir (Das, Majumdar & Samanta, 2013).

Tamm 4.1.12. ¢, W, G’nin esnek vektorleri ve @’da esnek skaler olsun. Her A € P igin §

ve w esnek vektorlerinin toplami
(G +w)(D) =g +w)
ile ve §’nin skaler ile ¢carpimi
@y =a)-q4)

seklinde tanimlhidir. Agik¢a § + W, & - W, G’nin esnek vektorleri olur (Das, Majumdar &

Samanta, 2013).

Teorem 4.1.2. (W,P), G esnek vektor uzaymin non-null esnek altkiimesi olsun. Her

& [ € (W,P) ve k,5 esnek skalerleri i¢in
k-a+5s5-BEW,P)
ise (W, P)’ye G’nin esnek alt uzayi denir.

Q, K cismi lizerinde bir lineer uzay ve E de parametrelerin kiimesi olsun. VA € P
icin Q(1) = Q ise Q’ya mutlak esnek lineer uzay diyecegiz. Burada §, W, Z esnek vektor
uzaymn esnek vektorlerini a, f ise VA € P igin @&(1) = a, f(A) = f bicimindeki esnek
reel sayilar1 ifade edecektir (Das, Majumdar & Samanta, 2013).

Tamm 4.1.13. Q mutlak esnek vektor uzayr olsun. Bir | [Il: SE(Q) — R(E) fonksiyonu
VA € P igin

1. Her g € Q igin ||gll =0,

2. |Ig]l = 0 ancak ve ancak § = 0,

3. Her § € Q ve @ esnek skaleri icin ||& - G|l = |&]||§]l,
4. Her g,w € Q,llg + wll < llgll + llw|

sartlarmi sagliyorsa Q iizerinde bir esnek norm denir. |I. || esnek normuyla birlikte esnek
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normlu lineer uzay denir. (Q,I.I,P) veya (Q,II.ll) ile gosterilir (Das, Majumdar &
Samanta, 2013).

Ornek 4.1.4. R(E) tiim esnek reel sayilarin bir kiimesi olsun. Her § € R(E) igin

Il.I: R(E) = R(E)

ile taniml1 ||. || fonksiyonu R(E) iizerinde bir esnek normdur (Das, Majumdar & Samanta,
2013).

Tamim 4.1.14 Q vektor uzay: iizerindeki her norm Q esnek vektor uzay iizerinde esnek

norma genisletilebilir (Das, Majumdar & Samanta, 2013).
Lemma4.1.1. (Q,I.1l, P) bir esnek normlu uzay ve Il |l esnek bir normu
"VgeQ ve 1€P icin {||G|l(A):G(1) =&} tek nokta kiimesidir"
kosulunu saglasin. Bu durumda Her A € P ve & € Q igin (1) = & olmak iizere
I.1:Q - RY
112 = gl (D)
ile taniml |I. |I; fonksiyonu da Q iizerinde bir normdur (Das & Samanta, 2013).
Tamm 4.1.15. (G, |I.1l, P) bir esnek normlu lineer uzay olsun. Her §,w € Q igin
d:0 x Q - R(4)
d(q,w) = g —wll
ile taniml1 d fonksiyonu Q iizerinde bir esnek metriktir (Das, Majumdar & Samanta, 2013).
4.2. Esnek Quasilineer Uzaylar

Bu boliimde esnek quasilineer uzay (Bozkurt, 2020)’den yararlanilarak verilecektir.
Yine bu kavram ile ilgili ayn1 ¢alismada sunulan bazi 6rnek ve sonuclar da burada yer

alacaktir.

Tamim 4.2.1. (G, P), Q quasilineer uzay1 {izerinde bos olmayan bir esnek kiime olsun. Her

b € Supp(G,P) i¢in G(b), Q’nun bir alt quasilineer uzayi ise (G,P)’ye Q iizerinde bir
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esnek quasilineer uzay denir (Bozkurt, 2020).

Ornek 4.2.1. Q = Q.(R) bir quasilineer uzay ve (G, (Qc(R)),), Q iizerinde bir esnek
kiime olsun G: (Q-(R)), = P(Q) fonksiyonunu

G(q) ={[-q,q]: 9 € (Qc(R))}
ile tanimlayalim.

Her q € Supp(G, (Qc(R)),) i¢in G(Q), Q(R) ’nin bir alt quasilineer uzayi
oldugundan, (G, (2:(R)),, Qc(R)’de bir esnek quasilineer uzaydir (Bozkurt, 2020).

Teorem 4.2.1. Bir (G, P) esnek quasilineer uzayinin (F, P) esnek alt kiimesinin esnek bir

alt quasilineer uzay olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her a, f € R i¢in
a-F+p-FCF
olmasidir (Bozkurt, 2020).

Tanim 4.2.2. (G, P), Q’nun esnek bir quasilineer uzay1 olsun. Q’nun esnek bir elemanina

(G, P)’nin bir esnek quasi vektorii denir. (R, P) esnek kiimesinin esnek elemanina ise esnek

skaler denir (Bozkurt, 2020).

Q quasilineer uzay: tarafindan iiretilen esnek quasilineer uzay1 Q ile gosterecegiz.

SQV(Q), Q ’nin tiim esnek quasi vektdrlerinin kiimesini ifade edecektir.

Teorem 4.2.2. Her ., W,, € SQV(Q) ve her & esnek skaleri i¢in Q

Al

Jer S Wy, © W Ve e, < ey,

"<" bagintisi
Jer + Wez = (@ F W)e14ez
cebirsel toplama islemi ve
a-Ger = (@ q)aer
esnek skalerle carpma islemleri ile birlikte bir quasilineer uzaydir (Bozkurt, 2020).

Tamm 4.2.3. Q bir esnek quasilineer uzay olsun. Bir |I.[l: SQV(Q) » R*(R) fonksiyonu
asagida verilen sartlar1 sagliyorsa, Q iizerinde bir esnek norm denir. Her §,, §o1, Wey €

SQV(Q) ve & esnek skaleri icin;
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i) Ge # o ise [1Gell >0,

i) [1Ger + Wezll < [1Geall + [[We2ll,

(i) 1@ - Geall = 1] Il Geq NI,

V) o1 < Wez 1€llGerll < IWes |l

v) Her €>0 icin en az bir Z. € SQV(Q) vardir dyle ki oy < Wop + 2. Ve
|Z|l < € ise Geq < We
sartlarmi saglaniyorsa Q esnek quasilineer uzayma ||. || esnek normuyla birlikte bir esnek
normlu quasilineer uzay denir ve (O, II. II) ile gosterilir (Bozkurt, 2020).

Ornek 4.2.2. Q bir normlu quasilineer uzay olsun. @, |G, = |e| + llgllonormu ile bir

esnek normlu quasilineer uzaydir (Bozkurt, 2020).
Teorem 4.2.3. Bir esnek normlu quasilineer uzayinda bir |l || esnek normu

"¢ e€eQ ve a €P icin {]|g||(A) = é}tek nokta kiimesidir"
(4.2.1)

sartin1 saglasin. Bu durumda her A € P igin ||§||(1) = & olmak iizere VE € Q ve § € Q
i¢cin
I.1:Q - RY
§ = lIElla = gl
ile taniml |. |I; fonksiyonu Q’da bir normdur (Gonci & Bozkurt, - ).

Tamm 4.2.4. Q bir esnek normlu quasilineer uzay olsun. @ iizerinde esnek Housdorff

metrik su sekilde tanimlanir. Her §,q, W,, € SQV(Q) icin
h@(qelfwez) = inf{f = 6: C~1e1 g l’/‘7(22 + d;’Wez g C~Iel + 515, ” d{ ”S ‘F'}
“dir (Bozkurt, 2020).

Tamm 4.2.5. (Q, 1. 1) bir esnek normlu quasilineer uzay olsun. Her §,,, W., € SQV(Q)

i¢in hg(Ger, Wez) tiim esnek metrik aksiyomlarini saglar (Bozkurt, 2020).

Tammm 4.2.6. (Q,Il.II) bir esnek normlu quasilineer uzay olsun. Eger n — oo iken
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hg(G2,30) — 0 ise {G } esnek vektorlerinin dizisi g9 esnek vektériine yakinsar denir

(Bozkurt, 2020).

Tamim 4.2.7. (Q, 1. 1) bir esnek normlu quasilineer uzay olsun. Her € 3> 0 ,3m € N vardir
Oyle ki her i,j >m igin hg (q;ﬁi,qgj) < € ise{Gg, }’e Cauchy dizisidir denir (Bozkurt,
2020).

Teorem 4.2.4. (Q, 1.1 bir esnek normlu quasilineer uzay olsun. Cebirsel toplama ve esnek

reel sayilarlar carpma islemleri esnek Hausdorff metrige gore siireklidir (Bozkurt, 2020).

Tammm 4.2.8. Q ve W birer esnek normlu quasilineer uzay olsun. T:SQV(Q) —

SQV (W)’ya bir operator olsun. Vg, w € SQV(Q) icin
D T@G+w) 2T(Q) + T(w),
2) T(-§)=c-T(q) heresnek ¢ igin,
3)GIw=>T@G ITW)
sartlar1 saglaniyorsa T’ye bir esnek quasilineer operator denir (Bozkurt, 2022).
Teorem 4.2.5. Q ve W birer esnek quasilineer uzay olsun. T:SE(Q) — SE(W)’ya taniml
"Bir g € Q ve A€P icin {T(d)(/l):q € Q oyleki §(1) =
q} kiimesi tek nokta kiimesidir"
(4.2.2)

sartin1 saglayan bir esnek quasilineer operator olsun. Bu durumda her 4 € P i¢in T3: Q —

W’ya Ty(q) = T(§)(A) ile tamimhi T; operatorii de quasilineer operatordiir (Bozkurt, 2020)
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5. SONUC VE ONERILER
5.1. Esnek Normlu Quasilineer Uzaylar

Bu béliimde bir esnek normlu quasilineer uzayda tanimli bir esnek quasi dizinin
yakinsakligi ile ilgili bazi sonuglar verilmis ve bir esnek normlu quasilineer uzayin tamligi
incelenmistir. Ayrica bir esnek normlu quasilineer uzayin regiiler ve singiiler alt uzaylari
tanimlanmis ve bu alt uzaylarla ilgili baz1 6rnekler ve sonuglar elde edilmistir. Bu boliimde

P parametre kiimesi olmak iizere (Q, ||.||,P) esnek normlu quasilineer uzayi kisaca

(Q, II. II) ile gosterilecektir.

Tamm 5.1.1. (@, 1I.11) bir esnek normlu quasilineer uzay ve {g,}’da Q’min esnek quasi
vektorlerinin bir dizisi olsun. Eger h(§,,§) = 0 (n —» o) ise {g,} dizisi § € Q esnek
quasi vektoriine yakimsaktir denir. Yani h(§,,§) — 0 (n = o)’dan anladigimiz her & > 0

icin en az bir N € N vardir 6yleki her n > N igin

IA

Gn < G+ 31 G < Gn + Gon, NGl < €

dir.

Ornek 5.1.1. Q bir esnek normlu uzay olsun. Bu durumda Q bir esnek normlu quasilineer
uzay olur. Q’y1 esnek normlu quasilineer uzay yapisina kavusturan kismi siralama bagintist
esitlik bagintisidir. Eger bir Q esnek normlu quasilineer uzaymin her § esnek quasi

vektoriiniin tersi varsa Q bir esnek normlu uzay olur. @ iizerindeki kismi siralama bagintis

esitlik bagintisina doniisiir. Ayrica hs (g, w) = ||g — wl|g olur.

Teorem 5.1.1. Bir esnek normlu quasilineer uzayinda bir esnek quasi vektoriin limiti varsa,
tektir.

ispat. Kabul edelim ki (@,1.1) bir esnek normlu quasilineer uzay ve Q’mn bir esnek
quasilineer vektorlerinin diziside {G,} olsun 6yle ki n —» oo iken § # W olmak fiizere
h(§,,d) = 0 ve h(g,,w) — 0 olsun. Bu durumda eger h(G,,§) = 0 (n — ) ise her

€> 0 iginenazbir N € N  vardir yleki her n > N igin

N | m

Gn 2 G+ Gin G < Gn+ G5n 11 G IS

ve her € > 0 igin en az bir M € N vardir 6yle ki her n > M igin
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~ = ~ ~ ~ €
w W2 G+ W, W5, 1< 5

olur. Eger K = max{N, M} segilirse her n > K i¢in yukaridaki iki denklemden

n t Gzn I Gin IS
ve

N |

ve

elde edilir. Diger yandan 1 < i < 2 i¢in

G + Wil < €
olur. Bu da bize her € > 0 igin

+qin+ W3, ve g + Wil <€

oldugunu sdyler. Buradan Q bir esnek normlu quasilineer uzay oldugundan Tanim

42.3’den § < W ve w < § bulunur. Buradan da § = W olur. Bu da bizim kabiiliimiizle
celisir.
Dolayistyla bir esnek normlu quasilineer uzayinda bir esnek quasi vektoriin limiti
varsa tek olur.

Tamm 5.1.2. (Q,1.11) bir esnek normlu quasilineer uzay ve {§,}’de Q’nin esnek quasi
vektorlerinin bir dizisi olsun. Eger

{h(qn: Gm):m,n € N}

smirl1 bir kiime ise yani her n,m € N i¢in h(§,, §,,) < N olacak sekilde bir N = 0 varsa
{§,,} dizisine Q’da smirlidir denir.

Teorem 5.1.2. Bir esnek normlu quasilineer uzayda her yakinsak dizi sinirlidir.
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Ispat. Kabul edelim ki {g,} esnek quasi dizisi bir § € Q’ya yakmsak olsun. Bu durumda

her € > 0 icin en az bir N € N vardir yleki her n > N igin
Gn G+ Gin < Gn+ G50 N5RI <€
olacak sekilde §5,,3s,, € Q vardir. Yani h(g,,§) — 0 (n — o). Buradan keyfi bir §; € Q
i¢in
h(Gn, Go) < h(Gn, §) + h(d, o)
yazilabilir.
M = max{h(qy, ), h(@2 §), -, T+ h(F,Go)}

olsun. Bu durumda her & > 0 igin h(§,,§) < 1 alirsak h(g,, G,) < M elde edilir. Buda

bize G, € Si(go) oldugunu soyler.

Her smirli esnek quasi dizi yakmsak olmayabilir. Ormegin; Q. (R) esnek normlu

uzaymin her A € P i¢in
Gn() = {(-D"} € O (R)
sinirlt esnek quasi dizisini ele alalim. Agikca bu dizi Qﬂcm)’da siirlidir fakat yakinsak
degildir.
Tamm 5.1.3. (Q,1.11) bir esnek normlu quasilineer uzay ve {§,}’da Q’min esnek quasi

vektorlerinin bir dizisi olsun. Eger Ve = 0 igin en az bir M € N vardir 6yle ki her m,n >

M igin h(§,, G,,) < € oluyorsa {g,} dizisine Q’da bir Cauchy dizisidir denir.
Teorem 5.1.3. Bir esnek normlu quasilineer uzayda her yakinsak dizi Cauchy dizisidir.

ispat. Kabul edelim ki {g,,} esnek quasi dizisi bir § € Q yakinsak olsun. Bu durumda her

€ > 0 igin en az bir N € N vardir 6yle ki her n > N igin
In <G+ qin = Gn+ 3on G0l < €
olacak sekilde g5, §s,, € Q vardir. Ayrica her m > N iginde
Am < G+ Win, § < Gm + Wiy, WGl <€

olacak sekilde W¢,, WS, € Q bulunur. Yukaridaki teoremin ispatina benzer sekilde eger



K = max{N, M} secersek her n,m > K igin

ve

elde edilir. Diger yandan eger 2€ = € ' alirsak I G5, I< € ve |l W,
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I< € iken |IG¢, +

Wl < e ' olur. Bu da bize her € >0 icin en az bir K € N vardir dyleki n > K igin

h(Gn, Gm) < € oldugunu soyler.

Yukaridaki teoremin tersi genelde dogru degildir.

Teorem 5.1.4. Bir esnek normlu quasilineer uzayda bir esnek quasi Cauchy dizisinin esnek

quasi alt dizisi yakinsak ise bu esnek quasi dizisi de esnek quasi alt dizisinin yakinsadigi

noktaya yakinsar.

Ispat. Kabul edelim ki {§,,}, Q’da bir esnek quasi Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her & >

0 icin en az bir N € N vardir 6yle ki her n,m > N icin

Gn < Gm + Gin Gm < Gn + G50, G511 <

N | m

dir. Simdi {G,} nin yakinsak bir {an} alt dizisini tammlayalim ve n — oo iken g, — q

olsun. Buradan

n,, < Gn + kS0 G S G,y + kS, |

kel <2

ve her n,m > N ve her € > 0 igin en az bir N € N vardir 6yle ki her n > N igin

G 20+ 5@ 2 Gy + B 5] <
elde edilir. Yukaridaki esitsizlikten her n > N igin

G2 G+ B+ kin Gn 2+ [0 + S,
bulunur. Ayrica ||I§, + k$,|| £ € olur. Bu da bize n — oo iken

gosterir.

Gn, = G oldugunu

Teorem 5.1.5. Bir esnek quasilineer uzayda her Cauchy dizisi sinirlidir.
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Ispat. Kabul edelim ki {g,,} bir esnek Cauchy dizisi olsun. Buradan en az bir N > 0 vardir

oyle ki her k,1 > N icin h(gy, ;) <1 olur. Eger

K = max {h(Gy, 3)(D), VA€ P}

1<k,lsm
secersek 1 <k <m ve |l = m i¢in
h(Gr, ) (D) < h( Gk, Gn) (D) + h(Gm, G (D)
<KQ)+1()
=K+1)W)
elde edilir. Béylece her k,1 € N igin h(§y, §,) < (K + 1) bulunur. Bu da bize {g,} nin
Q’nim smirl1 esnek quasi vektorii oldugunu gosterir.

Tamm 5.1.4. (Q,1I.1) bir esnek normlu quasilineer uzay ve (S,P)’de her 1 € P icin
S(A) # @ olacak sekilde Q’nin bir esnek quasi alt kiimesi olsun. Eger her § € Q igin

lG|| < M olacak sekilde bir 7 bir esnek reel sayis1 varsa (S, P)’ye Q’da smirhdir denir.
Ornek 5.1.2.  Q.(R) esnek quasilineer uzayinmn bir
B={G:qg(1) c[0,1],2A € P}
esnek quasi alt kiimesini alalim. Biliyoruz Ki
Qe (R, 131l = supllF(D)llag
normu ile bir esnek normlu quasilineer uzaydir. Ayrica
131l = supllg(Dlla,wy < supll[0,1]lla ) =1
oldugundan B kiimesi, QXTR)’mn siirlt quasi esnek alt kiimesidir.

Tamm 5.1.5. (Q, Il. II) esnek normlu quasilineer uzay olsun. Eger Q’daki her Cauchy dizisi

Q’nin bir esnek quasi elemanina yakinsarsa Q’ya tamdir denir. Her tam esnek normlu

quasilineer uzay esnek quasi Banach Uzay1 olarak adlandirilir.
Teorem 5.1.6. (@, Il.1) esnek normlu quasilineer uzay olsun. Bu durumda

i) §p,—qveiw, ->wise g, +w, - qg+w,
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ii) a, esnek skalerlerin bir dizisi olmak tizere §,, — §, &, — & ise &,§, — &g
sartlar1 saglanir.

Ispat. Kabul edelim ki §, — § ve W, — W olsun. Bu durumda Vé > 0 i¢in 3n, € N

vardir dyle ki Vn > n, igin

N | m

Gn S G+ G5 G2 G+ 351035, IS

ve VE >0 igin In s € N vardir oyle ki vn > nol icin

olur. Yukaridaki iki esitsizlikten N = max{ny, n,} secersek ¥n > k igin

Gn+Wn SG+W+35, + Wi +W=g

3
_|_
52
_|_
0N
N
3
N
+
S
N
3
N

ve
g € NN G e ymE B~ .
I G + Wi 11 G, I+ Wi IS - +-2 €
olur. Bu da bize g, + w,, — § + W oldugunu gosterir.

Kabul edelim ki g, — ¢ olsun. Bu durumda Vé > 0 i¢in 3Any, € N vardir 6yle Ki

vn > n, icgin

U me

Gn <G+ i G < Gn + G5 Il Gin IS
olur.{@&,} skaleri i¢in Q bir esnek quasilineer uzay oldugundan
ag, < aq + ags,, @g < @gy, + ags, Il ags, 1< €

bulunur. Dolayisiyla &§,, — &g elde edilir.

Teorem 5.1.7. (@, I.11) esnek normlu quasilineer uzay olsun. @ iizerinde tanimli her esnek

quasi norm Housdorff metrige gore siireklidir.

Ispat . Kabul edelim ki §, — § olsun. Bu durumda Vé > 0 igin In, € N vardir dyleki

vn > n, igin,
Gn G+ qin G < Gn + @i Il G IS €

olur. Q bir esnek normlu quasilineer uzay oldugundan
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lgnll < gl + gl ve NGl < Gl + 1135,

bulunur. Bu da bize n — o iken [|gf,|| < € oldugundan ||G,|l = [|§|| oldugunu sdyler.

Teorem 5.1.8. (Q,I.11) esnek normlu quasilineer uzay, {gG,} ve {W,} esnek quasi

vektorleri de Q’da birer esnek quasi Cauchy dizileri olsun. Bu durumda {§,, + #,}’de Q’da

bir esnek quasi Cauchy dizisidir.

Ispat. Kabul edelim ki {g,} ve {W,} Q’da birer esnek quasi Cauchy dizileri olsun. Bu

durumda Vé > 0 i¢in Iny, € N vardir 6yle ki Yvn,m > n, ve vn,m > n, icin sirasiyla

N |

qn g qm + qu qm g 6771 + qgn' " qfn "g

ve

N |y

Wy < Wy + Win, Wiy < Wy, + WS, | W, IS
olur. N = max {no,no ,} secersek V€ > 0 i¢cin  IN € N vardir 6yle ki vn,m > N igin
yukaridaki esitsizliklerden

G + Wn < G + Win + Qi + Wiy, G + W < G+ Wy + 350 + W5,
bulunur. Ayrica

I Gi, + Wi, 1SN GE, 1|+l g, 1S =¢

N |

+

N |

olur. Bu da bize {§,, + Wy} nin esnek quasi Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

Teorem 5.1.9. (@, II. I, P) esnek normlu quasilineer uzay ise

IAl

a) §, = §, W, > W veher n € N igin §, < W, ise § < W,
b) G, - §, W, > § ve her n € N i¢in §, < m,, < W, ise M, — g,
) §o+ W, > G ve W, >0 ise g, > q

olur.

Ispat. Kabul edelim ki her n € N igin §, — § ve W, —» W olsun. Bu durumda Ve > 0

icin Any € N vardir dyle ki Yn > n, igin
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Gn < G+ G5 G = Gn + G5n 1G5 <

lehl

ve
~ ZN ~ ~Z~ ~ € ~ € <é
Wy S W+ Wi, W< W, +Ws, ||Win|_5

olur. Ayricaher n € N i¢in §, < W, oldugundan yukaridaki denklemlerden

I/\Z

4 =< Wy + 350 S W+ G5 + Wiy
elde edilir. Bundan baska ||GS, + Ws,|| < €’dur. Q bir esnek normlu quasilineer uzay

oldugundan § < W elde edilir.

Kabul edelim ki her n € N i¢in §,, > § ve w,, > § ve g, < m, < W, olsun. Bu

durumda Vé > 0 i¢in Iny € N vardir 6yle ki Vn > n, igin

N |

qn g Ei + Eﬁnr 67 g anr ”qm | =

ve

olur. Ayrica her n € N i¢in g, £ i, oldugundan § < i, + g5, bulunur. Yine her n €
N i¢in i, < W, oldugundan i, < W + W, elde edilir. Her n € N igin ||§5,|| < € ve

|lWi, |l < € oldugundan n — oo iken 7, — ¢ bulunur.

Kabul edelim ki her n € N i¢in §, + W, — § ve W, — 6 olsun. Budurumda Vé >

0 i¢in 3n, € N vardir 6yle ki vn > n; igin

IA
NN

qn + Wn g q + Eifn, Ei g qn + l’/‘v/n + qgn: ”qlEn”

ve

RS
IA
™
+
B
%‘m
™
IA
RS
_|_
N
Nm

3
E

N | m

olur. Bu iki esitsizlikten
C~[n+§§C~[+C~[fn+W26n, ngn 9 QZn Wlen

ve
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N | m

1G5l < SvellWg,ll <
oldugundan
1350 + Winll < €
bulunur. Bu da bize n - o iken G, = § oldugunu soyler.

Lemma5.1.1. W ve Z, Q esnek normlu quasilineer uzaymin (4.2.1) sartin1 da saglayan iki
esnek kapali alt uzaylar1 ve W’da Z’nin bir kapali esnek alt kiimesi olsun. Bu durumda her
€30 igin ||Z|| = 1 olacak sekilde en az bir Z € Q\W vardir 6yle ki her W € W icin

|Z—w| S1—¢€ olur.

Ispat. Kabul edelim ki €= 0 ve her 1 € P igin €(1) =€; > 0 olsun. Q (4.2.1) sartim
sagladigindan Q(A) = Q icin Z(1) = Z;, Q normlu quasilineer uzaymin bir kapali alt
uzayidir. (Cakan, 2016)’da normlu quasilineer uzaylarda verilen Reisz’s Lemma’dan her
Ww(1) € Wy igin ||Z(A)]|;4 = 1 olacak sekilde bir Z(1) € Q\Z; vardir dyleki

1Z() —wDlr 21—

olur. Bu da bize her € S 0 icin ||Z]] = 1 olacak sekilde en az bir Z € Q\W vardir 6yle Ki

W € W igin ||Z—Ww| S 1 — € oldugunu soyler.

Lemma 5.1.2. Q bir esnek quasilineer uzay olsun. Q esnek quasilineer uzaymin 6 esnek

quasi vektorii minimaldir. Yani § < 0 ise § = 8 ’dur.

ispat. § <0 olcak sekilde Q’nin bir § esnek quasi vektdriinii alalim. Buradan (—1)

esnek skaleri icin (=1)§ < (=1)§ ve Q bir esnek quasilineer uzay oldugundan
elde edilir. Ayrica

saglanir. Buradan

elde edilir. (=1)8 = 8 oldugundan 8 < § bulunur. Bu da bize § =  oldugunu gosterir.
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Bu nedenle Q esnek quasi uzaymin 8 esnek elemani minimaldir deriz.

Tamm 5.1.6. Q bir esnek quasilineer uzay olsun. Bir § € Q esnek quasi vektoriiniin ve

qg+4q " =@ olacak sekilde §' € Q varsa §' elemanmna § esnek quasi vektdriiniin tersi

denir.

Lemma 5.1.3. Eger bir esnek quasilineer uzayinin her esnek quasi vektoriiniin tersi mevcut
ise bu esnek quasilineer uzaydaki kismi siralama bagmtist esitlik bagintisina doniisiir.

Dolayisiyla Q bir esnek lineer uzay olur.

Ispat. Eger her A parametresi i¢in §(1) = q ve §'(1) = q " alirsak quasilineer uzaylara

benzer sekilde ispat1 kolay bir sekilde gosterebiliriz.

Tamim 5.1.7. Bir Q esnek quasilineer uzayinda bir esnek quasi vektoriin tersi mevcut ise bu
quasi vektore regiiler esnek quasi vektor denir. Eger tersi mevcut degil ise bu vektore
singiiler esnek quasi vektor denir. Bir Q esnek quasilineer uzayini tiim regiiler ve singiiler

esnek quasi vektorlerinin kiimesini sirastyla Q, ve Q ile gosterilir.

Tamm 5.1.8. Q bir esnek quasilineer uzay ve W < Q olsun. Eger W uzay1 Q’da taniml
islemlerle ve kismi siralama bagmtisiyla bir esnek quasilineer uzay oluyor ise W uzayma

Q’nin esnek alt quasilineer uzayi denir.

Teorem 5.1.10. Q bir esnek quasilineer uzay ve W < Q olsun. W’da Q’nin esnek alt
quasilineer uzayidir ancak ve ancak her Wy, W, € W ve her @, f esnek skalerleri igin
aw; + B, € W olur.

Ispat. Teoremin ispat1 esnek lineer uzaylardaki ispata benzer sekilde gosterilebilir.

Ornek 5.1.3. Q. (R) tarafindan olusturulan Q- (R) mutlak esnek quasi kiimesini gézoniine

alalim. Yani burada her 1 € P i¢in Q-(R) (1) = Q.(R)’dir. Eger

~

W ={w:w(A) =[a,bl,a,b ER,a<b ve AEP}U{()}

alirsak W kiimesi Qc(R)’nin bir A parametresi altinda singiiler elemanlardan olustugu

goriilmektedir. Her w;, W, € W ve her &, esnek skalerleri i¢in

(aw; + pwz) (D) = a(Ww; (D) + B () = aw;(A) + Bwz(2) € Qc(R)
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oldugundan W kiimesi Q.(R)’min esnek quasi alt uzayidir. Ayrica W’ nin Q(R) nin

esnek singiiler alt uzay1 oldugunu goriiriiz. Eger Q. (R)’nin

M = {m:m(A) = {m} € R,VA € P}
alt esnek kiimesini alirsak her m;, 7, € M ve her &, esnek skalerleri igin
@y + By )(A) = @)y (A) + BN, (A) = amy + fm; €R

olacagindan M kiimesi Q.(R)’nin esnek alt uzay: olur. Bundan baska Q.(R) mutlak
esnek quasilineer uzay oldugundan her 7 € M esnek quasi vektoriiniin Q- (R)’da tersi

olur. Dolayistyla, M kiimesi Q. (R)’nin regiiler esnek alt uzayidr.

Teorem 5.1.11. Bir Q esnek quasilineer uzaymin her regiiler esnek quasi vektorii
minimaldir.

ispat. Bir W € Q igin W < § olacak sekilde bir § € Q, keyfi esnek quasi vektoriinii
alalim. §’da Q’nin regiiler esnek quasi vektorii oldugundan W + q~ 2§+ cr' =6 olur.
Lemma 3.1.1°den w + (7' = 0 elde edilir. Bir esnek quasi vektoriin tersi mevcutsa tek

olacagindan W = § bulunur. Béylece Q’dan secilen regiiler esnek quasi vektdriin minimal

oldugu gosterilmis olur.

Teorem 5.1.12. Eger @ bir esnek normlu quasilineer uzay ise Q, kiimesi Q uzaynmn bir

kapal1 alt uzayidir.
ispat. ilk olarak Q,’nm @’ min bir alt uzay1 oldugunu gésterelim. Yani §,w € Q, ve @, €
R(P) i¢in &g+ fw € Q, oldugunu gosterelim. §, W € Q, oldugundan § + (T' =6 ve

W+w ' =8 olacak sekilde ;’,V\T' € Q vardir. Q bir esnek normlu quasilineer uzay

oldugundan

—_— —_—

ag+fw+aq +pw =a(g+q )+f(w+w ')=4
elde edilir. Buradan da @G + fw € Q,. olur.

Simdi Q,’dan bir §, esnek quasi dizisini alalim 6yle ki n — oo iken g, — —G € Q
olsun. @ bir esnek normlu quasilineer uzay oldugundan §, — g, — G — g olur. G, € Q,

oldugundan §,, — §, = 6 ve buradan da § —§ = 6 oldugu goriiliir. Bu da bize § € Q,
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oldugunu gosterir. Béylece Q,’nin Q’nin esnek kapali alt uzayi oldugu gosterilmis olur.

Teorem 5.1.13. Q bir esnek quasilineer uzay ve §,w € Q olsun. Eger § + W € Q, ise § €
Q, ve W € Q,’dir.

ispat. Kabul edelimki § + W € Q, ve §’da Q’nin regiiler esnek quasi vektorii olmasim. Bu
durumda en az bir 7 € Q, vardir dyle ki (§ + W) + i = 8 olur. Q bir esnek quasilineer
uzay oldugundan § + (W + M) = @ yazilabilir. Bu da bize § esnek quasi vektdriiniin W +
fii ters esnek quasi vektoriine sahip oldugunu soyler. Bu durum ise bizim § & Q,

kabuliimiizle g¢elisir. Benzer yolla W ’nin Q 'nin regiiler esnek quasi vektorii oldugu

gosterilebilir.

Teorem 5.1.14. Q bir esnek quasilineer uzay olsun. Eger § € Q, ve W € Q, ise § + W €

Q olur.
Ispat. Teoremin ispat: yukaridaki ispata benzer yolla yapilabilir.

Sunu da hatirlatalim ki quasilineer uzaylarda oldugu gibi esnek quasilineer uzaylarda

da her regiiler esnek quasi vektorden sonra en az bir singiiler esnek quasi vektor gelir.

5.2. Esnek Normlu Quasilineer Uzaylarda Esnek Quasilineer Bagimhilik ve Esnek

Quasilineer Bagimsizhik

Bu boliimde tipki normlu quasilineer uzaylarda oldugu gibi esnek normlu quasilineer
uzaylarda esnek quasilineer bagimsizlik ve bagimlilik kavramlar1 tanimlanmistir. Bu
tanimlarin tipki quasilineer uzaylarda oldugu gibi "<" bagintisina bagh olarak verilmesi
gerektigi goriilmiis ve bunlarin quasilineer uzaylarda tutarli karsiliklar elde edilmistir.
Ayrica bu boliimde esnek normlu quasilineer uzaylarin boyutuyla ilgili 6nemli tanim, teorem
ve sonuglar elde edilmistir. Baz1 popiiler esnek normlu quasilineer uzaylarin boyutlarina

iliskin 6rnekler sunulmustur.

Tammm 5.2.1. Q bir esnek quasilineer uzay ve {q,}%-, S Q ve {@x}%_, esnek skalerlerin

kiimesi olsun
@1.G; + @y Gpt...+0,. G, < §

olacak sekildeki § esnek elemanina, {q;}r=; kiimesinin esnek "quasilineer kombinasyonu"

denir.
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Yukaridaki tanimdan esnek lineer kombinasyonlarin kiimesine karsilik gelen
{@r}r=1 skalerlerin kiimesi tek olur. Fakat esnek quasilineer kombinasyonlarna karsilik
gelen skalerlerin kiimesi ise tek olmayabilir. Ayrica bir esnek quasilineer uzayda esnek quasi
vektoriin esnek quasilineer kombinasyonlariin kiimesinin farkli parametreler i¢in ayni
olmayabilir. Yani P kiimesinden alacagimiz iki farkli A;,4, parametreleri i¢in §(4,) =
g (A;) esitliginin her zaman saglanmayabilir. Yine bir esnek quasilineer uzayda iki farkli

esnek quasi vektoriin ayni parametre altinda goriintiisii de ayn1 olabilir.

Tamm 5.2.2. Q bir mutlak esnek quasilineer uzay ve M < @ olsun. M’nm esnek quasi

geren kiimesi

IA

n

QSpMz{f]EQ: Y aymy < §,my € M, @, her 1Sk£n}
k=1

*dir. Eger QSpM = Q ise M kiimesi Q’y1 quasi geriyor denir.

Ornek 5.2.1. Q. (R) esnek quasilineer uzayinda bir § esnek quasi vektorii alalim Syle ki
bir A € P igin §(1) = [—1,2] olsun. Ayrica her A € P igin @&(1) = a olsun. Buradan §

esnek quasi vektoriiniin esnek lineer kombinasyonlariin kiimesi

@A) ={q ') = q € 2 (R): &A)GA) = a[-1,2] = ¢, 2 € P}
iken esnek quasilineerler kombinasyonlarinin kiimesi ise

@A) ={q ') = q € 2 (R): GA)GA) = a[-1,2] < ¢, 2 € P}
olur. Ornegin; 1(1) = 1 esnek skaleri icin § € O (R) esnek quasi vektoriiniin esnek
quasilineer kombinasyonlari CT' (1) = q € Qc(R) olmak lizere A € P igin

1) =[-12]<q
,yani [—1,2]’yi igeren (7 "€ Q-(R) elemanlarindan olusur.
Ayrica CT'(A) =q = [2,3] i¢in
a(D)gA) = a[—1,2] < 2,3]

esitligini saglayan bir @(1) = @ bulamayiz. Bu nedenle QSp{gG} # Q olur.

Ornek 5.2.2. M = {m: (1) = {3}, 1 € P igin } olacak sekilde bir M c Q,(R) alalim.
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Yine 1 € P i¢in @(1) = a alirsak

QSpil = {nT "€ QL(R): (@M)(A) = am(L) = a{3} Em '(A), 1 € P}
olur. Q’C\(TR) bir mutlak esnek quasilineer uzay oldugundan bir A parametresi ig¢in
a{3} Zm '(1) olacak sekilde m ' € O (R) bulabiliriz. Bu nedenle

Qspi = {m ' € Q:(R): (@) () = a{3} Zm '(1),1 € P} = A(R)
bulunur. (Cakan, 2016)’dan {{a}} kiimesinin Q(R) ’yi gerdigini biliyoruz. Esnek

quasilineer uzaylarda ise @(1) =a ve q € R olmak iizere G(1) ={q} < Q:(R) ile

verilen § € Q. (R) esnek quasi vektorii Q. (R) esnek quasilineer uzayimi gerer.
Teorem 5.2.1. Q bir esnek quasilineer uzay ve

M=% .G} cQ
olsun. Bu durumda QSpM kiimesi Q 'nin bir esnek quasilineer alt uzayidir.

ispat. Kabul edelim ki §, W € QSpM ve @ bir esnek skaler olsun. Buradan bir @y ve by

skalerleri vardir dyle Ki

IA

n
1“k¢lk q vekzlbk Kk S W

TM=

olur. Q bir esnek quasilineer uzay oldugundan

M=

n n
(@ + b)) = X @G+ X bk < G+ W
1 k=1 k=1
ve
n n -
a(y @qy) = X a(@qy) < aq
k=1 k=1
elde edilir. Bu da bize § + W € QSpM ve &§ € QSpM oldugunu gosterir. Boylece QSpM
kiimesinin Q’nin alt uzay1 oldugu gosterilmis olur.
Tamm 5.2.3. Q bir esnek quasilineer uzay
{Gidi=1 < O {aidi=s

esnek skalerleri olsun. Eger
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IA

0 S @Gy + @,q5+... +a,q,

esitsizligi ancak ve ancak @] = @; =...= @, = 0 iken saglaniyorsa {Gx}%_,esnek quasi

vektorlerinin kiimesine esnek quasilineer bagimsizdir denir. Aksi halde {q};=,esnek quasi

vektorlerinin kiimesine "esnek quasilineer bagimlidir" denir.

Her esnek lineer uzaym "=" bagintisiyla bir esnek quasilineer uzay oldugu dikkate
alinirsa esnek lineer uzaylarda bagimlilik ve bagimsizlik kavramlar1 esnek lineer bagimlilik

bagimsizlik kavramlarina doniistir.

Teorem 5.2.2. Q.(R) esnek quasilineer uzaymnda herhangi iki elemanli kiime esnek

quasilineer bagimlidir.

Ispat. O, (R) esnek quasilineer uzayinda her 1 € P icin §(1) = q € Qc(R) ve W(A) =
w € Q¢-(R) olacak sekilde {G, W} € Q-(R) bir esnek quasi kiimesini alalim. Burada ii¢

durum s6z konusudur:
Eger q,w € (Q-(R)), ise
6 ST NI + T (DHWA) = arq + ayw

esitsizligi @;(1) = a;, @, (1) = a, olmak iizere @, @, esnek skalerleri 0 ’dan farkli

oldugunda da saglanir.

Eger § € (Qc(R)4 veya W € Q-(R), ise bu durumda §G(A) = q olacak sekildeki
esnek quasi vektorii [—k, k] bigimindeki bir simetrik interval igerir veya w(A) = w olacak
sekildeki esnek quasi vektorii [—k, k] bigimindeki bir simetrik interval igerir. Her iki

durumda da
o) 2 (DTN + AW = a1q + aw
esitsizligi ~ sadece @; = @, = 0 olmas1 durumunda saglanmaz.
Eger G, € (Q:(R), ise
o) 2 (DTN + GAWA) = a1q + aw
esitsizligi sadece @; = @, = 0 oldugunda saglanmaz. Yani

O 2 TDIN) + ZDFA) = arq + aw
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esitsizligi @; ve @, 0°dan farkli oldugunda da saglanir.

Bu nedenle Q. (R) esnek quasi uzaymnda herhangi iki elemanl kiime quasilineer

bagimli olmak zorundadir.

Ornek 5.2.3. Q;f]li%) esnek quasilineer uzayinin § esnek quasi vektoriinii ele alalim. Yine
@(1) = a olmak iizere {0} < &§ esitsizligi esnek quasilineer bagimsizdir ancak ve ancak
her A parametresi i¢in {0}(1) < &()G(A) esitsizligi Qc(R)’de quasilineer bagimsizdir.
Ayrica her A parametresi i¢in G(4), {0}’1 igeriyorsa §  vektori QEZ]TR) ’da esnek
quasilineer bagimlidir. Aksi halde § esnek quasi vektori Q;f@)’da esnek quasilineer

bagimsiz olur.

Ornek 5.2.4. O.(R) mutlak esnek quasilineer uzayinda § ve W iki esnek quasi vektorii ve
her @ ve f esnek skalerleri i¢in @(1) = @ € R, S(1) = B € R olsun. (Cakan, 2016)’dan
Qc(R)’de

o) 2 aMg) + FW )
quasilineer bagimli oldugundan 8 < &§ + fW *de Q;(TI@)’da esnek quasilineer bagimlidir.

Sonu¢ 5.2.1. Q mutlak esnek quasilineer uzayinda, bir § esnek quasi vektorii esnek

quasilineer bagimsizdir ancak ve ancak A € P igin G(4), Q’da quasilineer bagimsizdir.

Sonu¢ 5.2.2. Bir esnek quasilineer vektoriin esnek quasilineer kombinasyonu, esnek
quasilineer spani, esnek quasilineer bagimsizlig1 ve esnek quasilineer bagimlilig: bir A € P
parametresine bagl olarak incelenir. Dolayisiyla bir esnek quasi vektoriin bu 6zelliklerini
aragtirirken A parametresi altinda quasilineer bagimli veya bagimsiz olmasi durumlar

incelenir. Yukaridaki aciklamaya gore asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.2.3. Q bir esnek quasilineer uzay ve Q’daki esnek quasilineer vektorlerin alt
kiimesi M = {q7,q5, ..., @} olsun. O zaman M, Q’da esnek quasilineer bagimsizdir ancak

ve ancak

M) = {G (D, 7z (D, ..., 7 (D}

kiimesi her 4 € P icin Q’da quasilineer bagimsizdir.

Ispat. M ={G],G3,...,G,} kiimesi Q esnek quasilineer uzayinda esnek quasilineer
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bagimsiz olsun. Yani her esnek a7, @3,..., @, skalerleri i¢in

IA

0 < @G + @,q,+...+@,q, ancak ve ancak @; =@, =...= @, =0
olur. Keyfi bir A, € P igin
M(Ao) = {q1(A0), Gz(A0), ., Gn(A0)}

‘dir. Ayrica @; (o) = ay, @ (Ay) = @y,...,0,(1y) = @, olarak alirsak 0(1,) = 0 igin

a; = ay =...= a, = 0 buluruz. Boylece
0 =0() 2 @ (A0)q1(Ao) + T (M) T (M) +.. . +@n(20)r (Ao)
= a1q1(Ao) + a2qz (o) +... +an Gy (A0)
’y1 buluruz. Buradan, keyfi bir 45 € P i¢in
M(2o) = {q1(10), G2 (o), - -+, Gn(A0)}
‘nin quasilineer bagimsiz oldugunu soyleyebiliriz. Bu da
M) = {q1 (D, 3z (D), ..., 7 (1)}
‘nin A € P i¢in Q’da quasilineer bagimsiz oldugunu gosterir.
Diger taraftan, her 1 € P i¢in
M) ={q (D, Gz (D), ..., 7 (D)}
Q’da quasilineer bagimsiz olsun. Yani, her @7 (1), @z(4),..., @, (1) skalerleri igin
O < a,G7(1) + 2,3, (A) + -+ + a, G, (1) ancak ve ancak
(D) =2 =a,(D) =0
olur. Buradan her A € P i¢in
G =) ==V =0

oldugu goriiliir. Bu da bize M = {G;,G3,...,G,} kiimesinin Q ’da esnek quasilineer

bagimsiz oldugunu gosterir.

Teorem 5.2.4. Q bir esnek quasilineer uzay ve Q’daki esnek quasilineer vektorlerin kiimesi
M = {G,G5,...,G,} olsun. M kiimesi Q’da esnek quasilineer bagimhidir ancak ve ancak

her A € P igin
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M) =G (D), iz, ..., 7.(D}
kiimesi Q’da quasilineer bagimlidir.

Ispat. Kabul edelim ki M = {G7,G5,...,,} kiimesi Q’da esnek quasilineer bagiml1 olsun.

Yani hepsi birden 8’ya esit olmayabilen her esnek @5, @, ..., &, skalerleriigin
0 L aq + @z +... + Ty,
“dir. Eger keyfi bir 4y € P alirsak
M(4o) = {G1(A0), Gz (A0), - -, Gn(A0)}
olur. Ayrica ,
a1 (Ao) = ay,a3(Ao) = ay,..., @ (Ao) = ay
alirsak a4, a,,..., a, skalerleri de 0’a esit olmaz. Boylece
0 = 0(4) £ @ (A0)TF;(Ao) + @A)z (Ao) +... +&5 (A0) T (Ao)
= a1q1(Ao) + a2qz(Ap)+... +anGn(4o)
esitsizligide 0’dan farkli a4, @5, ..., a, icin saglanmig olur. Buradan keyfi bir her 4, € P
i¢cin
M(4o) = {G1(A0), G2 (Ao), - -, Gn(A0)}
‘nin Q’da quasilineer bagimli oldugunu soyleriz. Buda bize her 1 € P igin
M) ={g (D, 3z (D), ..., 7 (D)}
kiimesinin Q’da quasilineer bagimli oldugunu gdésterir.
Diger taraftan, her 1 € P i¢in
M) ={g (D, (D), ..., 7 (D)}

Q’da quasilineer bagimli olsun. Yani hepsi birden 0’a esit olmayabilen a4, as,...,a,

skalerleri vardir dyle Ki
D) < o qi(D) + ;G (D+... +a,Gr ()
olur. Her 1 € P i¢in

’&I(A) = aq, a;(l) = aZ""'&T”L(A) = 0an
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alirsak @7, @5,...,a@, esnek quasi vektdrlerin hepsinin birden 8’ya esit olmayabilecegini

gosterir. Buradan
0 L @q + T3qz+. ..+ &Gy
esitsizligi 0’dan farkli baz1 @, @3, ..., @, i¢in saglamr. Yani, M = {G{, G5, ..., Gn} kiimesi

Q’da esnek quasilineer bagimli olur.

Tamm 5.2.4. Q bir esnek quasilineer uzay ve W < Q olsun. Eger W esnek quasilineer

bagimsiz ve QSpW = Q ise, W’ya Q’ni "esnek quasilineer bazidir" denir.

Ornek 5.25. Q-(R) esnek quasilineer uzaymin W = {{Q}}esnek quasi alt vektoriinii
alalim W’nin Q. (R)’nin esnek quasilineer bazi olmast igin gerekli ve yeter kosul her A € P

icin g(1) € Q¢(R),nin olmasidir.

Sonu¢ 5.2.3. Q;(R) esnek quasilinecer uzaymin, g(1) # 0 ve §G(A) € Q-(R), olacak

sekildeki tim {g} esnek quasilineer vektorleri birer bazdir.

Ornek 5.2.6. Q;(R) nin
F={G:4(1) = [a,b],a < b,a,b € R*ve a,b € R™}U {{6}}

singiiler alt uzayinin bir alt kiimesini diislinelim. F esnek quasilineer bagimsiz bir kiimedir.

Fakat QSpF # Q’dan dolay1 F Q. (R)’nin esnek quasilineer bazi olamaz.

Simdi de quasilineer uzaylarin bir genellestirmesi olan esnek quasilineer uzaylarin
boyutuyla ilgili bazi tanim, teorem ve Ornekler verilecektir. Bir esnek quasilineer uzayin
boyutunun tipki quasilineer uzaylarda oldugu gibi regiiler ve singiiler boyut seklinde

tanimlandigini da yine burada gorecegiz.

Tammm 5.2.5. Bir Q esnek quasilineer uzaymn regiiler alt uzaymin barindirabilecegi
maksimum lineer bagimsiz eleman sayisina Q’nin "regiiler boyutu"denir. Q’nin singiiler alt
uzayinm barmdirabilecegi maksimum quasilineer bagimsiz eleman sayisia ise Q ’nin
"singiiler boyutu" denir. Q’min regiiler boyutu r — boyQ, Q’nin singiiler boyutu s — boyQ
ile gosterilir. Eger v — boyQ = s — boyQ ise Q esnek quasilineer uzayinm boyutu boyQ

ile gosterilir.
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Uyari 5.2.1. Eger Q esnek lineer uzay ile singiiler boyut 0 olacagindan bu uzayin boyutu
sadece regiiler boyuttan ibarettir. Dolayisiyla esnek lineer uzaylarda regiiler boyut yerine
sadece boyut kavrami kullanilmistir. Yani eger s — boyQ = 0 ise bu uzay esnek lineer
uzaydir. Quasilineer uzaylarda oldugu gibi eger s — boyQ > 0 ise Q esnek lineer olmayan

bir esnek quasilineer uzaydir.

Uyari 5.2.2. Eger bir esnek quasilineer uzayda s — boyQ = 0 ise bu uzay esnek lineer uzay

olmak zorunda degildir. Simdi buna bir 6rnek verelim.

Ornek 5.2.7. § = (Q:E]TR))d olsun.
0c(R)g = {G:§() = [-a,al,a € R}

oldugundan G4, g5,...,Gn € Qc(R)4 i¢in

IA

0 < &G, + Qyd,+... +0,0d,

esitsizligi sadece & = @, =...d&, = 0 icin saglamaz. Dolayisiyla Q.(R)4 'nin esnek

quasilineer bagimsiz vektorii yoktur. Yani s — boy(ﬂc (R)) , = 07dr.

Tanmm 5.2.6. Eger Q esnek quasilineer uzaymin esnek quasilineer bagimsiz vektorlerinin

kiimesi sonlu ise Q’ya sonlu boyutludur denir.

Ornek 528. R%, (Q:(RY), (Q?(TI%))SUEOV}] ve (Q?(Tli))r esnek quasilineer

uzaylarinin boyutu asagidaki gibidir.
r — boyR™ = n, s — boyR* = 0
r —boyQc(R?) =n, s —boyQ.(R®) =n
r— boy(ﬂg@ﬁ”)s u{o}) =0, s — boy(ﬂ?@l@”)s u{0}) =n
r — boyQ-(R"), = n, s —boyQ (R"), =0

Ornek 5.2.9. (Qc(co)), (Qc(lz)) ve (Qc(loo)) esnek quasilineer uzaylarinin boyutu
asagidaki gibidir.

r — boyﬂc(CO) = 00 S —

boyQc(cy) =
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r —boyQc(l,) = s —
boyQc(l;) =

r —boyQe(ly,) = oo s —
bonE(l:,) =
Ornek 5.2.10. 0 = (Q;(\cio))s U {{0,0, ...,0,k,00,...,...}k € R} esnek quasilineer uzayi
icin
r—boyQ =1 ve s—boyQ =
olur.
Ornek 5.2.11. IR? esnek quasilineer uzayimnin

M= (I?RJZ)S U{t:t(1) = (t,0):t ER, 1 € P}

esnek quasilineer alt uzaymi alalm. Bir 1 € P igin g;(2) = ((0), [1,2]) ve q; (1) =
([1,2],{0}) olacak sekilde M’nin iki esnek quasi vektoriinii alalim. Buradan

(0,0) =0(D) < & MG ) + & NG (D)
=g ((0)' [1,2]) + a; - (1,2],{0})

esitsizligi ancak ve ancak & = @&, = 0 icin saglandig1 goriiliir. Bu nedenle {q7, g5} kiimesi
IR2’da esnek quasilineer bagimsizdir. Ayrica M kiimesi IR2’nin esnek quasilineer alt

uzayi oldugundan s — boyM = 2 “dir.
Bundan bagka
M, ={t:t(1) = (t,0):t e R,A € P}
kiimesini goz oniine alalim. Bu durumda ¢ € M, i¢in
(0,0) =0(1) £ &)
=a-(t0)
esitsizligi ancak ve ancak & = 0 saglanir. Bdylece r — boyM = 1 olur.

Ornek 5.2.12. Kabul edelim ki M = (Ic,) U {@} olsun. M nin bir A € P igin
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(D) ={([12],0,0,...)}, 7z() ={(0,[1,2],0,...)},..., Tu(D) =
{(0,0,...[1,2],0,...)}

olacak sekilde {q7,q3,...,,q,} keyfi sonlu singiiler alt kiimesini alalim. Bu durumda
0,0,...,0,...) = 0(1)
S @G (VG + & DG (D +... +8 (D Gn (D)

esitsizligi ancak &; (1) = d,(4) =...= &,(41) =0 oldugunda saglanir. Bu nedenle
{91,92,--.,qn} kimesi M ’de esnek quasilineer bagimsizdir. Yani s — boyM = oo olur.

Ayrica, M, = {@} oldugundan r — boyM = 0’dur.
5.3. Esnek Proper Quasilineer Uzaylar

Bu béliimde proper quasilineer uzaylarin bir genellestirmesi olan esnek proper
quasilineer uzaylar incelenmistir. (Cakan, 2016)’da verilen bazi sonuglarin esnek proper

quasilineer uzaylardaki karsiliklart incelenmistir.
Tamim 5.3.1. Q bir esnek quasilineer uzay W € Q ve §,Ww € W olsun. Eger
i) Vg € W igin FqW * 2,
ii) G # w iken FY # FY
sartlar1 saglaniyor ise W kiimesine Q esnek quasilineer uzaymda proper’dir denir.

Eger Q bir esnek quasilineer uzay ve proper ise Q’ya esnek proper quasilineer uzay

denir.

Uyan1 5.3.1. Bir W € Q kiimesinin Tanim 5.3.1.’deki sartlar1 saglamasi durumunda

asagidaki ii¢c durumdan yalnizca birinin saglanmis olmasi gerekir.

1) wZq ise (Gonci & Bozkurt, 2023)den Fi S F} olur. W ve §’'nin
zeminlerinin farkli olabilmesi i¢in en az bir Z € ng \FV%T/ regiiler elemaninin olmas1 gerekir.
Bu da bize 2 < § ve Z £ W oldugunu soyler. Ayrica Z € W,.’dir.

2) GZw ise (Gonci & Bozkurt, 2023)den FY EFY olur. § ve W nm

zeminlerinin farkl1 olabilmesi icin en az bir i € Fy \F%’V regiiler elemaninin olmasi gerekir.
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Bu da bize i £ W ve @ £ § oldugunu gosterir. Yine burada i € W, dir.

3) @ ve W elemanlar birbirleriyle kiyaslanamiyorsa zeminlerinin farkli olabilmesi

IA

i¢in FqW g Fg’ veya FV%T/ ea F}I/T/ olmas1 gerekir. Bu da bize Z2< g ve Z£ W veya m < W

ve M £ § olacak sekilde en az bir 2,71 € W, olmas: gerektigini soyler.
Ornek 5.3.1. Her esnek lineer uzay "=" bagmtisi ile bir esnek proper quasilineer uzaydr.
Ornek 5.3.2. M normlu lineer uzay olmak iizere Q(M) ve Q.(M) esnek quasilineer

uzaylari properdir. Her A € Q-(M) igin F; # @’dir. Her 4,B € Q.(M) icin A # B olsun.

Bu durumda asagidaki li¢ durumdan biri vardir:

a) B € A ise A parametresi i¢in en az bir a € A(1) vardir dyle ki a € B(1) olur.
A(2) € Q.(M) oldugundan {a} € (QC(M))r’dm Dolayisiyla {a} € A(1) ve {a} € B(1)
olur. Buda bize F; # Fz oldugunu gosterir.

b) AE B ise A parametresi icin en az b € B(1) vardir 6yle ki b ¢ A(1) olur.
B(2) € Q.(M) oldugundan {b} € (QC(M))r’dlr. Dolayisiyla {b} € B(1) ve {b} & A(1)

olur. Bu da bize F; # Fz oldugunu gosterir.

c) A ile B karsilastirilamaz ise A parametresi i¢in a € A(1), a & B(1) ve b €
B(1), b ¢ A(1) olacak sekilde a,b € (QC(M))T vardir. a € A(1) ve a ¢ B(1) icin
{a} € A1) ve {a} &€ B(1)’dir. Ayrica b € B(1) ve b & B(1) icin {b} E B(1) ve b &
B(1) olur.

Ornek 5.3.3. Q. (R)’nin esnek singiiler quasilineer alt uzay: proper olmayan bir esnek
quasilineer uzaydir. Bu uzayda birbirinden farkli iki tane esnek quasi vektor alalim. Bir A

parametresi icin § # W olmak iizere
q(D) = [a,b] € Qc(R)s
ve
W) = [c,d] € (@),

olsun. Eger a,b >0, ¢,d >0 veya a,b <0, ¢,d <0 ise
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(Qc®), _ (2c®),
F; =F, =0

olur.

Dolayistyla (QC(]R))S U [0] proper esnek quasilineer uzay olamaz. Q.(R) ’nin
esnek simetrik quasilineer alt uzaymin proper olmayan bir esnek quasilineer uzay oldugu da

ayni yontem ile gosterilebilir.

Uyan 5.3.2. Proper bir esnek quasilineer uzayin proper olmayan bir esnek quasilineer alt
uzayl mevcut olabilecegi gibi, proper olmayan bir esnek quasilineer uzayin da proper bir

quasilineer alt uzayi olabilir.
Ornek 5.3.4. @ = IR? olsun.
W=0,u{G:q() =(q,0):q e RAE P}

olmak iizere W, Q’nin bir quasilineer alt uzayidir. Ayrica W, = Q ve

W, ={3:q() = (q,0):q ER,AE P}
olur. W nn birbirinden farkl olacak sekilde

W, ={G:g() =(O,m):2<m<3meR}
ve

W, ={G:g(1) = (0,m):4 <m<5meR}
secelim. Bu durumda Fv~‘§71 =0 = F,}Z olur. Bu nedenle W proper olamaz. W esnek proper
olmayan quasilineer uzayin

W, ={G:4(1) = (¢,0):q ER, 1 € P}
alt uzay bir proper esnek quasilineer uzaydir.

Teorem 5.3.1. Q esnek proper quasilineer uzaymin regiiler ve singiiler boyutlar1 birbirine

esittir.
Ispat. Q bir esnek proper quasilineer uzay, r — boyQ = n Ve Gy, 8z, ..., dn, Gneq Qs nin
quasilineer bagimsiz vektorleri olsun. Qg € Q oldugundan &, d,,..., Gy, Gneq € Q Ve

Q’da esnek proper oldugundan
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a;

IA
IA

qlle qu"'ﬂdn g qn' dn+1 g 6n+1 (531)
olacak sekilde @y, @,,...,a,, d,+1 € O, clemanlar: vardir. Q,’de n —boyutlu esnek lineer

uzay oldugundan n + 1 tane eleman Q,’de lineer bagimli olacaktir. Yani
n
An+1 = 25 k-G
k=1

olacak sekilde Ai(1 <k <n) skalerleri bulunabilir. Ayrica esnek quasilineer uzay
aksiyonlarindan (3.1.12) ve (3.1.13) kullanilarak (5.3.1)’den

n

Any1 = kzl/lk-ak =

TM =

Ak- G

1

yazilir. d,,; € 0, oldugundan

n
0 < k2_1/1k-67k — Any1
(5.3.2)
elde edilir. Esnek quasilineer uzay aksiyonlarindan (3.1.1), (3.1.2) ve (3.1.13) g6z oniine
alinirsa
n - n -
Y MG = X MGk ve—0Onyr < Gni
k=1 k=1
olur. Buradan
n _ _ - n _ _
Y A —Ony1 S X MG — Quia
k=1 k=1

(5.3.3)
yazilir. (5.3.2) ve (5.3.3) bagintilar birlikte diisiintildiigiinde

n
0< Y AGx —Gn+1
k=1

elde edilir. Gy, ,..., 80 Gne1 Qs nin quasilineer bagimsiz elemanlar: segildiginden 1 <
k <n+1 olmak iizere Vk indisi i¢cin A, =0 olmast gerekirdi. Fakat yukaridaki
bagintisinin = A,,,4 = —1 olmast durumunda da saglandigi goriilmektedir ve
{G1,G2, .-, Gn, Gne1} kiimesinin quasilineer bagimli oldugu goriilir. Bu da bize s —

boyQ < n+ 1 yani

s —boyQ <1 — boyQ
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oldugunu gosterir. Diger taraftan (Cakan, 2016) geregince, lineer olmayan herhangi bir Q
esnek quasilineer uzayi i¢in
r —boyQ < s — boyQ
esitsizligi saglanir. Buradan da Q esnek proper bir quasilineer uzay oldugundan
s —boyQ =r — boyQ
elde edilir.

Uyan 5.3.3. Yukaridaki teoremin tersi her zaman dogru olmayabilir. Yani bir esnek
quasilineer uzayin regiiler ve singiiler boyutlarinin birbirine esit olmasi, o uzaymn proper

olmasin1 gerektirmez.
Ornek 5.3.5.

(Iﬂli{z)d = {q q(l) = ([_a' a]' [_br b]) a'b € ]R,l € P}

kiimesini géz Oniine alalim. Buradan
r— boy(]ﬁz)d =s— boy(lﬁl@) =0

olur. Ancak (Iﬁz) , proper degildir. (Iﬁz) , hin birbirinden farkl iki vektdriinii alalim.
g =((-11],[-1,1D, w) = ([-2,2],[-2,2]) € (Iﬁz)d olsun. Ayrica § # W ’dur.

R2
Fakat Fy = FE”R )

% =1{0} olur. Bu nedenle (IR?) ; proper esnek quasilineer uzay degildir.

Uyani1 5.3.4. Bir Q proper esnek quasilineer uzayda regiiler boyut ile singiiler boyut

birbirine esit olacagindan uzaym boyutu boyQ seklinde gosterilir.
Onerme 5.3.1. Q. (R)’ nin asikar olmayan proper alt esnek quasilineer uzay: 1-boyutludur.

ispat. W, Q. (R) 'min asikar olmayan proper alt esnek quasilineer uzayr olsun.
boy(Q:(R)) =1 ve W c (Q(R))oldugundan boyW < 1’dir. Bundan bagska W proper
esnek quasilineer uzay oldugundan V§, W € W icin § # W olmak iizere asagidaki iic

durumdan biri vardir:

N2
IA

ise W ve Z ¥ § olacak sekilde en az bir Z € W, vardur.

N
IA
S

D
2)

<

R

ise ve i £ W olacak sekilde en az bir i € W, vardur.

§2
IAl
el
el
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3) § ve W karsilastirilamayan esnek vektorler ise Z < W ve Z € § olacak sekilde

en az bir Z € W, vardir veya m < § ve m £ W olacak sekilde en az bir # € W, vardur.

Boylece W, , #ii veya Z esnek regiiler vektorlerinden en az birini igerir. Kabul
edelim ki #i € W, olsun. Buradan Afi eleman: regiiler olacagindan 6 € A kapsamasi

sadece 1 = 0 oldugunda saglanur.

Eger W, hem 7ii hem Z esnek regiiler vektorlerini veya bunlardan baska vektorleri
iceriyorsa kabul geregi W, ’nin ikiden fazla sayidaki esnek vektorii quasilineer bagimli
olacagindan W, ’nin barindirdigi maksimum quasilineer bagimsiz eleman sayist 1 olur.
Dolayisiyla W proper oldugundan ve W ’nin boyutu W, ’nin barmdirdigi maksimum
quasilineer bagimsiz eleman sayisina esit olacagindan

boyW = s — boyW = r — boyW = boyW, =1

olur.

Uyan1 5.3.5. (QC(R)) ‘min esnek proper olmayan alt uzaylarmin regiiler ve singiiler

boyutlarmin 1 olmasi gerekmez. Ornegin; Q¢ (R) sU {[B]} singiiler alt uzayi i¢in boyut
r— boy(ﬂm))s U {[H]} =0
ve
s — boy(Q;(Tlé))s U {[B]} =1, (Q?(Tli))d
simetrik alt uzaymin boyutu da r — boy(ﬂﬂcf@))d =0, s— boy(ﬂ?ﬁé))d = 0’dr.

Onerme 5.3.2. Saglam zeminli bir esnek quasilineer uzay, esnek proper bir quasilineer

uzaydir.

Ispat. Q saglam zeminli bir esnek quasilineer uzay olsun. Bu durumda her W € Q icin

supFy = Ww’dir. supFy = W degerinin mevcut olmasi Fy kiimesinin bos kiimeden farkli
< <

oldugunu gosterdiginden Q’daki her W elemanidan 6nce en az bir regiiler eleman gelir.
Ayni1 zamanda saglam zeminli olan Q’nin W # Z olacak sekildeki herhangi iki eleman i¢in

supFy # supF; olacagindan Fy # F; elde edilir. Eger Fy = F; olsaydi bu durumda
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supFy = supF; olurdu ki, Q saglam zeminli oldugundan, bu W = Z anlamina gelirdi.

Boylece saglam zeminli esnek quasilineer uzay olan Q, ayni zamanda esnek proper bir
quasilineer uzaydir.
5.4. Esnek Quasilineer Fonksiyoneller

Bu boliimde bir esnek normlu quasilineer uzayda esnek quasilineer fonksiyonel
tanimlanmig ve bu yeni fonksiyonel ile ilgili bazi sonuglar elde edilmistir. (Bozkurt,
2022)’de verilen esnek quasilineer operator kavramindan da faydalanilarak esnek quasilineer
operator ve fonksiyonellerin siirekliligi ve siirliligr ile ilgili bazi teoremler ispatlanmaistir.

Ayrica bazi esnek quasilineer fonksiyonel drnekleri sunulmustur.

Tamm 5.4.1. Q bir esnek quasilineer uzay olsun. P parametrelerin kiimesi olmak iizere
f:SE(Q) » Qc(R)(P) bir esnek quasilineer operatdr ise f’ye bir esnek quasilineer

fonksiyoneldir denir.

Ornek 5.4.1. Q- (R) nin iirettigi Q. (R)mutlak esnek quasi kiimesini ele alalim. Yani her
A€ P igin Qc(R)(A) = Qc(R) olsun. Bu durumda Q-(R) bir mutlak esnek quasilineer
uzaydir. Simdi  Q-(R) esnek quasilineer uzayinda bir § € Q-(R) ve V 1 € P igin
g1 = 11g(DIx = sup [tk
teq(d)

(5.4.1)

tanimlayalim. (5.4.1) normu ile Q-(R) bir esnek normlu quasilineer uzaydir. Vg € Q. (R)

ve her @(1) = a olacak sekildeki esnek reel skalerleri igin
@I =2 -HA) =2(1).4(A) =2.G(1)

operatoriinii tanimlayalim. Agik¢a [f(§)] (A) € Qc(R)’dir. f:Q(R) = Q- (R)(P)’ye
tanimli f operatoriinlin bir esnek quasilineer fonksiyonel oldugunu gosterelim Vg, w €

Q;([_[é) ve VYA € P parametresi igin
D) [f (G + 31 = (2- @ +§2))D
=2 - (W) + G (D)

=20 -G +2(D) - §.(1)
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=Z-a)W+(2 @)W

= f(@)M) + f(@)D)

= (f@) + f@)HA,
i) [f@ DIV =2-a-PW)

=2 - &) -G

=a-(2-9)™

= [@- @),
iii) 41 < G

= 3 < 3.()

= (2-(M) < (2-3.W)

=2 )M <2 30

= f(@)@ < f@)A)

saglanir. Boylece  f operatérii Q. (R)’da bir esnek quasilineer fonksiyoneldir.

Ornek 5.4.2. IR?’nin iirettigi IR? esnek kiimesini gdz Oniine alalim. Yani VA € P
igin  IR? (1) = IR? °dir. Buradan IR? bir mutlak esnek quasilineer uzaydir deriz.

Simdi  IR? esnek quasilineer uzayinda bir § € IR? igin

11D = N1GDIa = 1(G1, @)Dl = 1S<u§2||<7i(/1)llm (5.4.2)

normunu tanimlayalim. Burada tanimlanan norm ile IR? bir esnek normlu quasilineer

uzaydir.
i) Vg € IR? i¢in |G| = 0 © § = 6dur.

Gl =0=lIgM)lIx = 1(G1, @)Wz = sup 1G:(Dl;r =0

1<i<2
olur. Dolayisiyla 1 <i <2 i¢in §;(4) = 0 olur. Buradan da §(4) = 0 bulunur. Bu da
bize § = 8 oldugunu sdyler. Kabul edelim ki § = 6 olsun. Buradan VA € P igin (1) =
6(A) = 0 bulunur. Bu da bize (§;(1),§,(1)) = 0 oldugunu gosterir.  Yani §;(1) =0
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ve §,(4) = 0°dir. (5.4.2)’den sup||§;(A)|l;g = O olur. Boylece ||G|| = 0 elde edilir.
i) V3 = (§1,G,), W = (Wy,W,) € IR? ve 1 € P igin
17 + Wl = 1@+ W)Dllx = 1(G1, 32) (D) + (W1, W) (Dl
(@1 + W1) (D), (@2 + W) (Dl

sup [1(G; + W) D lir

1<i<2

sup (1(G) (D llir + W) D l1r)

1<i<2

< sup [[(GDDlIr + 1Sup2||(Wi)(/1)||1R

1<i<2 <i<

@I+ @D,
td) [l - gl = lla) - gDl
= 1aDIN(G1, gD Dl

= |a@)]| sup [[(GI D2

1<i<2
= laDIllglid),

iv) § W =3 W) = (G, G2(D) < (W1(), W2(2))
olur. Buradan her 1<i<2 i¢in §;(A) < w;(1) elde edilir. (1), w;(1) € IR
oldugundan

13Dl < WD lir
bulunur. Dolayisiyla
supllg; (D ll;r < supllWw; () ll;r
elde edilir. Bu da bize
g1l < Iwll(2)
oldugunu gosterir.

v) § W+ g, ve |G|l € € olsun. §,w,§. € IR? oldugundan § = (gy,§,), W =

(W1, Wy), Ge = (Ge1, Gez) Ve her A € P parametresi igin
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(G (D), 32(D) = (W1 (D), W2 (D) + (Ger (D), G2 (D))

olur. Diger yandan

lGell = 11Ge(Dlla = 1(Ger, Gex) DIz = sup G (Dl < €D

1<i<2

ikenher 1 <i <2 igin
G Dllir < Q)
olur. (Yilmaz & Bozkurt, 2016)’dan
G (D) S W (D + G (D ve G2(D) < WD) + Gea(D)
ve IR normlu quasilineer uzay oldugundan her A € P parametresi i¢in
(D) S W (D) ve §2(1) < W, (D)

elde edilir. Bu da bize § € W oldugunu gésterir. Dolayisiyla yukarida tamimli norm ile JR?

bir esnek normlu quasilineer uzaydir.
Simdi V§ € IR? i¢in
[ f@DIAD) ={q:(D: D) = (41, G2) (D) = (41 (D), §(D)} (5.4.3)

fonksiyonunu tammlayalim. f:IR? - Q.(R)(P)’ye tammli f fonksiyonunun bir esnek

quasilineer fonksiyonel oldugunu gosterelim.
i) V§,w € IR? ve VA € P parametresi i¢in
f@+ Wy = {(G@: + W)(D:q(D) = (G0, ) (D), W(A) = (W1, W) (D}
={(@D) + W1 (D: 4D = (31, 3) (D), W) = (W, W) (D)}
={(@(D: D = (G0, G D} + {W(D) = Wy, W) (D}
= f@OW + f)A)
olur.
ii) Vg € IR? ve her @ esnek skaleri i¢in
f@- ) ={@ gA: 4 = (31, 7))}

=@ - :(D: 3D = (@1, §2)(D = §:1(D, G2 (D)}
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=a) - {(GD): G = (G1, G2)(D}
=[a- fF( I
elde edilir.

i) §Zw=VAEP icin g(A) € W(A) dir. Buradan (dy,d,)() Z (Wy, W,) (1)

olur. Boylece
G (D) S W (D) ve G2(1) < W,(A)
elde edilir. (5.4.3)’dan f(§)(1) < f(W)(A) elde edilir.

Dolayisiyla (5.4.3) ile tanimli f operatorii IR? de bir esnek quasilineer

fonksiyoneldir deriz.
Tamm 5.4.2. Q bir esnek quasilineer uzay ve
f1SE@Q) » Qc(R)(P)

bir esnek quasilineer fonksiyonel olsun. Her § € @ igin

If (@I < Nl
(5.4.4)

olacak sekilde pozitif esnek reel N sayisi varsa, f ’ye sinirlidir denir.
Teorem 5.4.1. Q bir esnek quasilineer uzay olsun. Eger

fSE(Q) - Qc(R)(P)
taniml1 f fonksiyoneli sinirliysa siireklidir.

ispat. Kabul edelim ki f fonksiyoneli sinirli olsun. O zaman bir pozitif esnek reel N sayisi
vardir yle ki her g € Q icin ||[£(§)|l € N||§]| olur. Kabul edelimki (§,,) € Q igin n — o

iken g, — § olsun. Buradan her € = 0 igin en azbir M € N vardir 6yle ki her n > M igin

IA
N

GG+ G50 < Gn+ G5 llgall <

2| ™

elde edilir. f esnek quasilineer fonksiyonel oldugundan

f@) < f(@ + @), f(@ = f(@n) + £(G5n)

bulunur. Ayrica  f smirh oldugundan her 1 <i < 2 igin ||f(g§,)|| £ € olur. Bdylece
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n— oo iken f(gG,) — f(§) ’dir. § € Q keyfi oldugundan f fonksiyoneli Q esnek

quasilineer uzayinda siireklidir deriz.

Teorem 5.4.2. Q, (4.2.1) sartin1 saglayan bir esnek normlu quasilineer uzay ve

fSE(Q) = Qc(R)(P)

ye (4.2.2) sartin1 saglayan bir esnek quasilineer fonksiyonel olsun. Eger f siirekli ise

siirlidir.

Ispat. Kabul edelim ki f operatorii sinirli olmasin. O zaman Q ’nin esnek quasilineer

elemanlarinin bir {§,} dizisi vardir 6yle ki her n = 1,2,.... ve 4,, € P igin

If (@l (4) > (@l|gnlD (2n) (5.4.5)

olur. Her n eleman icin §,(4,) # @ ’dir. Ciinkii, eger baz1 A, € P’ler icin §,(1,) = @

olsayd1 f, (4.2.2) sartin1 sagladigindan
f(Qn)(/ln) = fln (Qn(/ln)) =0

olurdu. Ayrica Qc(R)(P) (4.2.1) sartim sagladigindan ||f(g,)(4,)ll2, = 0 olur. Bu da
(5.4.5) ile gelisir.

Simdide n = 1,2,.... ve a, € P igin W,(1) = §,(4,) olacak sekilde Q’nin esnek
quasi elemanlarinin bir {#,,} dizisini ele alalim. A¢ikca ||, || S 0 ’dir. Kabul edelim Ki

~ __ Wn
T AWl

olsun. Buradan ||, || =%—> 0 yani W, —» @ dir. f fonksiyoneli § =0"’da siirekli
oldugundan f(iw, ) = f(©) =© yani n— oo iken ||f(#, )|| - 0 dir. Ozelliklen —
oo iken

lF @A) = IF @O @, ~ 0
(5.4.6)

olur. Diger yandan

1

llwnll

lf @Ol = ||f (2| = | F @ || = o= lF @l

llwnll [ Wyl

“dir. Boylece
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I (® )M = (7557) AIIF @@ )
= (z757) AIIF @) Al i

(757) @NF @Al = (7) A IF @I (AR)

> |G) @) [@IGID O] = | (757) GEldalD] ()

7| Wr |

Gnl 1@nll (A7) W (Al 2
= n -1
( W ) (An) = Wnll(An)  1Wn(An)lla,

W

olur. Buradan n = 1,2,... i¢in

|If @ )| (A) > 1 (5.4.7)

dir. (5.4.6) ile (5.4.7) bagintilar1 ile ¢elisir. Bundan dolay1 f fonksiyonelinin sinirli oldugu

elde edilmis olur.

Tamm 5.4.3. T: (SE)(Q) » SE(W) tanimli esnek sinirli quasilineer operatdr olsun. Her

A € P parametresi i¢in T operatdriiniin normu
ITII(D) = inf{t € R:NT@N(A) < ¢-11G1I(2),¥§ € Q}

ile tammlanir. Eger SE(W) = Qc(R)(P) ise T operatorii esnek simrli quasilineer

fonksiyonel olacagindan T = f i¢in f esnek fonksiyonelinin normu
I£II(D) = inf{t € R:IF @I < t-11G1I(1), VG € G}
ile gosterilir.

Teorem 5.4.3. Q ve W birer esnek normlu quasilineer uzaylar ve T’de T:(SE)(Q) -
SE(W) esnek quasilineer operatér olsun. Eger T operatorii € Q’da siirekli ise Q diizgiin

sureklidir.

Ispat. Kabul edelim ki T operatorii & € Q’da siirekli bir esnek quasilineer operator olsun.

Bu durumda her é > 0 igin en az bir § > 0 sayis1 vardir dyle ki
Gl <& iken |IT@Il <€

olur. Simdi keyfi bir §; € § alalim. Eger h(§,Gy) < 4 ise en az G;,q, € Q vardir dyle ki

1<i<2i¢in ||IF)]| <6 ve
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P~

IA

q
olur. Buradan T bir esnek quasilineer operator oldugundan
T(@) <T(@o) +T@), T(@) <T@ +T(q2)

elde edili. Ayrica 1<i<2 icin ||§|l<é iken ||IT(@)| <€ olacagindan

h(T(§),T(gy)) < € olur. Bu da bize T nin Q’da diizgiin siirekli oldugunu gésterir.

Teorem 5.4.4. Q ve W (4.2.1) sartin1 saglayan birer esnek normlu quasilineer uzaylar ve
T:(SE)(Q) » SE(W)’de tanimli (4.2.2) sartim saglayan sinirli bir esnek quasilineer
operatOr olsun. Her A € P parametresi i¢in Ty: Q — W’ye quasilineer operatoriiniin normu

ITallx ise [IT1I(2) = |ITall2 dur.

Ispat. Tanim 5.4.3.’den normlu quasilineer uzayda tanimli bir simirli quasilineer operatériin

normu

ITallx = inf{t € IR: ITa(ll2 < ¢t - llqlla, Vg € Q}
olur. VA € P igin

{t e RAT@IA) = ¢-1gll(D), VA € P} = {t € IR: [Ty(q)lla < t - llqll, VA € P}
esitliginin dogrulugunu gosterelim. Kabul edelim ki
re{t e IRNT@ID) < ¢ 11gll(A), vG € Q}
olsun. Bu durumda v§ € Q igin
IT@NAD <7 -1gliD)

olur. Bir § € Q igin §(1) = y olacak sekilde bir y € Q segelim. Buradan

ITx = TG (Dllx = IT@ID

< - gl
=7 1g(Dlx
=7r-llylla

elde edilir. Dolayisiyla r € {t € R: [|Th(@)|la < t - llqll2, Vg € Q} olur. Bu nedenle

{t e RANT@DIA) < t-11411(2), v € Q} (5.4.8)
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ClteR:|NTa(@lla <t llqlla vVq € Q3

elde edilir. Tersine ,
se{t e R|ITa(lla < t-llqllx Vq € Q}
olsun. Buradan Vq € Q igin
ITa(@llz < s - liqllx
olur. Buradan da § € Q ve () € Q igin
IT@INA) =T gDlla < s - 1gDllx = s - Il
elde edilir. Dolaysiyla V§ € Q igin
IT@ONA < s - llgliD
bulunur. Bu da bize
s €{t e IRT@I) < ¢t.11G1I(2), ¥§ € Q}
oldugunu gosterir. Boylece
{te R:NITa(lla =t llqlln Vg € Q} (5.4.9)
c{t e RAT@IA) <t llgll(2),vg € O}
esitsizligi elde edilir. (5.4.8) ve (5.4.9)’dan VA € P parametresi i¢in
ITNI(2) = inf{t € R:IT(@IA) < ¢t - 1Fl(D), ¥q € Q}
= inf{t € R IT(Pll2 < ¢ - gl Vg € Q3
= [ITalla
oldugu goriiliir.

Teorem 5.4.5. Q, (4.2.1) sartim saglayan bir esnek normlu quasilineer uzay ve f ’de
SE(Q)’dan Q-(R)(P)’ye tamimli (4.2.2) sartii saglayan bir smirli esnek quasilineer
fonksiyonel olsun. Bu durumda [|fill;, O ’dan Q/(R) ’ye tammli f; quasilineer

fonksiyonelinin normu olmak tizere her A € P i¢in ||f|[(1) = ||l olur.

Ispat. Eger bir onceki teoremde W = Q- (R)(P) alirsak ispatin dogrulugunu kolayca

gorebiliriz.
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Ornek 5.4.3. IR?’nin iirettigi IR? esnek kiimesini ele alalim. /R?’nin bir mutlak esnek

quasilineer uzay oldugunu biliyoruz. Ornek 5.4.2.°den § € IR? i¢in

gD = NgDllx = sup 17 (Dlir

1<i<2

‘nin IR2’de bir norm oldugunu biliyoruz. Ayrica IR2 (4.2.1) sartin1 saglar. VA € P ve

—_—

g € IRZigin
[f (@] ={G:(D:gD) = (§1,32)D) = 1 (D), (D)}

olsun. Yine Ornek 5.4.2.°den,  f(g)’nm IR? iizerinde esnek bir quasilineer fonksiyonel

oldugunu ve (4.2.2) sartin1 sagladigindan VA € P i¢in
I @I = g Dlla: G = (§1,32)(AD) = §1 (), G (D}

< sup [|g; (Dl

1<i<2
= 1gDlla
= 1gll(D)

olur. Boylece, f’nin sinirli esnek quasilineer operatdr oldugunu elde ederiz. (Bozkurt,

2022)’den f, IR2’de siirekli esnek quasilineer operatordiir. Ayrica, IR? (4.2.1) sartint
sagladigindan ve f’de (4.2.2) sartin1 saglayan bir esnek quasilineer fonksiyonel oldugundan

Teorem 5.4.5. geregince VA € P i¢in
D = MIfalla =1
olur.

Teorem 5.4.6. Q ve W esnek normlu quasilineer uzaylar ve T:(SE)(Q) — SE(W)’ya

taniml1 bir esnek quasilineer operatér olsun. Bu durumda Vg € Q igin
IT@I =TI
“dir.
Ispat. Keyfi bir € S 0 icin Tanim 5.4.3’den VA € P ve V§ € Q igin
IT@IND < AT + @GN (5.4.10)

yazilabilir. Bir §, € Q ve u € P parametresi icin
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IT@ON D > TN ) - 1. ll(e
(5.4.11)

oldugunu kabul edelim. Bu durumda bazi €, S 0 igin é(u ’) =€, > 0 olmak tizere

IT @I > TN W) + el
= (ITNw" + €Ngllw) = AITIE) + €Nl ()
olur. Bu da (5.4.11) ile gelisir. Dolaysiyla V§ € Q igin
IT@N < ITNgl
dir.

Sonu¢ 5.4.1. f:SE(Q) — Q(R)’ye esnek quasilineer fonksiyonel olsun. Bu durumda V§ €

Q icin
IF @I A
“dir.
Ispat. Yukaridaki teoremde W = Q. (R)(P) alirsak ispat benzer sekilde yapilabilir.

Lemma 5.4.1. Q ve W birer esnek normlu quasilineer uzaylar olsun. T:SE(Q) —

SE(W)’ya tamimli bir siirli esnek quasilineer operatdr ise
U@l llglls < 1,q € @3 = {IT@IA): Gl £ 1,7 € ¢}
dir.
Ispat. Kabul edelim ki
r e{IT@IA: I £ 1,7 € Q}

olsun. Buradan en az bir tane § € Q vardir 6yle ki ||§]| <1 ve her A€ P igin r =
IT(g)]|(A)’dir. Eger her A € P igin §(1) = q ise

gl (D = 1Dz = llgllx < 1

ve

IT@ND) = ITagDllx = ITa(@)l2
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olur. Dolayisiyla

r € {ITa(llx:llqllx £ 1,9 € Q}
bulunur. Tersine

s € {IG(@lla:llqlla < 1,9 € Q3

olsun. Buradan en az bir tane y € Q vardir 6yle ki ||lyll; <1 igin ||Ty(y)||; = s dir.
SE(Q), Q’nin tiim esnek quasi vektorlerinin kiimesi oldugundan (1) = y olacak sekilde
en az bir § € Q vardir dyle ki her A € P igin §(1) = q boylece ||q]| < 1 ve

s = IT)Ia = T gDz = IT@NAD)
icin ||§]|; < 1 olur. Boylece
se{(IT@I@: N3l £ 1.q € ¢}
olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 5.4.7. Q ve W, (4.2.1) sartin1 saglayan birer esnek normlu quasilineer uzaylar ve
T:SE(Q) — SE(W)’de tammli (4.2.2) sartin1 saglayan bir esnek quasilineer operator olsun.
Bu durumda V 4 € P igin,

D) 1T = sup{IT@IA):11G1l £ 13} = ITalla,

i) ITNA) = sup{IT@II(D: 1G]l = 1} = ITall5,

iit) TN = sup L @: 1311 (0) # 0,vu € P igin} = Tyl

esitlikleri saglanir.

ispat. T:SE(Q) » SE(W), (4.2.2) sartmi saglayan bir simirli esnek quasilineer operator
olsun. Ayrica Q ve W, (4.2.1) sartin1 sagladigindan VA € P parametresi i¢in Lemma
5.4.1.’den

ITIIA) = (T3l
= sup{lITa(@ll2: llgllx < 13
= sup{lIT(DIID: 1G]l = 1}

elde edilir. ii) ve iii) benzer yolla ispatlanabilir.
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Sonug 5.4.2. Q, (4.2.1) sartim saglayan bir esnek normlu quasilineer uzay ve f:SE(Q) —
Q- (R)(P)’ye (4.2.2) sartin1 saglayan bir esnek quasilineer fonksiyonel olsun. Bu durumda
VA € P i¢in

D) £ = sup{lIF @ @: gl £ 13 = lIfalla

i) IFIICD) = sup{lliF @ @):11G1l = 1} = lIfalla,

iii) IR = sup (LB 2): 11311 # 0, v € P igin} = Ifillx

esitlikleri saglanir.
Ispat. Eger yukaridaki teoremde W = Q. (R)(P) alirsak ispatin dogrulugu goriiliir.

Teorem 5.4.8. Q ve W, (4.2.1) sartim saglayan birer esnek normlu quasilineer uzaylar ve
T:SE(Q) — SE(W)’de tanimli (4.2.2) sartim1 saglayan siirekli bir esnek quasilineer operator
olsun. Bu durumda VA € P igin |[T||(A) = ||T||ile tanimli T, operatori Q quasilineer

uzayinda siireklidir.

Ispat. Kabul edelim ki T operatérii siirekli olsun. Bu durumda T, Q’nin her bir esnek quasi
vektoriinde stireklidir. Keyfi bir A € P parametresi ve q € Q i¢in n = o ikeng, — q
olacak sekilde Q’da bir {q,} dizisini alalim. Ayrica bir A parametresi i¢in G(4) =
q olacak sekilde § € Q ve n — oo iken §, — § olacak sekilde Q’da bir esnek quasi

vektorlerin dizisini ele alalim.
Simdi

_ (W (W) = qpu=2
a0 = (G ) = o € P

olacak sekilde Q’nin bir {iv,} esnek quasi vektdrlerinin bir dizisi olsun. Keyfi bir € = 0

igin, n = oo iken §, — § oldugundan en az bir N;dogal sayis1 vardir 6yle ki Yn = N; i¢in
Gn S+ Gin = Gn+ 35n 13501 S €
olur. Buradan Vu € P ig¢in n = N; iken
Gn() < () + G5, (W), G(1) < Gn(W) + G5, (W), 1G5 Wl < ()

olur. Buradan da u € P\A igin n = N; iken
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W () < W) + Wi, (W), W, (1) < Wy (1) + W, (1),
(5.4.12)

Wi Wl < ()

elde edilir. Yani vy € P\A ve n > N; igin W, = ¢ ’dir. Ayrica n = o iken q, = q

oldugundan en az bir N, € N dogal sayis1 vardir 6yle Ki n = N, i¢in
In S G4+ Qi q < Gn + Gn llailla < €
’dur. Boylece VYA € P parametresi icin
Wn(1) = §n(D) < (D) + g1, (), (5.4.13)
q(D) < Gn(D) + 45, (D) = W (D) + G5, (A),
135 DI < €
elde edilir.

Yani, bir A€ P parametresi i¢cin A=y dersek W,(u) - G(u) olur. N =
max{N;, N,} secersek Vu € P veve n > N iken (5.4.12) ve (5.4.13)’ten Ww,, — ¢ bulunur.
T siirekli oldugundan T(W,) — T(§), (n — o) olur. Buradan é(1) = € olacak sekilde

€ = 0 icin bir M dogal sayis1 vardir, dyle ki n > M igin

T(Wn) 2 T(@) + kin, T(@) 2 T(Wn) + K5y, |

Kl 2 e
bulunur.

Vn > M ve u € P parametresi igin

T(W) (W) < T(@ W + k5, (), T@ W) < TW) (W) + kS (), [[k5 W] < €(w)

olur. Yani

T(W) (W) <T@ W) + Efn(.“)f T(@ W) =Ty (W) + Egn(li)r | Elen(.u)”M <
é(w)
“dir. Ozel olarak  p = 2 igin

T(#,)(D) < T@A) + kfn (D), T@A) < T(@,)A) + kg (D), ||k, < (D) = €

olur. Bu da bize T;(q,) = Ta(q), (n — o) oldugunu gosterir. Dolayisiyla A € P
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parametresi ve keyfi bir g € Q igin Ty operatérii g € Q’da siirekli olur.

Sonug 5.4.3. Q, (4.2.1) sartim1 saglayan bir esnek normlu quasilineer uzay ve f:SE(Q) —
Q- (R)(P) tanimh (4.2.2) ozelligini saglayan bir siirekli esnek quasilineer fonksiyonel
olsun. Bu durumda VA € P parametresi i¢in [|T||(1) = ||T||; ile tamimli f; ’da Q ’da

sureklidir.

Ispat. Eger bir onceki teoremde W yerine Q. (R)(P) alirsak ispat benzer yolla

gosterilebilir.

Teorem 5.4.9. Q ve W, (4.2.1) sartim saglayan sonlu P parametre kiimesi iizerinde birer
esnek normlu quasilineer uzaylar olsun. T;: Q — W ’ye tanimli  siirekli quasilineer
operatorlerinin bir ailesi {T;: A € P} olsun. Bu durumda VA € P i¢cin T(1) = T, olacak
sekildeki T:(SE)(Q) —» SE(W) ’ya tanimli T operatorii de siirekli esnek quasilineer

operatordiir ve (4.2.2) sartin1 saglar.

Ispat. Kabul edelim ki VA € P parametresi i¢in Ty, Q quasilineer uzayinda siirekli olsun.
VA € P, parametresi icin T(1) = T; olacak sekilde T:SE(Q) — SE(W) operatoriinii
tanimlayalim. (Bozkurt, 2022)’den, T operatorii esnek quasilineerdir ve (4.2.2) sartin
saglar. Q esnek quasilineer uzayinda n — oo iken §, — § olacak sekilde § € Q esnek
quasi vektoriinii ele alalim. Bu durumda &€ = 0 igin en az bir n € N vardir éyle ki n > N
i¢cin

Gn 2§+ Gin G < Gn + G5 1G5 S €
yazilir. Buradan A € P parametresi i¢in

Gn(1) < G(A) + G1n(A), GA) < Gn(A) + G20 (D),

I35l < e)

bulunur. Yani keyfi bir A € P parametresi i¢cin n = oo iken §, (1) = §(4)’dir denir. Diger
yandan VA € P parametresi igin T; operatorii siirekli oldugundan en az bir N; € N vardir

Oyle ki Vn > N, i¢in
T(3.(1) < T@@A) + TG D)), T@GA) < T(G) (D) + T((@5)A),

IT (@i (D)2 < €(A)
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bulunur. P sonlu oldugundan VA € P parametresi icin N = max{N;: A € P} dogal sayisi

vardir, Vn > N igin
T(@n)(D) <T@ + T(@5) D, T(@A) < TG ) +
T(Gzn) D, IIT(G5) Dl < €(D)
olur. Buradan da Vn > N i¢in
T(@) <T@ +T@5), T@) <T@ +T@5). I Taill <€
elde edilir. Bu da bize keyfi bir § € Q igin T’nin Q’da siirekli oldugunu gosterir.

Sonu¢ 5.4.4. Q, (4.2.1) sartin1 saglayan bir esnek normlu quasilineer uzay olsun. f: Q —
Qc(R)’ye tanimli siirekli quasilineer fonksiyonellerin bir ailesi {f;: A € P} olsun. Bu
durumda £F(§)D) = (@A) ile tammh f:SE(Q) — Q-(R) ’ye fonksiyoneli de
stireklidir ve (4.2.2) sartin1 saglar.

Ispat. Eger yukaridaki teoremden W vyerine Q. (R)(P) alirsak ispat benzer yolla

gosterilebilir.
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