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TESEKKUR
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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

Esnek Normlu Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri
Ummii Giilsiin Nur KOPARAN

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Simge OZTUNC

Bu tez galismasinda bir parametre kiimesi ile birlikte esnek noktalar goz
ontinde bulundurularak esnek normlu uzaylar farkli bir bakis agisi ile incelenmistir.
Esnek stireklilik, esnek dizi, esnek yakinsak dizi ve esnek Cauchy dizisi gibi
kavramlar esnek normlu uzaylarda yeniden ifade edilmistir. Esnek biiziilme
doniistimiiniin esnek normlu uzaylarda verilmesinin ardindan Banach biiziilme
teoremi ve gesitli sabit nokta teoremleri esnek normlu uzaylarda ifade ve ispat
edilmistir. Bununla birlikte teoremleri destekleyen oOrnekler uygulama olarak
verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Esnek Kiime, Esnek Norm, Esnek Normlu Uzay, Esnek Sabit
Nokta Teoremi.
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In this thesis study, soft normed spaces are investigated form different perspective by
considering soft points with a parameter set. Some concepts such as soft continuity,
soft sequence, soft cenvergent sequence and soft Cauchy Sequence are restated in
soft normed spaces. After the soft contraction mapping is given in soft normed
spaces, Banach contraction theorem and various fixed point theorems are expressed
and proven in soft normed spaces. However, examples supporting the theorems are

given as applications.
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1. GIRIS

Esnek (soft) kiime kavrami 1999 yilinda Molodtsov [1] tarafindan gesitli
belirsizlikleri ortadan kaldirma amaciyla ortaya atilmistir. Birgok matematikei
tarafindan yeni bir arag olarak kullanilan esnek (soft) kiime teorisi matematigin ilgi
cekici ve hizla gelisen bir konusu olarak pek ¢ok alanda uygulama alanina sahiptir.
Esnek kiime tanimimin Molodtsov tarafindan 1999 yilinda verilme sinin ardindan
Maji [2] 2003 de esnek kiimelerin ilk pratik uygulamalari olarak elementer kiime
islemlerini vermistir. Bununla birlikte Pradip Kumar Maji, Ranjit Biswas ve A.
Ranjan Roy [3] ise esnek kiimeler iizerinde cebirsel islemler iizerine ¢alismalarda

bulunmustur.

Esnek (soft) topolojik uzay kavrami 2011 yilinda Shabir ve Naz [4] tarafindan
ortaya atilmis olup esnek kiime teorisi topoloji alaninda da hizla gelismeye
baglamigtir. Ayglinoglu Aygiin [5], Cagman ve Enginoglu [6], Gergeus [7],
Zorlutuna ve Akdag [8] esnek topolojik uzaylar iizerinde ¢alisarak esnek kiime
teorisinin topolojik gelisimine katki saglamislardir. Bununla birlikte esnek
doniistimler ve esnek siirekli doniisiimler Aras, Sonmez, Cakalli [9], Zorlutuna ve
Cakar [10] esnek (doniisiimler ve esnek siirekli doniistimlerle ilgili ¢alismalar ortaya
¢ikararak esnek kiime teorisinin farkli alanlarda da gelisimini saglamiglardir. Ayrica
esnek kiime teorisi ve esnek topolojik uzaylarla ilgili farkli 6zellikler Aras, Posul

[11] ve Varol, Aygiin [12] ve tarafindan yapilan ¢aligmalarda incelenmistir.

Diger taraftan 1992 yilinda Polonyali Matematik¢i Stefan Banach [13] ile
baslayan sabit nokta teorisi ¢aligmalar1 gerek matematik gerekse fen, miihendislik,
tip ve ekonomi gibi alanlarda uygulama alanina sahip bir konu olarak giiniimiize dek

hizl bir sekilde gelisim gostermistir.

Normlu lineer uzaylardaki sabit nokta ile ilgili ¢alismalar ise 1910 senesinde
Hollandali Matematik¢i L.E. Brouwer [14] ile baslamistir. S. Banach tam metrik
uzaylarda doniisiimiin sabit noktasinin varligin1 garanti ederken L.E. Brouwer ise
R" uzaymin kapali birim yuvarlarindan kendi tizerine tanimli her siirekli doniigiimiin
sabit noktasinin varligint ispatlamistir. L.E. Brouwer calismasinda sabit nokta
teoremlerinden farkli bir sekilde olarak sabit noktanin tek oldugunu ve nasil

bulunabilecegini de ortaya koymustur.



Literatiirde yer alan dnemli sabit nokta teoremleri i¢in [15-25] ¢alismalarina

basvurulabilir.

Esnek (soft) kiime teorisinin gelisme gosterdigi alanlardan biri de esnek
metrik uzaylar olmustur. Esnek metrik uzay tanimi 2013 yilinda Das ve Samantha

[26,27] tarafindan ortaya atilmustir.

2017 yilinda iranli Matematik¢i Hasan Hosseinzadeh [28] esnek noktalar
Das ve Samantha nin ¢aligmasindan farkli olarak goz oniinde bulundurarak esnek
metrik tanimin1  yeniden ifade etmis ve farkli bir vizyon olusturmustur.
Hosseinzadeh’in bu ¢alismasinda esnek metrik uzaylarin sahip oldugu temel
Ozellikler incelenmistir. Ayrica esnek biiziilme, esnek sabit nokta kavramlarinin
tanimlanip incelenmesi ile Banach, Caristi gibi ¢esitli sabit nokta teoremleri esnek

metrik uzaylarda ifade ve ispat edilmistir.

Esnek doniisiimler esnek metrik uzaylar ve gesitli tipte esnek metrik uzaylar

ve esnek metrik uzaylarda bazi sabit nokta teoremleri [29-35] de bulunabilir.

Esnek metrik uzaylarin esnek sabit nokta teorisi gibi alanlarda g¢alisilmasinin
yan1 sira esnek kiime yapisi lineer uzaylar ve normlu uzaylarla birlikte caligilarak
esnek lineer uzay ve esnek normlu uzay kavramlari Das, Majumdar ve Samanta [36,
37] tarafindan literatiire kazandirilmistir. Ayrica esnek (soft) normlu uzaylarin
birtakim 6zellikleri Yazar, Bilgin, Bayramov ve Aras [38] tarafindan ¢alisilmistir.
Esnek normlu uzaylarla iligkili olarak esnek i¢ ¢arpim uzaylari ile ilgili ¢alismalar

Das ve Samanta [39-41] tarafindan ortaya atilmistir.

Bu tez ¢alismasinin amaci esnek normlu uzaylar1 farkli bir bakis agisi ile
incelemek ve esnek stireklilik, esnek dizi, esnek yakinsak dizi ve esnek Cauchy dizisi
gibi kavramlar esnek normlu uzaylarda yeniden ifade etmektir. Bu tez ¢alismasinda
belirgin olarak Banach biiziilme teoremi ve ¢esitli sabit nokta teoremlerinin esnek

normlu uzaylarda ifade ve ispat edilmesi amaglanmistir.



2. GENEL BIiLGIiLER

Bu tez ¢alismasinin ilk boliimiinde de esnek (soft) kiime teorisi ve sabit nokta teorisi

ile ilgili literatiirde yer alan baz1 temel kavramlardan s6z edilmistir.
2.1. Esnek (soft) kiime teorisi

Bu alt bolimde esnek (soft) kiimeler ve esnek (soft) topolojilerle ilgili tez

calismasinda kullanilacak olan tanimlar ve bazi 6zellikler verilir.
X nesnelerin evrensel kiimesi olsun. A kiimesi X ’deki nesnelerle iliskili

parametrelerin  kiimesini gostersin. P(X), X’in kuvvet kiimesini ifade etsin ve

E,E' < A olsun.

Tamm 2.1.1. [1] X evrensel bir kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun. B (X),

X ’in kuvvet kiimesi ve E < A olmak lizere;
S E — P(X)
ise (S, E) ciftine X kiimesi tizerinde bir esnek (soft) kiime ad1 verilir.

Herhangi bir (S, E) esnek (soft) kiimesi, her ac E i¢in S(a)= < ve her ac A\E

icin S(a) =< olmak lizere (S, A) seklinde bir esnek (soft) kiimeye genisletilebilir.
Tamm 2.1.2. [2] (S,E) ve (S',E’), X iizerinde iki esnek (soft) kiime olsun.

i) EcCE', ve

i) Her e e E i¢in S(e) & S'(e) ise
(S,E)’ye (S',E’)’niin esnek (soft) alt kiimesidir denir ve (S,E)&(S',E') ile
gosterilir. (S,E), (S',E’) ’nin esnek (soft) alt kiimesi ise (S,E) ’ya (S',E’) ’nin

esnek (soft) iist kiimesi denir ve (S,E) 5 (S',E’) ile gosterilir.

Tamm 2.1.3. [2] X iizerindeki (S,E) ve (S',E’) seklinde iki esnek (soft) kiimenin
kesisimi E"=ENE" ve Ve"eE" i¢in S"(e")=S(e)S’'(e) olmak iizere (S",E")
seklinde bir esnek (soft) kiimedir. Bu kesisimi (S,E)~(S’,E")=(S",E") le

gosteririz.



Tamim 2.1.4. [2] X {izerinde iki (S,E) ve (S',E") esnek (soft) kiimesinin birlesimi
E"=EUE' ve Ve"eE" igin,

S(e"), e"eE-FE’
Sﬂ(eﬂ) — Sl(e”), ell E El_ E
S(e")uS’'(e"), e"e ENE’

olmak tizere (S”,E") esnek (soft) kiimesidir.
Bu bagmt1 (S,E) O (S, E')=(S",E") ile gosterilir.

Tamim 2.1.5. [2] X iizerindeki bir (S, E) esnek (soft) kiimesi Ve € E i¢in S(e) =

ise bir bos (null) esnek (soft) kiime olarak adlandirilir ve @ ile gosterilir.

Tamm 2.1.6. [2] X iizerindeki X mutlak esnek (soft) kiimesi VeeE igin
S(e) =X olacak sekilde tanimli bir (S,X) esnek (soft) kiimesidir.

Tammm 2.1.7. [2] (S,E), X {izerinde bir esnek (soft) kiime olsun. (S, E) ’nin
relatif timleyeni (S,E)° olarak gosterilir ve S°:E — P(X), her eeE i¢in
S°(@a)=X-S(e) ile verilen bir doniisim olmak iizere (S,E)°=(S° E) ile

tanimlidir.
Tamm 2.1.8. [2] (S,E) ve (S',E’), Xiizerinde iki esnek (soft) kiime olsun. Bu

takdirde (S,E)—(S',E’) :{(a,S(a)): S(a)¢S'(B), a¢ E’} esnek (soft) kiimesidir.

Tammm 2.1.9. [4] @, X izerinde esnek (soft) kiimelerin bir koleksiyonu ve A
parametre kiimesi olsun. Bu takdirde @ asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa X

tizerinde bir esnek (soft) topoloji olarak adlandirilir.

O, X=(5,X)ew,

I1) @ ’daki herhangi (keyfi) sayida esnek (soft) kiimelerin birlesimi @ ’ya aittir.
Iii) @’ daki sonlu sayida esnek (soft) kiimenin kesisimi yine @ ’ya aittir.
(X,m, A) igliisiine X {izerinde bir esnek (soft) topolojik uzay denir.

Tamm 2.1.10. [9, 10] (X, @, A) ve (Y,®', A) iki esnek (soft) topolojik uzay olsun.

f:(X,@,A) - (Y,®', A bir déniisim olsun. (f (X.), A)’ nin her bir (S, A) esnek



(soft) komsulugu i¢cin f((S,A)) = (S',A) olacak sekilde (X, E) nin bir (F,E)
esnek (soft) komsulugu mevcutsa bu takdirde f’e (X,,A)’ da esnek (soft) siirekli

doniisiim denir.

Lemma 2.1.11. [9] (X, @, A) esnek (soft) topolojik uzay olsun. I, : X — X birim

doniistimii esnek (soft) siirekli olmak zorunda degildir.

Ispat: X={k k, k.}, A={a,a,} ve @ ={®,X,(S,, A),(S,, A),(S,,A),(S,, A} ve
@' ={®,X, (S, A), (S}, A), (S}, A),(S,, A}, X iizerinde iki esnek (soft) topolojik
uzay ve

(S, A), (S, A), (S5, A), (Sas A), (S1 A), (S5, A), (SL A), (S, A), X iizerinde esnek (soft)

acik kiimeler olmak iizere

sl(ai) :{kz}v Sl(az) :{kl}’ Sz (a1) :{kzi k3}1 Sl(ai) :{k1}7 Sz(az) :{kl’ kz}’ 53(61) :{k3},

S;(a,) ={ki K} S,(8) =, S,(a,) ={k.};

ve

Si(a) ={k.}, Si(a,) ={ki}, S;(a)) ={k, . k}, S;(a,) ={k.. k. }, S;(a) ={ky, k,},

$3(a,) =X, G} (a) ={k,}.G;(a,) ={k, K.}

olarak tanimlansin. I, (S}, A)) ={(a,.{k,.k,}). (a,, X)} ters goriintiisii (X, ®, A) nin
elemani degildir ve benzer sekilde

LS, A) ={(@.{k,}). (a,.{k, . k,P)} ters goriintiisi (X,,A) mn elemam

degildir.Bundan dolay1 I : X — X donisiimii esnek (soft) siirekli degildir.

Tanmm 2.1.12. [28] E < A parametrelerin bir kiimesi olsun. (e,r) ve (e',r") iki

esnek (soft) parametrik skaler olsun. Bu takdirde esnek (soft) iki parametrik skalerin
toplamini ve esnek (soft) parametrik skalerin bir skalerle carpimini asagidaki sekilde

ifade edriz.

(e,r)+(e,rY=({e,e}r+r) ve



Her y € R ic¢in y(e,r) = (e, yr).
Tanmim2.1.13. [28] (S, E), X {izerinde bir esnek (soft) kiime olsun.
f(E,S(E))=(f, f,)(E,S(E)) olacak sekilde f,:E —>E ve f,:S(E) >R

fonksiyonlart varsa (S,E) ftzerindeki bir f fonksiyonu parametrik skaler degerli
bir fonksiyon olarak adlandirilir. Benzer sekilde yukaridaki tanim f,:ExE — E ve
f, :S(E)xS(E) > R olmak iizere

f(ExE,S(E)xS(E))=(f, f,)(ExE,S(E)xS(E)) ile f:(S,E)x(S,E)—(E,R)
seklinde genisletilebilir.

2.2. Esnek (soft) Metrik Uzaylar ve Normlu Uzaylar

Bu alt bélimde metrik uzaylar, normlu uzaylar ve esnek (soft) kiimeler (uzaylar)

tizerinde tanimli esnek (soft) metriklerle ilgili temel kavramlar hatirlatilacaktir.
Tamm 2.2.1. [42] A bostan farkli bir kiime olmak tizere D: Ax A— R"™ fonksiyonu

M(1) Vva,be A, D(a,b)>0
M(2) Va,be A D(a,b)=0<a=b
M(3) Va,be A, D(a,b)=D(b,a)
M(4) Vva,b,ce A, D(a,c)<D(a,b)+D(b,c)
ozelliklerini sagliyorsa D'ye A iizerinde bir metrik ve (A, D) ikilisine de metrik

uzay denir.

Tammm 2.2.2. [43] A bir vektor uzayr olsun. ||.||: A—> R reel degerli fonksiyonu
asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa ||.|| fonksiyonuna A iizerinde bir norm, (A].[])

ikilisine de bir normlu uzay denir.

[NJ] Her aeAicin]al >0,
[N,] Her aeAicin|al|=0<a=0,
[N,]  HerkeR veher acA icin || ka|=|k]|]all,

[N,] Her abeA icin||a+b]| <|la]+|b]|



Tamm 2.2.3. [44] A= ve ae A olsun. p: A— A doniisiimii i¢cin p(a) =a ise

ae A, p’nun sabit noktasi olarak adlandirilir.

Tamim 2.2.4. [44] (A, D) metrik uzay ve K : A— A herhangi bir déniisiim olsun.
Eger her a,b € A igin

D(K (), K (b)) < o D(a, b)

sartint saglayan bir o >0 sabiti bulunabiliyorsa K ’ya Lipschitz doniisiimii
(Lipschitz mapping) denir. Eger bu esitsizlikte0 <o <1 ise K ’ya biiziilme veya
daralma (contraction) doniisiimii ve o =1 ise K ’ya genislemeyen (nonexpansive)

doniistim ad1 verilir. Burada a # b olmak tizere her a,b e A igin

D(K(a),K(b)) <o D(a,b)
sarti saglaniyorsa K ’ya biiziilebilir (contractive) doniisim denir. Bu durumda
yukarida bahsettigimiz doniisiimlerle ilgili iliskiyi asagidaki sekilde verebiliriz:

Biiziilme (contraction) doniisiimii = Biiziilebilir (contractive) donilisim =
Genislemeyen (nonexpansive) doniisiim = Lipschitz sartin1 saglayan doniisiim.

Teorem 2.2.5. [13] (A, D) bir tam metrik uzay ve K: A— A bir doniisiim olmak

tizere her a,b e A i¢in
D(K(a),K(b)) <o D(a,b)

olacak sekilde bir o € (0,1) sabiti mevcut ise K 'nin A *de bir tek sabit noktasi

vardir.

Tammm 2.2.6. [28] (S,E), X iizerinde bir esnek (soft) kiime olsun. 7:ExE — E
bir parametrik skaler degerli bir fonksiyon olsun. ]I~))s fonksiyonu asagidaki sartlar
sagliyorsa ]1~))s :(S,E)x(S,E) > (E,R" U{0}) parametrik skaler degerli fonksiyonu

X {izerinde bir esnek (soft) metrik olarak adlandirilir.

V(1. S()), (n,S()), (x,S(x)) € (S, E) igin

1. ]fDS((y,S(u)),(n,S(n))) = (#,(u,n),0), e=¢€" iken esitlik saglanir.

2. Her u,neE icin D,((4,S(1)), (7, S () = Dy((7,S(m), (11, S(w)))

3. Heru,n,xe€E igin



D (s, S (1)), (e, S (1)) = D, (11, S (1)), (7, S (1)) + D (7, S (1)), (i, S (x)))

((S,E), ]]3)5) ikilisine X tizerinde bir esnek (soft) metrik uzay denir.

Tamm 2.2.7. [28] (S,E) ve (S',E’) swrasiyla X ve Y iizerinde iki esnek (soft)

kiime olsun.

ss:E—>E"ves,:S(E)>S'(E"), S(E)={S(p): peE} ve S'(E)={S'(r):reE"}

olmak tizere doniistimler olsun. Bu takdirde s =(s;,s,):(S,E) — (S, E’) ikilisi

s(V,B)(r) = {;Pesﬁrmsz(v(p)) s, (NNB#J

diger durumlarda

ile tamimMidir.

Bu durumda s esnek (soft) doniisiim olarak adlandirilir ve (s(V,E),C), (V, B)esnek
(soft) kiimesinin esnek (soft) goriintiisii olarak adlandirilir. (W,C) e (S',E") olsun.
Bu takdirde (W,C) ’nin yukarida tanimlanan s esnek (soft) doniistimii altindaki ters
goriintli kiimesi

Sz_l(VV(S1(p))) Sl(p)ec

fW,C)(p) =
W,C)(p) {@ diger durumlarda

olmak iizere, s (W,C) ile gosterilen X iizerinde esnek (soft) kiimedir.

Tammm 2.2.8. [28] E c A parametrelerin kiimesi olsun. Esnek (soft) parametrik

skalerlerin bir dizisi {(e,,t,)} ’dir. (i= jicin e =e; olabilir) limt =t olacak

sekilde bir t e R mevcutsa {(e,,t,)} bir esnek (soft) parametrik skalere yakinsaktir

denirve VeeE icin (e,,t,) — (e,t) olarak yazilir.

Tamim 2.2.9. [28](S,E) , X {izerinde bir esnek (soft) kiime olsun. (S,E) ’daki bir
esnek (soft) dizi neN i¢in (S,,E) ,(S,E) ’nin bir esnek (soft) alt kiimesi olacak
sekilde s(n)=(S,,E) ile tanimli birs:N — (S,E) fonksiyonudur ve {(S,,E)}.

ile gosterilir.

Tanmmm 2.2.10. [28] (S,E) , X iizerinde bir esnek (soft) kiime olsun.]]~))S , (S,E)
tizerinde bir esnek (soft) metrik {(S,,E)},,,(S,E)’de bir esnek (soft) dizi ve

n=1"1
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(p,S(p)) € (S,E) olsun. Bu takdirde her € pozitif sayisi igin N> N olmak {izere
her n dogal sayisi igin @S((p, S(p)), (r,S(r))) = (7,(p,r),e) olacak sekilde bir N
dogal sayist mevcut ise {(S,,E)}._ esnek (soft) dizisi (r,S(r)) ’e esnek (soft)

yakinsaktir denir.

Tammm 2.2.11. [28] (S,E), X iizerinde bir esnek (soft) kiime olsun. ]I~))s, (S,E)
tizerinde bir esnek (soft) metrik, {(S,,E)},. ., (S,E) ’da bir esnek (soft) dizi olsun.
Bu takdirde her € pozitif sayisi i¢in n,m> N olmak {izere her n,m dogal sayisi i¢in

D, ((p,S,(p)). (P, S, (P)) =< (Z.(p, p).€) olacak sekilde bir N dogal sayis1 mevcut

ise {(S,,E)},_, dizisine bir esnek (soft) Cauchy dizisi denir.

Tanmm 2.2.12. [28] E < A parametrelerin bir kiimesi olsun. {(e,,t,)} (i# jicin

€ =€; olabilir) esnek (soft) parametrik skalerlerin bir dizisi olsun.

(e,.:t.) = (e, t,) ise {(e,.t,)} azalan (e,,t,) < (e,.,.t,.,) ise {(e,.t,)} dizisi artan

n+l1?

olarak adlandirilir.
Tamm 2.2.13. [28] (S,E), X {lizerinde bir esnek (soft) kiime olsun.
S(S,E)=(s,,s,)(E,S(E)) olacak sekilde SS:E—>E e s,:S(E)—»>R

fonksiyonlar1 varsa (S,E) flzerindeki parametrik skaler degerli s fonksiyonu

azalan (artan) olarak adlandirilir.

Tamm 2.2.14. [28] (S,E), X iizerinde bir esnek (soft) ve D_, (S, E) tizerinde bir
esnek (soft) metrik olsun. Her (c,a) e (S, E)esnek (soft) noktasi igin (c,a) ve

(e, S(e)) arasindaki uzaklik ]I~DS((C, a), (e,S(e))) ile gosterilir.
X, d metrigi ile birlikte bir metrik uzay ise (c,a) ve (e, S(e)) arasindaki uzaklik

D, ((c,a), (e, S(e))) = (#(c,e), jnf d(@ ) olarak tanimlanur.

Tamm 2.2.15. [12] (X, @, A) bir esnek (soft) topolojik uzay ve (X,S(x))# (y,S(Yy))
olacak sekilde  (x,S(x)),(y,S(y))eX olsun. (x,S(x))eF,, (y.S(y)) G, ve

F, "Gy =@ olacak sekilde F, ve G, esnek (soft) agik kiimeleri mevcutsa



(X, m, A) esnek (soft) topolojik uzay1 esnek (soft) Hausdorff uzay1 veya esnek (soft)

Tz uzay1 olarak adlandirilir.

Lemma 2.2.16. [28] Her esnek (soft) metrik uzay esnek (soft) Hausdorff uzayidir.
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3. MATERYAL VE YONTEMLER
3.1. Esnek (soft) Normlu Uzaylar

Bu bolimde esnek (soft) normlu uzay tanimi, esnek (soft) elemanlar ve
Husseinzadeh tarafindan verilen esnek (soft) metrik tanimi g6z Oniine alinarak
yeniden verilmistir. Esnek (soft) sabit nokta teoremlerinde kullanmaya yonelik esnek
(soft) normlu metrigin kullanilmasiyla esnek (soft) dizi, esnek (soft) yakinsak dizi,

esnek (soft) Cauchy dizisi tanimlari ifade edilmistir.

Tamm 3.1.1. [28] E < A parametrelerin bir kiimesini temsil etsin. Eger te R ve
ee E ise (e,t) sirali ikilisi esnek (soft) parametrik skaler olarak adlandirilir. t =0
ise (e,t) swrali ikilisi esnek (soft) anlamda 0 (sifir) olarak adlandirilir. t >0 ise (e,t)
esnek (soft) parametrik skaleri negatif olmayan (nonnegatif) olarak isimlendirilir.
(e,t) Ve (e,t) iki esnek (soft) parametrik skalerler olsun.t>t" ise (e,t) 'nin (e',t")

"den kiigiik olmadigini soylenir ve (e,t) = (e’,t’) olarak ifade edilir.

Tamm 3.1.2. [36, 37] K cismi iizerinde bir vektor uzayr V olsun ve A parametreler

kiimesi olsun. G , V' vektor uzayi tizerinde esnek (soft) kiime olsun.

VAe A Ve G(A)V nin alt uzay1 olmak iizere G ye K cismi iizerinde V vektor

uzaymnin lineer uzayidir denir.

Tamm 3.1.3.(S, E); SV (X) esnek (soft) kiimesinin bir alt kiimesi olmak iizere
I, 11:(S,E) > (E,R" u{0})

doniisimii asagidaki sartlar1 sagliyorsa (S, E) tizerinde esnek (soft) norm olarak

adlandirilir:
N1) V(«,S(a)) € (S, E) i¢in

Il (e, SN |l = (7 (@, @),0) 5 Il (@, S(@)) lI= (7, (@, @),0) < (,S(@)), (S,E) da

esnek (soft) sifir vektoridiir

N2) V(a,S(a)) €(S,E) ve (m,t) parametrik skaler olmak {izere
I (m, O)(ex, S(a))) 1= (M, t]) I (e, S(e)) |l

N3) Y(a,S(a)).(B8.S(B)) (S, E) i¢in
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(e, S()) +(B.S(BN Il = (e, S(@) |+l (x, S(x)) || -

X lizerindeki (S, E) esnek (soft) vektor uzayina esnek (soft) norm ile birlikte esnek

(soft) normlu vektor uzayi denir ve ((S,E),||,|) ile gosterilir.

Tamm 3.1.4.(S,E) , X iizerinde esnek (soft) kiime ve ||,|| esnek (soft) norm ve p

pozitif reel say1 olsun.

(e*, p) esnek (soft) yuvarin yaricapt olmak tizere B, ((e,S(€)), (e, p)) esnek (soft)

yuvari ;
{(c,S(c)) (S, E): I (c,F(c))— (e, S(e)) Il < ((c,e) = (e", p))}
olarak tanimlanir.

Esnek (soft) yuvar B((e,S(e)),(e", p)) veya B, . (e,S(e)) olarak iki sekilde ifade

(e.p)

edebiliriz.

Onerme 3.1.5. ((S,E),II) uzaymda her esnek (soft) normlu uzay esnek (soft)

metrik uzaydir.

Ispat: ((S,E),|I,I) esnek (soft) normlu uzay olsun. Esnek (soft) normu asagidaki gibi

tanimlarsak

V(1 S(1)), (7, S (1)) € (S, E) igin
D (e, S (), (7,5 () =l (2, S (1)) = (7, S

ile tanmhi D, esnek (soft) déniisiimiinin esnek (soft) metrik aksiyomlarimn

S

sagladigini gormeliyiz:
V(u,S(1)), (17,S(17)) € (S, E) igin
M1) Esnek (soft) normun (N1) 6zelliginden || (2, S(x)) —(77,S(m)) || = (7, (22, 77),0)

olup, D ( (1, S()), (1, (1)) = (7, (14:77),0) .

D, (e, S(10)), (7, S(m))) = 11 (1, S(12)) — (17, S (1)) 1= (7 (14, 1), 0)
< (1, S(w) = (17,5(n) = (7,(1,17),0) =0
< S(W)=m,SM) < u=n

12



M2) V(u,S(11)), (7, S(n)) € (S, E) igin

D, (14, S (1)), (7, S(7))) =1l (2, S (1)) = (12, S(Y) |
=1 (7 (1, 7). D)(17, S(17)) — (46, S(1)) |l

= 17, (ets )| =211 (7, S (7)) — (46, S()) Il

=[| (7, S (7)) — (1, S()) Il
=D, (7, S(m)), (1, S (1))

M3)  (u,S(w)),(17,S(n)),(x,S(x)) e(S,E) olsun. Esnek (soft) normun ii¢gen
esitsizligi 6zelliginden

I (e, S(20)) — (<, S(&)) 1= 11 (e, S(2)) = (7, S())
+11 (7, S(17)) — (5, S() |

yazilabilir. Boylece

D, (12, S(2)), (i, S(x))) < Dy (1, S(4)), (7, S(7))) |
+D,((7,S(M)), (%, S (x)))

Sonug olarak esnek (soft) norm ile birlikte tanimlanan ]I~DS doniistimii bir esnek

metrik olup, her esnek (soft) normlu uzay bir esnek (soft) metrik uzaydir. [

Tanim 3.1.6.V (e,S(e)) € (S, E) ve (e,,S(e,)) keyfi bir esnek (soft) nokta olsun.
(7(e,e,),&) = (7(e,e,),0) parametrik skaleri i¢in

||(e,S(e))—(e0,S(e0))||1 <(7(e,&),6) iken
| f (e SE)) - T (e, SN, = (7(e.&,) )

olacak sekilde bir (7(e,e,),0) = (7(e,e,),0) parametrik skaleri varsa f

fonksiyonuna (e,, S(e,)) noktasinda esnek (soft) siireklidir denir.

Eger f her bir (e),S(e,)) €(S,E) esnek noktasinda esnek (soft) siirekli ise, f

fonksiyonuna (S, E) da esnek (soft) siireklidir denir.

Teorem 3.1.7. ((S,E),ILIL)ve ((S,E')ILIL) X ve Y uzaylan iizerinde iki normlu

metrik uzay olsun. Esnek (soft) siirekli s doniistimii
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$=(8,8,) - ((S;E)ILIL) — (S EN 1)
olacak sekilde tanimlansin.

(S,E) lizerinde alman her (7 (u, S(w)).¢)>(7,(x,m),0) sayist igin

(e, S()) =, S N1, < (%, (ue,m),0) olacak sekilde (7,(u,77),6) > (7,(1,17),0)

sayis1 vardir.

Ispat: (S, ELILID = (S ENILIL) esnek  (soft)  siirekli  doniisiim

(7(u,m), ) = (7,(1,n),0) ve (u,S(w)) € (S, E) olsun. VkeE icin
By, (5((et, S(1))), 77 (8, (7 (11, ¥))), €)) esnek (soft) yuvart ((S",E').Il, [,) de agiktur.
s esnek (soft) stirekli doniistim oldugundan

S_l(B”’||2 (s((u, S())), 7, (5,(#, (1, x))), €))) ters goriintii kiimesi de agiktir.

(u,S(1)) €57 (B, (s((1t, S(N)), 7, (8,(Z (11, ), €))).

Buradan V x € E i¢in (7,(u,77),9) = (7,(1,77)),0) sayis1 vardir dyle ki

(1,5 (u)) € By, (s(((ue, S(a2))), 7, (8,(7, (11, ))), 6))
Es7(By, (s((u S())), 7, (8,(7 (1, ))), €))

Eger Ky € E igin Il (e, S () = (1, S (1)) = (72, (a1s11), 6)

(7,5(m)) € By, (s(((&, S(u2))), 7z, (1,7, 6) ise
(7.5(1)) €57 (B, (s((7, S, 7, (5,(7 (4. x))), £))) oldugundan
s((7,5(m)) + By, (s((t, S(#9))), 7 (8,(7 (14, ¥))), €)) yuvarina aittir.

Tersine olarak (W,C) kiimesinin ((S',E’),||,|l,) kiimesinde esnek (soft) agik kiime

oldugunu  varsayalim.  (x,S(u))e f*((W,C))  olsun. (W,C)  kiimesi
(S"E)I. IL)de agik kime oldugundan B, (s((u,S()))., (5,7, (u,x)). £)

esnek (soft) yuvarinda (7,(u,n), €) > (7,(w,17),0) sayisi vardir. [ ]

Teorem 3.1.8.X ve Y wuzaylan iizerinde ((S,E),|l,I})ve ((S,E),IlI,)iki esnek

(soft) metrik uzay olsun.

14



$=(8,,5,) 1 ((S, E)ILLIE) = (S, E) ML)

Esnek (soft) doniisiim olsun. sesnek (soft) siireklidir ancak ve ancak (S, E)de
her esnek yakimsak {(S,,E)}., esnek (soft) dizisi i¢in (S,E) de (u, S(u))

elemanina yakinsak ise {s(S,, E)}_, dizisi de s((x, S(x«))) elemanina yakinsar.

Ispat:  f:((S,E)Il.IL— ((S,E)Il,I,,) esnek  (soft)  déniisim  olsun  ve
{(S,,E)}_,, (S,E) de esnek (soft) dizi olsun oyle ki {(S,,E)}_,, (S,E) de
(1,S(w)) elemanma yakinsaktir. s esnek (soft) siirekli oldugundan
Y (17,5(77)) € (S, E) igin (7, (u,m), &) = (7, (1, 17),0) igin en az bir

(7, (e,m),0) > (7, (1, 1),0) sayis1 vardir.
s((7,S(m))) € By, (s((&, S(1))), 7 '(s,(77, (1. 7)), €)) -
Ote yandan (77, S()) € B, 1 (s((#, S(2))), 7, (5, (%, (14,))), 6) dr.

vV NeN pozitif sayi1st icin n>N olsun oyle Ki

(Sn. E) € By (s((e: S(1))), (7, (11, 77). 6))) -
Boylece v n 2 Nicin s((S,, E)) € By, (s((ut, S(u)), 7, (5,(%, (12,m), &) .
Ote yandan s((S,, E)) dizisi s((u, S(x))) elemanina yakinsaktir.

Simdi (S,E)da {(S,,.E)}, dizisi (u,S(w))elemanma yakinsak ise {s(S,,E)}.,

dizisinin de s((x, S(x))) elemanina yakinsadigini gérmeliyiz.

(S',E"), (S,E) de esnek (soft) kiime olsun.(7,S(n)) e (S’,E") olsun.{(S/,E"}.,
esnek (soft) dizisi de (7,S(n)) elemanina yakinsaktir. Varsayimimizi devam

etttirdigimizde {(S,,E")},, dizisinin de s((7,S(7))) elemanmna yakinsadigini elde

ederiz. Ote yandan s((S/,E’)) es(S',E’) ve s((7,S(n))) es(S,E’)dir. Her kiime

kendisinin alt kiimesi oldugundan, yani s(S',E’) < s(S',E’) oldugundan teorem

ispatlanmis olup s esnek (soft) stireklidir. [
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Tanmm 3.1.9. ((S,E),|,|) , X tizerinde esnek (soft) metrik uzay ve

s:((S,E)ILIN — (S, E)IL 1)
esnek (soft) fonksiyon olsun. Eger
V(. S(1)), (17, S(m)) € (S, E) igin
I1'5((e S (1)) = (G2, SN M < - 1l (4, S (1)) = (7, S Ml

olacak sekilde 0 <c <1 olacak sekilde pozitif bir ¢ sayisi varsa s'e esnek (soft)

biiziilme doniisiimii denir.

Teorem 3.1.10. ((S,E),|l.I)), X {lizerinde esnek (soft) normlu metrik uzayinda

esnek (soft) biiziilme doniistimii esnek (soft) siireklidir.
Ispat: s’in esnek (soft) siirekli oldugunu gostermek igin keyfi bir

(G,,S(G,)) € (F,A) noktasinda esnek (soft) siirekli oldugunu gosterelim. s==%
c

alirsak; V(0,S(0)), 0y, S(0y)) € (S,E) igin |10, S(@)) - (05, S(U,)) Il < (#(7,0,), 8)
iken
I (s((a, S(0))) —s((Ty, S(Gy))) 1= ¢ 1 (G, S(a)) — (Gy, S(Gy)) |
=c-(7(1,0,),9)
— (#(0,0,).¢6)

= (72(0,0p), €)
elde edilir. Boylece s, (U,,S(U,)) noktasinda esnek (soft) siireklidir.

(G,,S(0,)), (S,E) nin keyfi bir noktasi oldugundan esnek (soft) siireklidir. [
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Tamm 4.1.1. Esnek (soft) normlu uzaymda bir esnek (soft) dizi ve eger

rl]m I (u[S] 'S (U[S])) - (V[s] 'S (V[s]) )= (ﬁ'(u[s] ' V[s])' 0)

ise (S,,E) dizisi (v, S (v,))) "' Ye yakmsaktir denir ve {(S,, E)}_; — (V) S (V)
ile ifade edilir.
Teorem 4.1.2. (S,E), X {izerinde bir esnek (soft) kiime olsun. ||, ||, (S,E)

iizerinde bir esnek (soft) normlu metrik, {(S,,E)}, (S,E) ’da bir esnek (soft)

Cauchy dizisi olsun. {(S,,E)}.,, (S,E) ’da esnek (soft) yakinsak ise bu takdirde

(S, E) 'nin bir tek elamanina yakinsar.

Ispat: Ispati ¢eliski yontemiyle yapmaya yonelik (SiBE) = (tg, S (L)) ve
(S,.E)) = (S () olacak  sekilde (v, S (v D) (vy, S (Vi) € (S, E)

elemanlarmin oldugunu kabul edelim. Her ne N ve her Vi, Uy, V; € E igin

Il (Vg2 S (Vi) ) = (Vsge S (ED N I 1 (g S (Vi) D) = (U S (Ug))
+ ” (u[s]’ S (u[s])) - (u[s]’ Sm (u[s])) ”
+ ” (u[s]’ Sm(u[s]))! (V[,s]’ S (V[’s]))) ”

esitsizliine sahibiz. Simdi € keyfi pozitif bir say1 olsun. {(S,, E)}; , (i, S (V)

ve (Vg,S (V) ye yakimsadiginda ve {(S,E)},, esnek (soft) Cauchy dizisi

oldugundan m>n>N,, m>n>N, ve m>n> N, icin

Il (Vi1 S (Vi) D) = (U S (Up)) Il = (7 (Vg Uy ), €/3) 3.1)

Il (Ugggs S (U ) (Vi S (D D I = (7 (U Vi) €/ 3) 3.2)

Il (Ugg Sy (Upgy) = (Upggs Sy (U ) 1T = (7, (U Uy ) €/ 3) 3.3)

olacak sekilde N, N, ve N, dogal sayilar1 vardir. Simdi

m>n2>max{N,,N,,N,;} oldugunu kabul edelim. Bu takdirde
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| (V[S], S (V[s])))) —(V['s], S (V[’s]))) I = (7%5 (V[s]!u[s])’E/B) +(77'S(U[S], U[S]),€/3) +(ﬁs(u[s]7v[’s])7€/3)
= ({7?5 (V[s] J u[s])' ﬁ's(u[s] ! u[s])’ ﬁs (U[S]’VfS])}’ 6)

esitsizligine sahip oluruz. Bu her € >0 ve Vv € E i¢in

Il (Vg2 S (Vi) D) = (Vg S (V) D I = ({77 (Vi Uy ) 72 Uy Uy ) 7 (U Vi) 3 €)
Elde edilir. Bundan dolay1
Il (Visg» S (Vi) )) = (Vg S () D I = (7 (Vg Vi), O) .
Buise Vi = st] olmasim gerektirir. Sonug olarak (Vig;,S (V1)) = (Y3, S (V7)) dir.

Tanmm 4.1.3.((S,E),|I,I)) esnek (soft) normlu uzay olsun. N e N ve vn,m>N ig¢in

eger
I (a[s] 'S, (a[s])) - (Ot[s] 'S (Ol[S])) lI< (7, (0{[5] ) a[s])’ €)
oluyorsa {(S,, E)}", esnek (soft) dizisine esnek (soft) Cauchy dizisi denir.

Onerme 4.1.4. ((S,E),|I,|[) iizerinde esnek (soft) yakinsak her dizi esnek (soft)

Cauchy dizisidir.

Ispat: ((S,E),|l.I) esnek (soft) normlu uzaymmda {(S,,E)}", dizisi esnek

(soft)yakinsak bir dizi olsun.

Bu takdirde (i E) > (B S(By) dir. Boylece
V(7 (asy Bry)r€) = (F (0 Brgy), 0)  olacak sekilde N e N sayisi vardir dyle ki

vn,m> N igin
I (a[s]’ S, (a[s] ) — (ﬂ[s]’ S(ﬁ[s] NI = (7, (a[s] ’ ﬂ[s])’ €l2)

I (a[s]’ S (a[s])) - (e[s]’ S (,B[s])) 1< (7, (a[s] ’ :B[s])1 €l2)

liggen esitsizliginde N'> N igin N = max{n,m} secilirse
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| (Ot[s] 'S, (a[s])) - (Ol[s], S (a[s]) =1l (a[s]’ Sh (Ot[s] )~ (:B[s]! S(ﬁ[s])) |
+ ” (ﬂ[s]’ S(ﬂ[s])) - (a[s]’ Sm (a[s])) ”

I (a[s]’ S, (O([S])) - (a[s]’ Sn (a[s])) 1= (7, (a[s] ; ﬂ[s])’ €l 2)+ (7, (a[s] ' ﬂ[s])’ €l2)
= 7 ((a[s]’ﬂ[s])’e)
ve boylece {(S,,E)}., ((S,E),|l||) tizerinde esnek (soft) Cauchy dizisidir.

Teorem 4.1.4. ((S,E),||.|) bir tam normlu uzay ve K :(F, A) — (F, A) bir doniisiim

olmak tizere her (4,,S(8))). (B, S(B,)) € (S,E) igin

|K (B, S(Bg) ~ K (B S| € 1 (B S(Bg) — (Brigs SB)

olacak sekilde bir o € (0,1) sabiti bulunabiliyorsa K ’nin (S, E) da bir tek sabit

noktasi vardir.

Ispat: (S,,E), (S,E) da keyfi esnek (soft) nokta olsun.{(S,, E)}*, esnek (soft)

dizisini asagidaki gibi olusturalim:

(S...E)=K((S..E)) (n=0,12,.)

n+l?

Buradan K nin esnek (soft) biiziilme doniisiimii oldugunu ispatlamak i¢in 0 < o <1

olacak sekilde o sayisinin varligini gostermeliyiz: n =1 igin
I (S4.1:8) = (S, S) IIEIN K((K,, E)) = (S, 1, ED I
<o IS, BE)- (5. B)I
Indiiksiyonla birlikte n=0,1,2,.. igin
(S5, E)= (S, E) IS o™ 11 (S, E) = (Sp, E) I

elde edilir. Herhangi m>n i¢in

1650, E) = (S EN NI 1S, B) = (Sputs E) 1+ 11 (S E) = (S B

<" (S, E)—(Sy, E) | ++--+™* || (S, E) = (Sy, E) |

= (0" +o"™ ++ ") (S, E)—(Sy, E) Il
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<. oM IS, E)=(Se, E) I

n=0

1

=—||(Sl’E)_(SovE)||

l-o
Boylece {(S,,E)}._, dizisi (S,E) da esnek (soft) Cauchy dizisidir. (S, E) tam esnek
(soft) metrik uzay oldugundan (S,E) da (f,S(B)) elemam vardir dyle ki
{(S,.BE)},, dizisi  (f,S(B)) elemanina yakinsaktir. Boylece K esnek (soft)

stirekli doniisiimdiir ve 6te yandan K((S,,E)) K((f4,S(B)) e yakinsaktir.

Boylece
K ((ﬂ[s] 'S (;B[s] ) = (ﬂ[s] 'S (ﬂ[s]))'

Simdi  (f,,,S(f,)) elemaninin tekligini gostermeliyiz. Ispat igin aksini varsayalim

yani (8.S(B,)) den baska K((B4.S(B4)) = (8. S(B,)) olacak sekilde bir

diger bir eleman (4, S(4;)) € (S, E) var olsun. Bu takdirde
1 (Bsg» S (Bs1)) = By S(B) 1=1l KBy S(Bs))) — KBy S(BN

<ol (B: S(Be)) — (B S(B I

Yukaridaki esitsizlikten o >1  elde edilir, bu ise bir ¢eliskidir. Su halde
(B, S(B))) # (B, S(B)) olup esnek (soft) sabit nokta tektir.

Teorem 4.1.5. ((S,E),|I,|]), X tizerinde tam esnek (soft) normlu uzay olsun.

K = (K, Ky) 1 ((S, E)ILIN — (S, E)ILIN
esnek (soft) siirekli fonksiyon olmak tizere

V(o S(eyy)) € (S, E) igin

K ((a[s] 'S (a[s]))) = (Kl (a[s]), Kz (S (a[s] ) = (Kl (a[s])’ S( Kl(a[s])))
esitligi saglansin.

V (s S(eg)) € (S, E) ve
¢:(S,E) > (E,R")
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parametrik skaler degerli fonksiyonu igin
Il (K ((a[s] 'S (a[s]))) - (a[s] .S (a[s])) Il =< (0((0‘[511 S (a[s]))) -o(K ((a[s] 'S (a[s]))))
esitsizligi saglantyorsa

V(o S(ag)), (U, S(Ug)) € (S, E) igin {K" (e S(e;)))} esnek (soft) sabit bir

kiimeye yakinsaktir.

Ispat: K = (K,,K,) ve ¢ =(¢,,p,) alalim.

K((e): S(ey))) = (Ky (), Ko (), K (a7, S (1)) = (e, S(exyy)) olsun.

Benzer sekilden =1,2,3,... i¢in K" (e, S(ary))) = (@) S(exy) Yazabiliriz.

Béylece (K" (o), S(eq)))) = (@1( @), 22 (S (@) = Uy )

hipotezin teoremdeki esitliklerde kastedilen sartlar1 saglamasi gerekir. Bu takdirde
Il K((es): S (1)) = (7, S () 11 +(K (e, S (1)) < (et S(exy)))
(K (g1, S(gq)))) = (e, S(e4gy)))
P(K* (27, S () = (K (055, S (1))

olup, bu yontemi devam ettirirsek;

p(K n+l((Ol[s] 'S (a[s] ) = (K" ((a[s] 'S (a[s])))

Elde ederiz. Bu da {p(K" (e S(er)))} dizisinin azalan ve reel sayilarin t,
dizisinin azalan dizi oldugu anlamma gelir. Buradan t€ R olmak iizere VU € E
i¢cin

!m (P(Kn((a[s]’ S(as))) = (Uggp 1) (VbeE)
ve agik olarak (u,,t) negatiftir. vn,me N ve M2N igin

11K (o1, S () = K™ (ot S (o)) 1l = K™ (47, S () — K™ (e, S ()

+I K™ ((a[s] 'S (a[s] ) —K"™? ((a[s] 'S (a[s]))) Il
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+] K™? ((a[s] 'S (a[s] )))—K"™? ((a[s] 'S (a[s]))) Il

o F K™ (g, S(eg))) = K™ (@), S () |

= 'Z=”:H K' ((ap» S(x))) — Ki+l((“[s]’ Sl

= (K" ((a[s] 'S (a[s] ) — (K™ ((a[s] 'S (a[s] )
+p(K™ ((a[s] 'S (a[s]))) —o(K " ((a[s] 'S (a[s])))

- (K™ (e, S () — (K™ (e, S (7))

= (K" (o457, S () — (K™ (7, S (7))
Boylece !]ETJO I K" ((ogegs S D)) — K " ((agegs S(x ) 1= (U, 0) -

Esnek (soft) normlu uzayda her esnek (soft) yakinsak dizi esnek (soft) Cauchy dizisi

oldugundan{K" (¢}, S(e¢;)))} nin esnek (soft) Cauchy dizisi oldugunu elde edilir.

Hipotezden ((S,E),||,|) esnek (soft) normlu uzayinin tam oldugunu biliyoruz. O

halde
lim K" (e, S (eg))) = (%, S(x))
olacak sekilde (x,S(x)) e (S,E) vardur. [

Teorem 4.1.6. ((S,E),|,I) esnek (soft) normlu uzaymin X esnek (soft) metrik

uzayinda tam oldugunu kabul edelim.
T:B,, (8 (&), (@ 1) = (S, E).ILID
esnek (soft) biiziilme doniistimii olsun. 0 < y <1 i¢gin
Il K ((x5)0 S (351))) — (g S (g ) 1I= A= 7) (1)
esitsizligi saglaniyorsa, bu takdirde K, B, (x> S (x9))s (K55, 1)) yuvarinda bir tek

sabit noktaya sahiptir.
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Ispat: r, >0 oldugundan (x5, 0) = (xgot) 2 (i, t)  oldugu agiktir. Bu takdirde

I K((K[S], S(K[s]))) - ((K[s] | S(K[s])) Il = (1_ 7)(K[Is]7t0)

yazilabilir. Simdi K doniistimiinii

K : B|| i ((K[s] ! S(K[s]))1 (K['s] 'to)) - B|| i ((K[s]’ S(K[s]))1 (K['s]7t))

olarak tammlayalim. Eger (uy;, S(uy))) € B, , (x4, S(xi5))), (1 %)) 1s€

I K ((u[s] , S(u[s]))) - (K[s]’ S(K[s])) | =l K((U[s]’ S(U[S]))) - K((K[sp S(K[s]))) I
+[I K ((K[s]’ S (K[s]))) - (K[s]’ S(K'[s] NI

=yl (u[s],S(u[s])) 2 (K[s]’ S(K[s])) Il "‘(1_7/)(’([,8]’0
t 7 (K[’s],to) + (1_7)(’(['5]’1:0)

= (K[,S] y tO)

Buradan B, , ((xy, S(x5))): (5, %)) € By, (%55 S(xiq)): (7, 1)) - dir. Bu  takdirde

K, By, (15, S(59)): (i 1)) B, , ((653: S(63))): (ifep, 1)) €SNEK (S0ft) kiimesinde
bir tek sabit noktaya sahiptir. [

Tanmmm 4.1.7.((S,E),|I,|I) ve ((S’,E'),||,||') sirastyla X ve Y {izerinde iki esnek

(soft) normlu uzay olsun ve

T (S E)ILD — (S EDILID

bir esnek (soft) doniisiim olsun. Eger her esnek (soft)(S,A) kiimesi(S,E) da

kapali (ya da agik) ise T doniisiimiine kapali (ya da agik) doniigiim denir.

Teorem 4.1.8. ((S,E),ll,I), X {izerinde tam esnek (soft) metrik uzay ve
T (SaE)_)(S!E) her (/1[5],8(2[5])),(A{S],S(A{S]))E(S,E) ve O<V/<1 lgll’l Tm

asagidaki sart1 saglayacak sekikde bir esnek (soft) doniisiim olsun:
T ((Asps S =T ™ (g, S 11 = v 1 (A, S () — (Apgs S(Ay)) |

Bu takdirde T bir tek esnek (soft) sabit noktaya sahiptir denir.
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Ispat:T™ (S, E) esnek (soft) kiimesinde bir tek sabit noktaya sahiptir. Ote yandan
T m+l((;i[s] ! S (/1[5] ))) =T (T " ((Z[s] ' S (ﬂ[s] ))) =T ((/1[5] ! S (;i[s])))

oldugundanT ((4,;,S(4y))), T" igin sabit noktadi. T" nin sabit noktasi tek

oldugundan T ((4,;, S(4,)))) = (4, S(4y;)) dir.

Simdi sabit noktanmn tekligini gosterelim. (A4;,S(4)) # (4, S(4;)) olmak iizere

(4. S(4y))  diger esnek (soft) sabit nokta olsun. Bu takdirde

T (A SN = (A, S(Ay)) - Bu sekilde devam ederek
T ! ((ﬂ['s] ! S (ﬂ['s] ))) = (A[’s]’ S(ﬂ[’s])) elde Ederiz' Su halde (/1[,5]7 S (A[,s])) = (ﬂ[s]V S (ﬂ[s]))
dir. u
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4. UYGULAMALAR

Bu boliimde tez g¢alismasinda elde ettigimiz sonuglari destekleyici nitelikte

ornekler sunulmustur.

Ornek 5.1. X =[0,0] olsun. d(x,y)=lx—y| metrigi ile birlikte
E=Q ={xeQ:x>0} ve (S,E) X tizerinde esnek (soft) kiime olsun. Her

(A S(Ag))) € (S, E) igin (4, S(4y)) =[0,€] olarak tanimlansin.
I1LIL: (S, E) = (E,R" U{0})
” (ﬂ'[s]! S(2’[5] )) - (ﬂ‘[,s]’ S(2’[’5] )) ”: (maX{//{[s] ’ A‘['s]}! ” X’[s] _ﬂ’[,s] ”)

ile tanimlanan dontisiimii g6z oniine alalim.

T:((F,A)\lLIL) = ((F, A),Il,IL,) esnek (soft) dontisiim olup

T (U SU ) = (g 14,50y 14) =[0.7]

seklinde tanimlansin. T nin tanimmdan

T2(((Ars) S(Aeg)) =T (T (A, S(Ay))) = T (T ((Aep. S(A))))
=T (A 14,50 1 D) = (4, 1 42,5 (A 1 49))

dir. Timevarim kullanilirsa;

T™ (A SUie))) = (A 14", (A 14™) meN
Boylece

T " (g SCig) =T " (A SG N 1= 11 (A, 147, S (A, 14™)) = (2, 14", S (4, 14™) |

= (max{ Ay, /4™, AL 1 430 A, 1 4™ — 2 14" 1)
1 m ’ m 1 ’
:Z(max{ﬂ[s] 147, A, 14 }’W" As1 = A ")

< % (max{i, 14", A 1 473N Ay — 70 1)
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< Gy S U )~ G SGD-

Sonug olarak 0< y <1 olacak sekilde » =% sayis1 mevcut oldugundan T bir tek
esnek (soft) sabit noktaya sahiptir.

Ornek 5.2. 4,v e C[0,a] Ve olmak iizere se[0,a] i¢in A=C[0,a] olmak iizere

d. (G,V) = iﬂ(s) —¥(s)ds

o
~
S
<y
N
Il
O ey <
e
o
7

integral deklemlerini kullanarak agagidaki normu tanimlayalim :

X

G(@) = %(a(s)ds+ h(s))

0

G :C[0,a] — C[0,a]
~ 1
D, ((K[s] S (Kgs))s (s S (245 ))) = 16 1G(U) ) =G (V) I
T ((w[s] S (w[s]))) =T ((w[,s] S (w[’s] = ]f))s (T ((w[s] /S (w[s] )T ((w['s] S (w[’s]))))
~ 71 1 1, 1,
=D, ((Z (ST S (Z ZU[S])), (Z (48T S (Z ZU[s])))
= max({% (28] %ZU['S]}, % I G(G)(s) - G(\7)(5) 1)
1 1 ,.1 ¢ ~ 1 ~
= max({Z @ @ik | [a(s)ds +R(s) - [ ¥(s)ds —i(s) 1)

11,1 % y
- max({Z @0 5 T g | ! ((s)ds —(s)ds |[)

1 1,1k i
< max({Z T4 Tiah g ! |G(s)ds —U(s)ds |)
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=

NPk

max({z;, @}, [10(s)ds —¥(s)ds|)

B %]ﬁ)s ((w[s] S (@), (@1, S (a7 )))

boylece 0 < % <1 olup T bir biizilme doniisimiidiir. Bundan dolayr T nin bir tek

sabit noktas1 vardir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu yiiksek lisans tez calismasinda esnek (soft) kiimelerin o&zellikleri
kullanilarak Hosseinzadeh tarafindan farkli bir bakis agis1 ile tanimlanan esnek (soft)
metrik uzay tanimi goéz Oniinde bulundurularak esnek (soft) norm, esnek (soft)
elemanlarin bu bakis agisiyla ifade edilmesiyle yeniden ifade edilmistir. Esnek (soft)
normun taniminin yeniden ifade edilmesiyle esnek (soft) noktalar ve esnek (soft)
parametrik skalerler arasindaki esnek (soft) hesaplamalar dikkate alinarak esnek
(soft) hesaplamalar ve esnek (soft) anlamda biiyiikliik kii¢iikliik iliskileri kullanilarak
esnek (soft) normlu uzaylarda esnek (soft) siirekli fonksiyonlar ve 6zellikleri, esnek
(soft) dizi , esnek (soft) yakinsak dizi , esnek (soft) Cauchy dizisi gibi kavramlar

ifade edilmis ve bu kavramlarin bazi 6zellikleri verilmistir.

Literatiirde yer alan Banach sabit nokta teoremi esnek (soft) normlu uzaylarda
farkli bir bakig agisi ile yeniden incelenmis ve ispat edilmistir. Banach sabit nokta
teoreminin esnek (soft) normlu uzaylarda ispat edilmesinin ardindan esnek (soft)
normlu uzaylarda gesitli esnek (soft) sabit nokta sonuglari ispatlanmistir. Ayrica

ispatladigimiz teoremleri gercekleyen baz1 6rnekler sunulmustur.

Bu yiiksek lisans tezinden elde edilen sonuglardan farkli olarak literatiirde yer
alan Suzuki, Meir Keller ve Ciric tarzinda farkli sabit nokta teoremleri ifade ve ispat
edilebilir.

Ayrica esnek (soft) devirli doniisiimler ve esnek (soft) devirli biiziilme donistimleri
esnek (soft) normlu uzaylarda verilerek esnek (soft) normlu uzaylarda gesitli esnek

(soft) sabit nokta sonuglari elde edilebilir.

Bununla birlikte esnek (soft) kompaktligin esnek (soft) normlu uzaylarda

incelenmesiyle bu tez ¢aligmasi farkli yonlerde gelisme gosterecektir.
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