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1. GİRİŞ 

 

Esnek (soft) küme kavramı 1999 yılında Molodtsov [1] tarafından çeşitli 

belirsizlikleri ortadan kaldırma amacıyla ortaya atılmıştır. Birçok matematikçi 

tarafından yeni bir araç olarak kullanılan esnek (soft) küme teorisi matematiğin ilgi 

çekici ve hızla gelişen bir konusu olarak pek çok alanda uygulama alanına sahiptir. 

Esnek küme tanımının Molodtsov tarafından 1999 yılında verilme sinin ardından 

Maji [2] 2003 de esnek kümelerin ilk pratik uygulamaları olarak elementer küme 

işlemlerini vermiştir. Bununla birlikte Pradip Kumar Maji, Ranjit Biswas ve A. 

Ranjan Roy [3] ise esnek kümeler üzerinde cebirsel işlemler üzerine çalışmalarda 

bulunmuştur. 

Esnek (soft) topolojik uzay kavramı 2011 yılında Shabir ve Naz [4] tarafından 

ortaya atılmış olup esnek küme teorisi topoloji alanında da hızla gelişmeye 

başlamıştır. Aygünoğlu Aygün [5], Çağman ve Enginoğlu [6], Gergeus [7], 

Zorlutuna ve Akdağ [8] esnek topolojik uzaylar üzerinde çalışarak esnek küme 

teorisinin topolojik gelişimine katkı sağlamışlardır. Bununla birlikte esnek 

dönüşümler ve esnek sürekli dönüşümler Aras, Sönmez, Çakallı [9], Zorlutuna ve 

Çakır [10] esnek (dönüşümler ve esnek sürekli dönüşümlerle ilgili çalışmalar ortaya 

çıkararak esnek küme teorisinin farklı alanlarda da gelişimini sağlamışlardır. Ayrıca 

esnek küme teorisi ve esnek topolojik uzaylarla ilgili farklı özellikler Aras, Poşul 

[11] ve Varol, Aygün [12] ve tarafından yapılan çalışmalarda incelenmiştir. 

Diğer taraftan 1992 yılında Polonyalı Matematikçi Stefan Banach [13] ile 

başlayan sabit nokta teorisi çalışmaları gerek matematik gerekse fen, mühendislik, 

tıp ve ekonomi gibi alanlarda uygulama alanına sahip bir konu olarak günümüze dek 

hızlı bir şekilde gelişim göstermiştir. 

Normlu lineer uzaylardaki sabit nokta ile ilgili çalışmalar ise 1910 senesinde 

Hollandalı Matematikçi L.E. Brouwer [14] ile başlamıştır. S. Banach tam metrik 

uzaylarda dönüşümün sabit noktasının varlığını garanti ederken L.E. Brouwer ise  

n
 uzayının kapalı birim yuvarlarından kendi üzerine tanımlı her sürekli dönüşümün 

sabit noktasının varlığını ispatlamıştır. L.E. Brouwer çalışmasında sabit nokta 

teoremlerinden farklı bir şekilde olarak sabit noktanın tek olduğunu ve nasıl 

bulunabileceğini de ortaya koymuştur. 
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Literatürde yer alan önemli sabit nokta teoremleri için [15-25] çalışmalarına 

başvurulabilir. 

Esnek (soft) küme teorisinin gelişme gösterdiği alanlardan biri de esnek 

metrik uzaylar olmuştur. Esnek metrik uzay tanımı 2013 yılında Das ve Samantha 

[26,27] tarafından ortaya atılmıştır. 

2017 yılında İranlı Matematikçi Hasan Hosseinzadeh [28] esnek noktaları 

Das ve Samantha nın çalışmasından farklı olarak göz önünde bulundurarak esnek 

metrik tanımını yeniden ifade etmiş ve farklı bir vizyon oluşturmuştur. 

Hosseinzadeh’in bu çalışmasında esnek metrik uzayların sahip olduğu temel 

özellikler incelenmiştir. Ayrıca esnek büzülme, esnek sabit nokta kavramlarının 

tanımlanıp incelenmesi ile Banach, Caristi gibi çeşitli sabit nokta teoremleri esnek 

metrik uzaylarda ifade ve ispat edilmiştir. 

Esnek dönüşümler esnek metrik uzaylar ve çeşitli tipte esnek metrik uzaylar 

ve esnek metrik uzaylarda bazı sabit nokta teoremleri [29-35] de bulunabilir. 

Esnek metrik uzayların esnek sabit nokta teorisi gibi alanlarda çalışılmasının 

yanı sıra esnek küme yapısı lineer uzaylar ve normlu uzaylarla birlikte çalışılarak 

esnek lineer uzay ve esnek normlu uzay kavramları Das, Majumdar ve Samanta [36, 

37] tarafından literatüre kazandırılmıştır. Ayrıca esnek (soft) normlu uzayların 

birtakım özellikleri Yazar, Bilgin, Bayramov ve Aras [38] tarafından çalışılmıştır. 

Esnek normlu uzaylarla ilişkili olarak esnek iç çarpım uzayları ile ilgili çalışmalar 

Das ve Samanta [39-41] tarafından ortaya atılmıştır. 

Bu tez çalışmasının amacı esnek normlu uzayları farklı bir bakış açısı ile 

incelemek ve esnek süreklilik, esnek dizi, esnek yakınsak dizi ve esnek Cauchy dizisi 

gibi kavramlar esnek normlu uzaylarda yeniden ifade etmektir. Bu tez çalışmasında 

belirgin olarak Banach büzülme teoremi ve çeşitli sabit nokta teoremlerinin esnek 

normlu uzaylarda ifade ve ispat edilmesi amaçlanmıştır. 
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2. GENEL BİLGİLER 

 

Bu tez çalışmasının ilk bölümünde de esnek (soft) küme teorisi ve sabit nokta teorisi 

ile ilgili literatürde yer alan bazı temel kavramlardan söz edilmiştir. 

2.1. Esnek (soft) küme teorisi 

Bu alt bölümde esnek (soft) kümeler ve esnek (soft) topolojilerle ilgili tez 

çalışmasında kullanılacak olan tanımlar ve bazı özellikler verilir.  

 nesnelerin evrensel kümesi olsun. A  kümesi ’deki nesnelerle ilişkili 

parametrelerin kümesini göstersin. ( ),P ’in kuvvet kümesini ifade etsin ve 

,E E A   olsun. 

Tanım 2.1.1. [1]  evrensel bir küme ve E  parametrelerin bir kümesi olsun. ( )P , 

’in kuvvet kümesi ve E A  olmak üzere; 

: ( )S E →P  

ise ( , )S E  çiftine kümesi  üzerinde bir esnek (soft) küme adı verilir. 

Herhangi bir ( , )S E  esnek (soft) kümesi, her a E   için ( )S a     ve her a A E    

için ( )S a =    olmak üzere ( , )S A  şeklinde bir esnek (soft) kümeye genişletilebilir. 

Tanım 2.1.2. [2] ( , )S E  ve ( , )S E  , X  üzerinde iki esnek (soft) küme olsun. 

i) E E , ve  

ii) Her e E  için ( ) ( )S e S e  ise 

( , )S E ’ye ( , )S E  ’nün esnek (soft) alt kümesidir denir ve ( , ) ( , )S E S E   ile 

gösterilir. ( , ), ( , )S E S E   ’nin esnek (soft) alt kümesi ise ( , )S E  ’ya ( , )S E   ’nin 

esnek (soft) üst kümesi denir ve ( , ) ( , )S E S E   ile gösterilir.  

Tanım 2.1.3. [2]  üzerindeki ( , )S E  ve ( , )S E   şeklinde iki esnek (soft) kümenin 

kesişimi  E E E =   ve e E    için ( ) ( ) ( )S e S e S e  =   olmak üzere ( , )S E   

şeklinde bir esnek (soft) kümedir. Bu kesişimi ( , ) ( , ) ( , )S E S E S E    =  ile 

gösteririz. 
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Tanım 2.1.4. [2]  üzerinde iki ( , )S E  ve ( , )S E   esnek (soft) kümesinin birleşimi 

E E E =   ve e E    için,  

                         

( ),

( ) ( ),

( ) ( ),

S e e E E

S e S e e E E

S e S e e E E

   −


     =  −
       

 

olmak üzere ( , )S E   esnek (soft) kümesidir. 

Bu bağıntı ( , ) ( , ) ( , )S E S E S E    =  ile gösterilir. 

Tanım 2.1.5. [2]  üzerindeki bir ( , )S E  esnek (soft) kümesi e E   için ( )S e =   

ise bir boş (null) esnek (soft) küme olarak adlandırılır ve   ile gösterilir. 

Tanım 2.1.6. [2]   üzerindeki   mutlak esnek (soft) kümesi  e E    için  

( )S e =   olacak şekilde tanımlı bir ( , )S  esnek (soft) kümesidir. 

Tanım 2.1.7. [2]   ( , )S E ,   üzerinde bir esnek (soft) küme olsun. ( , )S E ’nin 

relatif tümleyeni ( , )cS E  olarak gösterilir ve : ( )cS E →P , her e E  için 

( ) ( )cS a S e= −  ile verilen bir dönüşüm olmak üzere ( , ) ( , )c cS E S E=  ile 

tanımlıdır. 

Tanım 2.1.8. [2]   ( , )S E  ve ( , ),S E  üzerinde iki esnek (soft) küme olsun. Bu 

takdirde  ( , ) ( , ) ( , ( )) : ( ) ( ),S E S E S S S B E      − =    esnek (soft) kümesidir. 

Tanım 2.1.9. [4]    ,  üzerinde esnek (soft) kümelerin bir koleksiyonu ve A  

parametre kümesi olsun. Bu takdirde   aşağıdaki aksiyomları sağlıyorsa  

üzerinde bir esnek (soft) topoloji olarak adlandırılır. 

i) , ( , )S  =  , 

ii)  ’daki herhangi (keyfi) sayıda esnek (soft) kümelerin birleşimi  ’ya aittir. 

iii)  ’ daki sonlu sayıda esnek (soft) kümenin kesişimi yine  ’ya aittir. 

( , , )A  üçlüsüne  üzerinde bir esnek (soft) topolojik uzay denir.  

Tanım 2.1.10. [9, 10] ( , , )A  ve ( , , )A  iki esnek (soft) topolojik uzay olsun.

: ( , , ) ( , , )f A A →   bir dönüşüm olsun. ( ( ), )ef x A ’ nin her bir  ( , )S A  esnek 
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(soft) komşuluğu için (( , )) ( , )f S A S A  olacak şekilde  ( , )ex E ’nin bir ( , )F E

esnek (soft) komşuluğu mevcutsa bu takdirde f ’e  ( , )ex A ’ da esnek (soft) sürekli 

dönüşüm denir. 

Lemma 2.1.11. [9] ( , , )A  esnek (soft) topolojik uzay olsun. : →  birim 

dönüşümü esnek (soft) sürekli olmak zorunda değildir.  

İspat:  1 2 3 1 2{ , , }, { , }k k k A a a= =  ve 
1 2 3 4{ , , ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}S A S A S A S A =   ve  

1 2 3 4{ , , ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}S A S A S A S A    =  ,  üzerinde iki esnek (soft) topolojik 

uzay ve  

1 2 3 4 1 2 3 4( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),S A S A S A S A S A S A S A S A      üzerinde esnek (soft) 

açık kümeler olmak üzere 

1 1 2 1 2 1 2 1 2 3 1 1 1 2 2 1 2 3 1 3( ) { }, ( ) { }, ( ) { , }, ( ) { }, ( ) { , }, ( ) { },S a k S a k S a k k S a k S a k k S a k= = = = = =

 

3 2 1 2 4 1 2 2 1( ) { , }, ( ) , ( ) { }S a k k S a S a k= = = ; 

ve 

1 1 2 1 2 1 2 1 2 3 2 2 1 2 3 1 1 2( ) { }, ( ) { }, ( ) { , }, ( ) { , }, ( ) { , },S a k S a k S a k k S a k k S a k k    = = = = =  

3 2 4 1 2 4 2 1 2( ) , ( ) { }, ( ) { , }S a G a k G a k k  = = =  

olarak tanımlansın. 1

3 1 1 2 2(( , )) {( ,{ , }), ( , )}S A a k k a−  =  ters görüntüsü ( , , )A  nın 

elemanı değildir ve benzer şekilde  

1

4 1 2 2 1 2(( , )) {( ,{ }), ( ,{ , })}S A a k a k k−  =  ters görüntüsü ( , , )A  nın elemanı 

değildir.Bundan dolayı : →  dönüşümü esnek (soft) sürekli değildir.     

Tanım 2.1.12. [28]  E A  parametrelerin bir kümesi olsun. ( , )e r  ve ( , )e r   iki 

esnek (soft) parametrik skaler olsun. Bu takdirde esnek (soft) iki parametrik skalerin 

toplamını ve esnek (soft) parametrik skalerin bir skalerle çarpımını aşağıdaki şekilde 

ifade edriz. 

( , ) ( , ) ({ , }, )e r e r e e r r   = +   ve  
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Her     için ( , ) ( , ).e r e r =     

Tanım2.1.13. [28] ( , ),S E üzerinde bir esnek (soft) küme olsun.  

1 2( , ( )) ( , )( , ( ))f E S E f f E S E=  olacak şekilde 1 :f E E→   ve 2 : ( )f S E →   

fonksiyonları varsa ( , )S E   üzerindeki bir f    fonksiyonu parametrik skaler değerli 

bir fonksiyon olarak adlandırılır. Benzer şekilde yukarıdaki tanım 1 :f E E E →  ve 

2 : ( ) ( )f S E S E →  olmak üzere  

1 2( , ( ) ( )) ( , )( , ( ) ( ))f E E S E S E f f E E S E S E  =    ile : ( , ) ( , ) ( , )f S E S E E →   

şeklinde genişletilebilir.                                                                   

2.2. Esnek (soft) Metrik Uzaylar ve Normlu Uzaylar 

Bu alt bölümde metrik uzaylar, normlu uzaylar ve esnek (soft) kümeler (uzaylar) 

üzerinde tanımlı esnek (soft) metriklerle ilgili temel kavramlar hatırlatılacaktır. 

Tanım 2.2.1. [42] A  boştan farklı bir küme olmak üzere :D A A + →  fonksiyonu 

M(1) , , ( , ) 0a b A D a b     

M(2) , , ( , ) 0a b A D a b a b  =  =   

M(3) , , ( , ) ( , )a b A D a b D b a  =   

M(4) , , , ( , ) ( , ) ( , )a b c A D a c D a b D b c   +   

özelliklerini sağlıyorsa D 'ye A  üzerinde bir metrik ve ( , )A D  ikilisine de metrik 

uzay denir.  

Tanım 2.2.2. [43] A  bir vektör uzayı olsun. || . ||: A→  reel değerli fonksiyonu 

aşağıdaki aksiyomları sağlıyorsa || . ||  fonksiyonuna  A  üzerinde bir norm, ( ,|| . ||)A  

ikilisine de bir normlu uzay denir. 

1[ ]N      Her     a A  için || || 0a  , 

2[ ]N      Her     a A  için || || 0 0a a=  = ,  

3[ ]N        Her k   ve her  a A  için  || || | | || ||ka k a= , 

4[ ]N      Her     ,a b A  için || || || || || ||a b a b+  +  



7 
 

Tanım 2.2.3. [44] A    ve  a A     olsun. : A A →  dönüşümü için ( )a a =  ise 

a A ,  ’nun sabit noktası olarak adlandırılır.  

Tanım 2.2.4. [44] ( , )A D  metrik uzay ve :K A A→  herhangi bir dönüşüm olsun. 

Eğer her ,a b A  için  

( ( ), ( )) ( , )D K a K b D a b  

şartını sağlayan bir 0   sabiti bulunabiliyorsa K ’ya Lipschitz dönüşümü 

(Lipschitz mapping) denir. Eğer bu eşitsizlikte 0 1   ise K ’ya büzülme veya 

daralma (contraction) dönüşümü ve  1 =  ise K ’ya genişlemeyen (nonexpansive) 

dönüşüm adı verilir. Burada a b  olmak üzere her ,a b A  için  

( ( ), ( )) ( , )D K a K b D a b   

şartı sağlanıyorsa K ’ya büzülebilir (contractive) dönüşüm denir. Bu durumda 

yukarıda bahsettiğimiz dönüşümlerle ilgili ilişkiyi aşağıdaki şekilde verebiliriz: 

Büzülme (contraction)  dönüşümüBüzülebilir (contractive) dönüşüm  

Genişlemeyen (nonexpansive) dönüşüm  Lipschitz şartını sağlayan dönüşüm. 

Teorem 2.2.5. [13] ( , )A D  bir tam metrik uzay ve :K A A→  bir dönüşüm olmak 

üzere her ,a b A  için  

( ( ), ( )) ( , )D K a K b D a b  

olacak şekilde bir (0,1)   sabiti mevcut ise K ’nın A ’de bir tek sabit noktası 

vardır. 

Tanım 2.2.6. [28] ( , ),S E   üzerinde bir esnek (soft) küme olsun. : E E E  →  

bir parametrik skaler değerli bir fonksiyon olsun. s  fonksiyonu  aşağıdaki şartları 

sağlıyorsa : ( , ) ( , ) ( , {0})s S E S E E + →  parametrik skaler değerli fonksiyonu 

 üzerinde bir esnek (soft) metrik olarak adlandırılır.  

( , ( )), ( , ( ) )(), ( , ) ,( )S S S S E        için 

1. (( , ( )), ( , ( ))) ( ( , ),0),  s sS S        e e=    iken eşitlik sağlanır. 

2. Her , E     için (( , ( )), ( , ( ))) (( , ( )), ( , ( )))s sS S S S       =   

3. Her , , E     için   
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(( , ( )), ( , ( ))) (( , ( )), ( , ( ))) (( , ( )), ( , ( )))s s sS S S S S S              

(( , ), )sS E  ikilisine   üzerinde bir esnek (soft) metrik uzay denir.   

Tanım 2.2.7. [28] ( , )S E  ve ( , )S E   sırasıyla  ve  üzerinde iki esnek (soft) 

küme olsun. 

1 :s E E→  ve 2 : ( ) ( ),s S E S E →  ( ) { ( ) : }S E S p p E=   ve ( ) { ( ) : }S E S r r E   =   

olmak üzere dönüşümler olsun. Bu takdirde 1 2( , ) : ( , ) ( , )s s s S E S E = →  ikilisi  

1
1

1

2 1( )
( ( )) ( )

( , )( ) p s r B
s V p s r B

s V B r
diğer durumlarda

−

−

 
   

= 


  

ile tanımlıdır. 

Bu durumda s  esnek (soft) dönüşüm olarak adlandırılır ve ( ( , ), ), ( , )s V E C V B esnek 

(soft) kümesinin esnek (soft) görüntüsü olarak adlandırılır. ( , ) ( , )W C S E   olsun. 

Bu takdirde ( , )W C ’nin yukarıda tanımlanan s  esnek (soft) dönüşümü altındaki ters 

görüntü kümesi  

1

1 2 1 1( ( ( ))) ( )
( , )( )

s W s p s p C
f W C p

diğer durumlarda

−

−
 

= 


  

olmak üzere, 1( , )s W C−  ile gösterilen  üzerinde esnek (soft) kümedir. 

Tanım 2.2.8. [28] E A  parametrelerin kümesi olsun. Esnek (soft) parametrik 

skalerlerin bir dizisi {( , )}n ne t  ’dir. (i j için i je e=  olabilir) lim n
n

t t
→

=  olacak 

şekilde bir t  mevcutsa {( , )}n ne t   bir esnek (soft) parametrik skalere yakınsaktır 

denir ve e E   için  ( , ) ( , )n ne t e t→  olarak yazılır. 

Tanım 2.2.9. [28] ( , )S E  ,  üzerinde bir esnek (soft) küme olsun.  ( , )S E  ’daki bir 

esnek (soft) dizi n   için ( , )nS E  , ( , )S E  ’nin bir esnek (soft) alt kümesi olacak 

şekilde ( ) ( , )ns n S E=  ile tanımlı bir : ( , )s S E→   fonksiyonudur ve  1{( , )}n nS E 

=  

ile gösterilir. 

Tanım 2.2.10. [28] ( , )S E  ,  üzerinde bir esnek (soft) küme olsun. s  , ( , )S E  

üzerinde bir esnek (soft) metrik 1{( , )}n nS E 

= , ( , )S E ’de bir esnek (soft) dizi ve 
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( , ( )) ( , )p S p S E  olsun. Bu takdirde her   pozitif sayısı için n N   olmak üzere 

her n   doğal sayısı için (( , ( )), ( , ( ))) ( ( , ), )s sp S p r S r p r  olacak şekilde bir N  

doğal sayısı mevcut ise 
1{( , )}n nS E 

=
esnek (soft) dizisi ( , ( ))r S r  ’e esnek (soft) 

yakınsaktır denir. 

Tanım 2.2.11. [28]  ( , )S E ,  üzerinde bir esnek (soft) küme olsun. s , ( , )S E  

üzerinde bir esnek (soft) metrik, 
1{( , )}n nS E 

=
, ( , )S E  ’da bir esnek (soft) dizi olsun. 

Bu takdirde her  pozitif sayısı için ,n m N  olmak üzere her ,n m  doğal sayısı için 

(( , ( )), ( , ( ))) ( ( , ), )ms n sp S p p S p p p  olacak şekilde bir N  doğal sayısı mevcut 

ise 1{( , )}n nS E 

=   dizisine bir esnek (soft) Cauchy dizisi denir. 

Tanım 2.2.12. [28] E A  parametrelerin bir kümesi olsun. {( , )}n ne t  ( i j için 

i je e=  olabilir) esnek (soft) parametrik skalerlerin bir dizisi olsun. 

1 1( , ) ( , )n n n ne t e t+ +  ise {( , )}n ne t  azalan  1 1( , ) ( , )n n n ne t e t+ +  ise {( , )}n ne t  dizisi artan 

olarak adlandırılır. 

Tanım 2.2.13. [28] ( , ),S E  üzerinde bir esnek (soft) küme olsun.  

1 2( , ) ( , ) ( , ( ))s S E s s E S E=  olacak şekilde  1 :S E E→  ve  2 : ( )s S E →  

fonksiyonları varsa ( , )S E  üzerindeki parametrik skaler değerli s  fonksiyonu 

azalan (artan) olarak adlandırılır. 

Tanım 2.2.14. [28] ( , ),S E  üzerinde bir esnek (soft) ve 
s
, ( , )S E  üzerinde bir 

esnek (soft) metrik olsun. Her ( , ) ( , )c a S E esnek (soft) noktası için  ( , )c a  ve 

( , ( ))e S e  arasındaki uzaklık   (( , ), ( , ( )))s c a e S e ile gösterilir. 

, d  metriği ile birlikte bir metrik uzay ise ( , )c a  ve ( , ( ))e S e  arasındaki uzaklık 

( )
(( , ), ( , ( ))) ( ( )( , ), inf , )

y F
s

e
c a e S e c e d a y


=   olarak tanımlanır. 

Tanım 2.2.15. [12] ( , , )A  bir esnek (soft) topolojik uzay ve ( , ( )) ( , ( ))x S x y S y  

olacak şekilde  ( , ( )), ( , ( ))x S x y S y   olsun. ( , ( )) , ( , ( ))A Bx S x F y S y G   ve 

A BF G =   olacak şekilde  AF  ve BG  esnek (soft) açık kümeleri mevcutsa 
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( , , )A  esnek (soft) topolojik uzayı esnek (soft) Hausdorff uzayı veya esnek (soft) 

2T   uzayı olarak adlandırılır. 

Lemma 2.2.16. [28] Her esnek (soft) metrik uzay esnek (soft) Hausdorff uzayıdır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



11 
 

3. MATERYAL VE YÖNTEMLER 

3.1. Esnek (soft) Normlu Uzaylar 

Bu bölümde esnek (soft) normlu uzay tanımı, esnek (soft) elemanlar ve 

Husseinzadeh tarafından verilen esnek (soft) metrik tanımı göz önüne alınarak 

yeniden verilmiştir. Esnek (soft) sabit nokta teoremlerinde kullanmaya yönelik esnek 

(soft) normlu metriğin kullanılmasıyla esnek (soft) dizi, esnek (soft) yakınsak dizi, 

esnek (soft) Cauchy dizisi tanımları ifade edilmiştir. 

Tanım 3.1.1. [28] E A   parametrelerin bir kümesini temsil etsin. Eğer t  ve 

e E  ise ( , )e t  sıralı ikilisi esnek (soft) parametrik skaler olarak adlandırılır. 0t =  

ise ( , )e t  sıralı ikilisi esnek (soft) anlamda 0  (sıfır) olarak adlandırılır. 0t   ise ( , )e t  

esnek (soft) parametrik skaleri negatif olmayan (nonnegatif) olarak isimlendirilir. 

( , )e t  ve ( , )e t  iki esnek (soft) parametrik skalerler olsun. t t  ise ( , )e t  ’nin ( , )e t 

’den küçük olmadığını söylenir ve ( , ) ( , )e t e t     olarak ifade edilir. 

Tanım 3.1.2. [36, 37] K cismi üzerinde bir vektör uzayı V olsun ve A parametreler 

kümesi olsun. G , V vektör uzayı üzerinde esnek (soft) küme olsun. 

A   ve  ( )G  V  nin alt uzayı olmak üzere G ye K  cismi üzerinde V vektör 

uzayının lineer uzayıdır denir. 

Tanım 3.1.3. ( , ); ( )S E SV  esnek (soft) kümesinin bir alt kümesi olmak üzere  

   , : ( , ) ( , {0})S E E +→   

dönüşümü aşağıdaki şartları sağlıyorsa ( , )S E  üzerinde esnek (soft) norm olarak 

adlandırılır:  

N1) ( , ( )) ( , )S S E    için  

( , ( )) ( ( , ),0) ; ( , ( )) ( ( , ),0) ( , ( )),s sS S S           =  ( , )S E  da 

esnek (soft) sıfır vektörüdür 

N2) ( , ( )) ( , )S S E    ve  ( , )m t  parametrik skaler olmak üzere 

( , )( , ( ))) ( ,| |) ( , ( ))m t S m t S   =   

N3) ( , ( )), ( , ( )) ( , )S S S E     için 
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( , ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))S S S S       + +  . 

 üzerindeki ( , )S E  esnek (soft) vektör uzayına esnek (soft) norm ile birlikte esnek 

(soft) normlu vektör uzayı denir ve (( , ), , )S E  ile gösterilir. 

Tanım 3.1.4. ( , )S E  ,  üzerinde esnek (soft) küme ve ,   esnek (soft) norm ve p   

pozitif reel sayı olsun.  

( , )e p•  esnek (soft) yuvarın yarıçapı olmak üzere 
,

(( , ( )), ( , ))B e S e e p•

‖ ‖
 esnek (soft) 

yuvarı ;  

{( , ( )) ( , ) : ( , ( )) ( , ( )) ( ( , ) ( , ))}c S c S E c F c e S e c e e p • − =  

olarak tanımlanır. 

Esnek (soft) yuvar (( , ( )), ( , ))B e S e e p•  veya  ( , ) ( , ( ))e pB e S e  olarak iki şekilde ifade 

edebiliriz. 

Önerme 3.1.5. (( , ), , )S E  uzayında her esnek (soft) normlu uzay esnek (soft) 

metrik uzaydır. 

İspat: (( , ), , )S E  esnek (soft) normlu uzay olsun. Esnek (soft) normu aşağıdaki gibi 

tanımlarsak  

( , ( )), ( , ( )) ( , )S S S E      için  

(( , ( )), ( , ( ))) ( , ( )) ( , ( ))s S S S S       = −  

ile tanımlı s  esnek (soft) dönüşümünün esnek (soft) metrik aksiyomlarını 

sağladığını görmeliyiz:  

( , ( )), ( , ( )) ( , )S S S E      için  

 M1) Esnek (soft) normun (N1) özelliğinden ( , ( )) ( , ( )) ( ( , ),0)sS S      −

olup, ( ( , ( )), ( , ( )) ) ( ( , ),0)s sS S       .

(( , ( )), ( , ( ))) ( , ( )) ( , ( )) ( ( , ),0)

( , ( )) ( , ( )) ( ( , ),0) 0

s s

s

S S S S

S S

          

      

= − =

 − = =

( , ( )) ( , ( ))S S      =  =  
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M2) ( , ( )), ( , ( )) ( , )S S S E     için  

(( , ( )), ( , ( ))) ( , ( )) ( , ( ))

( ( , ),1)( , ( )) ( , ( ))

s

s

S S S S

S S

       

      

= −

= −
 

( , ),| 1| ( , ( )) ( ) , ( )s S S      = − −                                                                    

( , ( )) ( , ( ))

(( , ( )), ( , ( )))s

S S

S S

   

   

= −

=
 

M3) ( , ( )), ( , ( )), ( , ( )) ( , )S S S S E        olsun. Esnek (soft) normun üçgen 

eşitsizliği özelliğinden 

( , ( )) (( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))

( , ( )) ( , ( ))

S S S S

S S

       

   

− −

+ −
 

yazılabilir. Böylece  

(( , ( )), ( , ( ))) (( , ( )), ( , ( )))

(( , ( )), ( , ( )))

s s

s

S S S S

S S

       

   +
.  

Sonuç olarak esnek (soft) norm ile  birlikte tanımlanan s  dönüşümü bir esnek 

metrik olup, her esnek (soft) normlu uzay bir esnek (soft) metrik uzaydır.                 ■ 

Tanım 3.1.6. ( , ( )) ( , )e S e S E  ve 0 0( , ( ))e S e  keyfi bir esnek (soft) nokta olsun. 

0 0( ( , ), ) ( ( , ),0)e e e e    parametrik skaleri için  

0 0 01
( , ( )) ( , ( )) ( ( , ), )e S e e S e e e −  iken 

0 0 02
(( , ( ))) (( , ( ))) ( ( , ), )f e S e f e S e e e −  

olacak şekilde bir  0 0( ( , ), ) ( ( , ),0)e e e e    parametrik skaleri varsa f  

fonksiyonuna 0 0( , ( ))e S e noktasında esnek (soft) süreklidir denir. 

Eğer f her bir 0 0( , ( )) ( , )e S e S E  esnek noktasında esnek (soft) sürekli ise, f

fonksiyonuna ( , )S E  da esnek (soft) süreklidir denir. 

Teorem 3.1.7. 1(( , ), , )S E ve  2(( , ), , )S E   ve uzayları üzerinde iki normlu 

metrik uzay olsun. Esnek (soft) sürekli s  dönüşümü  
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1 2 1 2( , ) : (( , ), , ) (( , ), , )s s s S E S E = →  

olacak şekilde tanımlansın. 

( , )S E  üzerinde alınan her ( ( , ( )), ) ( ( , ),0)s sS        sayısı için 

1(( , ( )) ( , ( )) ( ( , ), )sS S       −   olacak şekilde ( ( , ), ) ( ( , ),0)s s        

sayısı vardır. 

İspat: 2: (( , ), , ) (( , ), , )s S E S E →  esnek (soft) sürekli dönüşüm  

( ( , ), ) ( ( , ),0)s        ve ( , ( )) ( , )S S E   olsun. E   için 

2, 1( (( , ( ))), ( ( ( , ))), ))sB s S s        esnek (soft) yuvarı 2(( , ), , )S E   de açıktır.  

s esnek (soft) sürekli dönüşüm olduğundan  

2

1

, 1( ( (( , ( ))), ( ( ( , ))), )))s ss B s S s      −   ters görüntü kümesi  de açıktır. 

                       
2

1

, 1( , ( )) ( ( (( , ( )))), '( ( ( , ))), )))s sS s B s S s        − . 

Buradan E   için ( ( , ), ) ( ( , )),0)s s        sayısı vardır öyle ki 

2

2

, 1

1

, 1

( , ( )) ( ((( , ( ))), '( ( ( , ))), ))

( ( (( , ( )))), '( ( ( , ))), )))

s s

s s

S B s S s

s B s S s

        

      −




 

Eğer [ ]sk E  için  ( , ( )) ( , ( ))) ( ( , ), )sS S       − , 

1,( , ( )) ( ((( , ( ))), '(( , ), )sS B s S         ise  

2

1

, 1( , ( )) ( ( (( , ( )))), '( ( ( , ))), )))s sS s B s S s        −  olduğundan 

2, 1(( , ( ))) , ( (( , ( ))), ( ( ( , ))), ))s ss S B s S s          yuvarına aittir. 

Tersine olarak ( , )W C  kümesinin 2(( , ), , )S E   kümesinde esnek (soft) açık küme 

olduğunu varsayalım. 
1( , ( )) (( , ))S f W C  −  olsun.  ( , )W C  kümesi 

2(( , ), , )S E  de açık küme olduğundan 
2, 1( (( , ( ))), '( ( ( , ))), ))s sB s S s        

esnek (soft) yuvarında ( ( , ), ) ( ( , ),0)s s        sayısı vardır.                                ■ 

Teorem 3.1.8.  ve  uzayları üzerinde  1(( , ), , )S E ve 2(( , ), , )S E iki esnek 

(soft) metrik uzay olsun. 
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                1 2 1 2( , ) : (( , ), , ) (( , ), , )s s s S E S E= →  

    Esnek (soft) dönüşüm olsun. s esnek (soft) süreklidir ancak ve ancak ( , )S E de 

her esnek yakınsak 
1{( , )}n nS E 

=
 esnek (soft) dizisi için ( , )S E  de ( , ( ))S   

elemanına yakınsak ise 
1{ ( , )}n ns S E 

=
dizisi de (( , ( )))s S   elemanına yakınsar. 

İspat: 1 2: (( , ), , (( , ), , )f S E S E→ esnek (soft) dönüşüm olsun ve 

1 ){( , ,)} , (n n ES SE 

=
 de esnek (soft) dizi olsun öyle ki 

1 ){( , ,)} , (n n ES SE 

=
 de 

( , ( ))S   elemanına yakınsaktır. s  esnek (soft) sürekli olduğundan 

( , ( )) ( , )S S E   için ( ( , ), ) ( ( , ),0)s s        için en az bir 

( ( , ), ) ( ( , ),0)s s        sayısı vardır. 

                               
2, 1(( , ( ))) ( (( , ( ))), '( ( ( , ))), ))ss S B s S s         .  

Öte yandan , 1 1( , ( )) ( (( , ( ))), '( ( ( , ))), )s sS B s S s          dır. 

N   pozitif sayısı için n N  olsun öyle ki 

, )( ), )) ( (( , ( ) , (( ( , ), ))n sBS s SE       . 

Böylece n N  için 
2, 1( ) ( (( , ( ))), '( ( ( , )), ))( , )n s ss B sS SE s        dir. 

Öte yandan ( )( , )nS Es  dizisi (( , ( )))s S  elemanına yakınsaktır. 

Şimdi ( , )S E da 1{( , )}n nS E 

=  dizisi ( , ( ))S  elemanına yakınsak ise 1{ ( , )}n ns S E 

=  

dizisinin de (( , ( )))s S   elemanına yakınsadığını görmeliyiz. 

( , ), ( , )S E S E   de esnek (soft) küme olsun. ( , ( )) ( , )S S E     olsun.
1{( , )}n nS E 

=
   

esnek (soft) dizisi de ( , ( ))S   elemanına yakınsaktır. Varsayımımızı devam 

etttirdiğimizde 1{( , )}n nS E 

=
   dizisinin de (( , ( )))s S  elemanına yakınsadığını elde 

ederiz. Öte yandan ( ) ( , )( , )ns s SS E E    ve (( , ( ))) ( , )s S s S E    dir. Her küme 

kendisinin alt kümesi olduğundan, yani  ( , ) ( , )s S E s S E     olduğundan teorem 

ispatlanmış olup s  esnek (soft) süreklidir.                                                                   ■ 
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Tanım 3.1.9. (( , ), , )S E  ,  üzerinde esnek (soft) metrik uzay ve  

: (( , ), , ) (( , ), , )s S E S E→  

esnek (soft) fonksiyon olsun. Eğer  

( , ( )), ( , ( )) ( , )S S S E      için  

(( , ( ))) (( , ( ))) ( , ( )) ( , ( ))s S s S c S S       −  −  

olacak şekilde 0 1c   olacak şekilde pozitif bir c  sayısı varsa s 'e esnek (soft) 

büzülme dönüşümü denir. 

Teorem 3.1.10. (( , ), . ))S E , X   üzerinde esnek (soft) normlu metrik uzayında 

esnek (soft) büzülme dönüşümü esnek (soft) süreklidir. 

İspat: s ’in esnek (soft) sürekli olduğunu göstermek için keyfi bir  

0 0( , ( )) ( , )u S u F A  noktasında esnek (soft) sürekli olduğunu gösterelim. 
c

 =  

alırsak; 0 0( , ( )), ( , ( )) ( , )u S u u S u S E   için  0 0 0( , ( )) ( ( ,, ) ( , )) )(u S u u S u uu −  

iken 

0 0 0 0

0

0

0

( ( )

( ( , ), )

( ( , ), )

( ( , ), )

( , ( )) (( , ( ))) ( , ( )) ( , ( ))u S u u S u u Ss s c

c u

u

u

c

u

S u u

u

u

u

 

 



−  −



= 

=

 

elde edilir. Böylece  0 0, ( , ( ))s u S u noktasında esnek (soft) süreklidir. 

0 0( , ( )) , ( , )u S u S E ’nın keyfi bir noktası olduğundan esnek (soft) süreklidir.            ■ 
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4.ARAŞTIRMA BULGULARI 

Tanım 4.1.1.  Esnek (soft) normlu uzayında bir esnek (soft) dizi ve eğer  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]lim ( , ( ) ) ( , ( ) )) ( ( , ),0)s s s s s s
n

u S u v S v u v
→

− =  

ise ( , )nS E   dizisi 
[ ] [ ]( , ( ) ))s sv S v ' ye yakınsaktır denir ve  1 [ ] [ ]{( , )} ( , ( ) ))n n s sS E v S v

= →  

ile ifade edilir.  

Teorem 4.1.2. ( , )S E ,   üzerinde bir esnek (soft) küme olsun. , , ( , )S E   

üzerinde bir esnek (soft) normlu metrik, 1{( , )}n nS E 

= , ( , )S E  ’da bir esnek (soft) 

Cauchy dizisi olsun. 1{( , )}n nS E 

= , ( , )S E  ’da esnek (soft) yakınsak ise bu takdirde 

( , )S E ’nın bir tek elamanına yakınsar. 

İspat: İspatı çelişki yöntemiyle yapmaya yönelik [ ] [ ]( , ) ( , ( ) ))n s sS E t S t→  ve 

[ ] [ ]( , )) ( , ( ) ))n s sS E v S v→  olacak şekilde [ ] [ ] [ ] [ ]( , ( ) )), ( , ( ) )) ( , )s s s sv S v v S v S E     

elemanlarının olduğunu kabul edelim. Her n  ve her [ ] [ ] [ ], ,s s sv u v E   için 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

( , ( ) )) ( , ( ) )) ( , ( ) )) ( , ( ) )

( , ( ) ) ( , ( ))

( , ( )), ( , ( ) ))

s s s s s s s s

s s s m s

s m s s s

v S v v S v v S v u S u

u S u u S u

u S u v S v

 − −

+ −

 +

  

eşitsizliğine sahibiz. Şimdi  keyfi pozitif bir sayı olsun. 1{( , )}n nS E 

=  , [ ] [ ]( , ( ) ))s sv S v  

ve [ ] [ ]( , ( ) ))s sv S v  ’ye yakınsadığında ve 1{( , )}n nS E 

=  esnek (soft) Cauchy dizisi 

olduğundan 1 ,m n N    2m n N   ve 3m n N    için  

            [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( , ( ) )) ( , ( ) ) ( ( , ), / 3)s s s s s sv S v u S u v u−                                  (3.1)                                                                    

                       [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( , ( ) ), ( , ( ) )) ( ( , ), / 3)s s s s s su S u v S v u v                           (3.2)                                 

                       [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( , ( ) ( , ( )) ( ( , ), / 3)s n s s m s s s su S u u S u u u−                     (3.3)            

olacak şekilde 1 ,N   2N   ve 3N   doğal sayıları vardır. Şimdi 

1 2 3{ , , }m n max N N N    olduğunu kabul edelim. Bu takdirde  
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

( , ( ) ))) ( , ( ) )) ( ( , ), / 3) ( ( , ), / 3) ( ( , ), / 3)

({ ( , ), ( , ), ( , )}, )

s s s s s s s s s s s s s

s s s s s s s s s

v S v v S v v u u u u v

v u u u u v

  

  

  − + +

=

  

eşitsizliğine sahip oluruz. Bu her 0  ve [ ]sv E  için 

                  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( , ( ) )) ( , ( ) )) ({ ( , ), ( , ), ( , )}, )s s s s s s s s s s s s sv S v v S v v u u u u v    −  

 Elde edilir. Bundan dolayı  

                    [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( , ( ) )) ( , ( ) )) ( ( , ),0)s s s s s s sv S v v S v v v  − =  dır.  

Bu ise [ ] [ ]s sv v=  olmasını gerektirir.  Sonuç olarak  [ ] [ ] [ ] [ ]( , ( ) )) ( , ( ) ))s s s sv S v v S v = dir. 

Tanım 4.1.3. (( , ), , )S E  esnek (soft) normlu uzay olsun. N   ve ,n m N   için 

eğer  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( , ( )) ( , ( )) ( ( , ), )s n s s m s s s sS S      −  

oluyorsa 1{( , )}n nS E 

=  esnek (soft) dizisine esnek (soft) Cauchy dizisi denir. 

Önerme 4.1.4. (( , ), , )S E  üzerinde esnek (soft) yakınsak her dizi esnek (soft) 

Cauchy dizisidir. 

İspat: (( , ), , )S E  esnek (soft) normlu uzayında 1{( , )}n nS E 

=   dizisi esnek 

(soft)yakınsak bir dizi olsun. 

Bu takdirde  [ ] [ ]( , ) ( , ( ))n s sS E S →  dir. Böylece 

[ ] [ ] [ ] [ ]( ( , ), ) ( ( , ),0)s s s s s       olacak şekilde N   sayısı vardır öyle ki 

,n m N   için  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( , ( )) ( , ( )) ( ( , ), / 2)s n s s s s s sS S      −  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( , ( )) ( , ( )) ( ( , ), / 2)s m s s s s s sS e S     −  

üçgen eşitsizliğinde N N   için N =   max ,n m  seçilirse  
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

( , ( )) ( , ( ) ( , ( )) ( , ( ))

( , ( )) ( , ( ))

s n s s m s s n s s s

s s s m s

S S S S

S S

       

   

− −

+ −
 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( , ( )) ( , ( )) ( ( , ), / 2) ( ( , ), / 2)s n s s m s s s s s s sS S         − +  

                                         [ ] [ ](( , ), )s s s    

ve böylece 
1{( , )}n nS E 

=
   (( , ), , )S E  üzerinde esnek (soft) Cauchy dizisidir. 

Teorem 4.1.4. (( , ), . )S E  bir tam normlu uzay ve : ( , ) ( , )K F A F A→  bir dönüşüm 

olmak üzere her 
[ ] [ ] [ ] [ ]( , ( )), ( , ( )) ( , )s s s sS S S E       için  

[ ] [ ] [ ] [[ ] [ ] [ ] [ ]]( , ( )) (( , (( , ( ) )) ( , () ))s s s s ss s sK S S SK S         −  −  

olacak şekilde bir (0,1)   sabiti bulunabiliyorsa K  ’nin ( , )S E  da bir tek sabit 

noktası vardır. 

İspat: 0( , )S E , ( , )S E  da keyfi esnek (soft) nokta olsun. 1{( , )}n nS E 

=  esnek (soft) 

dizisini aşağıdaki gibi oluşturalım: 

                       1( , ) (( , )) ( 0,1,2,...)n nS E K S E n+ = =  

Buradan K  nın esnek (soft) büzülme dönüşümü olduğunu ispatlamak için 0 1 

olacak şekilde    sayısının varlığını göstermeliyiz: 1n   için  

                              1 , 1( , ) ( , ) (( , )) (( , ))n n n nS S S S K K E f S E+ −− = −  

                                                                1( , ) ( , )n nS E S E −  −  

İndüksiyonla birlikte n=0,1,2,.. için  

                                   1 1 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )n

n nS E S E S E S E+ −  −   

elde edilir. Herhangi m n    için  

                            

1 1( , ) ( , ) ( , )) ( , ) ( , ) ( , )n m mn m n S E S E S ES E S E S E + −−  − + + −                                                                                              

1

1 0 1 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )n mS E S E S E S E  + − + + −  

 = 1 1

1 0( ) ( , ) ( , )n n m S E S E  + −+ + + −  
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1 0

0

1 0

( ) ( , ) ( , )

1
( , ) ( , )

1

n

n

S E S E

S E S E







=

 −

= −
−


 

Böylece 
1{( , )}n nS E 

=
dizisi ( , )S E  da esnek (soft) Cauchy dizisidir. ( , )S E tam esnek 

(soft) metrik uzay olduğundan ( , )S E  da 
[ ] [ ]( , ( ))s sS   elemanı vardır öyle ki    

1{( , )}n nS E 

=
  dizisi   

[ ] [ ]( , ( ))s sS   elemanına yakınsaktır. Böylece K  esnek (soft) 

sürekli dönüşümdür ve öte yandan ( )( , )nS EK  
[ ] [ ](( , ( )))s sK S  e yakınsaktır. 

Böylece  

                              [ ] [ ] [ ] [ ](( , ( ))) ( , ( )).s s s sK S S   =  

Şimdi  
[ ] [ ]( , ( ))s sS  elemanının tekliğini göstermeliyiz. İspat için aksini varsayalım 

yani 
[ ] [ ]( , ( ))s sS   den başka 

[ ] [ ] [ ] [ ](( , ( ))) ( , ( ))s s s sK S S      =  olacak şekilde bir 

diğer bir eleman 
[ ] [ ]( , ( )) ( , )s sS S E     var olsun. Bu takdirde 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( , ( )) ( , ( )) (( , ( ))) (( , ( )))s s s s s s s sS S K S K S          − = −  

                                                               
[ ] [ ] [ ] [ ]( , ( )) ( , ( ))s s s sS S       −  

Yukarıdaki eşitsizlikten    elde edilir, bu ise bir çelişkidir. Şu halde

[ ] [ ] [ ] [ ]( , ( )) ( , ( ))s s s sS S      olup esnek (soft) sabit nokta tektir.                            

Teorem 4.1.5. (( , ), , ),S E  üzerinde tam esnek (soft) normlu uzay olsun.  

1 2( , ) : (( , ), , ) (( , ), , )K K K S E S E= →  

esnek (soft) sürekli fonksiyon olmak üzere 

[ ] [ ]( , ( )) ( , )s sS S E    için  

                                [ ] [ ] 1 [ ] 2 [ ] 1 [ ] 1 [ ](( , ( ))) ( ( ), ( ( ))) ( ( ), ( ( )))s s s s s sK S K K S K S K     = =  

eşitliği sağlansın.  


[ ] [ ]( , ( )) ( , )s sS S E    ve  

                                                : ( , ) ( , )S E E +→  



21 
 

parametrik skaler değerli fonksiyonu için 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( (( , ( ))) ( , ( )) (( , ( ))) ( (( , ( ))))s s s s s s s sK S S S K S         − −  

eşitsizliği sağlanıyorsa 

[ ] [ ] [ ] [ ]( , ( )), ( , ( )) ( , )s s s sS u S u S E    için [ ] [ ]{ (( , ( )))}n

s sK S   esnek (soft) sabit bir 

kümeye yakınsaktır. 

İspat: 1 2( , )K K K=  ve  1 2( , )  =  alalım.   

[ ] [ ] 1 [ ] 2 [ ] [ ] [ ] [ ] 1[ ](( , ( ))) ( ( ), ( )), (( , ( ))) ( , ( ))s s s s s s s sK S K K K S S       = =  olsun.  

Benzer şekilde 1,2,3,...n =   için  [ ] [ ] [ ] [ ](( , ( ))) ( , ( )n

s s n s n sK S S   =  yazabiliriz.  

Böylece [ ] [ ] 1 [ ] 2 [ ] [ ]( (( , ( )))) ( ( ), ( ( ))) ( , )n

s s n s n s n s nK S S u t      = =  

hipotezin teoremdeki eşitliklerde kastedilen şartları sağlaması gerekir. Bu takdirde 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ](( , ( )))) ( , ( )) ( ( , ( )))) (( , ( )))s s s s s s s sK S S K S S         − +  

[ ] [ ] [ ] [ ]( (( , ( ))) (( , ( )))s s s sK S S       

2

[ ] [ ] [ ] [ ]( (( , ( )))) ( ( , ( ))))s s s sK S K S       

olup, bu yöntemi devam ettirirsek; 

1

[ ] [ ] [ ] [ ]( (( , ( ))) ( (( , ( )))n n

s s s sK S K S     +  

Elde ederiz. Bu da [ ] [ ]{ ( (( , ( )))}n

s sK S    dizisinin azalan ve reel sayıların nt  

dizisinin  azalan dizi olduğu anlamına gelir. Buradan t  olmak üzere [ ]su E   

için 

[ ] [ ] [ ]lim ( (( , ( )))) ( , ) ( )n

s s s
n

K S u t b E  
→

=    

ve açık olarak 
[ ]( , )su t  negatiftir. ,n m    ve m n  için 

1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ](( , ( ))) (( , ( ))) (( , ( ))) (( , ( )))n m n n

s s s s s s s sK S K S K S K S       +− −  

1 2

[ ] [ ] [ ] [ ](( , ( ))) (( , ( )))n n

s s s sK S K S   + ++ −  
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                                                                        2 3

[ ] [ ] [ ] [ ](( , ( ))) (( , ( )))n n

s s s sK S K S   + ++ −  

1

[ ] [ ] [ ] [ ](( , ( ))) (( , ( )))m m

s s s sK S K S   −+ + −

 

1

[ ] [ ] [ ] [ ]

1

(( , ( ))) (( , ( )))
i n

i i

s s s s

m

K S K S   
=

+

−

−  

1

[ ] [ ] [ ] [ ]( (( , ( ))) ( (( , ( )))n n

s s s sK S K S     +−  

1 2

[ ] [ ] [ ] [ ]( (( , ( ))) ( (( , ( )))n n

s s s sK S K S     + ++ −  

1

[ ] [ ] [ ] [ ]( (( , ( ))) ( (( , ( ))))m m

s s s sK S K S     −+ + −

 

[ ] [ ] [ ] [ ]( (( , ( ))) ( (( , ( ))))n m

s s s sK S K S     = −  

Böylece 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]lim (( , ( ))) (( , ( ))) ( ,0)n m

s s s s s
n

K S K S u   
→

− = . 

Esnek (soft) normlu uzayda her esnek (soft) yakınsak dizi esnek (soft) Cauchy dizisi 

olduğundan [ ] [ ]{ (( , ( )))}n

s sK S    nin esnek (soft) Cauchy dizisi olduğunu elde edilir. 

Hipotezden (( , ), , )S E  esnek (soft) normlu uzayının tam olduğunu biliyoruz. O 

halde   

[ ] [ ]lim (( , ( ))) ( , ( ))n

s s
n

K S x S x 
→

=   

olacak şekilde ( , ( )) ( , )x S x S E   vardır.                                                                     ■ 

Teorem 4.1.6. (( , ), , )S E  esnek (soft) normlu uzayının X  esnek (soft) metrik 

uzayında tam olduğunu kabul edelim.  

[ ] [ ] [ ],
: (( , ( )), ( , )) (( , ), , )s s sT B a S a a t S E →

‖ ‖
 

esnek (soft) büzülme dönüşümü olsun. 0 1   için 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ](( , ( ))) ( , ( )) (1 )( , )s s s s sK S S t     − −  

eşitsizliği sağlanıyorsa, bu takdirde [ ] [ ] [ ],
, (( , ( )), ( , ))s s sK B S t  

‖ ‖
   yuvarında bir tek 

sabit noktaya sahiptir. 
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İspat: 0 0r   olduğundan  [ ] [ ] 0 [ ]( ,0) ( , ) ( , )s s st t        olduğu açıktır. Bu takdirde  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 0(( , ( ))) (( , ( )) (1 )( , )s s s s sK S S t     − −  

yazılabilir. Şimdi K  dönüşümünü  

[ ] [ ] [ ] 0 [ ] [ ] [ ], ,
: (( , ( )), ( , )) (( , ( )), ( , ))s s s s s sK B S t B S t      →

‖ ‖ ‖ ‖
 

olarak tanımlayalım. Eğer 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 0,

( , ( )) (( , ( )), ( , ))s s s s su S u B S t  
‖ ‖

 ise 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

(( , ( ))) ( , ( )) (( , ( ))) (( , ( )))

(( , ( ))) ( , ( ))

s s s s s s s s

s s s s

K u S u S K u S u K S

K S S

   

   

− −

+ −

 
 

           
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( , ( )) ( , ( )) (1 )( , )s s s s su S u S t     − + −  

           [ ] 0 [ ] 0( , ) (1 )( , )s st t     + −  

           [ ] 0( , )s t=  

Buradan 
[ ] [ ] [ ] 0 [ ] [ ] [ ], ,

(( , ( )), ( , )) (( , ( )), ( , ))s s s s s sB S t B S t      
‖ ‖ ‖ ‖

 dir. Bu takdirde 

[ ] [ ] [ ] 0 [ ] [ ] [ ], ,
, (( , ( )), ( , )) (( , ( )), ( , ))s s s s s sK B S t B S t      

‖ ‖ ‖ ‖
 esnek (soft) kümesinde 

bir tek sabit noktaya sahiptir.                                                                                        ■ 

Tanım 4.1.7. (( , ), , )S E  ve  
'

(( , ), , )S E   sırasıyla  ve  üzerinde iki esnek 

(soft) normlu uzay olsun ve  

: (( , ), , ) (( , ), , )T S E S E →    

bir esnek (soft) dönüşüm olsun. Eğer her esnek (soft) ( , )S A   kümesi ( , )S E   da 

kapalı (ya da açık) ise T  dönüşümüne kapalı (ya da açık) dönüşüm denir. 

Teorem 4.1.8. (( , ), , ),S E  üzerinde tam esnek (soft) metrik uzay ve 

: ( , ) ( , )T S E S E→  her [ ] [ ] [ ] [ ]( , ( )), ( , ( )) ( , )s s s sS S S E          ve   0 1    için  mT   

aşağıdaki şartı sağlayacak şekikde bir esnek (soft) dönüşüm olsun: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ](( , ( ))) (( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))m m

s s s s s s s sT S T S S S           −  −  

Bu takdirde T   bir tek esnek (soft) sabit noktaya sahiptir denir.  
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İspat:
mT  ( , )S E esnek (soft) kümesinde bir tek sabit noktaya sahiptir. Öte yandan  

1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ](( , ( ))) ( (( , ( ))) (( , ( )))m m

s s s s s sT S T T S T S     + = =  

olduğundan [ ] [ ](( , ( ))), m

s sT S T   için sabit noktadır. mT  nin sabit noktası tek 

olduğundan 
[ ] [ ] [ ] [ ](( , ( ))) ( , ( ))s s s sT S S   =  dır.  

Şimdi sabit noktanın tekliğini gösterelim. 
[ ] [ ] [ ] [ ]( , ( )) ( , ( ))s s s sS S      olmak üzere 

[ ] [ ]( , ( ))s sS    diğer esnek (soft) sabit nokta olsun. Bu takdirde 

[ ] [ ] [ ] [ ](( , ( ))) ( , ( ))s s s sT S S      = . Bu şekilde devam ederek 

[ ] [ ] [ ] [ ](( , ( ))) ( , ( ))n

s s s sT S S      =  elde ederiz. Şu halde 
[ ] [ ] [ ] [ ]( , ( )) ( , ( ))s s s sS S     =  

dir.                                                                                                                                 ■ 
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4. UYGULAMALAR 

Bu bölümde tez çalışmasında elde ettiğimiz sonuçları destekleyici nitelikte 

örnekler sunulmuştur. 

Örnek 5.1. [0, ]X =   olsun. ( , )d x y x y= −  metriği ile birlikte 

{ : 0}E Q x Q x+= =    ve  ( , )S E  üzerinde esnek (soft) küme olsun. Her 

[ ] [ ]( , ( )) ( , )s sS S E    için 
[ ] [ ]( , ( )) [0, ]s sS e  =  olarak tanımlansın. 

, : ( , ) ( , {0})S E E +

 →   

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( , ( )) ( , ( )) { , },( )s s s s s s s sS S max          − = −  

ile tanımlanan dönüşümü göz önüne alalım. 

: (( , ), , ) (( , ), , )T F A F A →  esnek (soft) dönüşüm olup 

[ ] [ ] [ ] [ ]

1
(( , ( ))) / 4, ( / 4) 0,

4
( ) [ ]s s s sT S S   = =  

şeklinde tanımlansın. T  nin tanımından  

2

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

2 2

[ ] [ ] [ ] [ ]

((( , ( ))) ( ( , ( ))) ( (( , ( ))))

/ 4, ( / 4) / 4 , ( / 4 )( ) ( )
s s s s s s

s s s s

T S T T S T T S

T S S

     

   

= =

= =
 

dır. Tümevarım kullanılırsa;  

[ ] [ ] [ ] [ ](( , ( ))) / 4 , ( / 4 )( )m m m

s s s sT S S m   =   

Böylece 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
(( , ( ))) (( , ( ))) / 4 , ( / 4 ) / 4 , ( / 4 )( ) ( )m m m m m m

s s s s s s s s
T S T S S S         − = −  

                                                          
[ ] [ ] [ ] [ ]{ / 4 , / 4 }, / 4 / 4( )m m m m

s s s smax    = −‖ ‖  

                                                           
[ ] [ ] [ ] [ ]1

1 1
( { / 4 , / 4 },

4 4
)m m

s s s sm
max    

−
 = −‖ ‖  

 
[ ] [ ] [ ] [ ]

1
{ / 4 , / 4 },

4
( )m m

s s s smax     −‖ ‖   
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[ ] [ ] [ ] [ ]

1
( , ( )) ( , ( ))

4
s s s sS S    −‖ ‖ . 

Sonuç olarak 0 1   olacak şekilde 
1

4
 =  sayısı mevcut olduğundan T  bir tek 

esnek (soft) sabit noktaya sahiptir. 

Örnek 5.2. , [0, ]u v C a  ve olmak üzere  [0, ]s a  için [0, ]A C a=  olmak üzere 

0

( , ) ( ) ( )

x

d u v u s v s ds = −  

      
0

( , )

x

d u v uds =   

integral deklemlerini kullanarak aşağıdaki normu tanımlayalım : 

( )

0

( ) ( ) ( )1
4
( )

x

sG u u s ds h s= +  

 : [0, ] [0, ]G C a C a→  

[ ] [ ] [ ] [ ] ( ) ( )

1
( , ( )), ( , ( )) ( ) ( )

16
( )s s s s s s sS S G u G v    = −  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ](( , ( ))) (( , ( ))) (( , ( ))), (( , ( ))))(s s s s s s s s sT S T S T S T S          − =  

[ ] [ ] [ ] [ ]

1 1 1 1
( , ( )), ( , ( ))
4 4 4 4

( )s s s s sS S    =  

[ ] [ ] ( ) ( )

1 1 1
{ , }, ( ) ( )

4 4 4
( s s s smax G u G v  = − )  

[ ] [ ]

0 0

1 1 1
{ , }, ( ) ( ) ( ) ( )

4 4 4
( )

x x

s smax u s ds h s v s ds h s  = + − −   

[ ] [ ]

0

1 1 1
{ , }, ( ) ( )

4 4 4
( )

x

s smax u s ds v s ds  = −  

[ ] [ ]

0

1 1 1
{ , }, | ( ) ( ) |

4 4 4
( )

x

s smax u s ds v s ds  −  
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[ ] [ ]

0

1
{ , }, | ( ) ( ) |

4
( )

x

s smax u s ds v s ds   −  

[ ] [ ] [ ] [ ]

1
( , ( )), ( , ( ))

4
( )s s s s sS S    =  

böylece 
1

0 1
4

   olup T  bir büzülme dönüşümüdür. Bundan dolayı T  nin bir tek 

sabit noktası vardır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



28 
 

 

6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu yüksek lisans tez çalışmasında esnek (soft) kümelerin özellikleri 

kullanılarak Hosseinzadeh tarafından farklı bir bakış açısı ile tanımlanan esnek (soft) 

metrik uzay tanımı göz önünde bulundurularak esnek (soft) norm, esnek (soft) 

elemanların bu bakış açısıyla ifade edilmesiyle yeniden ifade edilmiştir.  Esnek (soft) 

normun tanımının yeniden ifade edilmesiyle esnek (soft) noktalar ve esnek (soft) 

parametrik skalerler arasındaki esnek (soft) hesaplamalar dikkate alınarak esnek 

(soft) hesaplamalar ve esnek (soft) anlamda büyüklük küçüklük ilişkileri kullanılarak 

esnek (soft) normlu uzaylarda esnek (soft) sürekli fonksiyonlar ve özellikleri, esnek 

(soft) dizi , esnek (soft) yakınsak dizi , esnek (soft) Cauchy dizisi gibi kavramlar 

ifade edilmiş ve bu kavramların bazı özellikleri verilmiştir. 

      Literatürde yer alan Banach sabit nokta teoremi esnek (soft) normlu uzaylarda 

farklı bir bakış açısı ile yeniden incelenmiş ve ispat edilmiştir. Banach sabit nokta 

teoreminin esnek (soft) normlu uzaylarda ispat edilmesinin ardından esnek (soft) 

normlu uzaylarda çeşitli esnek (soft) sabit nokta sonuçları ispatlanmıştır. Ayrıca 

ispatladığımız teoremleri gerçekleyen bazı örnekler sunulmuştur. 

       Bu yüksek lisans tezinden elde edilen sonuçlardan farklı olarak literatürde yer 

alan Suzuki, Meir Keller ve Ciric tarzında farklı sabit nokta teoremleri ifade ve ispat 

edilebilir. 

Ayrıca esnek (soft) devirli dönüşümler ve esnek (soft) devirli büzülme dönüşümleri 

esnek (soft) normlu uzaylarda verilerek esnek (soft) normlu uzaylarda çeşitli esnek 

(soft) sabit nokta sonuçları elde edilebilir. 

Bununla birlikte esnek (soft) kompaktlığın esnek (soft) normlu uzaylarda 

incelenmesiyle bu tez çalışması farklı yönlerde gelişme gösterecektir. 
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