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1. GIRIS

Esnek (soft) kiime kavramindan ilk olarak Rus matematik¢i Dmitri Molodtsov
[1] 1999 yilinda ‘Soft Set Theory-First Result’ adli calismasinda bahsetmistir.
Molodtsov’un bu calismast esnek kiime teorisi alaninda calisanlar igin temel
Ozellikleri barindiran bir ¢alisma olmasindan dolay1 6nem tagimaktadir. Esnek kiime
teorisi belirsizliklerle ve acik olarak tanimlanmamis nesnelerle ilgili olan yeni bir
genel matematiksel arag¢ olarak literatiirde yerini almistir. Esnek kiime kavraminin
tanimlanmasindan bu yana bilgisayar bilimleri, miihendislik bilimleri, fen ve ekonomi

gibi pek cok alanlarda teorinin uygulamalart sunulmustur.

Esnek kiime teorisinin cebirsel ve topolojik ozellikleri birgok matematikei
tarafindan calisilmistir. Maji, Biswas ve Roy [2], [3] esnek kiimeler {izerinde cebirsel
islemler lizerinde ¢aligmislardir. Esnek topolojik uzaylar ilk olarak 2011 yilinda Shabir
ve Naz [4] tarafindan tanimlanistir. Ayrica esnek topolojik uzaylarin bazi 6zellikleri
Aygiinoglu ve Aygiin [5], Cagman, Karatag, Enginoglu [6], Georgiou, Megaritis,
Petropoulos [7] ve Zorlutuna, Akdag, Min [8] tarafindan incelenmistir. Ayrica Esnek
Hausdorff uzaylarin 6zellikleri Varol ve Aygiin [9] tarafindan ‘On Soft Hausdorff
Spaces’ baslikli ¢alismada incelenmistir. Esnek kiimelerin, esnek doniisiimlerin ve
esnek stirekli doniistimlerin 6zellikleri ise Aras, Posul [10], Aras, Sonmez Cakall1 [11],

Zorlutuna, Cakir [12] ve Majumdar, Samanta [13] tarafindan ¢alisilmistir.

Diger taraftan simplisel yap1 olarak simplisel kiime, simplisel grup, simplisel
cebir, modiil, kros modiil, 2-kros modiil, vs gibi kavramlar matematikte topolojik ve
cebirsel agidan oldukca 6nemli yere sahip bir caligma alanidir. Literatiirde yer alan

caligmalar aragtirmacilara 11k tutmaktadir [14-17].

Simplisel kiimeler 1950 yilinda Samuel Eilenberg ve Joseph A. Zilber [14]
tarafindan ortaya atilmistir. Her simplisel kiime “geometrik realizasyon” olarak bilinen
bir topolojik uzay1 verir. Literatiirde simplisel kiimelerin kategorik tanimiyla ve
geometrik simplekslere dejenere ve yliz doniistimlerinin uygulanmasiyla ifade edilmis
cesitli tanimlamalariyla karsilagiimaktadir. Bununla birlikte simplisel yapilardan
simplisel kiimelerle ilgili ¢alismalar ¢esitli matematikciler tarafindan literatiirde
kazandirilmig olup, bu ¢alismalar gliniimiizde dijital goriintiiler gibi farkli uzaylarda

da yiiriitiilerek bu alanda gelisme saglanmistir [18-22].



Birden fazla simpleksin belli kosullar altinda bir araya gelmesiyle olusan
simpleksler komplekslerdir. Simpleksler komplekslerden 1967 yilinda J. Peter May
“Simplicial objects in Algebraic Topology” [23] adl1 kitabinda bahsetmistir. May’in
bu kitab1 simplisel yapilarla ilgili temelleri i¢ermesi agisindan 6nem tasimaktadir.
Ayrica Massey’ in ‘Algebraic Topology: An Introduction’ [24] adli kitab1 ve
Munkres’in ‘Topology A First Course’ [25] adl1 kitab1 simplisel yapilarin topolojik ve
cebirsel Ozelliklerinin incelenmesinde arastimacilara 151k tutacak temel kaynaklar

arasindadir.

Bu tez ¢alismasinda bir parametre kiimesi ile birlikte esnek kiimeler g6z 6niine
alinarak esnek simplekslerden esnek simplisel kiime, esnem sipmleksler kompleksler
incelenmis, dejenere ve yliz doniisiimlerinden faydalanarak esnek simplisel homotopi
ile ilgili baz1 6zellikler verilmistir. Esnek simplisel yapilarin incelenmesinde [22], [26]
calismalarindan yararlanilmistir. Ayrica esnek noktalar kullanilarak Klein sisesinin

¢izim agamalar1 uygulama olarak sunulmustir.



2. GENEL BILGILER
Bu boliimde esnek kiime teorisi ile ilgili temel kavramlardan bahsedilmistir.
2.1. Esnek Kiime Teorisi

Bu alt boliimde esnek kiimeler ve esnek topolojilerle ilgili temel tanimlar ve 6zellikler

verilir.

A nesnelerin evrensel kiimesi ve E, 1" ’deki nesnelerle ilgili parametrelerin kiimesi

olsun. P(.¥"), A ’in kuvvet kiimesini gostersin ve A, B < E olsun.

Tamim 2.1.1. [1] ¥ evrensel bir kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun. P(.1"),

A ’in kuvvet kiimesi ve A C E olmak iizere;
F:A— P(Y)
ise (F,A) cifti .1° lizerinde bir esnek kiime olarak adlandirilir.

Herhangi bir (F, A) esnek kiimesi, her e€ A igin F(e)#< ve her ec E\ A i¢in

F(e)=9 olmakiizere (F,E) seklinde bir esnek kiimeye genisletilebilir.
Tanmm 2.1.2. [2] (F,A) ve (G,B), A izerinde iki esnek kiime olsun.

i) AcC B, ve
ii) Her ae€ A i¢in F(a) £ G(a) ise

(F,A) ’ya (G,B) ’nin esnek alt kiimesidir denir ve (F,A)Z (G,B) ile gosterilir.
(F,A), (G,B) ’nin esnek alt kiimesi ise (G, B)’ ye (F, A) 'nin esnek iist kiimesi denir

ve (G,B) D (F,A) ile gosterilir.

Tanmm 2.1.3. [2] .1 iizerinde iki (F,A) ve (G, B) esnek kiimesinin kesisimi (H,C)
esnek kiimesidir. C=ANB ve VceC olmak lizere H(c)=F(c)nG(c) dir. Bu

kesisim (F,A) N (G,B)=(H,C) ile gosterilir.



Tamm 2.1.4.[2] . {izerinde iki (F, A) ve (G, B) esnek kiimesinin birlesimi yine bir

esnek kiimedir. C=AUB ve Ve eC igin,

F(¢), e€A-B
H(e)=:G(¢), eeB-A
Fe)yuG(e), ee ANB.

Bu bagint1 (F,A) O (G,B) =(H,C) ile gosterilir.

Tanm 2.1.5. [2] (F,A), A iizerinde bir esnek kiime olsun. (F,A) ’nin relatif
timleyeni (F,A)" olarak gosterilir ve F° :A—>P(t) , her ae€A igin
F‘(a)=A—-F(a) ile verilen bir donlisim olmak iizere (F,A)" =(F‘,A) ile
tanimlidir.

Tanmm 2.1.6. [2] (F,A) ve (G,B), A lzerinde iki esnek kiime olsun. Bu takdirde

(F,A)—(G,B) = {(x, F(x): F(x)¢G(B), x¢ B} esnek kiimesidir.

Tamm 2.1.7. [2] .7 lizerindeki bir (F, A) esnek kiimesi Va € A i¢in F(a)=O ise

bir bos (null) esnek kiime olarak adlandirilir ve @ ile gosterilir.

Tamm 2.1.8. [2] . lizerindeki 4 mutlak esnek kiimesi Vae A igin F(a)=24

olacak sekilde tanimli1 bir (F, X) esnek kiimesidir.

Tamm 2.1.9. [11] (F, A) & iizerinde bir esnek kiime olsun. (F, A) esnek kiimesi,
bir ae Aigin, F(a) = {x} vetiim a'e A—{a} i¢in F(a') = ise bir esnek nokta

olarak adlandirilir, (xa, A) ile gosterilir.

Tanim 2.1.10. [27] A ¢ E parametrelerin bir kiimesi olsun. (a, r) siraliikilisi, » € R
ve a € A ise esnek parametrik skaler olarak adlandirilir. (a, r) parametrik skaleri

r > 0 ise negatif olmayan olarak adlandirilir. (a, r) ve (b,r") iki esnek parametrik
skaler olsun. r>r" ise(a, r) 'nin (b,r") az olmadig1 sdylenir ve (a, r)Z (b,r)
olarak gosterilir.

Tamm 2.1.11. [27] Ac E parametrelerin bir kiimesi olsun. (a, r) ve (b,r") iki

esnek parametrik skaler olsun. Bu takdirde esnek parametrik skalerler arasindaki

4



toplama ve esnek parametrik skalerler lizerindeki skalerle carpma asagidaki gibi

tanimlanir:
(a, r) + (b, ') = ({a, b}, r + r'), veV AeRi¢inA(a, r) = (a,Ar).

Tamm 2.1.12. [4] 7, & lizerinde esnek kiimelerin bir koleksiyonu ve E parametre

kiimesi olsun. Bu takdirde 7 asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa . iizerinde bir esnek

topoloji olarak adlandirilir.
i) ©, = (F, /l/)ef,
ii) 7 daki herhangi (keyfi) sayida esnek kiimelerin birlesimi 7 ya aittir.
iii) 7 daki herhangi iki esnek kiimenin kesisimi yine 7 ya aittir.
(&, 7, E) igliisiine ¥ iizerinde bir esnek topolojik uzay denir.

Tamm 2.1.13. [4] (.¥',7,E) .t lizerinde bir esnek topolojik uzay olsun. Bu takdirde

7 nun elemanlarina " de esnek (soft) acik kiimeler denir

Tamm 2.1.14. [4] (¥, T,E) . iizerinde bir esnek topolojik uzay olsun. (F,A) A&
tizerinde bir esnek kiime, (F, A)° esnek tiimleyen kiimesi 7 ya ait ise %" lizerindeki

(F,A) esnek kiimesi esnek kapali olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.15. [28] (¥,7,E) .t iizerinde esnek topolojik uzay, (F, E), &’
tizerinde bir esnek kiime olsun. Bu takdirde xe(G, E)g(F , E) olacak sekilde
(G, E) esnek kiimesi varsa (F , E) esnek kiimesine x e.?” noktasinin esnek
komsulugu denir.

Tammm 2.1.16. [11] (¥, T,E) ve (V, 7', E) iki esnek topolojik uzay olsun.
f: (&, 7,E) > (¥, 7, E) bir déniisim olsun. (f(xe), E) nin her bir
(H, E) esnek komsulugu icin f((F, E))C(H, E) olacak sekilde (xe, E) nin bir
(F , E ) esnek komsulugu mevcutsa bu takdirde f doniisiimiine (xe, E ) de esnek

siirekli doniisiim denir.



Lemma 2.1.17. [11] (.¥',7,E) esnek topolojik uzay olsun. 1, :. 4+ —.F birim

dontistimii esnek stirekli olmak zorunda degildir.
Ispat: &' ={h.l.h}, E={e.e,} ve T ={$, T ,(F,E).(F,, E),(F, E),(F,,E)} ve
' ={¢, (G, E),(G,,E), (G,,E),(G,,E)}, v uzerinde iki esnek topolojik uzay ve

(F,,E),(F,,E),(F,,E),(F,,E),(G,,E),(G,,E),(G;,E),(G,,E), A flzerinde esnek

agik kiimeler olmak iizere,

Fi(e) ={h},F (&) ={h}, F,(e) ={h,, l,}, F(e) ={l}, F,(e,) ={h., b}, Fy(e)) ={ Ny},
Fi(e,) ={h.h,}, F,(e) =3, F,(e;) ={h};

ve

G(e)={h}, G (&) ={h}, G,(e) ={h,, I}, Gy(e,) ={h,h,}, Gs(e) ={hy, h},
Gi(e,) =4, G, (e) ={h,},G,(e ) ={h,h,}

olarak tamimlansm.

S (G, E) ={(e, {h, ), (e,, D)}y & (X, T,E) Ve

F(G,. E) ={(e;.{ ). (e,.{ B, )} & (X, T, E) dir.

Bundan dolay1 1,.: % — % déniisiimii esnek siirekli degildir.

Tamm 2.2.18. [4,9] (.F,7)bir esnek (soft) topolojik uzay ve x# y olacak sekilde
x,ye A olsun. xéF,, yEG, ve F, "G, =® olacak sekilde F, ve G, esnek agik
kiimeleri mevcutsa (.2,7) esnek topolojik uzay1 esnek (soft) Hausdorff uzay: veya

esnek (soft) 7, uzay1 olarak adlandirilir.



2.2. Simpleksler Yapilar

Bu alt bolimde afin kiime, simpleksler ve simpleksler komplekslerle ilgili temel

kavramlar hatirlatilacaktir.

Tanmm 2.2.1. [23, 25] A bir kiime olmak {izere Vx, yeA,te[O,l] igin

(1-t)x+1ry € A oluyorsa A ya konveks kiime denir.

Tanm 2.2.2. [23, 25] A Euclid uzaynin bir alt kiimesi olsun. Her farkli x,y e A
elemanlari i¢in x ve y tarafndan olusturulan dogru A 'da bulunuyorsa A'ya afine alt

kiime denir.

Tamm 2.2.3. [23, 25] a,,q,,...,a, R" de noktalar olsun.q,,q,,...,a,,, noktalarinin

> 'm

afine kombinasyonu

Zti =1 seklinde tanimlanir.

i=1

x=t,a,+ta,+1,a

m-"m?

>¥'m

t,20,i=0,..m dir. Yani

a,,q,,...,a, noktalarinin konveks kombinasyonu afin kombinasyonudur &yleki

ZII. =lvet,20i=0,..m

i=1

xX=t,a,+ta, +t,a

m-—"m?

Tamim 2.2.4. [23, 25] R" de { q,.q,....,a,, } noktalarmin sirali kiimesini ele alalim.

{a,—-ay,a,—a,,..,a,—a,} kiimesi R" vektor uzayinin lineer bagimsiz alt uzayi ise

>"m

{a,.qa,,...,a, } sirali kiimesine afin bagimsizdir denir.

Tamm 2.2.5. [23, 25] {a,,q,,...,q,,}, R" de afin bagimsiz alt kiime olsun. Bu alt
kiime tarafindan gerilen konveks kiimeye m— simpleks denir. |[a,,aq,,...,a, ] ile

>'m

gosterilir. (a, ler koseler olarak adlandilir.)

Tammm 2.2.6. [23, 25] Sonlu simpleksler kompleksi K asagidaki 6zelliklerini
saglayan sonlu simpleksler kolleksiyonudur.

i. peK ise p ninyiiziide K ya aittir.

ii. p,reK ise bu iki simpleksin ara kesiti ya bostur ya da bu iki simpleksin ortak

yliziidiir.



Tamm 2.2.7. [23, 25] Bir simpleksler kompleksi K bos kiime ise K nin boyutu —1
dir. Bir simpleksler kompleksi K da m— simpleks var olacak sekilde m en biiyiik

tam say1 ise K nin boyutu m dir.

Tamm 2.2.8. [23, 25] Simpleksler kompleksi K ya ait koseler kiimesi iizerinde bir
siralama var ise K ya yonli simpleksler kompleksi denir.

Tanim 2.2.9. [23, 25] K bir simpleksler kompleksinin geometrik realizasyonu | K |

tiim simplekslerin birlesimi olarak tanimlanir. Yani

KEUs

sekK

Tanmm 2.2.10. [23, 25] K ve L simpleksler kompleksi olmak iizere, F :K — L
simplisel doniistimii, K nin {v;} noktalarmin teskil ettigi koselerini {vio,...,vl.k} K
nin k —simpleksi ise, bu takdirde { f (vio )seees | (vik)} Lde ki k, —simpleksin (birim
olmasi gerekmeyen) biitiin koseleri olacak sekilde L nin {f(v;)} noktalarinin teskil

ettigi koselerine gotiirerek belirlenir.

Boyle bir F:K°— I’ fonksiyonunun verildigi diisiiniilirse, F:K — L her bir

k — simpleksi tizerindeki lineer interpolasyonla belirlenir. ( x € K Vi, ile gerilen

m
k —simpleks in barisentrik koordinatlarinda 7, €Z olmak tzere X=Zt Vi, ile
=1

m
belirlenebiliyorsa, bu takdirde f(x)= Zt if (Vij) ). Boylece elde edilen F: K — L
=

fonksiyonu siireklidir.

Tamm 2.2.11. [23] Bir n— simpleksi verilsin, bu n— simpleksin (n—l)—boyutlu

ylzleri elde edilmek istenirse, bu ancak yiiz doniisiimleri ile bulunur. Bu durumda
standart n-— simpleksi tlizerinde A goz ardi edilen terimi gostermek {izere

dj[O,...,n] :[O,...,}',...,n] olacak sekilde tanimhi n + 1 tane d,,...,d, yliz doniistimii
vardir. O halde d; nin [0,...,n] e uygulanmastyla j kosesi kaybedilerek (n—1)-
yiz bulunmus olur. Her bir d; nin n— simpleksi onun yiizlerinden birine
gotiirdiigiine dikkat etmek 6nemlidir; nokta kiime topolojisi veya simplisel doniisiim

anlaminda alt1 ¢izilen bir sey yoktur.

Tamm 2.2.12. [23] Dejenere doniisiimler bir anlamda yiiz doniisiimlerinin kavramsal
olarak tersi seklindedir. d; yiiz doniigiimii 7~ simpleksin (n—1)—boyutlu yiizlerini
elde etmemizi saglar. s; dejenere doniisimi ise n— simpleksten n+1— simpleks

elde etmemizi saglar. Herhangi bir 7 — simpleks verilsin.



8i[VosViseees Vil =[VgsViseees V5 V55,1, ] ile tammlt n+1— tane s, 5,,...,s, dejenere
dontistim vardir. Diger bir ifadeyle s, noktasini temsil eden ;. kosenin

tekrarlanmasiyla n — simpleksten n+1— simpleksi verir.
Dejenere donistimler, 5;5; = § +15i simplisel bagintisini saglar. Gergekten,
sl.sj[vo,vl,...,vn] =[vo,vl,...,vi,vi,...,vj,vj,...,vn] = s‘jﬂsi[(vo), V)seees W]
Bununla birlikte yiiz ve dejenere operatorler arasinda bazi bagintilar vardir.
d;s; :Sj—ldi i<j
d;s;=d;,s;=id
d,-Sj :sjdi_1 i>j+1
Tanim 2.2.13.[23] A, X, X,,... dizilerinden olusan bir simpleks kiime, her bir i ve
n>0, ve 0<i<n olmak iizere,
dd,=d; d;, i<j
ds;=s,,d;, i<j

S.=id

JH7J

djsjzd

ds;=s;d_, i>j+1

;8 ; :SjHSl-,lS]

olacak sekilde herbir i igin d,: X, > X, | ve s5,: X, > X, fonksiyonlarindan

olusur.

Tanim 2.2.14. [23] Her bir 0<i < p igin
doho =f

d,.h,=g @

p+1""p
dh,=h,_d; i<jise

d. . h

il

j+ dj+1hj

dh =hd_ i>j+1 (2)



sihy=h;,s; <]
shy=hs,_,  i>j+1  (3)

olacak sekilde i, =h”: K, — L, , fonksiyonlari mevcutsa f,g:K — L simplisel

p+1

doniistimleri homotopiktir.
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3. MATERYAL VE YONTEMLER

3.1 Esnek Simpleks Yapilar
Bu boliimde esnek (soft) simpleksler yapilarin olusturulmasi verilmistir.

Tammm 3.1.1. E bir parametre kiimesi ve U evrensel kiime, AcCE ve
F:A— P(U)olmak iizere, (F,A)={(x,F(x))|xe A, F(x)e P(U)} bir esnek kiime

olsun. PcZ" olmak luzere

(Fsp):{(p()aF(pO))a(pl’F(pl))’-(pm7F(pm))}g(Zn’F(Zn)) asagldaki
ozelligi sagliyorsa, yani

(po.F(p)), (P, F(p)),....(p,.F(p,)) farkli esnek noktalar a, € A ve ¢ €Z igin,

(a;,t;) parametrik skalerler olmak iizere

i(anti)(pi,F(p,-)) = (ai,O),Zn:(ai,ti) =(a;,0)

iken
(ay.1y) =(ay,t) =---=(a,,t,) =(a;,0)

oluyorsa (F, P) ye esnek simpleks denir.

(F,P)=((pgs F(p)s(Pis F(P))s-os (P F(P,)))

ile gosterilir, burada m , esnek simpleksin boyutu olarak adlandirilir.

Tanmm 3.1.2. E bir parametre kiimesi ve X evrensel kiime, AcCE ve
F:A— P(X) olmak uzere, asagidaki ozellikleri saglayan

(F, P)={(Po: F(Po)), (1 F(P))s s (P, F (P, )} < (Z", F(Z7)) esnek

m— simpleksinin sonlu koleksiyonu olan (F , K ) ya esnek simpleksler kompleks

denir.

i) (F,S)e(F, K) ise (F,S) nin yiizi de bu esnek simpleksler
kompleksine aittir.

ii) (F.S) ve (G.T)e(F,K) iken SNT =M ve VmeM igin
H(m) = F(m)NG(m)olmak iizere (H, M )esnek bos kiimedir ya da
(F, S)ve (G, T)nin ortak bir esnek simpleksi vardir.

Bir (F, K) esnek simpleksin boyutu, igerdigi en biiyiik boyutlu esnek simpleksin

boyutuna esittir.
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(x1,E(x1)) (x5,F(xs))

(x7,F(x7))

(x2,F(x2)) - j Gt

(x13,F(x13)) (x8,F(x8))

(x10,F(x10))
(x3,F(x3)) (x12,F(x12))

dim(F,K)=3

Sekil 1 Esnek Simpleksler Kompleksler

Asagida bazi Esnek Simpleksler Kompleks 6rnekleri ve tiggenlenebilen uzay
modellemeleri verilmistir.

(x1,F(x1)) (x3,F(x3))
b (x3,F(x3)) 4
(x1,F(x1)) (x1,F(x1))
(x2,F(x2)) (x3,F(x3))
.-—-. //ﬁ:ﬂx‘» (x6.F(x6))
(x1,F(x1)) (x2,F(x2)) (x2,F(x2))

(x2,F(x2))

(x2,F(x2)) (x1,F(x1))
4))
(x1,F(x1)) wwa\\
- mn
(x3,F(x3))

Sekil 2 Bazi Esnek Simpleksler Kompleksler ve Uggenlenebilen Uzay Modellemeleri




4.ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde birim doniigiimiin esnek siirekli olmamasindan dolayr simplisel
doniistimlerde tanim ve gorlintli kiimelerinde ayin esnek topolojinin mevcut oldugu

varsayilmistir.

Tamm 4.1.1.(x, F(x)), |(F,K)| ¢ok yiizliisiiniin bir noktasi ise, bu takdirde agik
olarak (x,F(x)), koseleri (&, F())....(ar,, F(,)) olan (F,K) mnm bir esnek
simpleksinin i¢indedir. Bu takdirde her bir i i¢in a;,, > (a;,0) ve Z(ai,tl.) =(a,l)

olmak tizere
(X, F(x)) =Y (a,.1;)(;, F(a)) .
i=0

Eger (v,F(v)) (F,K) nin keyfi bir kosesi ise, (x,F(x)) in (v, F(v)) ye gore
tv,F(v)), (x,F(x)) barisentrik koordinatini (agirlik merkezi) eger (v, F'(v)) nin bir

kdsesi ise 1, p, (X, F(x)) =(a;,0) olarak tanimlanan, ve (v, F(v)) =(e,, F(,))

ise 1, poy (X F(x))=(a,,t,) dir.
Lemma 4.1.2. |(F,K)| esnek Hausdorff uzayidir.

Ispat 4.1.3. | (F,K)| da (x,, F(x,))# (x,, F(x;)) olmak iizere iki esnek noktay:
g6z oniine alahm. Bu takdirde 7, ((x,, F'(x,)) #,((x;, F(x,)) olacak sekilde bir v
kosesi vardir. Bu iki esnek nokta arasinda kalacak sekilde a € K, r € R olmak tizere

(a,r) parametrik skalerini segelim.

Bu takdirde,

{CFO)|t,((u Fo)<(a,n}  ve {6 F(0)]t,((x, F(x)) = (a, 1)}
kiimeleri swrastyla (x,, F'(x,)) ve (x,F(x)) i igeren esnek agik kiimelerdir.

Ustelik bu iki esnek acik kiime ayriktir. Bdylece (F,K) esnek cok yiizliisiiniin

geometrik relizasyonu olan | (F, K)| bir esnek Haussdorff uzayidir.

Tanim 4.1.4. K ve L parametre kiimeleri F': K — P(K) ve G:L— P(L) olmak
tizere (F,K) ve (G,L) geometrik esnek simpleksler kompleksi ise,
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f:(F,K)—>(G,L) esnek simpleksler doniisimii (F,K) nin {(v;,F(v;))} esnek
noktalarmin teskil ettigi kdselerini [(vi0 v (vio s (v, S F(v; )] (F,K) nin esnek
m — simpleksi ise, bu takdirde f((vi0 F (Vio s (v, S F(v; ) (G, L) de ki esnek
m— simpleksin biitiin koseleri olacak sekilde (G,L) nin {f(v,,F(v;))} esnek

noktalarinin teskil ettigi kdselerine gotiirerek belirlenir.

Onerme 4.1.5. f:K —>P(K) G:L—>P(L) olmak iizere (F,K) ve (G,L)
esnek simpleksler kompleksler, f :(F,K)— (G, L) esnek simpleksler doniisiimii,
(F,K) nm (v, ,F (v, )),.... (v, , F(v, ) seklindeki esnek noktalarmin kdselerini
(G,L) de Ki, f(ViO,F (v, Dsees f (v, ,F (v, ) esnek m— simpleksinin biitiin

koselerine gotiirsiin.

n
Bu takdirde f doniisiimii xX= Z(ai L) F () ise
i=0

12

g(x)= Z(a. t,)f (v, F(v;)) olacak sekilde g:|(F,K)—|(G,L)| esnek siirekli
i=0
dontisiimiine genisletilebilir.

Ispat 4.1.6. (G,L) nin f(v,,F(v,)),.... f (v, ,F(v,)) Kkoselerinin farkli

olmamasina ragmen (G, L) nin bir 7 simpleksi gerdigini hipotezden not edelim.

g(x) ifadesinde terimleri topladigimizda kat sayilart non-negatif ve toplami (a,,1)
olacaktir. Dolayisiyla g(x), 7 nun f(ViO,F v, Dseees f (v, ,F (v, ) tarafindan
gerilen n— simpleksi olan o simpleksini stirekli olarak
S FW ) f (v, F(v,)) késesine gotiiriir. ¢ doniisimii o dan 7 igine
esnek siirekli bir déniisiimdiir. Bu takdirde g :|(F,K) || (G,L)| doniisiimii olan

esnek stirekli bir doniigtimdiir.

Lemma 4.1.7. Esnek simpleksler doniisiimlerin bileskeleri de esnek simpleksler

doniisiimdiir.
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Ispat 4.1.8 g:|(F,K)|>|(G,L)| ve h:|(G,L)|>|(H,M)| esnek simpleksler

n
doniisiim olsun. Tanimdan, X = Z(ai,ti)(vi,F (v;) : (F,K) nn esnek koseleri,
i=0

g(x):gm,-,r,-)f(vi,F(v,-)).

Simdi aym1 formil (F,K) nin bir esnek simpleksinin koselerinin kiimesi

S FW))sor f (v, , F(v,)) oldugu siirece f(v,, F(V, )., f (v, , F (v, ))

n
ler farkli olmasa bile gegerlidir. Vi i¢in x = Z(ai’ti)(vi’ F(v;) ve (a;,1,)>0 igin

=0 i
Z(ai,ti) =13 (vy, F(vy)) =(v;, F(v))) oldugunu ve (v,F(v,))= v,,F(v,))

koselerinin farkli oldugunu kabul edelim.

x={ag,a } 1y +1) Vo, F(v)) +(ay,1,) (v, F () +... 4 (@, 1,) (v, F(v,)) 5

tanimindan

g(x):((a(),to)+(aptl))g(v()’F(vo))+(a2a[2)g(vzaF(Vz))+"'+(an’tn)g(vn’F(Vn))
:({ao’al}oto+t1)g(voaF(Vo))+(a2,t2)g(vz,F(Vz))+"'+(an7tn)g(vnaF(Vn))

= i(ai’ti)g(vi’ E@,)).
i=0

Buradan her iki tarafa h uygulayarak
h(g(x))= h(z (ai’ti)g(vi’ F(Vl))) = (Z(“i’ti)h(g(vi, F(Vl))))

elde edilir. Boylece ho g donilisiimiiniin bir esnek simpleksler doniisiim oldugu

sonucuna varilir.

Lemma 4.1.9. "(F,K) nn (v,,F(v)),...,(v,, F(v,)) koseleri (F,K) nmn bir
esnek simpleksini gerer ancak ve ancak f(v,, F(vy)),..., f(v,,F(v,)) (G,L) nin
bir esnek simpleksini gerer." ifadesi saglanacak sekilde f :(F,K)— (G,L) bijektif
bir esnek doniisiim olsun. Bu taktirde g:|(F,K)|—|(G,L)| dogrulan esnek

simpleksler doniisiimii bir esnek homeomorfizm veya esnek izomorfizmdir.
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Ispat 4.1.10. (F,K) nin her bir o esnek simpleksi, o ile ayn1 boyutta (G, L) nin
7 esnek simpleksine doniistiiriiliir. ™' kose eslemesiyle dogrulan Ah:7 — o lineer

dontigiimiin g:0— 7 donlisimiiniin  tersi oldugunu gostermek yeterlidir.
n

x=>(a, 1)V, F(v;) ise bu takdirde g(x)=> (a,t)fV,F,) .
i=0

Tanimdan,

h(g(x)) :h(z(ai’ti)f(vi’F(Vi)))
:Z(ai’ti)f_l(f(vi’F(Vi)))

= (a,1)(v, F(v))) = x

Tanim 4.1.11. Esnek n— simpleks verildiginde bu esnek n— simpleks (n—l)

boyutlu yiizlerini elde etmek esnek yiliz dontisiimleri ile saglanir. Bu durumda A
gdzardi edilen terimi gostermek iizere,

d; [(vg, F(v)), v, F(v)sees 0, FO D] = [V, F (), oot v, F (V)5 (0, F (V)]

olacak sekilde tanimli n + 1 tane d,, d,, ..., d, esnek yliz doniislimii vardir.

Yani [(vo, F (vo)), . ,(vn, F(v, ))] esnek simpleksine d; nin uygulanmasiyla

(vj, F (vj )) esnek noktasinin teskil ettigi kose silinerek (n - 1)— yiiz bulunmus

olur.

Esnek yiiz doniisimlerinin sagladig1 bazi baglantilar vardir. i < j olmak {izere
dd, =d;  d,.

Gergekten,

dd [(vy, F(vy))seers 0, s FON] =[5, F(g))s ety Vi FW))s ety (V1 F (V) (0, F (V)]

(Vo> F(Vg))s-ees v, FV D] =d, A [ (Vg F (V)5 oes (v, F (V)]

Tanmim 4.12. Esnek dejenere doniisiimler kavramsal olarak esnek yliz doniisiimlerinin
tersi seklindedir. d; — esnek yiiz doniisiimii esnek 7 — simpleksin (n—1)—boyutlu

yuzlerini elde etmemizi saglar. s; esnek dejenere donisimi ise esnek 7—
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simpleksten esnek 7n+1— simpleks elde etmemizi saglar. Herhangi bir esnek n—
simpleks verilsin.

$; [ Fv)), v, F(W), s (v, F (V)]

=W FWe)), v, FG))os Vi, F (V) (v, F (V). (v,, F(v,))]

ile taniml1 (n+1) tane s, s,,...,s, esnek dejenere doniisiim vardir. Diger bir ifadeyle
s; esnek noktayr temsil eden j. kdsenin tekrarlanmasiyla esnek n— simpleksten

esnek 7n+1—simpleksi verir. Esnek dejenere doniistimler,
$;8; =S ;,15;
simpleksler bagintisini saglar.

Gergekten,

88 [ (vos E (V) Vi, F(W))s s (v, F (V)]
=[e, F (Vo)) Vs F(W))seees Vi F(v,)), (Vi F (V) v, FO (V1 F (V)5 (v, F (V)]

= sj+1sl.[(v0, Fy)), v, F(v)),....(v,, F(v,))]

Bununla birlikte esnek yiiz ve esnek dejenere operatdrler arasinda bazi bagintilar
vardir.
ds; =s;,d; ,i <]jise

1

ds. =d.,s. =id

7o JH Y

ds; =sd,_,,i>j+lise

ds, [(vo, F(vo)),(vl, F(vl)), .. ,(vl., F(vl.)), . ,(vj , F(vj)),. .. ,(vn, F(vn))}
=5, d; [(vo, F(vo)),(vl, F(vl)), . ,(vn, F(vn))}
d,-sj [(VO, F(vo)),(vl, F(vl)), . ,(vl., F(vl.)), . ,(vj , F(vj)),. .. ,(vn, F(v,l))}

=dj. s [(Vo, F(v)) (v F(m))s o F(v")ﬂ
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ds, [(VO, F(vo)),(vl, F(vl)), .. ,(vl., F(vl.)), . ,(vj , F(vj)) .. ,(vn, F(vn))}

s [0 PO PO (i PO

Tamim 4.1.13. E bir parametre kiimesi X, X,,... kiimeler ve Aj,A,,...C E

F,: A, > P(X,)
F:A > P(X,)

olsun.

Esnek simplisel kiime, her bir i ve n2>0 i¢in 0<i <n olmak iizere,
dl-dj :dj_ldl. i<j ise
dis;=s,,d; i<]ise

dis;=s;d,_; i>j+1ise

1

;8 =88, 1> ]

olacak sekilde her bir i igin

d;:(F,,A)—>F, _,A ) ve s;:(F,A)—>(F,,A,) esnek donisiimlerinden

olusur.

Tamm 4.1.14. (F;,A) ve (G;,B) sirastyla K ve L iizerinde iki esnek kiime olsun.
f ve g, bir K esnek simpleksler kompleksinden bir L esnek simpleksler

kompleksine esnek simpleksler doniisiim olmak tizere, eger i,: K, > L, 0<i<gq
doniigimii  asagidaki sartlar1 saglhiyorsa f doniisimii g donlisimiine esnek

simpleksler homotopiktir:
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dohy = f(F, A))
d,.h,=g((F,A)
dh;=h,_d.i< ]

d. h

i =

d. h

JHYJ
dhy=hd, i< j+1

sl-hj :hjﬂsl-,z <j

s,-hj =hjsl._],i > j+1

Bu takdirde A, f den g ye esnek simpleksler homotopidir.

olmak iizere,

i f=r,

Lemma 4.1.15. f ve f'":K—>L ve g ve g':L— M simpleksler doniisiimler

i) f= fise goh:gof= gof',

iii) g=, g'ise hof:gof=_g'of.

Ispat. 4.1.16 i) 0<i<g olmak iizere, i (x)=s,f(x) ile verilen A, 'K, —)Lq+1

doniisiimiinii géz ontline alalim.

(x, F(x)) bir esnek nokta olmak iizere,

i) dohy (x, F (x)) = dyysy f(x, F(x0) = f((x, F(x) = x((x, f(x)))

id

dyah,(x,F(X)=d 5, [(x,F(x) = f((x,F(x))=f((x f(x))

id

dih;(x, F(x))=d;s; f(x,F(x); i<]

=5;,d; f ((x, F(x)))
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=h j—ldi ((x, F(x))

dj+1hj+1 = dj+1sj+1f((x’F(x)))
=s.d;,. f(x,F(x))
=5, f (x5, F(x)d,,,
=d;  h;((x, F(x))

dih, =d;s; f((x, F(x)));i> j+1
=s5,d,_, f((x,F(x)))
=h,d,_,((x,F(x)).

(%) 5,16, F () = 5,5, (6, F (1))
=5,185.f (0 F ()
=506 FQ)3i <

1,06 F () = 5,5, (4, F (1))

=545 (x,F(x))

ih:K,—>L,, g8:(GL—->MHM) [, f:(F,K)—>(G,L) ve
(x, F(x)) olmak iizere f =, f' ise
dohy(x, F(x)) = f ((x, F(x))) (*)

d iy (6 F(x) = f'((x, F(X))),

dihj (x,F(x))= hj—ldi (x, F(x))i<j

dj+1hj+1 (x,F(x))=d hj (x, F(x)) )

j+

dl.hj(x,F(x)) :hjdi_l(x,F(x));i > j+1,
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Sihj(X,F(X)) :thSl-(X,F(X));i S_]
Sihj (x,F(x))= hjs._l(x,F(x));i > j ()

1

Her iki tarafin g ile bileskesi alindiginda ,
(*) g odhy(x, F(x)) =g f((x,F(x)))

geod,  hy(x, F(x))=g° f'((x,F(x))),

(**) g Odihj (x,F(x)=g¢g ohj—ldi (x, F(x));i<]
god, h (5 F(0)=god, h(x, F ()

gedih,(x,F(x))=gchd,_(x,F(x));i> j+1

1

(**%) g osihj(x,F(x)) =8 OthSi(x, F(x),i<j
goshy(x, F(0)= g ohys, ,(x F():i> j,

sartlart saglandigindan go f = go f' elde edilir.

i) K, > L, .88 :(G,L)>(H,M)ve f,f:(F,K)—>(G,L) olsun.
(x,F(x))e(F,K) olmak iizere g =, g’ ise

dohy(x, F(x)) = g ((x, F (x)))

d,hy (X, F (X)) = g'((x, F(x))) (*)

dihy(x, F(x))=h,_d;(x,F(x)); i< ]

dj+1hj+l(x,F(x)) =d hj(x,F(x))

j+

d:h (X F(x) = h jdl._] (x,F(x));i>j+1 (*%)
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s;h; (x, F(x)) = hjﬂsl. (x,F(x)); i<]j
S,'hj (x, F(x))= hjSi_l(X, F(x);i>] (¥%%)

olup ho f,gof ile g'o f arasinda bir esnek simplisel homotopi olarak elde
edilir. Sonug olarak go f =, g'o f.
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S.UYGULAMA

Bu béliimde, 3 boyutlu katt modelleme olusturan bilgisayar destekli dizayn (CAD)
programi SolidWorks kullanilarak Klein sisesinin tiggenlemesi tasarlandi. Tasarlanan

model iizerinde, esnek noktalar belirlenip esnek simpleskler kompleksler olusturuldu.

1.) ilk olarak tasarlamaya Klein sisesinin alt gdvdesinden baslandi. Alt gdvdenin

kesitini ¢izerken resimdeki dl¢iilendirmeler kullanildi.

180,00

32,00

180.00

Sekil 3 Klein Sise Govde Kesitinin Olusum Asamalari
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2.) Dondiirme eylemi i¢in, budama islemi yapilarak yalnizca sekildeki egri
birakildu.

> = =

Sekil 4 Klein Sise Govde Kesiti

3.) Geriye kalan egri 360 derece dondiiriilerek, seklin 3-boyutlu asagidaki
goriintiisii elde edildi.

Sekil 5 Klein Sisesinin Govdesi
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4.) Klein sisesinin boru kismini ¢izmek i¢in sekildeki dl¢iilendirmeler ile yay

olusturuldu.

220,00

Sekil 6  Klein Sisesinin Borusunun Olugum Baslangici
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5.) SolidWorks te yer alan "Siiriiklenmis Yiizey" komutunu, olusturulan yay

ile govde arasinda kullanarak asagidaki sekil elde edildi.

Sekil 7  Olusan Yay ile Govde Arasi
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6.) "Loftlanmis Yiizey" komutu ile govde ve boru arasi olusturuldu

Sekil 8  Govde ile Boru Arasi
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7.) Seklin zemini i¢in, yine "Loftlanmis Yiizey" komutu kullanilarak asagidaki

goriintii elde edildi.

Sekil 9 Klein Sisesinin 2D gdriintiisii
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8.) Sekildeki kesitte boru igerisindeki gecislerde bir kapalilik olustugunu
gorebiliyoruz, bu goriintii "Yiizeyi Buda" komutuyla halledildi.

Sekil 10  Klein Sisesinin Yiizeyi Budanmadan Onceki Goriintiisii
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9.) "Yiizeyi Buda" komutu kullanildiktan sonra asagidaki sekil elde edildi.

Sekil 11  Yiizeyi Budanmis Klein Sisesi
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10.) Borunun gévdeye eklendigi kismin yiizeylerinin kenarlarina 5 mm "Radyus"

komutu girildi.

Sekil 12 Yaricapt Smm Belirlenen Klein Sisesi
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11.) Daha sonra, "Yiizeye Kalinlik Ver" komutuyla sisenin et kalinligi 1 mm
olarak kalinlastirildi.

Sekil 13 Et Kalinlig1 arttirilan Klein Sisesi
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12.) "Radyus" ve "Yiizeye Kalinlik Ver" komutlarindan sonra asagidaki gortintii
elde edildi.

Sekil 14  Radyus Komutu sonucu boru etrafinin gévde ile uyumu
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13.) Artik seklin 3-boyutlu goriintiisii tamamlanmis olup "Mesh Govdesine

Dontistiir" komutuyla seklin yiizeyi programa taratilarak asagidaki goriintiiler

elde edilir.

Sekil 15 Mesh atanmis govde
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14.) Son olarak meshlenen goriintii iizerinde esnek simpleksler kompleksi
olusturmaya gecildi.

Sekil 16  Seklin son goriintiisii
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15.) Esnek Simpleksler Kompleksler olusturuldu.

Sekil 17  Govde Uzerinde Olusturulan Esnek Simpleksler Kompleksler
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda bir parametre kiimesi ile birlikte esnek (soft) kiime yapisi
ve simpleksler kullanilarak esnek (soft) simpleksler tanimlanmistir. Esnek (soft)
simplekslerin tanimlanmasiyla, esnek (soft) simpleksler kiime, esnek (soft)
simpleksler kompleksler, ticgenlenebilen esnek (soft) simpleksler kompleksler

incelenmis, tim esnek (soft) simplekslerin birlesimi olarak tanimlan | K | nin, esnek

(soft) noktalar ve parametrik skalerlerle birlikte esnek (soft) anlamda biiytikliik
kiigiikliik iligkileri kullanilarak esnek (soft) Haussdorff oldugu ispatlanmistir. Bununla
birlikte esnek (soft) simpleksler doniisiimiin esnek siirekli bir doniisim oldugu
gosterilmistir. Dejenere ve yiiz doniisiimlerinden, esnek (soft) dejenere ve esnek (soft)
yiiz doniistimleri tanimlanmig ve bu doniistimler kullanilarak esnek simplisel homotopi

ile ilgili bazi1 6zellikler verilmistir.

Bu tez calismasimin devami olarak simplisel gruplar, simplisel cebirler, kross
modiiller, 2- kross modiller esnek kiimeler ve esnek noktalar kullanilarak
tanimlanabilir, simplisel doniistimler arasindaki bagintilar bu yapilarda verilebilir ve

bu yapilarin homotopik ve homolojik 6zellikleri incelenebilir.
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