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OZET

EULER BETA FONKSIiYONLARINI ICEREN INTEGRAL ESIiTSiZLiKLERI
VE ORTALAMA ESITSIZLIKLER

Gizem KOZAN
Diizce Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
Aralik 2022, 66 sayfa

Bu tez ¢alismasi Euler beta fonksiyonlarini igeren integral esitsizlikleri ve ortalama
esitsizlikler lizerine olacaktir. Bu tez bes boliim olarak hazirlanmis olup bu ¢alismanin
birinci bolimii giris niteliginde olup ikinci boliimde tezin hazirlanmasinda kullanilan bazi
tanim, teoremler ve 6nemli esitsizlikler verilmistir. Ugiincii béliimde agirlikli Jensen
esitsizligi yardimiyla ortalama esitsizlikler ve bunun bir takim uygulamalari
incelenmistir. Dordiincii boliimde Euler beta fonksiyonlarini igeren integral esitsizlikleri
ve ortalama esitsizlikler incelenmistir. Tezin son kismi olan besinci bdliimde ise bazi
sonugclar ispatlanmig ve sonraki ¢aligmalar i¢in 6neriler verilmistir.

Anahtar sozciikler: Hermite-Hadamard esitsizligi, Jensen esitsizligi, Konveks
fonksiyonlar, Midpoint esitsizligi, Trapezoid esitsizligi.
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INTEGRAL INEQUALITIES INVOLVING EULER BETA FUNCTIONS AND
MEAN INEQUALITIES
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Master’s Thesis
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This thesis will be on integral inequalities and mean inequalities involving Euler beta
functions. This thesis has been prepared in five parts, the first part of this study is
introductory and in the second part some definitions, theorems and important inequalities
used in the preparation of the thesis are given. In the third chapter, average inequalities
and some applications of it are examined with the help of weighted Jensen inequality. In
the fourth chapter, integral inequalities and mean inequalities including Euler beta
functions are examined. In the fifth chapter, which is the last part of the thesis, some
results are proved and suggestions for further studies are given.

Keywords: Convex functions, Hermite-Hadamard inequality, Jensen inequality,
Midpoint inequality, Trapezoidal inequality.
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1. GIRIS

Konvekslik, bilinen bir kavram olmasina ragmen M.O. 250 yilinda Archimedes'in {inlii
degerini hesaplamasina kadar uzanabilen tarihi bir 6neme sahip olan bir kavramdir.
Konveks fonksiyonlarin sistematik arastirmalari ise 19. yiizyilin sonlarinda baglamis olsa
da, 20. yiizyilin ortalarinda matematigin 6nemli bir alan1 olarak kabul edilmeye
baslanmistir. Konvekslik, geometri, analiz, lineer cebir ve topoloji gibi farkli matematik
alanlarinda yaygin olarak kullanilmaktadir. Ayrica, say1 teorisi, klasik ekstremum
problemleri, lineer programlama, oyun teorisi ve esitsizlikler teorisi gibi ¢esitli konularda
da Onemli bir rol oynamaktadir. Son ylizyillda yasanan gelismeler ve artan
uygulamalariyla birlikte, konvekslik matematiksel analizin merkezi alanlarindan biri
haline gelmistir. Bu disiplin, matematiksel analizdeki temel konular1 genisletmis ve yeni
uygulama alanlar1 agmistir. Konvekslik ve konveks fonksiyonlar, geometrik sekillerin ve
matematiksel yapilarin 6zelliklerini anlamak, en iyi yaklagimi1 bulmak ve optimize etmek
icin kullanilan gii¢lii bir aragtir. Bu nedenle, konvekslik konusu, matematigin g¢esitli

alanlarinda temel bir rol oynamaktadir.

Tanim 1.1. (Konveks Kiime) K € R X R olsun. Eger K kiimesinin herhangi iki

noktasini birlestiren dogru pargasi K kiimesinin i¢inde kaliyorsa K ya konveks kiime denir

[1].

Sekil 1. Konveks Kiime



Sekil 2. Konveks Olmayan Kiime

X1 ve x, noktalarin birlestiren dogru parcasi
[x1,%,] = {x: x =2Ax; + (1 — DN)xy, A€[0,1]}
seklinde gosterilebileceginden k ciimlesinin konveksligi asagidaki sekilde de verilebilir.

Tanim 1.2. (Konveks Fonksiyon) Her x,y € [ ve A € [0,1] i¢gin

fOx+ (A =Dy) <Af () + (1 =Df () (L.1)

sartin1 saglayan f: I € R — R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Geometrik olarak

bu esitsizlik, f fonksiyonunun grafiginde Kkirislerinin altindan gecer anlamindadir

(Bakimiz Sekil 3) [2].

tfix)+ (1 -tfly)
fy)
fitx+(1-1)y)

R :

x tx+{l-0)y y
Sekil 3. Aralik Uzerinde Konveks Fonksiyon

Esitsizlik teorisi, yaklasim yontemlerinin temellerini olusturmada biiyiik 6neme sahiptir.
19. yiizyilin sonlarindan itibaren gliniimiize kadar matematik ve diger bilim dallarinda
sayisiz esitsizlik kesfedilmis, gelistirilmis ve kullanilmistir. Matematiksel esitsizliklerin,
matematigin ¢esitli dallarinin yani sira diger bilim dallarindaki yararliliginin daha da iyi
anlasilmasiyla, esitsizlik teorisi, son yillarda birgok arastirmacinin dikkatini ¢ekmis ve

yapilan yeni caligmalarla bu teori siirekli gelisim gostermistir. Birgok arastirmaciya gore
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esitsizlikleri formiiller yiginindan sistematik bir disipline doniistiirdiigli kabul edilen
Hardy ve ark. tarafindan 1934’te yayinlanan "Inequalities" kitab1 bu alanda calisan
matematikgilere yararl bir referans olmustur [3]. Bu kitabin ardindan, yayinlandiklari
zamana kadar esitsizlikler alaninda yapilmis bir¢ok ¢alismay: derleyerek okuyucuya
sunan Beckenbach ve Bellman’in [4] de kaleme aldigi "Inequalities" kitab1 ve
Mitrinovic’in [5] de belirttigi "Analytic Inequalities" kitabi arastirmacilar i¢in onemli

kaynak kitaplar arasinda yerini almislardir.

Esitsizlik teorisi, matematiksel ekonomi, oyun teorisi, matematiksel programlama,
olasilik ve istatistik gibi alanlarda da 6nemli bir ¢alisma konusu olmus, boylece hizla
biliyiiyen bir disiplin haline gelmistir. Matematiksel analiz ve uygulamalariin cesitli
yonlerini etkileyen bu teori lizerine pek ¢ok calisma yapilmistir. Bu ¢calismalarin birgogu
ozellikle Jensen, Hermite-Hadamard, Cebysev, Griiss, Ostrowski esitsizlikleri tizerinde
yogunlagmistir. Bu esitsizlikler ile ilgili glinlimiize kadar gegen siirede pek ¢ok caligma
yapilmis, bu esitsizliklerin bir¢ok genellestirmesi, iyilestirmeleri, uygulamalar

arastirmacilar tarafindan ispat edilmistir.

Esitsizlik teorisinde onemli bir yere sahip konulardan biri de konveks (disbiikey)
fonksiyonlardir. Pecaric ve ark., [6] te konveks fonksiyonlarla ilgili sdyle demistir: "Unlii
Danimarkali matematik¢i Jensen tarafindan 1905 ve 1906’da iki makalenin
yayinlanmasindan bu yana, konveks fonksiyonlar teorisi hizli bir gelisme yasadi. Bu,
birka¢ nedene baglanabilir: 11k olarak, modern analizdeki birgok alan, dogrudan veya
dolayli olarak konveks fonksiyonlarin uygulamasini igerir; ikincisi, konveks fonksiyonlar
esitsizlik teorisi ile yakindan iligkilidir ve birgok 6nemli esitsizlik konveks fonksiyonlarin
uygulamalarinin sonuglaridir." Bu calismada Pecaric ve ark. konveks fonksiyonlar
teorisinde esitsizliklerin oynadigi rolii vurgulamis ve konveks fonksiyonlarin taniminin

da aslinda bir esitsizlik olduguna dikkat ¢ekmistir [6].

Literatiirde konveks fonksiyonlar i¢in elde edilmis olan yukarida bahsedilen esitsizlikler

asagidaki sekilde verilebilir:

Teorem 1.1. (Hermite-Hadamard Esitsizligi) /, R de bir aralik a, b € I ve a < b olmak

tizere f:1 € R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda,



(1.2)

b
b 1 b
f(a;r )Sb_ajf(x)dng(a);f()

esitsizlikleri saglanir [7].

Teorem 1.2. a,b €1 ve a <b olmak lizere f:I° € R — R fonksiyonu [° iizerinde

diferansiyellenebilir olsun. Eger |f'| fonksiyonu, [a, b] tizerinde konveks ise

b
1 b b—
— [ rode- 1 ((52)| < 252 0@t + 1 (oD

esitsizligine Midpoint Esitsizligi denir [8].

Teorem 1.3. a,b €1 ve a <b olmak lizere f:I° € R — R fonksiyonu [° iizerinde

diferansiyellenebilir olsun. Eger |f’| fonksiyonu, [a, b] tizerinde konveks ise

fb) - f(@
2

b
5 [ rwad <52 ar @1+ 10D

esitsizligine Trapezoid Esitsizligi denir [8].

Teorem 1.4. f:[a,b] » R (a,b) iizerinde doérdiincii mertebeden tiirevi siirekli olan bir
fonksiyon ||f®|| = supye(qp|f @ ()| < oo olsun. Bu durumda
b

1[f(a) + f(b) a+b 1 4 4
§T+2f( - )l—b ff(x)dx smllf“ll b-a)* (13

a

esitsizligine Integraller i¢in Simpson esitsizligi denir [9].

Teorem 1.5. (integraller icin Jensen Esitsizligi) f:1 = [x;,x,] > R, I iizerinde
konveks bir fonksiyon olsun. h:I — (0,0) ve u:l - R, = [0,0) integrallenebilir

fonksiyonlar ise bu durumda,

(fjf h(f)u(f)df) [oZ R(Of w(©))dg
[h@©ds )T [P RE©)dE (1.4)

esitsizligine integraller icin Jensen esitsizligi denir. f konkav fonksiyon oldugunda

esitsizlik yon degistirir [10].



Analitik esitsizlikler, matematik ve uygulamali matematigin cesitli alanlarinda 6nemli bir
itici gii¢ olarak kabul edilmektedir. Esitsizliklerin incelenmesi, son yirmi yildan fazla bir
stiredir matematigin bir¢cok farkli dalinda 6nemli uygulamalara biiyiik katkilar sagladigin
acikca gostermektedir. Ornegin, Cebysev, Griiss, Yamuk, Hadamard ve Jensen
esitsizlikleri gibi bircok dnemli esitsizlik, ¢esitli uygulamalar i¢in literatiirde 6zel bir yer
tutmaktadir. Bu esitsizlikler, optimize edilen fonksiyonlarin sinirlarini belirlemede, veri
analizinde, olasilik teorisi ve istatistikte, matematiksel fizikte ve ekonomide
kullanilmaktadir. Esitsizliklerin sagladig1 analitik araglar, problemlerin ¢oziimiinde ve
sonuglarin kanitlanmasinda onemli bir rol oynamaktadir. Bu nedenle, esitsizliklerin
matematiksel arastirmalarda ve gercek diinya uygulamalarinda 6nemli bir konu oldugunu

sOyleyebiliriz.

Tezimizin temel taslarini olusturan Hermite-Hadamard esitsizliginin birinci ve ikinci
tarafi arasindaki iliskiyi belirten sirasiyla Midpoint ve trapezoid esitsizlikleri, Simpson
esitsizligi ve Jensen esitsizligi ile ilgili olarak literatlirde verilen ispat yonteminden farkl

bir yontem ile bu esitsizliklerin yeni kestirimleri sunulacaktir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde, tezde elde edilen sonuglara ulasmak i¢in kullanilacak olan temel bilgiler

verilecektir.

2.1. BAZI TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1. (Limit) A € R olmak {izere f: A —» R bir fonksiyon ve a da A kiimesinin
bir y1gilma noktasi olsun. Her & > 0 i¢in, eger 0<]x — a|<d oldugunda |f(x) — L| < ¢
kalacak sekilde bir & > 0 sayis1 bulunabiliyorsa x , a ya yaklastiginda f nin limiti L dir

denir ve bu durum
limf(x) =1L
x—-a

ile gosterilir [1].

Tanim 2.2. (Siireklilik) A ¢ Rolmak iizere f : A = R bir fonksiyon ve a € A olsun. f
fonksiyonu a tizerinde siireklidir ancak ve ancak |x —a|<d oldugu zaman

|f(x) — f(a)| < & olacak bigimde her & > 0 i¢in en az bir § > 0 sayis1 vardir. Yani,
lim f(x) = f(a)
xX—a
ise f fonksiyonu a noktasinda stireklidir. Eger f fonksiyonu A kiimesinin her noktasinda
stirekli ise bu fonksiyon A iizerinde siireklidir denir [1].
Teorem 2.1. a, b € R olmak lizere f : [a,b] = R fonksiyonu siirekli ise sinirlidir.

Tamim 2.3. (Mutlak Siireklilik) i = 1, ..., n olmak tizere [a, b] araliginin ayrik agik alt
araliklarinin birikimi {(a;, b;)}7 i¢in

n

Z(bi —a;) <o

1

oldugu zaman
DU - f@d] <

6



olacak sekilde herhangi bir &> 0 sayisina karsilik gelen bir 6> 0 sayisi varsa

f fonksiyonuna [a, b] araliginda mutlak siireklidir denir [2].

Tamm 2.4. (Tiirev) A c R, x, € 4, xy, A nin bir y1gilma noktas1 ve f : A > R bir

fonksiyon olsun. Eger

i 1) = f (o)
m-——-----

X—Xg X — Xgo
limiti veya x = x, + h yazilmasiyla elde edilen

I f(xog +h) — f(xo)
1m
h—0 h

limiti varsa f fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilirdir denir ve bu limitin degeri f nin

df(xo)
dx

X, noktasindaki tiirevi adini alir. Bu tiirev f'(x,), veya Df (x,) sembollerinde biri

ile gosterilir [1].

Tek degiskenli fonksiyonlarda tiirevlenebilme ve diferansiyellenebilme kavramlari ayni

anlama gelmektedir.

Simdi, integral kavramini tanimlamadan once baz1 6n bilgiler verilecektir.

Tamim 2.5. [a, b] kapal1 arali1, x — ekseni lizerinde
Aa=xy<x; <%, < <Xxp,=b

Olacak sekilde xg,xq,x5,...,x, noktalartyla n tane alt araliga bdliinsiin.
P ={xy,xq,x5,..,x,} kimesine [a,b] araliin par¢alamsi adi1  verilir.
k =1,2,3,...,n olmak lizere Ax;, = x;, — X}, seklinde tanimlansin. Ax,;, degerlerinin en

biiytigline, P pargalanmasinin normu denir ve || P|| ile gosterilir [2].

f(x) fonksiyonu [a, b] kapali araliginda tanimli ve sinirli olsun. x € [x,_q, X ] igin

M, = ekusf (x) ve m;, = ebasf (x) olsun. Bu durumda, iist toplam
n
S=0U(f,P) = z M, Ax,
k=1
seklinde ve alt toplam
n
s =A(f,P) = z my, Axy,
k=1

seklinde olusturulsun. Bu durumda, Ax;, > 0 ve M}, > m;, oldugundan

7



S=U(f,P) 2 A(f,P)=s
olur. Miimkiin olan biitiin boliintiiler i¢in
I = ebas(S) ve ] = ekiis(s)

olsun. Bu sekilde her zaman var olan I ve J degerlerine, sirasiyla [a, b] kapal1 araliginda

f (x) fonksiyonunun iist ve alt integralleri denir.

Tamim 2.6. (Riemann Integrali) P, [a, b] araliginin bir parcalanmasi ve f(x) fonksiyonu

[a, b] kapal1 araliginda tanimli ve sinirli olsun. Eger
I = lim U(f,P) = lim A(f,P) =]
n—-0oo n—-oo

oluyorsa f fonksiyonu [a, b] araliginda Riemann anlaminda integrallenebilirdir denir. Bu

durum

b
f f(x)dx

seklinde gosterilir [2].
Teorem 2.2. [a, b] araliginda siirekli her fonksiyon bu aralikta integrallenebilirdir.

Riemann integralinin yan1 sira Lebesgue integrali de matematik alaninda énemli bir yere

sahiptir.

f(x) fonksiyonu [a,b] kapali araliginda smirli ve Olgiilebilir olsun. @ ve [ da
a < f(x) < B sartin1 saglayan iki gercel say1 olarak verilsin. [a, f] araligi, y —ekseni
lizerinde

A=Y <Y1 <Yy <<y =f

olacak sekilde yq, 1, V2, ..., ¥, noktalariyla n tane alt araliga boliinsiin. Bdylece, [, §]

araliginin bir parcalanisi elde edilir.

k=12, .., ni¢iny,_1 < f(x) < yx olacak sekilde E}, kiimesi [a, b] kapal1 araligindaki

tiim x noktalarinin kiimesi olsun. Yani, Ej, kiimesi, k = 1,2, ..., n sayilar1 i¢in

Ex ={x:yp1 < f(x) <y}

seklinde tanimlansin. Bu durumda Ej, kiimelerinin her biri dl¢iilebilir ve ayrik kiimelerdir.

Ust ve alt toplamlar, sirastyla
I = ebas(S) = inf (S) ve | = ekiis(s) = sup (s)

8



olarak tanimlansin. Bu sekilde verilen I ve J degerlerine, sirasiyla [a, b] kapali araliginda

f (x) fonksiyonunun iist ve alt integralleri denir. Tanimdan dolay1 [ <] olur.

Tamim 2.7. (Lebesgue Integrali) f (x) fonksiyonu [a, b] kapal arahginda smirh ve

oOl¢iilebilir olsun. Eger biitlin par¢alanmalar i¢in [ = J veya
n n
I=lim > yem(E) = lim >y, ym(E) =]
k=1 k=1

oluyorsa f (x) fonksiyonu [a,b] araliginda Lebesgue anlaminda integrallenebilirdir

denir. Bu durum, ortak bir isaret olarak

[P@dx ve [P f()dx

seklinde gosterilir (Bakiniz Sekil 4) [2].

et = atat

Yo

Il
]

oY LA NN

Sekil 4 Lebesgue Integralinin Gosterimi
Teorem 2.3. Eger f (x) fonksiyonunun [a, b] araliginda Riemann integrali varsa ayni

fonksiyonun bu aralikta Lebesgue integrali de vardir [2].

Teorem 2.3. iin tersi her zaman dogru degildir. Bu duruma en iyi 6rnek

_ (0, XEQ
f(x)_{l, x$@

seklinde tanimlanan Dirichlet fonksiyonudur.
Bu alt boliimde, son olarak konveks fonksiyon ile ilgili teoremlerden bahsedilecektir.

Teorem 2.4. K kiimesinin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her x; ,x, € K ve 4 €

[0,1] i¢in



olmasidir [1].

Teorem 2.5. f diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere f nin konveks olmasi igin

gerek ve yeter sart f' fonksiyonunun artan olmasidir [11].

Teorem 2.6. f : [a,b] - R fonksiyonunun (a, b) iizerinde ikinci tiirevi mevcut olsun.

Eger her x € (a, b) i¢in f''(x) = 0 ise f fonksiyonu [a, b] araliginda konvekstir [1].

Teorem 2.7. f: I - R konveks fonksiyon ise I° inde herhangi bir [a,b] kapali
araliginda Lipschitz sartin1 saglar. Bu nedenle f fonksiyonu [a, b] araliginda da mutlak

stirekli ve I° nde siireklidir [11].

Teorem 2.8. [a,b] kapali araliginda konveks olan her fonksiyon bu aralikta

integrallenebilirdir[11].

2.2. GAMMA VE BETA FONKSiYONLARI VE OZELLIiKLERIi

Bu boliimde ilk olarak Gamma fonksiyonu tanimi ve ilgili temel bazi 6nemli 6zellikleri

verilecektir.

Tamm 2.2.1. (Gamma Fonksiyonu) Gamma fonksiyonu sifir ve negatif tam sayi

olmayan her ¢ kompleks sayisi i¢in

r)= fmtc‘le‘t dt (2.1)
0

integrali ile tanmlanir [12]. Burada ifade edilen fonksiyon (integral):
1) 0 < ¢ < w0 i¢in yakinsak
i) ¢ ={...,—3,—2,—1,0} igin wraksak olan bir fonksiyondur.

k pozitif tam say1 olmak {izere, Gamma fonksiyonu i¢in

k k

G(c k) =f (17) te-1de, R(c) > 0 2.2)

0

tanimlamasi yapilir ve

10



N
. _ — —t
dim (1 k) ¢
esitligi kullanilirsa

Ilim G(c,k) = G(c,») = j t¢le~tdt
—00 0

yazilir. (2.2) ifadesinde £ = u doniisiimii yapilirsa

1
G(c, k) = kcf (1 —wruldu
0

olur.

G(c, k)
kC

1
=f (1 —wkudu
0

Bu integrale kismi integrasyon uygulanirsa

G(c, k)
ke

c k i
(1- u)ku—|(1, +—f (1 —w* udu
c cl,
k 1
= Zf (1 —wk tudu
0

elde edilir. Bir kere daha kismi intagrasyon uygulanirsa,

G(c,k) k(k—1)
k¢ c(c+1)

1
f (1 _ u)k—2u6+1du
0

olur. Bulunan bu integrallere ardisik olarak kismi integrasyon yeniden uygulanirsa

G(c, k) _ k(k—1)...1 fluc”“ldu
ke c(c+1)...(c+k—-1)J,
1.2.3... k

Tcc+D. . (cth
bulunur. Boylece

oy 123k
o= D cth

esitligi elde edilir. Buradan da

11



GG — I 123k
PR _kl—{goc.(c+1)...(c+k)

(0]
= f t¢le~tdt
o

=TI(c)

bulunur. Bu ifadede 6zel olarak ¢ = 1 segilirse,

ra) = 1 1.2...k "
T iSe12. (k+ 1)
=1
dir. Ayrica, ¢ = 2 segilirse,
1.2...k
re) = lim ————k?
@) = lim o=k
=1
dir. ¢ = 3 segilirse,
1.2...k
rad) = lim ————k3
&)=l e+ 3)
=2
bulunur. Benzer sekilde ¢ = ¢ + 1 yazarsak,
1.2...k
I'c+1)=lim kett

koo (c+1)(c+2)...(c+k+1)
olur. Bu ifadeyi c ile ¢arpip bolersek,

Fe+1) = i k.c 1.2...k o
¢ _kl—I>I<>lo(c+k+1)'c(c+1)...(c+k)

=c.I'(c)

bulunur. Boylece, bu ifadeler yardimiyla,
r)=1

r(3)=2r2) =2

r'c)=123...(c-1)=(c—-1)!

esitligi kolaylikla elde edilir.

12



Lemma 2.2.1. (Gamma fonksiyonunun Weierstrass formu)

1 = ce%* ﬁ (1 +£) e
I'(c) k
dir [12]. Burada Euler sabiti

1 1
a = lim (1 +§+...+E— log(p)) = 0.5772156649015328606...,

p—>0

seklindedir.
Ispat.
_ k! k¢
ro=ln e D cx i
o1 ke
= lim—————
k- ¢ [T€ _,(c + m)
1 kIS
= lim—
koo CTIE _ m (1 + —)
L1 ke
= lim —
koo C Tk (1 + i)
— l' 1 - ¢ -1 kC
T 1_[ (1 + _)
m=1

yazilir. Burada

k—¢ = e(—Ink)c

seklinde diizenlenirse

k
1 c
_ : (=Ink)c —
rc) clime | |1 (1 + m)
m=

seklinde yazilabilir. Simdi

3o

k
e—(1+%+...+%)c _ 1_[ o

m=1

olup ifadenin sag tarafi ile ¢arpilip boliiniirse

13



F(C) k—oo k— oo
m=1

k

1 1 1 c _<

——=clim e(1+2+'"+k mk)e lim 1_[ (1 + —) e m

g m
elde edilir. Burada
) 1 1
a = lim (1 +-+.. +—— log(p))

p—0o 2 p

olmasindan dolayz,

bulunur.

Lemma 2.2.2. Gamma fonksiyonu yardimiyla

LEY (g5 sin(mc)

0zdesligini vardir [12].

Ispat.

elde edilir. Bu iki ifade taraf tarafa carpilirsa,

1 c?
ror—o - ¢ [ (1 B ﬁ)

k=1

bulunur. Bulunan bu ifadede I'(1 — ¢) = —cI'(—c) esitligi kullanilacak olursa,

1 = c?
ror—o ¢ g (1 B ﬁ)

ifadesi elde edilir. Simdi

14



sin(mc) = c?
—— Cﬂ(l _ﬁ>

k=1

esitliginden faydalanarak

re)r(1—c) =

sin(mc)
sonucuna ulasilir.

Ozellik I fonksiyonu (0, +o0) {izerinde her mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon
olup '™ (¢) tiirevi igin

d*r(c)
dck

r®g) =
=f tcI(Int) e tdt
0

esitligi vardir [12].

Ispat. I' fonksiyonunun bu 6zelligini gostermek icin (2.1) ile ifade edilen fonksiyonun
¢ ye gore ardisik tiirevlerini almak yeterlidir.

[oe)

d
r'(c) =j —(t°De~tdt
o dc
=f t¢"tnte~tdt
0
benzer diisiinceyle

® g
I (c) = j ot Dintetdt
0

=t n2te tdt

roE = [ eangretde
0
oldugu goriiliir.
Daha once elde edilen asagidaki 6zelligi Gamma fonksiyonunun integral gosteriminden

faydalanarak tekrar elde edelim.

Ozellik ¢ > 0 icin I'(c + 1) = cI'(¢) dir [12].
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Ispat. Gamma fonksiyonu tanimindan

rc+1) = j tCe~tdt
0

olup, bu integralde u =1t¢ ve dv=-e tdt secilerek kismi integrasyon yontemi
uygulanirsa

r(c+1)=—-te b + cf tcle tdt
0

=0+ cjootc‘le‘tdt
0
= cl'(c)
oldugu goriiliir.
Ozellik Her ¢ > 0 veher n € N igin
F'c+n)=(+n—-1(c+n—-2)...(c+ 1)cI'(c)
dir [12].
Ispat. Gamma fonksiyonuna ait bir 6nceki dzellikten dolay1
I'c+1)=cl(c)
yazilir. Yine benzer sekilde ayn 6zellik dikkate alinirsa,
I'c+2)=(C+Dr(c+1)=_(c+ 1cr(c)

I'c+3)=(C+2)I'(c+2)=(c+2)(c+1)cI'(c)

'c+n)=(+n—Dr(c+n—-1)

(2.3)
=(c+n-1(c+n=-2)...(c+ el (c)

esitlikleri yazilir. Burada ¢ =1 secildiginde I'(c +1) =c!I'(1) oldugu goriilir.
Burada I'(1) in esitini elde edelim.

r(c) =.f tcle"tdt
0

16



Olup

o)

r{) =f t%e~tdt
0

= f e tdt
0

o —t|®
=—e "o
=—e®+e

=1

yazilir. Dolayisiyla (2.3) esitliginden ¢ = 1 i¢in

rm+1)=n(n—-1)(n-2)...2.1 =n! (2.4)

elde edilir. Simdi ise (2.4) esitliginden olduk¢a 6nemli iki sonucu n =0 ve n =1 igin
yazalim.
n=0=0=1=r(1)=1
n=1=1=Ir2)=2-1'=1

Buradan elde edilen esitlikler yardimiyla asagidaki esitlikleri yazabiliriz.

n-D!'=rm :f t"le7tdt, neN
0

o]

n!=I’(n+1)=] t"e~tdt, n € N U{0}
0

Ozellik Gamma fonksiyonu yardimiyla

dir [12].

Ispat. I' fonksiyonu yardimiyla (2.1) tanmnda ¢ = % yazilirsa

1 ® 1
F(—) =f tz te tdt
2 0

elde edilir. Bu son esitlikte t = y? = dt = 2ydy degisken degisimi uygulanirsa
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1 @ _1 2
F(—) =f (y*)"2e™" 2ydy
2 0
=2 f e™” 2dy
0
elde edilir. Buna denk olarak

1 @ 2
F(—)=2f e X dx
2 0

yazarsak,

QI = [

X =r1rcos0
y=rsinf
dxdy = rdrd6

x%+y2 =12

1 2 g 0
[F (—)] =4 j f e " rdrdd
2 o Jo

Burada r2 =u  2rdr = du doniisiimii yaparsak

olup,

bulunur.

Tanmim?2.2.2. (Beta Fonksiyonu)
1

p(m,n) = f x™ (1 — x)" ldx

0

integrali ile tanimlanan S : (0,00) X (0,0) = R fonksiyonuna Beta fonksiyonu veya

birinci ¢esit Euler Integrali denir [12].
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Yukarida ifade edilen integral yani Beta fonksiyonu
1. m>0 ve n> 0 icin yakinsak,
i. m<0 ve n <0 igin wraksaktir.

Lemma 2.2.3. Beta fonksiyonu i¢in

B(m,n) = B(n,m)
dir. (Simetri 6zelligi) [12].
Ispat. Beta fonksiyonu tanimindan
1

p(m,n) = f x™ (1 — x)" ldx

0

yazilir, bu integralde x =1 —t dx = —dt degisken degistirmesi uygulanirsa,

0

p(m,n) = —f t" (1 — )™ dt

1

= p(n,m)

oldugu goriiliir.
Lemma 2.2.4. Beta fonksiyonu,

.. m-—1
m>1 i¢in, f(m,n) = m+n_lﬁ(m —-1,n)
ve

.. n-1
n>1 i¢in, B(m,n) = m+n_1ﬁ(m,n -1)
dir [12].
Ispat. Yine

1

f(m,n) = f x™ (1 — x)" ldx

0

integralinde u=xm1 =du=m—-Du™2%dx vedv=_0A-x)"ldx>v=

AT
— 9% lmak iizere kismi integrasyon metoduna gegilirse,

1

p(m,n) = f x™ (1 —x)" ldx

0

1—x)" m—1 (!
—xm‘l( - ) 15+ " fxm‘z(l—x)"dx
0
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m—1 (1
= f x™2(1 — )" (1 — x)dx
nJo
m-—1 1
=—— | x™ %A -2)" T —x(1 —x)" Ddx
0
m—1 (! m—1 (!
= f x™2(1 — x)" tdx — —f x™ (1 — x)" tdx
nJo nJo

olur, buradan da

m—1 m—1
B(m,n) = Tﬁ(m —1,n) —Tﬁ(m.n)

-1 -1
(1 +mn )ﬁ(m,n) =mT,8(m— 1,n)

-1

Bm,n) = —————p(m—1,m)

elde edilir. Elde edilen bu esitlik ve f(m,n) = B(n,m) seklinde yer degistirme 6zelligi
g6z Oniline alindiginda n > 1 igin

n—1

e

p(m,n—1)

esitligi vardir.
Ispat. ilk olarak

p(m,n) = B(n,m)

p(m,n) = f x™ 11— x)™ ldx

0

yazilir. Burada, u=x""1=du=mn—-1)x"2%dx ve dv=1—-x)"ldx>v =

_@-xm

olmak iizere kismi integrasyon uygulanirsa,

1

p(n,m) = j x"1(1 — x)™ tdx

0

1—x)™ n—1 (1
=—x"_1( m) 13 + — jx”_z(l—x)mdx
0

n—1 (1
= f x"2(1 —x)™ (1 — x)dx
m Jo

_ 1
= nm 1 jo X" A1 =)™t = x(1 =)™ dx
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n—1 n—1

1
= f x"2(1 — x)™ tdx —
m Jo

1
f x"?x(1—x)™ tdx
0

n—1 (1! n—1 (1!
= j x"2(1 —x)™ dx — —j x (1 — x)™ ldx
m Jo m Jy

ve boylece

-1 -1
Bum) = ——B(n—1,m) ———B(n,m)

-1 -1
Bnm) +" =B, m) ="~ p(n — 1,m)

P i m) =" pn— 1,m)

B(n—1,m)

e
plnm) = 1

dir. Elde edilen bu esitlikte n yerine k € N dogal sayis1 yazilirsa

—
Bm, k) = ————7 B(m, k= 1)
_ kot ke2
_m+k—1m+k—2[gm'

B (k =1k —2)...(k = (k=1))
T m+k-Dm+k-2)...(m+2)(m+1)

B(m, 1)

olacag agiktir. Burada

1

4,1
,B(m,l)=jx dx—m

0

oldugundan

n—1Mn-2)...21

B ) = ok Dim+ k=2)...(m + 2t + Dm

yazilir. Burada m yerine | € N dogal sayisi yazilirsa

(k — 1)!
B =T D ark=D
Burada
U+ k-1)
W+ D Uk =D =g
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oldugunu diisiiniirsek,

(k— 1) (= 1)!
(U +k—1)!

B k) =

olacaktir.

Lemma 2.2.5. f(m,n) fonksiyonu i¢in
0 xm—l

ﬂ(m,n) = . de

esitligi vardir [12].

Ispat.

1

p(m,n) = f x™ (1 — x)" ldx

0

1

= Q02 dt , 1-x= - dontisiimleri yardim ile

. t
fonksiyonunda x = Ve dx

o]

Blm,n) = jo <1 i t)m-l (1 i t)n_ 1 j‘itt)z
:Lw$dt

olacaktir. Elde edilen bu son esitlikte 0 <m <1 olmak lizere n yerine 1—m

yazilirsa,

© +m—1

dt

B(m'l_m):f 1+t

integral formiilii elde edilir.

Lemma 2.2.6. Ym,n > 0 ig¢in

T

p(m,n) =2 fzsinzm_l(x) cos?™ 1(x) dx
0

dir [12].

Ispat.
1

f(m,n) = f x™ (1 — x)" ldx

0

olup, bu ifadede x = sin?(t) = dx = 2sin(t) cos(t) dt doniisiimii yapilirsa
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x=0=>t=0
1ot=m
= = = —
x 2
olacagindan
3
p(m,n) = f sin?™=2(t) cos?™2(t) 2 sin(t) cos(t) dt
0
=2 fz sin®™1(¢t) cos?™1(t) dt
0
elde edilir.

Lemma 2.2.7. Gamma ve Beta fonksiyonlar arasnda

_r (m)'(n)

Blm,n) = r(m+n)
esitligi vardir [12].

Ispat.

r(m) =f xM™ le=*dx
0

integralinde x = zt doniisiimii yapildiginda dx = tdz olup,
r'(m) =f (zt)™ e ?ttdz
0
= fwzm‘ltme‘z‘fdz
0

esitligi elde edilir. Elde edilen bu son esitlikte m yerine m+n ve t yerine t+1
olarak secilirse,

F(m+n) =f Zm+n—1(t+ 1)m+ne—z(t+1)dz
0

olup

rm+n ®
(t(+ 1)m+)n :f gMmin—1,-zt ;=2 4,
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yazilir. Bu esitligin her iki yam t™™1 ile ¢arpilip (0,00) arahig iizerinden integrali

alinirsa,

[e%) tm—l [e%] [e%]
r + dt = tm-1 .f min—1,-2t =24, | dt
(m n)j; 1+ D)™ -fo ( . z e “fe*dz

rm+n)B(m,n) = f zmtn-lg=z <f tm‘le‘tht> dz
0

0
9
esitligi elde edilir. [t™ 'e ?'dt integralinde u =zt ve du=zdt degisken
degistirmesi yapilirsa

rm+n)p(m,n) = fwzm““le‘z <fw (E)m_l ol d_u) dz
0

0 z z

[eo] o0
= j zmtn-lg=z,-m (j um‘le‘”du> dz
0 0

= I’(m)j z" e 2dz
0

=TI'(m)I'(n)
elde edilir. Boylece
_rmrm
ORI = Ty

sonucuna ulasilir.

Teorem 2.2.1. (Legendre Katlama Bagintis1) Vc ¢ {—g : NE N} olmak {izere,

Gamma fonksiyonu i¢in Legendre formiilii

2c—-1 1
I'(Zc) = I'(c F<6+—)
(20) === @r (c+3
dir [12].
Ispat. Beta fonksiyonunun,
rmr@ _ (" ., n-1
ﬁ(m.n)—m—jox (1—x)" tdx

esitliginde 6zel olarak m = n = ¢ segilirse

rr@ _(* e -1
W— fo X (1—X) dx
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olur. Elde edilen bu integralde x = 1:—” degisken degistirmesi yapilirsa;
r)r() T4 un\“t 14+u\“ 1
T - L) (-7) g
Ir'2c) 4\ 2 2 2
1 fl <1 + u)c_l (1 - u)c_l p
== u
2)_4\ 2 2
11 (1—u\"
== d
(5 -

1 1
== f (1 —u?)"'du
2 -1

1
= p1-2¢ <zf (1- uZ)H) du (2.5)
0

elde edilir. Bulunan bu son esitlikteki integral igin

p(m,n) =2 fluzm‘l(l —u?)" 1du
0

esitligi yardimiyla

1

w0(1 — u?)e1dy = B (1, c) 2.6)

1
p(m,n) = Z.f u?™ (1 —u®)" du = 2[ 5
0

0
yazilir. (2.6) ifadesi (2.5) de yerine yazilirsa,
rc)r(c 1

OF© _ 1 5ep (2.)

r'2c)
elde edilir. Buradan da

rere _, .- G)re

S

yazilir. Burada I (%) = /1 yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa;
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2c—-1
Vi

sonucuna ulagilir. Boylece ispat tamamlanir.

rQe) = —re@r (% + c)

Ozellik Asagidaki esitligin dogru oldugunu gésteriniz.

1
~
/N
N|§.
—

jzsinnede = fzcos"GdG =—
0 0

()
ﬁ
/N
|:
v | F
N
N—"

[12]

Coziim. Beta fonksiyonunun trigonometrik fonksiyon cinsinden tanimu,

T

p(m,n) =2 fz sin®™ 10 cos?™16d6

0
olup,

p+1
2m—1=p:>m=T

1
2 — 1 = 0 = = —
n n >

doniistimil yardimuyla,

T
fosmnedﬁ—zﬁ
_ver ()
(5

oldugu goriiliir. Benzer sekilde,

1
2m—1=0:>m=§

q+1
2n—1=q:»n=T

dontisiimii yapilirsa

Ecos"@dé?:E F(n—ﬂ+l)

[ORRUEIG

2 2
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yazilir.

Ozellik Beta fonksiyonu yardimryla
b
f b-x)"1x—a)"YMdx,mn>0b>0
a

integralinin esitini bulunuz [12].

Coziim.

b
f (b—x)™1(x —a)" tdx

integralinde x = a + (b — a)t ve dx = (b — a)dt doniisimi yardimiyla

x=a=>t=0

x=b=>t=1

sinir degisimleri altinda
b
j (b —x)™ 1 (x —a)* tdx
a
1
- f b-a-®-aO)™ a+b-a)t—a)"b - a)dt
0

= f 1(b — @)1 — )™ (b — )" 1" (b — a)dt
1

— (b _ a)m+n—1f tn—l(l _ t)m—ldt
0

= (b —-a™"p(n,m)
esitligi elde edilir.

Tanim 2.2.3. (Laplace doniisiimii ve ozellikleri) f(t),t = 0 1n pozitif degerleri igin
tanimli ¢ reel degiskeninin bir fonksiyonu olsun. s reel veya kompleks bir parametre

olmak iizere, t reel degiskeninin bir eS¢ fonksiyonu yardimiyla,

fo we‘“ f(t)dt
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integrali var olacak sekilde s parametresi i¢in bir deger bulmak miimkiin oluyorsa bu
integrale f(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimii denir. Bu dontisim L{f(t)} veya

F(s) ifadeleri ile gosterilir. Bu da,

L) = Fs) = [ etfde
0

seklinde yazlabilir [12].

Laplace doniisiimii, matematik, fizik, mekanik, miihendislik, tip ve diger bilim
alanlarinda yaygin olarak kullanilan 6nemli bir integral dontistim yontemidir. Bu yontem,
diferansiyel denklemlerin ¢ézlimiinde biiyiik kolayliklar saglamasiyla beraber, fiziksel

denklemlerin matematiksel ¢ozlimlerinde de kullanilabilen bir yontemdir.

Laplace doniistimii cesitli 6zelliklere sahiptir ve matematikte bulunan farkli 6zellikleri
icermektedir. Bu donilislimiin birlesme 6zelligi, farkli fonksiyonlarin Laplace
doniistimlerinin toplaminin Laplace doniisiimiine esit olmasidir. Dagilma 6zelligi ise bir
fonksiyonun zaman olgegine gore gerceklesen genislemesinin Laplace doniigiimiinde
sadece carpan faktorii ile ifade edilmesidir. Ayrica, Laplace doniisiimii ile toplama
lizerine dagilma Ozelligi de gegerlidir, yani bir fonksiyonun toplamimin Laplace

doniisiimii, bu fonksiyonlarin Laplace doniisiimlerinin toplamina esittir.

Laplace doniisiimti, bir fonksiyonu farkli bir diizleme doniistlirerek analiz etme yetenegi
saglar. Bu doniisiim, diferansiyel denklemleri ¢6zme siirecini basitlestirirken, zaman
alanindaki problemleri frekans alanina tagiyarak daha kolay analiz imkani sunar. Laplace
doniisiimii, 6zellikle lineer sistemlerin ¢ozliimiinde ve sinyallerin frekans analizinde

siklikla kullanilir.

Laplace doniisiimii, genis bir uygulama alanina sahip olan giiclii bir matematiksel aractir
ve farkli bilim dallarinda 6nemli bir rol oynar. Bu doniisiim, elektrik devrelerinin analizi,
kontrol sistemleri, sinyal igleme, 1s1 transferi, akigkanlar mekanigi ve tibbi goriintiileme

gibi bir¢ok alanda kullanilir.
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t

() % g(t) = j F()G(z - t)dt

0

denklemi,

L{F @) * g(©)} = F(s) * G(s)
denkleminin Laplace doniisiimii uygulanmis hali olarak verilmektedir.

Laplace dontisimii L{f(t)}, diferansiyel denklemleri ¢c6zmek i¢in ¢ok yararl olan bir

integral doniistimudiir.

f(t) fonksiyonunun n. mertebeden tiirevinin Laplace doniisimii asagdaki sekilde

verilebilir.

n-1

L{FP©) = s = ) O] omg @)

k=0

burada n bir tamsayidir.

Bu ozellik, Laplace donilisimiinii belirli tiirdeki diferansiyel denklemlere
uyguladigimizda, onlar, cogu zaman ¢6zmesi ¢ok daha kolay olan cebirsel denklemlere

etkili bir sekilde dontistiirdiigii anlamina gelir.

Ornek Baslangi¢ kosullar y(0) =0 ve y'(0)=1 olan y —2y +2y=et

diferansiyel denklemini ¢ozelim. (2.7) denklemi kullanlarak Laplace doniisiimii alnrsa,

. 1
(s2F(s) = sy(0) = Y (@) = 2(sF(5) = (0)) + 2(F () = —

F(s)(s? — 25 +2) + y(0)(=s — 3) —y'(0) = ——

s+1
olur. Boylece
s+ 2
F =
)= GrDeE—12)
elde edilir. Buradan da
s+ 2
errn = o1 |
(F(s)) G5+ 1)(s% — 25 + 2)

yazlur. Gerekli hesaplamalar yapilirsa;
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y = le_t —letcost+—etsint
5 5 5

sonucu elde edilir.

Tamm 2.2.4.(Pochhammer Sembolii) ¢ reel veya kompleks bir sayi, n sifir ya da

pozitif tamsay1 olmak tizere (c),, ifadesi

p=clc+1)...(c+n—-1) (2.8)

olarak tanimlanir. Bu ifade Pochhammer sembolii olarak bilinir [12].
Ozellik (2.8) esitligi igin
(c)o=1
ve
(Dy =n!
ozellikleri saglanir. Bu ifadelerin ispatlar1 agagdaki lemma da verilmistir.

Binom katsaylari ile Pochhammer sembolii arasindaki iligki,

(a) _EDM=a)y (D al(n-a)
n) n! T TA-alrn+1

seklinde tammlanir. Ozel olarak @ = m, m = 1,2, ... secilirse, m > n igin

() = miom =
n/)  nl(m-n)!
olur. Ayrica

(C)n = (_1)71(1 —n-— C)n

olur. Simdi Pochhammer semboliiniin Gamma fonksiyonuyla iligkisini veren bir Lemma

verelim.

Lemma 2.2.8. (¢),, Pochhammer sembolii igin;

_I'(c+n)

On =15 29)

Ve
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(C)n+1 = C(C + 1)n (210)

Ozellikleri vardir [12].
Ispat. I' fonksiyonunun
'n+1)=nl'(n)
ozelligi geregince
I'c+n)=r(c+n—-1+1)

=(c+n—-Dr(c+n-1)
=(c+n—-1D(c+n—-2)I'(c+n—-2)

=(c+n—-1D(c+n—-2)(c+n—3)..(c+1)cr(c)
esitligi yazilir. Bu esitlikte (2.8) esitligi kullanilirsa,

I'(c+mn) = (c)nl(c)
I'(c+n)

()n = r'(c)

olarak yazilir. (2.9) esitliginde n yerine n + 1 yazilirsa;

I'c+n+1)
(C)n+1:T

_cI((c+1)+n)
B cl'(c)

I'c+1+n)
rc+1)

=c(c+1),

olur. Bu da Lemmanin ispatidir. Sayet buradaki (2.9) ve (2.10) esitliklerinde 6zel olarak

n = 0 segcilirse,

(€)o=1
(©)y =clc+ 1)

esitlikleri elde edilir. Ayrca (2.9) esitliginde 6zel olarak ¢ = 1 segilirse,
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r1+n)

(Wn =55

I
S

elde edilir.

2.3. BAZI TEMEL ESIiTSIZLIKLER

Bu alt boélimde, calisma boyunca kullanilacak olan bazi temel esitsizliklerden

bahsedilecektir.

Teorem 2.3.1 (Young Esitsizligi) a,b > 0 VC% + 5 = 1 olacak sekilde 1 <p,p <

olsun. Bu durumda,
1 1
ab < —aP +-b1
p q

esitsizligine Young Esitsizligi denir [11].
Teorem 2.3.2 (Holder Esitsizligi) a = (a,, ay, ...,a,) ve b = (by, by, ..., by,) reel veya

kompleks sayilarin n — lisi olsun. Bu takdirde

1
—-=1
P 4

olmak tizere,

(@A) p>1lise

1 1
n n E n a
> laghil s(me) (Zwuq)
k=1 k=1 k=1

(b)p <0veyaq < 0ise

1 1

imkbu > (imup)p (iwuq)a

k=1 k=1 k=1

esitsizlikleri saglanir [13]. Ozel olarak p = q = 2 segilirse Cauchy-Buniakowsky
Schwartz Egsitsizligi elde edilir.

Young Esitsizligi kullanilirsa Holder Esitsizligini ispatlamak oldukg¢a kolaydir.
Teorem 2.3.3 (integraller icin Hélder Esitsizligi) p > 1 Ve%+$ =1 olsun. Ayni

32



zamanda, f ve g, [a,b] araliginda taniml reel fonksiyonlar olsun. Eger |f|? ve |g|?
fonksiyonlari [a, b] araliginda integrallenebilir ise

1 1

b b 5 /b
[r@gwiaxs| [ircorax ) | [lowieax

esitsizligi gecerlidir [13].

Ayrica, Holder esitsizliginin 6zel bir sonucu olarak verilen Power Mean Esitsizligi

asagidaki gibi ifade edilmektedir.

Teorem 2.3.4 (Power Mean Esitsizligi) ¢ > 1 olsun. Aym1 zamanda, f ve g, [a, b]
araliginda tanimli reel fonksiyonlar olsun. Eger |f|P ve |g|? fonksiyonlar1 [a,b]

araliginda integrallenebilir ise

;1

b b q/ b
f F G090 dx < f £ GO dx f FOOlg o1 dx

esitsizligi saglanir [13].

Teorem 2.3.5 (Integraller icin Ucgen Esitsizligi) f, [a, b] araliginda integrallenebilir
olsun. Bu takdirde

b b
[ rax| < [Irelax

esitsizligi saglanir [1].

Teorem 2.3.6 a,b €1 ve a < b olmak iizere f:I° € R — R fonksiyonu [° ilizerinde
ikinci mertebeden tiirevlenebilir olsun. Eger f" € L[a, b] ve |f"'| fonksiyonu, [a, b]

uzerinde konveks ise

b
a+b 1 b=a)*([If" @I+ [If" B
( 2 >_b—ajf(x)dx =" ( 2 )

esitsizligi gecerlidir [14].

Teorem 2.3.7 a,b € [ ve a < b olmakiizere f:I° € R — R fonksiyonu [° iizerinde n.
mertebeden tiirevlenebilir olsun. Eger n > 1 olmak iizere f™ € L[a, b] ve | f (")|

fonksiyonu [a, b] lizerinde konveks ise
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(b — )11 + (—=1)¥] a+b
Z 2641 (e + 1)! f(k) ff(t)dt

® - o |[IFP @] +|lF ™ o)
=2+ 1) 2

esitsizligi saglanir [15].

Teorem 2.3.8 (Jensen Esitsizligi) I/, reel sayilarda bir aralik ve f: I — R fonksiyonu
konveks olsun. x = (x1,%5,...,%,) €I"(n = 2),p = (p1, P2, ---,Py) pozitif sirali n

li (yanip; = 0)ve P, = Y p;(k = 1,2,...,n) ise
k

k
1 1
f<P—nZ pm) 7 ) P .11

i=1

Esitsizligine Jensen esitsizligi denir. f kesin konveks ise (2.11) esitsizligi

Xy = x, = -+ = x,, disinda kesin kii¢tiktiir [16]
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3. AGIRLIKLI JENSEN ESIiTSiZLiGI YARDIMIYLA
ORTALAMA ESITSIZLIKLER

Jensen esitsizliklerinin [19], [22] optimizasyonda (bakiniz, or., [20]), olasilik teorisinde
(bakiniz, or., [21]) ve matematigin bir¢ok alaninda 6énemli bir rol oynadig1 bilinmektedir.
Ayrica, Jensen esitsizligi, yillar icinde, dlgiilebilir uzaylar ve 6zellikle olasilik uzaylar
gibi ¢esitli baglamlarda artan sayida yeni versiyonlara sahiptir [18]. Jensen esitsizligi;
f : (a,b) » R konveks bir fonksiyonve n € N, r; + r,+...+1, = 1 olacak sekilde

r,1,..., 1, € (0,1) olsun. O halde x,x5,...,x, € (a,b) igin

flrixy + roxo+. . 4rx,) <1 f(xq) +rf () +. . 41, f (x,)

olarak bilinmektedir. Bu esitsizligin agirlikli versiyonu ise f : I - R konveks bir
fonksiyon, X1,X2, .., Xy €1 ve m; + my+...+m, >0 olacak sekilde

mq,my,...,my, = 0 reel saylar olsun. O halde

f (m1x1 + myxy+... +mnxn> y myf (xy) + myf (x5)+...+m, f(xy,)
my; + my+...+my, = my + my+...+m, '

Jensen esitsizlikleri literatiirde énemli bir yere sahip oldugu bilinmektedir. Oyle ki bu

esitsizlikler yardimiyla Aritmetik-Geometrik Ortalama (AO-GO), Cauchy-Schwarz,

Young, Holder ve Minkowski gibi literatiirde ¢ok¢a kullanilan bu esitsizliklerin bazilarini

kolayca elde edilebilindigini asagidaki fonksiyon se¢imleri ile kolayca goriilmektedir.

a) f(x) =—Inx fonksiyonu (0,00) araligi tizerinde konveks fonksiyon oldugunda
=T =.. =1 = % ve x; € (0,0), i =1,2,...,n secilmesi ile Jensen esitsizligini
uygularsak

X1 +x+... +x, Inx; +Inx,+...+Inx,
-tn )=~ )

n n
olup gerekli diizenlemeler yapildiginda

Xy + Xpt... +x,
n

n

X1 Xpeo Xy <

yani

GO < A0
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bulunur.

b) f(x) = x? fonksiyonu R konveks fonksiyon oldugunda agirlikli Jensen esitsizligini

uygularsak
<m1x1 + myx,+... +mnxn)2 - myx? + myxz+...+m,x2
m; + my+...+m, my + my+...+m,
olup burada m; = bl-2 ve x; = %, i =1,2,...,n secilmesi ile

(a;by + ayb,+...+a,b,)? < (a2 + a3+...+a2)(b? + b3+...+b2)

seklinde Cauchy-Schwarz esitsizligi bulunur.

¢) f(x) =e* fonksiyonu (0,) araliginda konveks fonksiyon oldugunda r; + 7, = 1

olacak sekilde r; = %, Ty =$ ve x; =plna, x, =qlnb secilmesiile

e* eY
<—+—
p q

4
er ' q
esitsizliginde gerekli diizenlemeler yapilirsa

aP b1
ab < —+—
p q

seklinde Young esitsizligi bulunur.
Integraller igin agirlikli Jensen esitsizligi asagidaki sekilde verilir [21].

Teorem3.1. (Agirhikh Jensen Esitsizligi) F:[a,b] > R konveksve g : (a,b) > R

siirekli ve fab f(x)dx < oo

12 F)g(xax 1 b
a <
F( e ) < i I FOF (g

dir.
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a, b > 0 olmak iizere bazi 6nemli ortalama esitsizliklerini agsagidaki sekilde hatirlatalim

[17]:

1) Aritmetik Ortalama

a+b

A0 = A(a,b) =

2) Geometrik Ortalama

GO = G(a,b) = Vab,

3) Harmonik Ortalama

HO = H(a,b) = 2
=H@ b= +b
4) Logaritmik Ortalama
a , a = bigin
L0=L(a,b)={ b—a
b —Ing a # b i¢in
5) Ozdes Ortalama
a , a = bigin
1
10 =1(a,b) =1 (bP\b-a
A7 , a #+ bigin
6) p -Logaritmik Ortalama
a , a = bigin
1
L0 =Lp(aby =91 bP7t —ap™ o
G+Db-a)| N

Dolayistyla bu ortalamalar arasinda
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HO <GO<LO<I0<A0

seklinde bir iliski vardir.

Bu ¢alismada amacimiz yukardaki 6zel esitsizliklerin elde edilmesi diisiincesi ile agirlikl
Jensen esitsizliginin uygulamasiyla yeni bir esitsizlik tantmlamaktir. Boylece elde edilen

bu esitsizligin uygulamalar1 yardimiyla da bazi ortalama esitsizlikler elde edilecektir.

3.1. ORTALAMA INTEGRAL ESITSIZLIKLERIi

Bu boliimde ortalama esitsizlikleri elde etmek i¢in kulanilacak 6nemli bir esitsizlik olan

asagidaki integral esitsizligi ile baglayalim.

Teorem 3.1.1. Negatif olmayan f,g € L*([a,b]), 0<a<b, a =1 igin

b a b b
( | f(x)g(X)dx> < (b — @)@ ( [ f“(x)dx) ( [ g“(x)dx> G3.0)

dir.

Ispat. F(t) =t* Y a>1 konveks fonksiyonu i¢in agirlikli Jensen esitsizligini

uygulanirsa, bu durumda

b a—1
(fa f (x)g(x)dx> __ 1

b
<5 “1(x)dx,
17 Fo0dx IR f(x)dxfaf A

a—2

b
| roge @

b a-—1 b
(f f(x)g(x)dx> s( [ f(x)dx)

yazilir. Buradan da %+3 =1 olacak sekilde p=a, q = ﬁ secilmesi ile Holder

esitsizligini sag taraftaki integrallere uygulanirsa,
a—1

b a—1
( | f(x)g(x)dx)
a-17(a@=2) a-1

(o (o] (o] (o)
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a—1 a—1

a—-1)(a—2) a b a
= (b —a)( . (j f“(x)dx) (j g“(x)dx)

olur. Boylece

b a b b
( f f(x)g(x)dx> < (b— )@ ( f f“(x)dx> ( f g“(x)dx)

istenilen esitsizlik elde edilmis olur.

Sonu¢ 3.1.1. «a =1 ve 0 <a < b olmak lizere

La(ar b) < La(a—l) (a: b) (32)

1

. bot1_aotlNg
ortalama esitsizligi saglanilir. Burada L,(a,b) = (m) dir.

a-—1

Ispat. (3.1) esitsizliginde f(x) =x ve g(x) = x*1, a > 1 olacak sekilde segilirse

b a-1 b
(f x“dx) <(b-a)*? (f x“(“‘l)dx>

ba+1 q+1 a-1 ba(a—1)+1 _ aa(a—1)+1
<(b-—a)*?
ala—1)+1

patl _ ga+l >“—1 pala—D+1 _ ja(a-1)+1

((oc Db-0) “@a-DrDb-a

ba+1 0(+1 % ba(a—1)+1 _ aa(a—1)+1 1
< a(a—1)
<(a + 1)(b — a)> - ((a(a -D+1b- a))

a(a' b) < La(a—l) (a’ b)

elde edilir ve istenilen sonug elde edilmis olur.

Hatirlatma 3.1.1. Ozel olarak (3.2) esitsizliginde a = 2 i¢in L,(a, b) = L,(a, b) olur.
Diger yandan, (3.2) de o = 3 alinirsa Lz(a,b) < Lg(a,b) bulunur.
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Sonu¢ 3.1.2. a>1 ve 0 <a < b olmak lizere

LEt (a,b) < L%(a,b)A(a, b) (3.3)

a

ortalama esitsizligi saglanilir. Burada A(a,b) = (bzﬂ) dir.

. 1
Ispat. (3.1) esitsizliginde f(x) = x ve g(x) = xe, @« = 1 olacak sekilde segilirse

<fbxa7+1dx>a <(b—-a)*? <fbx“dx> (fbxdx>

a

2a+1 2a+1

b« —a « patt — gatl b? — a?

R <

Th-ay) ((a + Db - a>> <2(b - a)>
a(a+1) 1

bzaaH B a% (a+1) pa+l _ ga+l “a b+a

b - ae ) =)

2 (b - a) <<a + (b - a)> £

L%t (a,b) < L%(a, b)A(a, b)

a

elde edilir ve istenilen sonug elde edilmis olur.

Hatirlatma 3.1.2. Ozel olarak (3.3) esitsizliginde a =2 igin Lg(a, b) <
2

L%3(a,b)A(a, b) yazil.

Sonu¢ 3.1.3 a>1 ve 0 <a<b olmak iizere
L%,(a,b)Li(Ina,Inb) < L*(a,b) Inl (a,b) (3.4)

ortalama esitsizligi saglanilir.

. 1 . .-
Ispat. (3.1) esitsizliginde f(x) =§ ve g(x) =Ilnax, a =1 olacak sekilde segilirse
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by da\® b b
<f lnEx—> <(b- a)“‘zf x‘“dxf Inxdx
a X a a

i1 14\”
(Inb)a"" — (Ina)=

(Inb—Ina)*|
(E+ 1) (Inb—Ina)

—a+1 _ —a+1
<(b—-a)*? [b(Inb —1) —a(lna —1)]
—a+1
1
(lnb—lna)“L (l Inb) < p~*+l — g-atl —_“(_a)<blnb—b—alna+a)
b—a ) s MY E\CarDb-0) b—a

Inb? —lna*—b+a
b—a

Li(lna,inb)L*,(a,b)Li(lna,lnb) <

L%,(a,b)Li(Ina,lnb) < L*(a,b) Inl (a,b)

elde edilir ve istenilen sonug elde edilmis olur.

Hatirlatma 3.1.3. Ozel olarak (3.4) esitsizliginde a = 2 igin

L*>,(a,b)Li(Ina,Inb) < L*(a,b) InI (a,b)
2

yazilir.

Sonu¢ 3.14.0>1 ve 0 <a <b olmak lizere

L_,(a,b) < G(a,b) (3.5)

ortalama esitsizligi saglanilir. Burada G(a,b) = va.b dir.

Ispat. (3.1) esitsizliginde f(x) =§ ve g(x) = %, a = 1 olacak sekilde segilirse

(fbxizdxy <(b-a)*? (fbx‘“dx>2

1 1\ b1 — g1-@\?
) < —qQ) 2
(a b) <(b-a) ( 1-a >
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-1

>73m

bl—a _ al—a’
((1 —a)(b—a)

L_q,(a,b) <G(a,b)

istenilen sonug elde edilmis olur.

Hatirlatma 3.1.4. Ozel olarak (3.5) esitsizliginde a = 2 i¢in L_,(a, b) = G(a, b) olur.
Diger yandan, (3.5) de a = 3 almrsa L_s(a,b) < G(a,b) bulunur.

Sonu¢ 3.1.5.a2 > 1 ve 0 < a < b olmak ilizere

L(a,b) < A(a,b)

b—a a+b .
ve A(a,b) = — dir.
Inb—Ina 2

ortalama esitsizligi saglanilir. Burada L(a, b) =

. L =1
Ispat. (3.1) esitsizliginde f(x) = xa ve g(x) = x«, a = 1 olacak sekilde secilirse

b\ b bq
(f dx) <(b- a)“‘zf def —dx
a a a X

2

b? — a?

(b—a)*<(b—-a)*b—a)? (

a+by/Inb—1na
1< () (52

2 b—a
b—a a+b

<
Inb—Ina™ 2
L(a,b) < A(a,b)

)(lnb—lna)

elde edilir ve istenilen sonug elde edilmis olur.

Sonu¢ 3.1.6. o =1 ve 0 <a <b olmak iizere
Lz(a,b) < A(a, b) (3.6)

ortalama esitsizligi saglanilir.
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. 1 1
Ispat. (3.1) esitsizliginde f(x) = xa ve g(x) = xa, a = 2 olacak sekilde segilirse

(fbxidxy <(b-—a)*? (fbxdx>

a
2 2 2
a+1 _ aa+1 a+ b
<

(§+1)(b—a) T2

2

Lz2(a,b) < A(a, b)

elde edilir ve istenilen sonug elde edilmis olur.

Hatirlatma 3.1.5. Ozel olarak (3.6) esitsizliginde a« =2 i¢in L;(a,b) < A(a,b)

yazilir.

Teorem 3.1.2 f : [a,b] c (0,0) - R negatif olmayan siirekli bir fonksiyon olmak

lizere @ = 1 i¢in

1 (b “ 1 (P :
<mf fz(x)dx> S(mj f“(x)dx) (3.7)

dir.
Ispat. Teorem 3.2 de 6zel olarak f = g segilirse istenilen esitsizlik elde edilir.

Sonu¢ 3.1.7.«a =21 ve 0 < a < b olmak ilizere

L_,(a,b) < G(a,b) (3.8)

ortalama esitsizligi saglanilir.

Ispat. (3.7) esitsizliginde f(x) = i, a = 1 olacak sekilde secilirse
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1 /1 1\\“ 1 pl-a _ gl-a\?2
S <
(b—a(a b)) _<b—a 1—«a >
1

1 << b=« — gl-¢ >a_ 1
Yab ~ \b—-a)(1—a)) ~ L_g(ab)
L_,(a,b) < G(a,b)

elde edilir ve istenilen sonug elde edilmis olur.
Sonu¢ 3.1.8. a > 1 ve 0 < a < b olmak lizere

T,(a,b) < T,(a,b)

1

ortalama esitsizligi saglanilir. Burada T,(a,b) = (W)a drr.

Ispat. (3.7) esitsizliginde f(x) = e*, @ = 1 olacak sekilde secilirse

1 eZb_eZa“ 1 eba_eaaz
<
<b—a 2 > _(b—a a )
1

eZb _ eZa 2 eab — ea
e P [
<2(b—a)> K (a(b—a))

olur. Buradanda e? =s > b =1Ins ve e?=1r - a=Inr olarak alinirsa istenilen

]Ir

esitsizlik elde edilmis olur.
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4. EULER BETA FONKSIYONLARINI iCEREN INTEGRAL
ESITSIZLIKLERI VE ORTALAMA ESITSIZLIKLER

Konveks fonksiyonlari iceren esitsizliklerin kullanighlig1 en basindan beri fark edildi ve
simdi matematigin birka¢ modern dalinin gelisiminin arkasindaki ana itici gii¢lerden biri
olarak kabul ediliyor ve biiyiik ilgi goriiyor. Bu tiir tahminler i¢in bazi {inlii sonuglar
Hermite-Hadamard, trapezoid, midpoint, Simpson ve Jensen esitsizlikleri vb den

olusmaktadir.
f:I€cR->R,a<b ve ab € [iizerinde tanimlanmis bir konveks fonksiyon olsun.

Asagidaki esitsizlik literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinmektedir [7]:

b
/() < (1) f o < L2512
a
Bir konveks fonksiyonun integral ortalamasina iliskin en iyi bilinen esitsizlik Hermite-
Hadamard esitsizligidir. Bir konveks fonksiyonun ortalama degerinin her iki tarafindan
da bir tahmin verir ve ayrica konveks fonksiyonun biitiinlestirilebilirligini saglar. Bu ayn
zamanda biiyiik bir merak konusudur. Baz1 klasik esitsizlikler konveks fonksiyonlarin
faydast altinda Hadamard’in esitsizliginden elde edilebilecegine dikkat edilmedilir.
Konveks fonksiyonlar i¢in bu esitsizlikler, analizde ve uygulamali matematigin diger
alanlarinda 6nemli bir rol oynar. (4.1) esitsizliklerinin ikinci kisminin farkinin mutlak
degeri literatiirde yamuk esitsizligi olarak bilinir ve 1998 yilinda Dragomir ve Agarwal
tarafindan verilmistir [27]. Daha sonra 2004 yilinda Kirmanci tarafindan orta nokta
esitsizligi olarak bilinen (4.1) esitsizliklerinin birinci boliimiiniin farkinin mutlak degeri
verildi [8]. Bdylece bu iki 6nemli esitsizlik bugiine kadar pek ¢ok okuyucunun ilgisini

cekmis ve farkli konveks fonksiyon tiirleri i¢in birgok ¢alisma yapilmstir.

[27]7’de Dragomir ve Agarwal (4.1)’in sag kismiyla baglantili asagidaki sonuglari

kanitladilar.

Lemmad.l.a<bvea,b €%iinf:1° € R > R reel sayilar aralig1 olan I° iizerinde

tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger f' € L[a, b] ise asagidaki esitsizlik gecerlidir:
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f@)+f(b)
2

b 1
- . aff(x)dx =b%“0f(1 —20)f'(ta+ (1 —Db)dt.  (42)

Teorem4.1.a < bvea,b € I°i¢in f:I1° € R - R reel sayilar arali1 olan I° iizerinde

tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger |f'| , [a, b] lizerinde konveks ise,

f@)+fb)
2

(b—a)
8

b
1
b—a f fldx| < Af' @]+ If (DD 4.3)

[8]°de Kirmaci, (4.1)’ in sol kismuyla ilgili agagidaki sonuglari ispatladi.

[8] de tlirevlenebilir konveks fonksiyonlar i¢in baz1 Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler

asagidaki Lemma kullanilarak kanitlanmistir.
Lemmad4.2.a < bvea,b € I°i¢in f:1° € R > R reel sayilar aralif1 olan I° iizerinde

tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger f € L[a, b] ise,

b
i ot

1/2 1
=(b—a) lj tf' (ta+ (1 —t)b)dt + f(t —1) f'(ta+ (1 —t)b)dt (4.4)
0 1/2

esitsizligi vardir.

Teorem 4.2. a < bvea,b € I°i¢in f:1° € R > R reel sayilar aralig1 olan I° {izerinde

tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger |f'| , [a, b] lizerinde konveks ise,

b
1 b b —
[ r@a- £ (50)] < 52 0r@1+ 10D (45)

esitsizligi vardir.

Kesirli analiz konusu (integraller ve tlirevler), gectigimiz on yllar boyunca, temel olarak

bilim ve miihendisligin ¢ok sayida goriintiste farkli ve yaygin alanlarinda kanitlanmis
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uygulamalarindan dolay1r énemli bir popiilerlik ve 6nem kazanmigtir. Kesirli integral
gercekten de matematik biliminin 6zel fonksiyonlarini ve bunlarin bir ve daha fazla
degiskendeki uzantilarin1 ve genellemelerini iceren cesitli problemler i¢in potansiyel
olarak yararli birka¢ ara¢ saglar. Bu konu halen birgok yazar tarafindan kapsamli bir
sekilde c¢alisilmaktadir, ornegin bkz. ([23], [24], [31], [35], [36]-[50]). Kesirli
integrallerin 6nemli uygulamalarindan biri Hermite Hadamard integral esitsizligidir, bkz
[25], [17], [29], [38], [42]-[50]. Oncelikle, Riemann-Liouville kesirli integralinin
yukaridaki taniminin asagidaki [31], [35] ve [36] ile tanimlandigin1 hatirlayalim:

1 X
Jof(x) = mj (x —t)* 1f(t)dt, x> a,

1 b
800 = s f (t— 0% f(B)de, x<b.

k -Riemann-Liouville kesirli integrali su sekilde tanimlanir:

J& o f () = %Lx@ — 0K f(®de, x>a,

1

JEf () = s

b (24
f (t —x) f()dt, x<b

o0 ok
I(a) = f t*le"kdt, R(a)>0
0

Ve

R .
I(a) = kt r(k), R(a) > 0;k >0

iken
[48] da Mubeen ve Habibullah tarafindan verilmektedir.

Simdi kesirli integraller i¢in Sarikaya ve digerleri tarafindan ispatlanan Hermite

Hadamard esitsizliginin temel ifadelerini hatirlayalim [42] de asagidaki gibi:

Teorem4.3. f : [a,b]>R , a<b ve f € L;([a,b]) fonksiyon olsun. Eger f,
[a,b] Tzerinde konveks fonksiyon ise o zaman kesirli integraller icin @ > 0 iken

asagidaki esitsizlikler gegerlidir:
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a+by T(a+1) N f(a) + f(b)
F(557) = 5y ey U ) + J§-f (@) £ === (4.6)

Bu sirada, [42]de, Sarikaya ve arkadaslan tarafindan Riemann-Liouville integrali igin

asagidaki ilging yamuk tanimini verildi:

Lemma 4.3. f :[a,b] > R, a < b (a,b) lizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. Eger f' € L[a, b] ise, kesirli integraller i¢in asagidaki esitlik gecerlidir:

f@+fb) '@+l
2 2(b —a)“

Ua+f (b) +J5_f (a)]

b—a
2

1
j [(1— D)% — t9]f'(ta + (1 — £)b)dt. 4.7)
0

Teorem 44. f : [a,b] > R, a<b iken (a,b) lzerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. Eger |f'| , [a, b] tizerinde konveks ise, kesirli integraller i¢in asagidaki

esitsizlik gecerlidir:
[@+f®) T@+D) ]
o S e V) + 5 f (@)
b—a 1 , ,
< saa (13 @+ F ol (438)

Ote yandan, [46] da Igbal ve arkadaslari tarafindan Hermite-Hadamard tipi (1.6)
Riemann-Liouville integral esitsizliklerinin sol tarafi ile baglantili olarak orta nokta

esitligi kullanilarak asagidaki sonuglar verilmistir.
Lemmad4.4.f : [a,b] > R, (a,b) lizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
Eger f' € L'[a,b] ise, Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in asagidaki tanim

gegcerlidir:

f(a+b) la+1)

« _ b—a -
2 - z(b _ a)a Ua+f(b) +]b_f(a)] = T;Ik' (49)
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1

= [Cerera-oad L= [(Ceoptar a-ond,

1 1
I, = J; t*—Df' (th+ (1 —ta)dt I, = L (1 —=tf'(ta+ (1 - t)b)dt.

iken.

Bir¢ok makale, Riemann-Liouville kesirli integrallerini inceler ve bu tiir integralleri
kullanarak Hermite-Hadamard tipi esitsizliklerin yeni ve ilging genellemelerini verir,

drnegin bkz. ([23]-[25], [37], [42]-[50]).

Bu makalenin amaci Euler beta fonksiyonlarini iceren yeni Hermite-Hadamard tipi
esitsizlikler olusturmaktadir. ilk tiirevleri mutlak degerleri konveks olan fonksiyonlar
kullanarak, daha 6nce yayinlanmis sonuglar kapsayan {inlii Hermite-Hadamard tipiyle

baglantili yeni yamuk ve orta nokta esitsizlikleri elde ettik.

4.1. EULER BETA FONKSIYONLARI ICEREN HERMITE-HADAMARD
ESITSIZLIKLERI

1997 de, Chaudhry ve arkadaslar1 [26] Euler beta fonksiyonunun asagidaki uzantisini

sundu

1 —v
t™ 11 — )" teta-odt, m,n,v > 0icin

Mmmw=L

ve bu uzantimin Macdonald, error ve Whittakers fonksiyonuyla baglantili oldugunu
kanitladilar. Ag¢ik¢a goriiniiyor ki, f(m,n) klasik Beta fonksiyonu iken B(m,n;v) =
B (m,n) dir.

Bu béliimde, Euler's beta fonksiyonunu kullanarak asagidaki teoremle bagliyoruz:

Teorem 4.5. f :[a,b] > R , a<b iken [a,b] lzerinde konveks fonksiyon olsun,

bu durumda asagidaki esitsizlikler gecerlidir:

f (a ; b) p(m,n;v) (4.10)

—v(b-a)?

N(x)f (x)e-0&x-adx

1 b
: J
Z(b _ a)m+n—1 a

f(a) + f(b)

< p(m,n;v) 3
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Buradan f(m, n; v) Euler beta fonksiyonu olmak tizere m,n,v > 0 igin
D) =b-x0)"x-a)" 1+ b -x)" 1 (x—a)y™?
bi¢iminde tanimlanir.

Ispat. t €[0,1] icin, x=ta+(1—t)b, y=(1—t)a+th olsun. f nin

konveksliginden
a+by _x+y\ f)+f©)
f<2>_f(2 )S 2 D
olur. Yani,
2f (aZLb) < f(ta+ (1 —t)b) + f((1 — t)a + tb). (4.12)

(4.12) nin her iki tarafi t™ (1 — t)" letG-v ile garpilarak, daha sonra ortaya c¢ikan

esitsizligin t ye gore [0,1] tizerinde integrali alinirsa,

1 v
2f (a ; b)f tm1(1 — )" le ta-odt
0

1 v
< j t™ 11— t)" f(ta+ (1 — t)b)e ta-ddt
0

1 v
+f t™ 11— )" (1 — t)a + th)e ta-vdt
0

elde edilir. Boylece

f(a ; b)ﬁ(m,n;v)

= b -1 n-1
= 2(b — q)min-1 -]:1 [(b—x) (x — a)

—v(b—a)2

+ (b —x)"(x — a)™ ] f (x)et-00-adx

bulunur ve ilk esitsizlik kanitlanmis olur.
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(4.10) esitsizliginin diger tarafini ispatlamak i¢in, f konveks oldugundan, her t € [0,1]

1¢in,

flta+ (1—0b) + f(1 —t)a + th) < f(a) + F(b). (4.13)

esitsizligi saglanir. (4.13)’iin her iki tarafi t™1(1 — t)" let(-0 ile garpilarak ve ortaya

¢ikan esitsizligin t ye gore [0,1] lzerinde integrali alinarak,

1 b . B
2(b — a)m+n—1ja [((b—x) (x —a)
+ b —-x)"1(x - a)m_l]f(x)e%dx
= wﬁ(m, n;v)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.1. Teorem 4.5. te, n = m = 1 segilirse

f(a+b)£(b 1 Lb g’ f(a)‘;f(b) (4.14)

2 “QEW) f(x)e®-G-adx <

elde edilir. Burada v > 0 i¢in

-V
E(wv) = fol eta-0dt,v > 0 bi¢iminde tanimlanir.

Aciklama 4.1. Eger Sonug 4.1.de, v = 0 alinirsa, (4.14) esitsizligi (4.1) esitsizligi haline

gelir.

Sonuc¢ 4.2. Teorem4.5tem =1, n =a (veya m = a, n = 1) segilirse

f (a er b) (4.15)
szg(a;v)(b_a)afa [(x — @)% + (b — )% 1 f (x) oG dx

< f(@) erf(b) f(a;b)

elde edilir. Burada a, v > 0 i¢in
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E(a;v) = fol(l — t)% leta-0dt, biciminde tanimlanir.

Aciklama 4.2. Eger Sonug 4.2 de, v — 0 alinirsa, (4.15) esitsizligi Teorem 4.3 teki (4.6)

esitsizligi haline gelir.

Aslinda, a mertebesindeki k -Riemann-Liouville kesirli integralleri, a mertebesindeki
Riemann-Liouville kesirli integrallerinin genellestirilmesidir. Eger k — 1 alirsak, «
mertebesindeki  k -Riemann-Liouville kesirli integrallerinin, o mertebesindeki
Riemann-Liouville kesirli integralleri oldugu ortaya g¢ikar. Asagidaki sonu¢ bununla
ilgili;

Sonug 4.3. Teorem4.5tem =1, n = % S(veya m = %, n = 1) segilirse,

f (a er b) (4.16)
2 a a —v(b-a)?
= - a:f [(.X,' — a)E_l + (b = X)E_l] f(x)emdx
2E; (a;v)(b —a)ka
. f(a) ;Lf(b)

elde edilir. Burada a,v, k > 0 icin

a -V
Ex(a;v) = fol(l — t)k 'et@-ddt olarak tanimlanir.

Aciklama 4.3. Eger Sonug 4.3. de, v — 0 alinirsa (4.16) esitsizligi [49] da Hussain ve

digerleri tarafindan kanitlanan

(a + b) - L (a + kz D%, F0) + JEr f@)] < f(a) + f(b)
27 20— 2

esitsizligine doniisiir.

4.2. EULER BETA FONKSIYONLARI iCEREN YAMUK ESITSIZLIKLERI

Bu boliimde, sonuglarimizi kanitlamak icin bize yardimci olacak bir tanim veriyoruz:

Lemma 4.5. f :[a,b] > R , a<b iken (a,b) izerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. Eger f' € L[a, b] ise
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—v(b—a)2

f(@)+f(b) Q0O f(x)eToG-ddx  (4.17)

2

1 b
'B(m’ n V) B z(b — a)m+n—1_];

(b—a)
2

f Be(m,m;v)[f'(th + (1 —t)a) — f'(ta + (1 — t)b)]dt
0

esitsizligi gecerlidir. Burada f,(m,n;v) tam olmayan Euler Beta fonksiyonu olup
m,n,v>0 i¢in

t —v
sm1(1 —s)" lesG-9ds, 0<t<1

Be(m,n;v) = f

0

olarak tanimlanir.

Ispat. Burada, (4.17) nin sag kismindaki integrallerde kismi integrasyon uygulanir ve

x =tb + (1 —t)a degisken degisimi kullanilirsa,

1
F, = f Be(m,m;v)f (th + (1 — t)a)dt
0

- lf(_bzl‘ﬁ(m, mY) = i a_fo (1 - O f(eh + (1 - Ha)et-Ddt

—v(b-a)?

b
AL L(m,n;v) — W.fa (x — )™ (b — )" 1f (x)e®-nC-adx.

“b—a

bulunur. Benzer sekilde

F, = flﬁt(m, m;v)f (ta+ (1 —t)b)dt
0

1 —-v
= _%5@, nv) + ﬁjo t™ 11— t)" f(ta+ (1 — t)b)etG-0dt

—v(b—a)2

1 b —vib-—a)?.
=— ﬁ (m,n;v) + m] (x—a)" (b —x)™ 1f (x)eb-0G-adx.
a

b—a)

bulunur. Eger F, den F; c¢ikarilirsa ve ( ile carpilirsa, (4.17) nin kanit1 elde edilir.
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Aciklama 4.4. Eger Lemma4.5te, m =n =1 ve v — 0 alinirsa,0 zaman esitlik (4.17),

Lemma 4.1 deki (4.2) esitligine doniisiir.
Aciklama 4.5. Eger Lemma4.5te, m=1, n=a, v—=>0 (veya m=a, n=1, v
0) alinirsa, o zaman esitlik (4.17), Lemma 4.3 deki esitlik (4.7) olur.

Aciklama 4.6. Eger Lemma4.5te, m=1, n = %,v -0 (veya m = %, n=1v-0)

aliirsa, (4.17) esitligi, [49] da Hussain ve digerleri tarafindan kanitlanan

f(a)+f(b)_rk(a+k)[]a+ f(b) + J& f(a)]
2 20— a)k " T

b—a
2

1 a a
f |(1 = 0F — t&| £ (ta + (1 - )b)a
0
esitligine doniisiir.
Lemma 4.5 deki degisken degisikligi ile teoremleri kanitlamak i¢in asagidaki esitlik
kullanilacaktir.

Aciklama 4.7. Lemma 4.5 te degisken degisimi ile, (4.17) esitligi

b —v(b-a)?
T DCEL (N — ¢-o)

2 2(b — @)m+n-1 20x)f (x)e®-mGx-adx (4.18)

(b—a)
2

1
[ 18eom ) = ol f (b + @ - e

0
esitligine doniisiir.
Hermite-Hadamard tipi bir esitsizligin sag tarafinin bazi tahminlerini birinci tiirevleri
mutlak degerleri konveks olan fonksiyonlar seklinde asagidaki gibi genisletilir:

Teorem 4.6. f : [a,b] > R de a <b iken (a,b) iizerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve f' € L[a, b] olsun. Eger |f'|, [a, b] lizerinde konveks ise m,n,v > 0 igin
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f(a) + f(b) _ 1 fb —v(b-a)?

‘B(m,n;v) . 2G| 200 eTEAdx  (419)

< - (LOLVON P nnin) - pimmtas

esitsizligi vardir.

Ispat. (4.18) esitligi ve |f’| nin konveksligi kullanilarak

fl@+f®) 1 fb ~v(b-a)?

‘ﬁ(m, n;v) > 200 — gy 2(x)f (x)eb-DG-adyx

(b—a)

<
2

f 1Be(mm;v) — Brc(myms VI (L — a + th)|dt
0

(b—a)
2

<

j [Bre(mms v) — Bem s W[ = DF @] + e £ ®)|]de
0

(b—-a)

T2

L [Be(m,m;v) = By (m, ;; ][(1 = O|f (@] + t|f (B)]]de

(b—a)
2

(If @]+ |f @) f By (my i v) — BeCm,m; v)]dt
0

bulunur ki bu (4.19) un ispatin1 tamamlar.

Ac¢iklama 4.8. Eger Teorem 4.6 da, n=m =1 ve v —» 0 alinirsa, esitsizlik (4.19),
Teorem 4.1deki (4.3) esitsizligini getirir.

Aciklama 4.9. Eger Teorem4.6da, m=1, n=a, v—=>0 (veyam=a, n=1, v -
0)alinirsa, esitsizlik (4.19), Teorem 4.4 deki (4.8) esitsizligini getirir.

Aciklama 4.10. Eger Teorem4.6da,m =1, n = %, v—0 (veyam= %, n=1 v-
0) alinirsa, [49] da Hussain ve arkadaslar tarafindan kanitlanan

f@+fb) Lla+k)
2 2(b — a)k

Uas i ) + J§-i f(a)]

< M(l 1 ) (If’(a)l + If'(b)|>
o\
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esitsizligine doniisiir.
Teorem 4.7. f : [a,b] > R de a <b iken (a,b) iizerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve f' € L[a, b] olsun. Eger |f'|? baz1 q¢ > 1 igin [a,b] lizerinde konveks

ise, m,n > 0 igin

b -v(b-a)?
| By @B 1 f =

2 20 — gyt | AEfG)etmemadx (4.20)

o e L
S(b a) (f |ﬁt(m,n;v)—,5'1—t(m,n;v)|pdt> (lf @|” +1r'®) )
2 \U, 2

esitsizligi gecerlidir. Burada % + % =1 dir.

Ispat. (4.18) esitliginde, Holder esitsizligi ve |f’|? nun konveksligi kullanilarak, sunu

bulabiliriz

’[5’ (m,n;v)

b 1 b —v(b—a)?
f(a) -Zl_f( ) _ Z(b — a)m+n_1j Q(x)f(x)e(b—x)(x—a)dx

1
q

<w—@
= 2

<f |ﬁt<m,n;v)—ﬁl_t(m,n;v)wdt)p ( f |f’(<1—t)a+tb)|"dt>
0 0

(f |Be(m, 1;v) = By (m, m; V)Ipdt>p (f [(1-B)If @]
0 0

1

+ t|f'(b)|q]dt)a

<

(b—a)
2

ki bu (4.20) nin ispatin1 tamamlar.

Aciklama 4.11. Eger Teorem 4.7de, m=n=1 ve v — 0 alinirsa, (4.20) esitsizligi
[27] deki Teorem 2.3 te (4.4) esitsizligini getirir.

Aciklama 4.12. Eger Teorem4.7de, m=1, n=a, v—>0 (veyam=a, n=1, v -

0) alinirsa, (4.20) esitsizligi [45] deki Teorem 8 deki (4.7) esitsizligini getirir.
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Aciklama 4.13. Eger Teorem 4.7 de, m=1, n= %, v—>0 (veya m= %, n=
1, v — 0)alinirsa, (4.20) esitsizligi [49] da Hussain ve arkadaglari tarafindan kanitlanan

f@+fb) Lla+k)
2 2(b — a)k

Ugs i FB) + J§-i f(a)]

(b —a) (If'(a)lq + If'(b)qu

2(2p+ 1)% ?

esitsizligine doniisiir. Burada % + é =1, % € [0,1] dur.

43.EULER BETA FONKSiYONLARI ICEREN ORTA NOKTA
ESITSIZLIKLERI

Baslamadan ve bir sonraki sonucumuzu ispatlamadan 6nce, asagidaki lemmaya

ihtiyacimiz var.

Lemmad4.6. f: [a,b] >R , a<b iken (a,b) iizerinde

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger f' € L[a, b] ise m,n,v > 0 igin

—v(b—a)2

1 b
)B(m. mv) -5 b=y f Q(x)f (x)et=0G-adx

a+b
(=
4.21)

1= [(pnmnr e+ -oaa, 1= [(-pamm)f e+ a-opa,

1 1
T3 = j; (=Bicmmv))f'(thb+ (1 — Ha)dt, T, = j; By (m s v)f(ta + (1 — O)b)dt .

2 2

esitlikleri saglanir.

Ispat. (4.21) in kanitinda, kismi integrasyon uygulanirsa,

T, = fgﬁt(m, m;v)f ' (th + (1 — t)a)dt
0
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1
b—a

a+b
2

Br(m, n; V)f< ) 3 . aftm‘l(l — O (th+ (1 - t)a)et(z—zt)dt,
2 —%Jo

T, = jg(—ﬁt(m, n;v))f (ta+ (1 —t)b)dt
0

1
b—a

1
a+b 1 = .
2 ) b f “tme1(1 - )" f (ta + (1 — £)b)efa-nd,

0

prm )t (

Ty = fl (=B1—e(m,m;v))f'(th + (1 — )a)dt

1 +b 1 ! v
P aﬁ%(n, m)f (a 5 ) = afl A —=)™ 1" 1f(th + (1 — t)a)eta-vdt,

1
T, = j Bi_c(m,m; V)f(ta + (1 — D)b)dt

1
b—a

a+b
2

1 -V
pa(m,n; V)f( ) 7 i afl (1 - )™ " f (ta + (1 — t)b)etG-0dt.

esitlikleri elde edilir. Boylece, istenilen esitlik (4.21) elde edilir.

Aciklama 4.14. Eger Lemma4.6da,m=n =1 ve v = 0 alinirsa, (4.21) esitligi [8]de

Kirmaci tarafindan verilen Lemma 4.2 nin (4.4) esitligini getirir.

Aciklama 4.15. Eger Lemma4.6da, m=1, n=a, v—>0 (veyam=a, n=1, v -
0) alinirsa, (4.21) esitligi [46] da Igbal ve digerleri tarafindan verilen Lemma4.4 {in (4.9)
una indirgenir.

Ac¢iklama 4.16. Eger Lemma4.6da, m =1, n = %, v—-0 (veyam= %, n=1 v-
0) alinirsa, (4.21) esitligi [38] de Sarikaya ve Ertugral tarafindan verilen Sonuc6 esitligine
indirgenir.

Aciklama 4.17. Lemma 4.6 da degisken degistirme ile, (4.21) esitligi
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—v(b—a)2

a+b 1 b
f( > ),B(m, n;v) — 20— a)m”l_l_f D(x)f (x)eb-nx-adx (4.22)

(b—a)
2

1
2 ' '
[ 1Bem v + B, mIIF (b + (1= 00) = £ (ca+ (1= OB)]de.
0
esitligine doniisiir.
Son olarak, birinci tiirevleri mutlak degerleri konveks olan fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard tipi bir esitsizligin sol tarafinin bazi tahminleri asagidaki gibi genisletilir:

Teorem4.8. f: [a,b] > R, a<b iken, (a,b) iizerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve f' € L[a, b] olsun. Eger |f'| , [a,b] lizerinde konveks ise m,n,v > 0

icin agagidaki esitsizlikler saglanir:

atbh - 1 ’ e 423
V<2>Mmmﬂ—mh%wmﬂLﬂmﬂ@e x| @23)
b— , , 1
< ( 5 2 [IF' @]+ | ®|] (Eﬁ(m, n;v) — B;(m +1,n;v) — ﬁ;(n +1,m; v))

Ispat. (4.22) den ve |f’| nin konveksligini kullanarak

a+b 1 b (—v(l;(—a)z)d 124
y — b—x)(x—a
f( > )ﬂ(m,n,V) Z(b—a)m”l‘l_fa N f(x)e X (4.24)
b-a) ([ , ,
<2 [tmn) + pemnitae ) I @) + 1 O]
0
esitsizligi elde edilir. integrallerin siras1 degistirilerek,

1

f “[Be(m,m;v) + Bo(n,m; v)]de (4.25)
0

2 [t v 2 [t v
= f f s™m (1 — s) les-9ds dt + j f (1 —s)M™ 1snlesG-s)ds dt
0 Jo 0 Jo

= %ﬁ(m,n; v) —Bi(m+ 1,n;v) — fri(n + 1,m;v).
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(4.24) i¢ine (4.25) yazilarak istenen esitsizlik elde edilir. Bu ispati tamamlar.

Aciklama 4.18. Eger Teorem 4.8 de, m = n = 1 ve v — 0 alinirsa, (4.23) esitsizligi [8]

de Teorem 4.3 de Kirmaci tarafindan verilen (4.3) deki esitsizligini getirir.

Ac¢iklama 4.19. Eger Teorem4.8deem=1, n=a, v—>0 (veyam=a, n=1, v -
0) alinirsa, (4.23) esitsizligi [46] da Igbal ve arkadaslar1 tarafindan verilen teorem2 deki
(3) esitsizligini getirir.

Aciklama 4.20. Eger Teorem4.8de, m =1, n = % v—-0 (veyam= % n=1v-

0) alinirsa, (4.23) esitsizligi, [39] da Sarikaya ve Ertugral tarafindan Sonug¢ 9daki

esitsizligi getirir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde amacimiz, Hermite-Hadamard, yamuk, orta nokta ve Jensen esitsizlikleri gibi
onemli bir ¢aligma alanina sahip olan esitsizliklerin Euler Beta fonksiyonlariyla olan
iligkilerini incelemektir. Tezimizin odak noktasi, bu esitsizliklerin Euler Beta
fonksiyonlariyla nasil etkilesime girdigini anlamaktir. Bunun yani sira, bu esitsizliklerin
farklr ispat yontemlerini de ele alarak nasil kanitlanabilecegini agiklayan bir boliim de

sunulmustur.

Bu ¢alismada kullanilan yontem, Euler Beta fonksiyonlarini igeren integral esitsizlikleri
ve ortalama esitsizlikler i¢in yeni sonuglar elde edebilmektedir. Bu yontem, esitsizliklerin

daha genel bir formunu ortaya koyarak, bu alandaki literatiire yeni katkilar saglamay1

hedeflemektedir.

Tezimizde, Hermite-Hadamard, yamuk, orta nokta ve Jensen esitsizliklerinin Euler Beta
fonksiyonlariyla nasil etkilesime girdigi detayli bir sekilde incelenmistir. Bu
esitsizliklerin 6zel durumlarina odaklanarak ve Euler Beta fonksiyonlarinin bu
esitsizliklerin kanitlarinda nasil kullanilabilecegi gdsterilmistir. Boylece, bu 6nemli
esitsizliklerin daha genel bir baglama oturtulmasina ve Euler Beta fonksiyonlariyla olan

iliskilerinin anlasilmasina katkida bulunacaktir.

Sonug olarak, bu tez Euler Beta fonksiyonlariyla iligkili esitsizliklerin davraniglarini
inceleyerek, yeni sonuglar elde etmek ve bu alandaki ¢aligmalara katkida bulunmak
amacini tagimaktadir. Bu ¢alisma, integral esitsizlikleri ve ortalama esitsizlikler i¢in Euler
Beta fonksiyonlarini igeren yeni esitsizliklerin ortaya ¢ikmasina yardimci olacak olan

kullanigh bir yontem sunmaktadir.
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