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Bu çalışma üç bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde diğer bölümlere 

faydalı olacak materyal ve yöntemleri; Normal kesit eğrisi, biharmonik dönüşüm, 

eğrilik, frenet denklemleri, tensiyon alanı, enerji integrali ele alındı. 

İkinci bölümde Riemann manifoldların altmanifoldlarının düzlemsel normal 

kesitlere sahip olmaları için gerekli şartlar verildi ve düzlemsel normal kesitli 

yüzeylerin sınıflandırılması yapıldı. Ayrıca bu bölümde düzlemsel normal kesitli 

altmanifoldlar normal kesit eğrisinin eğrilikleri yardımıyla ele alındı. 

Üçüncü bölümde bulgu ve tartışmalar başlığı altında f-bi-harmonik eğriler ele 

alındı. Verilen bir eğrinin f-bi harmonik olma şartları incelendi. 
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This thesis consist of three chapters. In the first chapter, we give material and 

methods that will be useful for other chapters are given e.g. normal section curve, 

biharmonic map, frenet equations, tension fields, energy integral. 

In the second chapter, we give sufficient and necessary conditions for having a 

planar normal section of submanifolds of a Riemannian manifold. Also, we make 

classification of surfaces with planar normal section. Furthermore, in this chapters, 

submanifolds with planar normal sections is investigated with the help of curvatures 

of normal section curve. 

In the third chapter, we give f-biharmonic curves under title findings and 

discussions. It is investigated sufficient conditions for which be f- biharmonic of a 

curve. 
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1.GİRİŞ      

 

Altmanifoldların geometrisi incelenirken altmanifoldların sınıflandırılması 

uygulamada önemli bir yer teşkil etmektedir.  

Bir çok yazar altmanifoldları sınıflandırma yoluna giderken; altmanifoldlar 

üzerindeki distribüsyonlardan faydalanmıştır. Daha sonra bu distribüsyonlara 

tamamen geodeziklik, tamamen umbiliklik, integrallenebilirlik şartlarını yükleyip 

yapılan işlemleri kolaylaştırmaya çalışmışlar ve buldukları sonuçlarla altmanifoldların 

özelliklerini araştırmışlardır. Bu işlevsel bir yöntem olmakla birlikte uygulamada 

zaman alıcıdır. Altmanifold geometrisini incelemede en temel ve en basit yöntem eğri 

üzerinde çalışmaktır. Bu doğrultuda Chen [1-3] normal kesit eğrisini tanımladı ve bunu 

altmanifoldların geometrisini incelemede kullandı. Chen [1 3], Young Ho Kim [4-6] , 

Shi-Jie Li [1] vs. normal kesit eğrisi kavramıyla altmanifoldları sınıflandırma yoluna 

gitmişlerdir.  

Riemann manifoldlar arasındaki harmonik dönüşümler ile ilgili ilk kapsamlı 

çalışma Eells ve Sampson [7] tarafından yapılmıştır. Daha sonra harmonik dönüşümler 

birçok yazara ışık olup, bu alanda birçok çalışma gerçekleştirilmiştir ve günümüze 

kadar yoğun ilgi alanlarından biri olmuştur. Harmonik dönüşümler varyasyonel 

hesaplama ile ilgilidir. Bu hesaplama en uygun seçilen objelerle çalışmayı gerektirir. 

Bu durum kabaca harmonik dönüşümler için seçilen uygun fonksiyonun, uygun 

noktadaki türevinin sıfıra eşit olmasıdır. Burdan yola çıkarak harmonik dönüşümlerin 

varyasyon fonksiyonellerinin kritik noktalarının geodezik eğriler ve minimal yüzeyler 

tanımladığı bilinmektedir. Bu yüzden Riemann manifoldlarının harmonik dönüşümleri 

üzerine çalışmak için dönüşümün enerjisi ve tensiyonu, kotanjant uzay ve pull-back 

tanjant demetleri üzerinde konneksiyonlar tanımlayarak Riemann manifoldlarının 

harmonik dönüşümünün varyasyonları incelenmiştir.  

Eells ve Lemaire [8], 1983 yılında yayınlanan çalışmalarında k- harmonik 

dönüşümler önerdiler. k= 2 için Jiang bu tür dönüşümlerin varyasyon formüllerini elde 

etti. Bu dönüşümlere günümüzde biharmonik dönüşümler diyoruz. 
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

 

Düzlemsel normal kesitli altmanifoldlar ve onların sınıflandırılması ilk olarak 

1965 lerde Bang Yen Chen [3] tarafından çalışıldı. Chen [3] ilk önce normal kesit 

eğrisini tanımladı. Şöyleki: 𝑀, 𝐸𝑚 𝑚 − boyutlu öklidyen uzayın 𝑛 − boyutlu bir 

altmanifoldu ve 𝑡, 𝑝 ∈ 𝑀 noktasında 𝑡 ∈ 𝑇𝑝𝑀 tanjant vektörü olmak üzere  

 𝐸(𝑝, 𝑡) = {𝑡} ∪ 𝑇𝑝𝑀
⊥  

afin uzay tanımlanmıştır.  

 𝐸(𝑝, 𝑡) ∩ 𝑀 = 𝛾  

olup 𝛾` ya 𝑝 ∈ 𝑀 noktasında 𝑡 doğrultusunda 𝑀` nin normal kesit eğrisi olduğunu 

söylemiştir [3]. Genelde 𝑝 ∈ 𝑀’ de 

 𝛾′ ∧ 𝛾′′ ∧ 𝛾′′′ ≠ 0  

dır. Eğer  

 𝛾′ ∧ 𝛾′′ ∧ 𝛾′′′ = 0  

ise 𝑀’ye pointwise 2-düzlemsel normal kesitlere sahiptir denir. Daha genel olarak 𝑝 ∈

𝑀  

 𝛾′ ∧ 𝛾′′ ∧ …𝛾(𝑘+1) = 0  

ise 𝑀’ ye pointwise k-düzlemsel normal kesitlere sahiptir denir. Benzer çalışmaları 

birçok yazar yapmış ve bu çalışmalar Chen’ in öğrencisi Kim [4-6], Semi-Riemann 

manifoldlara taşımıştır. Semi-Riemann manifoldlarda normal kesit eğrisi 𝛾’ nın 

timelike yada specelike olması durumunda bu normal kesit eğrisinin hangi 

altmanifoldlarda bulunabileceğini sınıflandırmıştır [4-6]. Eğrinin null olması 

durumunu incelememiştir. Feyza Esra Erdoğan [9] doktora tezinde buradan hareketle 

aynı çalışmayı Semi- Riemann manifoldların Lightlike altmanifoldlarına taşıyarak 

Minkowksi 3- uzayda düzlemsel normal kesitleri incelemiştir. Minkowksi 3- uzayında 

ve 𝑅2
4’ te düzlemsel normal kesitli half lightlike altmanifoldlarda bir çalışma yapmıştır. 

Lightlike geometride distribüsyon sayısı fazla ve dejenerelik sözkonusu olduğundan 

uygulamada birçok sıkıntıyla karşılaşılırken; Riemann ve Semi Riemann da yapılan 

bu çalışmalar Lightlike manifoldlara taşıdığımızda uygulamada ki bazı sıkıntıların 

daha rahat çözüldüğü görüldü. Lightlike da dejenere ve non-dejenere normal kesit 
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eğrilerini tanımlarken 𝑀, 𝑅1
3 minkowski 3- uzayında Lightlike altmanifold olmak 

üzere 𝑝 ∈ 𝑀 noktasında 𝜉 ∈ 𝑅𝑎𝑑𝑇𝑀 alındı.  

 𝐸(𝑝, 𝜉) = {𝜉} ∪ 𝑡𝑟𝑇𝑀  

uzayı tanımlanıp  

 𝛾 = 𝐸(𝑝, 𝜉) ∩ 𝑀,  

non-dejenere normal kesit eğrisi adı verildi ve her iki durumda  

 𝛾′ ∧ 𝛾′′ ∧ 𝛾′′′ = 0  

olma durumunun gerçekleşebilmesi için Lightlike altmanifoldun hangi durumlar 

sağlaması gerektiği şartları bulundu. Chen [3] , diğer yazarlar ve Erdoğan [9] gerek 

Riemann, Semi Riemann gerekse Lightlike’ ta yapılan bu çalışmalarda 𝛾′, 𝛾′′, 𝛾′′′ ’ yü 

hesaplarken Gauss ve Weingarten formüllerinden faydalanmışlardır. Bu çalışmada 𝛾 

nın türevleri hesaplarken frenet denklemlerinden faydalanılırsa ve normal kesit 

eğrisinin eğrilikleri işin içine katılırsa ne gibi sonuçlar elde edilir diye düşünüldü ve 

normal kesit eğrisinin eğrilikleri yardımıyla  

 𝛾′ ∧ 𝛾′′ ∧ 𝛾′′′ = 0 , 

şartının sağlaması için nasıl eğriler olması gerektiği bulunup örnek verildi. Ayrıca  

 𝛾′ ∧ 𝛾′′ ∧ 𝛾′′′ ∧ 𝛾′𝑉 = 0  

pointwise 3-düzlemsel normal kesite sahip olması tanımında kullandığımız 𝛾′𝑉 

ifadesinden 𝛾 ‘ nin biharmonik olabilmesi için nasıl eğri olması gerektiği yorumlandı. 

Biharmonik dönüşümler, harmonik dönüşümlerin genelleştirilmişi olduğundan 

hem matematiksel açıdan hem de uygulama anlamında daha genel sonuçlara ulaşmayı 

mümkün kılar. 

Son zamanlarda R. Caddeo [10,11], L.Vanhecke [12] ve daha pek çok 

araştırmacı Riemann manifoldları üzerindeki biharmonik fonksiyonları inceleyerek 

konuyu diferensiyel geometri alanında geliştirdiler ve tartışmaya açtılar. Temel olarak 

iki farklı araştırma alanına ayrılabilen biharmonik dönüşümler teorisine olan ilgi son 

on yılda giderek arttı. Bir taraftan diferensiyel geometri bakış açısıyla örnekler ve 

sınıflandırmalar inşa edilmesi dikkat çekerken; diğer taraftan biharmonik dönüşümler 

dördüncü mertebeden güçlü bir eliptik semi-lineer kısmi diferansiyel denklemin, 
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çözümleri olduğundan kısmi diferansiyel denklemler açısından da analitik yönüyle 

incelenmektedir. Riemann manifoldları arasında tanımlanan diferensiyellenebilir bir  

𝜑:𝑀 → 𝑁 

dönüşümü eğer E(𝜑) = 
1

2
∫

𝑀
|𝑑𝜑|2𝑣𝑔 ile verilen enerji fonksiyonelinin kritik noktası 

ise harmonik dönüşüm [7] olarak adlandırılır. Enerji için Euler-Lagrange denklemi 

𝜏(𝜑) = 𝑖𝑧∇𝑑𝜑 ile tanımlanan tensiyon alanının sıfır olması ile karakterize edilir. 

Benzer bakış açısıyla bir (N, h) Riemann manifolduna tanımlanan Riemann 

immersiyonların uzayı Imm(M,N) ile gösterilecek olursa, eğer bir 𝜑: (M, 𝜑∗ℎ) →

(𝑁, ℎ) ∊ Imm(M,N) Riemann immersiyonu V (𝜑) = 
1

2
∫

𝑀
𝑣𝜑∗ℎ hacim fonksiyonelinin 

bir kritik noktası ise 𝜑' ye minimal dönüşüm denir. Hacim ile birleşen Euler-Lagrange 

denklemi H ortalama eğrilik vektör alanının sıfır olması ile karakterize edilir.  
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

Tanım 3.1. 𝑋 bir cümle ve 𝜏 da 𝑋 in kuvvet cümlesinin bir ailesi olsun. Eğer 

aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa 𝜏 ya 𝑋 üzerinde bir topoloji [13]. denir  

𝑖) 𝑋 , ∅ ∈ 𝜏  

𝑖𝑖) {𝐴𝑖}𝑖𝜀𝑗̂ (𝑗̂ sonlu indis kümesi) için , ∪𝑖𝜀𝑗 𝐴𝑖 ∈ 𝜏  

𝑖𝑖𝑖) {𝐴𝑖̇}𝑖𝜀𝑗̂ (𝑗̂ 𝑠𝑜𝑛𝑙𝑢 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑠 𝑘𝑢̈𝑚𝑒𝑠𝑖) için , ∩𝑖𝜀𝐽 𝐴𝑖 ∈ 𝜏  

Tanım 3.2. 𝑋 boştan farklı bir cümle ve 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → 𝑅 bir fonksiyon olsun. 

Eğer ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için  

(i)  𝐱 ≠ 𝐲 için 𝐝(𝐱, 𝐲) > 𝟎  

(ii)  𝐝(𝐱, 𝐲) = 𝟎 ⇔ 𝐱 = 𝐲  

(iii)  𝐝(𝐱, 𝐲) = 𝐝(𝐲, 𝐱)  

(iv)  𝐝(𝐱, 𝐲) ≤ 𝐝(𝐱, 𝐳) + 𝐝(𝐳, 𝐲)  

aksiyomları sağlanıyor ise 𝑑 fonksiyonuna 𝑋 üzerinde bir metriktir [13] denir. 

Tanım 3.3. (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝑥 ≠ 𝑦 ∈ 𝑋 olsun. 𝑥 ve 𝑦 noktalarının 

açık komşulukları sırasıyla 𝑈 ve 𝑉 olmak üzere 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ ise (𝑋, 𝜏) topolojik uzayına 

Hausdoff uzay [13] denir  

Tanım 3.4. 𝑀 bir Hausdoff uzay olsun. ∀ 𝑝 ∈ 𝑀 için 𝑀 de 𝐸𝑛 (𝑛 ≤ 0) ye 

homeomorf olan bir 𝑈 açık komşuluğu bulunabilirse 𝑀 ye 𝑛-boyutlu topolojik 

manifold [13] denir. 

Tanım 3.5.  𝑀 𝑛-boyutlu topolojik manifold ve 𝑈, 𝑀 nın açık bir altcümlesi 

olsun. Eğer 𝑈 bir 𝜓 homeomorfizmi ile 𝐸𝑛 nin bir 𝑊 alt cümlesine eşlenebiliyorsa 

(𝑈, 𝜓) ikilisine 𝑀 de bir koordinat komşuluğu denir. 𝑝 ∈ U için  

𝜓(𝑝) = (𝑥1(𝑝),… , 𝑥𝑛(𝑝)),   𝑥𝑖(𝑝) ∈ ℝ,  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dir. Burada 𝑥𝑖(𝑝) reel 

sayısına 𝜓(𝑝) noktasının 𝑖. koordinatı [13] denir.  

Tanım 3.6.  𝑀 bir 𝑛 boyutlu topolojik manifold ve 𝑀 nin bir açık örtüsü {𝑈𝑎} 

olsun. 𝑈𝑎 açık cümlelerinin 𝛼 indislerinin cümlesi 𝐴 olmak üzere {𝑈𝑎} örtüsü için {𝑈𝑎} 

𝛼 ∈ 𝐴 yazalım. 𝐸𝑛 de 𝑈𝑎 ya homeomorf olan bir açık cümle 𝐸𝑎 ve  

 𝜓𝑎: 𝑈𝑎 → 𝐸𝑎  
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olsun. Koordinat komşuluklarının {(𝑈𝑎, 𝜓𝑎)}𝑎∈𝐴 koleksiyonuna bir atlas (veya 

koordinat komşuluğu sistemi) [13] denir.  

Tanım 3.7. 𝑀 bir 𝑛- boyutlu manifold ve 𝑆 = {(𝑈𝑎, 𝜓𝑎)}𝑎∈𝐴 𝑀 nin bir atlası 

olsun. Eğer 𝑆 atlası aşağıdaki özelliğe sahip ise 𝑆 ye 𝐶𝑟 , 𝑟 ≥ 1 sınıfındandır [13] denir. 

𝑈𝑎 ∩ 𝑈𝑏 ≠ ∅ olmak üzere ∀ 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴

Φ𝛼𝛽 = 𝜓𝑎𝑜𝜓𝛽
−1: 𝜓𝛽(𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽) → 𝜓𝛼(𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛼)

Φ𝛽𝛼 = 𝜓𝛽𝑜𝜓𝛼
−1: 𝜓𝛼(𝑈𝑎 ∩ 𝑈𝛽) → 𝜓𝛽(𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛼)

 

fonksiyonlar 𝐶𝑟 sınıfındandır. Eğer 𝑆 atlası 𝑀 üzerinde 𝐶𝑟 sınıfından ise 𝑆 ye 𝐶𝑟 

sınıfından bir diferensiyel yapı denir. Buna göre 𝑆 atlasının 𝐶𝑟 sınıfından olması 

(Φ𝛼𝛽), (Φ𝛽𝛼), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 fonksiyonlarının 𝐶𝑟 sınıfından olması ile tanımlanır. 

Tanım 3.8. 𝑀 𝑛-boyutlu bir topolojik manifold ve 𝑀 nin 𝐶𝑟 sınıfından atlası 

𝑆 olsun. Bu durumda 𝑀 ye diferensiyellenebilir manifold [13] denir. Eğer 𝑆, 𝐶𝑟 

sınıfından ise 𝑀 ye 𝑛-boyutlu analitik manifold denir. 

Tanım 3.9.   𝑀 bir manifold olsun. 

𝐶∞(𝑀, R) = {𝑓|𝑓: 𝑈 → ℝ, 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑈)} 

cümlesini ele alalım. Bir 

𝑉𝑝: 𝐶
∞(𝑀, R) → R 

  𝑓 → 𝑉𝑝[𝑓] = ∑𝑛
𝑖=1 𝑣𝑖|𝑝

∂𝑓

∂𝑥𝑖

|𝑝        (3.1) 

dönüşümü için 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ, ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀,ℝ) olmak üzere  

      𝑖)𝑉⃗ 𝑝(𝜆𝑓 + 𝜇𝑔) = 𝜆𝑉⃗ 𝑝[𝑓] + 𝜇𝑉⃗ 𝑝[𝑔] 

    𝑖𝑖)𝑉⃗ 𝑝[(𝑓𝑔)] = 𝑉⃗ 𝑝[𝑓]𝑔(𝑝) + 𝑓(𝑝)𝑉⃗ 𝑝[𝑔] 

aksiyomları sağlanıyorsa 𝑉⃗ 𝑝 fonksiyonuna 𝑀 nin 𝑝 noktasındaki tanjant vektörü [13] 

denir. M manifoldunun bir 𝑝 ∈ 𝑀 noktasındaki tanjant vektörlerinin cümlesini  

              𝑇𝑀(𝑝) = {𝑉⃗ 𝑝|𝑉⃗ 𝑝: 𝐶
∞(𝑀, 𝑅) → 𝑅} 

ile gösterelim. Bu cümle  

              ⊕:𝑇𝑀(𝑝) × 𝑇𝑀(𝑝) → 𝑇𝑀(𝑝) 

                     (𝑉𝑝,𝑊𝑝) → 𝑉⃗ 𝑝 + 𝑊⃗⃗⃗ 
𝑝: 𝐶

∞(𝑀, 𝑅) → 𝑅 

(𝑉⃗ 𝑝 ⊕ 𝑊⃗⃗⃗ 
𝑝)[𝑓] = 𝑉⃗ 𝑝[𝑓] + 𝑊⃗⃗⃗ 

𝑝[𝑓] 

ve                                                                                                                      



3. MATERYAL ve YÖNTEM                                                        Gülistan POLAT 

 

8 

  

                               ʘ: R × 𝑇𝑀(𝑝) → 𝑇𝑀(𝑝)  

                               (𝜆ʘ𝑉⃗ 𝑝)[𝑓] = 𝜆𝑉⃗ 𝑝[𝑓] , ∀𝑓𝜖𝐶∞(𝑀, R) 

işlemlerine göre ℝ üzerinde bir vektör uzay olur. Bu uzaya 𝑀’ nin 𝑝 noktasındaki 

tanjant uzayı [13] denir. 

Tanım 3.10. 𝑀 diferensiyellenebilir bir manifold olsun. 𝑀 manifoldu üzerinde 

diferensiyellenebilir bir eğri; 𝑅 nin (𝑎, 𝑏) aralıgı̆ndan 𝑀 ye diferensiyellenebilir 

dönüşüm [13] olarak tanımlanır. 

Tanım 3.11. 𝑀, 𝑛 −boyutlu bir manifold ve 𝑀 üzerinde diferensiyellenebilir 

bir eğri 𝜑: (𝑎, 𝑏) → 𝑀 olsun.  

𝑉𝑝
→ = ∑

∂𝜑𝑖

∂𝑥𝑖
|𝑡=0

∂

∂𝑥𝑖
|𝜑(𝑡0) 

tanjant vektörüne diferensiyellenebilir 𝜑 eğrisinin 𝜑(𝑡0) noktasındaki tanjant vektörü 

[13] denir. 

Tanım 3.12. 𝑀 𝑛 −boyutlu bir manifold ve 𝑝 noktasındaki tanjant uzay 𝑇𝑀(𝑝) 

olsun.  

  𝑇𝑀
∗ (𝑝) = {𝑓|𝑓: 𝑇𝑀(𝑝) → 𝑅} 

uzayına 𝑇𝑀(𝑝) nin dual uzayı veya kotanjant uzayı [13] denir. 

Tanım 3.13. 𝑀 bir manifold ve 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀), 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀,ℝ) olsun.  

                                            [ , ]: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀) 

∀𝑝 ∈ 𝑀 için  

                                             [𝑋, 𝑌]𝑝(𝑓) = 𝑋𝑝(𝑌𝑓) − 𝑌𝑝(𝑋𝑓) 

ile tanımlanan fonksiyona 𝑋 ile 𝑌 nin Lie(bracket) operatörü [13] denir ve aşağıdaki 

özellikleri sağlar. 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀,ℝ) ve 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀) olmak üzere  

    1. [𝑋, 𝑌] ∈ 𝐶∞(𝑀,ℝ)  

                2. [𝑓𝑋, 𝑔𝑌] = 𝑓𝑔[𝑋, 𝑌] + 𝑓(𝑋[𝑔])𝑌 − 𝑔(𝑌[𝑓])𝑋  

                3. [𝑋, 𝑌] = −[𝑌, 𝑋]  

                4. [[𝑋, 𝑌], 𝑍] + [[𝑌, 𝑍], 𝑋] + [[𝑋, 𝑍], 𝑌] = 0. 

Tanım 3.14. 𝑀,𝑀′ 𝑚 ve 𝑛 boyutlu 𝐶∞ manifoldlar ve 𝑓:𝑀 → 𝑀  
′

 bir 

dönüşüm olsun. Bu durumda  

𝑓∗: 𝑇𝑀(𝑝) → 𝑇
𝑀 ′(𝑝) 
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 𝑉𝑝 → 𝑓∗|𝑝(𝑉𝑝) = (𝑉𝑝
→[𝑓1]|𝑓(𝑝), … 𝑉𝑝

→[𝑓𝑚]|𝑓(𝑝)) 

ile tanımlı 𝑓∗dönüşümüne 𝑓 nin diferensiyeli (türev dönüşümü) [13] denir. 

Tanım 3.15.  𝑀,𝑀 ′ 𝑚 ve 𝑛 boyutlu 𝐶∞ manifoldlar ve 𝑓:𝑀 → 𝑀 ′ bir 

dönüşüm olsun. Eğer ∀𝑝 ∈ 𝑀 (𝑓∗)𝑝 birebir ise   𝑓 ye immersiyon denir. Bu durumda 

𝑀 ye immersed altmanifold [13] denir. 

Tanım 3.16. 𝑓:𝑀 → 𝑀 ′ immersiyon olsun. Eğer 𝑓 birebir ise 𝑓 ye imbedding 

denir. Bu durumda 𝑀 ye imbedded altmanifold [13] denir. 

Tanım 3.17. 𝑉1 × 𝑉2 × …× 𝑉𝑟 den ℝ ye bütün 𝑟 − lineer fonksiyonların 

cümlesini  

𝐿(𝑉1 …𝑉𝑟: ℝ) 

ile gösterelim. Bu cümlede toplama ve skalerle çarpma işlemleri sırasıyla  

∀(𝑢1 …𝑢𝑟) ∈ 𝑉1 × 𝑉2 × …× 𝑉𝑟 için 

 (𝑓1 + 𝑓2)(𝑢1 …𝑢𝑟) = 𝑓1(𝑢1 …𝑢𝑟) + 𝑓2(𝑢1 …𝑢𝑟) 

ve 𝜆 ∈ ℝ için  

 (𝜆𝑓)(𝑢1 …𝑢𝑟) = 𝜆𝑓(𝑢1 …𝑢𝑟) 

şeklinde tanımlanırsa bu iki işleme göre 𝐿(𝑉1 …𝑉𝑟: ℝ), ℝ üzerinde bir vektör uzay 

olur. Bu vektör uzayına 𝑉1
∗, 𝑉2

∗, … 𝑉𝑟
∗ dual vektör uzaylarının tensörel çarpımı [13]. 

denir ve  

 𝐿(𝑉1, … 𝑉2: ℝ) = 𝑉1
∗ ⊗ 𝑉2

∗ ⊗ …𝑉𝑟
∗  

ile gösterilir. 𝑉1
∗ ⊗ 𝑉2

∗ ⊗ …𝑉𝑟
∗ tensör uzayının her bir elemanına 𝑟. dereceden bir 

tensör [11]. denir. 

𝑉1 = 𝑉2 = ⋯ = 𝑉𝑟  

ise 𝑉∗ ⊗ 𝑉∗ ⊗ …𝑉∗ uzayına bir kovaryant tensör uzayı ve bu uzayın her bir 

elemanına da 𝑟. mertebeden bir kovaryant tensör [13] denir. 𝑇∗(𝑉) veya ⊗𝑟 𝑉∗ ile 

gösterilir.  

Tanım 3.18.  𝑀 bir manifold ve 𝑔,𝑀 üzerinde (0,2) mertebeli tensör alanı 

olsun. Eğer 𝑔 tensör alan 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için  

    1. 𝑔(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑌, 𝑋)  

    2. 𝑔(𝑋, 𝑋) ≥ 0 ve 𝑔(𝑋, 𝑋) = 0 ⇔ 𝑋 = 0  
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sağlanıyorsa 𝑔 ye 𝑅𝑖𝑒𝑚𝑎𝑛𝑛 metriği [13] denir. 𝑔 𝑅𝑖𝑒𝑚𝑎𝑛𝑛 metriği ile tanımlı bir 

manifolda 𝑅𝑖𝑒𝑚𝑎𝑛𝑛 manifoldu denir. 

Tanım 3.19. 𝑀 bir manifold ve 𝑀 üzerinde vektör alanlarının uzayı 𝜒 olmak 

üzere  

∇: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀) 

                                                     (𝑋, 𝑌) → ∇𝑋𝑌 

fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa ∇ ya 𝑀 manifoldu üzerinde bir lineer 

konneksiyon [13] denir. ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀) ve ∀ 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀,ℝ) için  

1) ∇𝑓𝑋+𝑔𝑌𝑍 = 𝑓∇𝑋𝑍 + 𝑔∇𝑌𝑍  

2) ∇𝑋(𝑓𝑌 + 𝑔𝑍) = 𝑓∇𝑋𝑌 + 𝑔∇𝑋𝑍 + (𝑋𝑓)𝑌 + (𝑋𝑔)𝑍. 

Tanm 3.20. 𝑀 bir manifold ve ∇, 𝑀 üzerinde lineer konneksiyon olsun. Eğer 

∇ konneksiyonu aşağıdaki iki özelliğe sahipse 𝑅𝑖𝑒𝑚𝑎𝑛𝑛 𝑘𝑜𝑛𝑛𝑒𝑘𝑠𝑖𝑦𝑜𝑛𝑢 [13] adını 

alır. ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀) için  

    1. [𝑋, 𝑌] = ∇𝑋𝑌 − ∇𝑌𝑋  

                2. 𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) = 𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍) + 𝑔(𝑌, ∇𝑋𝑍)  

Tanım 3.21. 𝑀, 𝑛 −boyutlu bir manifold ve 𝑀 üzerindeki konneksiyon ∇ 

olsun. Bu taktirde  

𝑇: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀) 

                                                     (𝑋, 𝑌) → 𝑇(𝑋, 𝑌) = ∇𝑋𝑌 − ∇𝑌𝑋 − [𝑋, 𝑌] 

olarak tanımlanan vektör değerli tensöre 𝑀 üzerinde tanımlı ∇ konneksiyonun torsiyon 

tensörü [13] denir. 

Tanım 3.22. 𝑀 n-boyutlu bir manifold ve 𝑀 üzerindeki ∇ konneksiyonunun 

torsiyon tensörü 𝑇 olsun. Eğer 𝑇 = 0 ise ∇ konneksiyonuna simetriktir veya sıfır 

torsiyonludur [13]. denir.  

Tanım 3.23. 𝑀̅, 𝑚 −boyutlu bir 𝑅𝑖𝑒𝑚𝑎𝑛𝑛 manifoldu ve 𝑀, 𝑀̅ ye immersed 

  𝑛 − boyutlu bir başka 𝑅𝑖𝑒𝑚𝑎𝑛𝑛 manifoldu olsun. Bu durumda 𝑀 ye 𝑀̅ nin 𝑅𝑖𝑒𝑚𝑎𝑛𝑛 

altmanifoldu [13] denir. 

Tanım 3.24. 𝑊, 𝑀 ve 𝑁,  𝐶∞ manifoldlar olmak üzere  

 𝜑:𝑀 → 𝑁 

bir 𝐶∞ dönüşüm olsun. Bir 𝑊 → 𝑁 vektör demetinin pull-back demeti  
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 𝜑−1:𝑊 → 𝑀  

ile gösterilir ve 𝑥 ∈ 𝑀 için bu demet  

 (𝜑−1𝑊)𝑥 = 𝑊𝜑(𝑥)  

ile tanımlanan liflere sahiptir. 𝑊 → 𝑁 vektör demeti üzerindeki konneksiyon ∇𝜑 ile 

gösterilen ve  

 ∇𝜑: Γ(𝑇𝑀) × Γ(𝜑−1𝑊) → Γ(𝜑−1𝑊) 

                                         (𝑋, 𝜑∗𝜎) → ∇𝑋
𝜑(𝜑∗𝜎) = ∇𝑑𝜑(𝑋)

𝑊 𝜎 

ile tanımlanan tek lineer konneksiyondur. ∇𝜑 konneksiyonuna pull-back konneksiyon 

[13] denir. Burada  

(𝜑∗𝜎) = (𝜎 ∘ 𝜑) 

dir. 

Tanım 3.25. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, ℎ) Riemann manifoldlar ve 

                                          𝜑:𝑀 → 𝑁 

bir C ∞ dönüşüm olsun. Bu durumda 𝜑 dönüşümünün ikinci temel formu [13]  

𝑑𝜑 ∈ Γ( 𝑇∗𝑀 ⊗ 𝜑−1𝑇𝑁 ) olmak üzere ∇𝑑𝜑 ile gösterilir ve 𝑋 , 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) için  

∇𝑑𝜑: Γ(𝑇𝑀) × Γ(𝑇𝑀) → Γ(𝜑−1𝑇𝑁) 

  (𝑋, 𝑌) → ∇𝑑𝜑(𝑋, 𝑌) 

 ∇𝑑𝜑(𝑋, 𝑌) = ∇𝑋
𝜑
𝑑𝜑(𝑌) − 𝑑𝜑(∇𝑋

𝑀𝑌) 

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 3.26. 𝑀, 𝑁 Riemann manifoldlar ve 𝜑: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) bir 𝐶∞ 

dönüşüm olsun. Bu durumda 𝜑 nin ikinci temel formu simetriktir [13]. 

Tanım 3.27. (𝑀, 𝑔), (𝑁, ℎ) Riemann manifoldlar ve  

 𝜑:𝑀 → 𝑁 

bir izometrik immersiyon olsun. 𝜑−1𝑇𝑁 pull-back demeti teğet ve normal demetinin 

direkt toplamı olarak 

𝜑−1𝑇𝑁 = 𝜏𝑀 ⊕ 𝑉𝑀,𝑋 = 𝑋⊺ + 𝑋⊥ 

biçiminde yazılabilir. 𝑑𝜑 türev dönüşümünün , 𝑇𝑀 ile 𝑇𝑀 nin 𝑑𝜑 altında 𝜑−1𝑇𝑁 pull-

back demetindeki görüntüsü olan 𝜏𝑀 yi özdeşleştirildiği düşünülürse 𝑋 , 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) 

için 

 ∇𝑋
𝜑
(𝑑𝜑(𝑌)) = ∇𝑋

𝑁𝑌 
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eşitliğine ulaşılır. Bu durumda 𝑑𝜑(∇𝑋
𝑀𝑌) , ∇𝑋

𝑁𝑌 nin tanjant bileşeni ve ∇𝑑𝜑(𝑋, 𝑌) ise 

∇𝑋
𝑁𝑌 nin normal bileşenidir. Böylece ∇𝑑𝜑(𝑋, 𝑌),    𝑁 deki 𝜑(𝑀) immersed 

altmanifoldunun 𝐵(𝑋, 𝑌) ile gösterilen ikinci temel formu [13] olur. 

Tanım 3.28. (𝑀𝑚, 𝑔) , (𝑁𝑛, ℎ) Riemann manifoldlar ve 

 𝜑:𝑀𝑚 → 𝑁𝑛 

bir 𝐶∞ dönüşüm olsun. 𝜑 nin tensiyon alanı [14] 𝜏(𝜑) ∈ Γ(𝜑−1(𝑇𝑁)) ile gösterilir ve  

𝜏(𝜑) = 𝑑𝑖𝑣𝑑𝜑 = −𝑑∗𝑑𝜑 = 𝑖𝑧∇𝑑𝜑 = ∑
𝑚

𝑖=1
 ∇𝑑𝜑(𝑒𝑖, 𝑒𝑖) 

şeklinde tanımlanır. Burada {𝑒1,⋯,𝑒𝑚}, 𝑀 üzerinde bir ortonormal bazdır. 

Tanım 3.29. 𝑀 ve 𝑁 sırasıyla 𝑚 ve 𝑛 boyutlu Riemann manifoldlar, 𝑥 ∈ 𝑀 ve  

𝜑:𝑀 → 𝑁 

bir 𝐶∞ dönüşüm olsun. 𝜑 nin enerji yoğunluğu [14] 𝑒(𝜑) ile gösterilen ve  

𝑒(𝜑):𝑀 → [0,∞) 

        𝑥 → 𝑒(𝜑)𝑥 =
1

2
|𝑑𝜑𝑥|

2 

şeklinde tanımlanan bir 𝐶∞ fonksiyondur. Burada {𝑒1,⋯,𝑒𝑚}, 𝑇𝑥𝑀 tanjant uzayı için 

bir ortonormal baz ve |𝑑𝜑𝑥|
2 

 |𝑑𝜑𝑥|
2 = ∑

𝑚

𝑖=1
ℎ(𝑑𝜑(𝑒𝑖), 𝑑𝜑𝑥(𝑒𝑖)) 

ile tanımlanan Hilbert-Schmidt normudur [14]. 

Tanım 3.30. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, ℎ) Riemann manifoldlar; 𝐷, 𝑀 de bir kompakt 

bölge ve  

𝜑:𝑀 → 𝑁, 

bir 𝐶∞ dönüşüm olsun. 𝜑  nin enerji integrali , 𝜑 nin enerji yoğunluğunun integrali 

[14] olarak tanımlanır ve 𝐸(𝜑;𝐷) ile gösterilir. Yani 

 𝐸(𝜑;𝐷) = ∫
𝐷
𝑒(𝜑)𝑣𝑔 =

1

2
∫

𝐷
|𝑑𝜑|2𝑣𝑔, 

dir. 

Tanım 3.31. (𝑀 , 𝑔) ve (𝑁, ℎ) Riemann manifoldlar ve  

 𝐶∞(𝑀,𝑁) = {𝜑|𝜑:𝑀 → 𝑁,𝜑 𝑏𝑖𝑟 𝐶∞𝑑𝑜̈𝑛𝑢̈şü𝑚}  

kümesini göz önüne alalım. 𝜑 ∈ 𝐶∞(𝑀, 𝑁) kompakt bir 𝐷 bölgesi üzerinde  

𝐸(. ; 𝐷): 𝐶∞(𝑀,𝑁) → 𝑅 
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ile tanımlanan enerji fonksiyonelinin kritik noktası ise 𝜑 ye harmoniktir [14] denir. 

Tanım 3.32. 𝑀 ⊂ 𝐸3 eğrisi, (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile verilsin. 𝑡𝜖 𝐼 için 

𝛼(𝑡) noktasında ki Frenet 3-ayaklısı [13] , {𝑇(𝑡), 𝑁(𝑡), 𝐵(𝑡)} ise  

  𝑇(𝑡) = 𝛼  ′(𝑡), 

 𝑁(𝑡) =
1

‖𝛼′(𝑡)‖
𝛼  ′(𝑡),  

𝐵 (𝑡) = 𝑇(𝑡) × 𝑁(𝑡), 

dir.  

Tanım 3.33. Eğrilikler, oskülatör hiperdüzlemlerin değişme oranlarını 

ölçerler. Buradan oskülatör hiperdüzlemlerini, n=3 özel halinde eğriliklerle daha 

yakından incelenebilir [13]. Bunun için, eğrinin koordinat fonksiyonlarını ele alınırsa;  

𝑀 ⊂ 𝐸3 eğrisi , 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3), (𝛼𝑖 ∈ 𝐶∞(𝐼, ℝ), 1 ≤ 𝑖 ≤ 3)  

olmak üzere (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile verilsin. (𝛼𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 3)  

fonksiyonlarını 𝑠0 ∈ 𝐼 nın bir komşuluğun da Taylor serisine [13] açılıp ve 𝑠0 = 0 

alınırsa  

 𝛼𝑖(𝑠) ≅ 𝛼𝑖(0) +
𝑑𝛼𝑖

𝑑𝑠
|0 ⋅ 𝑠 +

𝑑2𝛼𝑖

𝑑𝑠
|0 ⋅

𝑠2

2!
+

𝑑3𝛼𝑖

𝑑𝑠3 |0 ⋅
𝑠3

3!
+ ⋯, 

 𝛼(𝑠) ≅ 𝛼(0) + 𝑠 ⋅ 𝛼′(0) +
𝑠2

2
⋅ 𝛼′′(0) +

𝑠3

6
⋅ 𝛼′′′(0) + ⋯, 

elde edilir. Diğer taraftan, 𝛼(0) noktasındaki Frenet 3-ayaklısı [13] {𝑇0, 𝑁0, 𝐵0} ve 

𝑠 ∈  𝐼 yay parametresi olmak üzere,  

 𝛼′(0) = 𝑇0 , 

 𝛼′′(0) = 𝑘1(0)𝑁0, 

 𝛼′′′(0) = −𝑘1
2(0)𝑇0 +

𝑑𝑘1

𝑑𝑠
|0 ⋅ 𝑁0 + 𝑘1(0) ⋅ 𝑘2(0) ⋅ 𝐵0 , 

dır. Buradan  𝛼′(0), 𝛼′′(0), 𝛼′′′(0) ifadelerini  

𝛼(𝑠) ≅ 𝛼(0) + 𝑠 ⋅ 𝛼′(0) +
𝑠2

2
⋅ 𝛼′′(0) +

𝑠3

6
⋅ 𝛼′′′(0) + ⋯, 

denkleminde yerine yazarsak,  

𝛼(𝑠) = 𝛼(0) + [𝑠 − 𝑘1(0)
𝑠3

6
+ ⋯]𝑇0 + [𝑘1(0)

𝑠2

2
+

𝑠3

6
𝑘1

′
(0) + ⋯ ]𝑁0 + [𝑘1(0)𝑘2(0)

𝑠3

6
+ ⋯ ]𝐵0 , 

denklemi elde edilir. 
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Şimdi 𝑠0 = 0 noktasının bir 𝜀 ≥ 0 komşuluğunda 𝛼(𝑠) eğrisini ele alalım.  𝜀 nun 

öyle küçük bir değeri seçilmeli ki 𝑠 ≠ 0 ve 

𝑠2 = 𝑠3 = ⋯ = 𝑠𝑛 = ⋯ = 0  

olsun. Elde edilen bu eğri bizim eğrimizin bir parçacıgı̆ olduğu için bu parçacığı 𝛼′(s) 

gösterelim. 𝛼′(s)  

𝛼(𝑠) = 𝛼(0) + [𝑠 − 𝑘1(0)
𝑠3

6
+ ⋯]𝑇0 + [𝑘1(0)

𝑠2

2
+

𝑠3

6
𝑘1

′
(0) + ⋯ ]𝑁0

+ [𝑘1(0)𝑘2(0)
𝑠3

6
+ ⋯]𝐵0,  

denkleminden  

𝛼′(s) = 𝛼(0) + 𝑠𝑇0 

şeklinde tanımlanabilir. Bu eğri ise 𝛼(𝑠) eğrimizin 𝑠0 = 0 noktasındaki teğet 

doğrusudur. 

Şimdi 𝑠0 = 0’ ın öyle bir 𝜀 komşuluğunu seçelim ki 𝑠 ≠ 0 , 𝑠2 ≠ 0 ve  

𝑠3 = 𝑠4 = ⋯ = 𝑠𝑛 = ⋯ = 0, 

olsun. Buradan  

𝛼(𝑠) ≅ 𝛼(0) + 𝑠 ⋅ 𝛼′(0) +
𝑠2

2
⋅ 𝛼′′(0) +

𝑠3

6
⋅ 𝛼′′′(0) + ⋯ 

denkleminden elde edilen yeni eğri  

                                  𝛼′′′(s) = 𝛼(0) + 𝑠𝑇0 + 𝑘1(0)
𝑠2

2
𝑁0, 

olur. Bu elde edilen eğri ise parametrik ifadesi (𝑠, 𝑘1(0)
𝑠2

2
) olan bir parabol olup 𝛼(0) 

noktasından geçer. Dolayısı ile buradan şu sonuca varabiliriz.  𝛼′′′(s) eğrisine 𝛼(𝑠) 

nin kuadratik yaklaşımı [13] denir. 𝑘1(0) eğriliği sayesinde bu parabol tek olarak belli 

olur. Ayrıca 𝑘1(0) = 0 olması halinde de bu eğri bir doğru olur ve 𝑘1(0) → 0 olması 

için de bu eğri bir doğruya yaklaşmalıdır. Şuhalde 𝑘1 eğriliği eğrimizin 𝑠0 noktasında 

bir doğrudan (teğet doğrusundan) ne kadar ayrıldığını gösterir. 

Şimdi de eğrinin daha geniş bir yaklaşımını ölçmek için 𝑠0 = 0’ ın öyle bir 

komşuluğunu seçelim ki bu komşulukta 𝑠 ≠ 0 , 𝑠2 ≠ 0 ve 𝑠3 ≠ 0 ve  

 𝑠4 = 𝑠5 = ⋯ = 𝑠𝑛 = ⋯ = 0,  

olsun. Bu şartlar sonucunda elde edilen bu yeni eğrinin ifadesi  
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α′′′(𝑠) = 𝛼(0) + (𝑠 − 𝑘1(0)
𝑠3

6
)𝑇(0) + (𝑘1(0)

𝑠2

2
+

𝑠3

6
𝑘1

′
(0))𝑁0 + 𝑘1(0)𝑘2(0)

𝑠3

6
𝐵0, 

biçiminde olur. Bu eğriye 𝛼(𝑠) eğrimizin Frenet yaklaşımı [13] denir. Bu eğri üç 

boyutlu uzayda 𝛼(0) dan geçer ve parametrik ifadesi  

 𝑥 = 𝑠 − 𝑘1(0)
𝑠3

6
, 

 𝑦 = 𝑘1(0)
𝑠2

2
+ 𝑘1

′ (0)
𝑠3

6
, 

 𝑧 = 𝑘1(0)𝑘2(0)
𝑠3

6
 , 

dir. Yani 𝑘2(0) = 0 için bu eğri 𝛼(𝑠)’ in oskülatör düzleminde yatar, aksi halde bu 

düzlemden uzaklaşır. Sonuç olarak 𝑘2 burulması eğrimizin bir düzlemden ne kadar 

saptığını gösterir. 

Tanım 3.34. 𝛾, 𝐸𝑛 de ,    𝛾: 𝐼 ⊆ 𝐸 → 𝐸𝑛 ile  

tanımlı birim hızlı bir eğri olsun. Bu 𝛾 eğrisi her 𝑠 ∈ 𝐼 için d- salınım eğrisi, bir Frenet 

eğrisi [15] olarak adlandırılır. (Burada 𝛾′(𝑠) = 𝑣 dir ) ve 𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑑−1: 𝐼 → ℝ,  𝑑 −

1 fonksiyonlar Frenet eğriliği olarak isimlendirir. Öyle ki Frenet formülleri , 𝐷 𝐸𝑛 nin 

levi-civita konneksiyonu olduğu yerde  

 𝐷𝑣1
𝛾′(𝑠) = 𝑘1(𝑠)𝑣2(𝑠)  

 𝐷𝑣1
𝑣2(𝑠) = −𝑘1(𝑠)𝛾(𝑠) + 𝑘2(𝑠)𝑣3  

                   ………………………….. 

 𝐷𝑣1
𝑣𝑖(𝑠) = −𝑘𝑖−1(𝑠)𝑣𝑖−1(𝑠) + 𝑘𝑖(𝑠)𝑣𝑖+1(𝑠)  

 𝐷𝑣1
𝑣𝑖+1(𝑠) = −𝑘𝑖(𝑠)𝑣𝑖(𝑠)  

tanımlanır. 

𝛾: 𝐼 ⊆ 𝐸 → 𝐸𝑛  

tanımlı bir regüler W eğrisi 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑊 = 𝑑 nin bir 𝑊 eğrisi olarak adlanırılır. Eğer 𝛾, 𝑑 

salınım eğrisinin mertebesinin bir Frenet eğrisi ve Frenet eğrileri (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑑 − 1) 

sıfırdan farklı sabittir. Bir 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑊 = 3 ün 𝑊 eğrisi bir sağ dairesel helistir [15]. 

Tanım 3.35. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, ℎ) Riemann manifoldlar olsun. Bu durumda 

𝜑:𝑀 → 𝑁, 

𝐶∞ dönüşümü 𝑀 nin bütün kompakt bölgeleri ve 𝐷 içinde desteklenen bütün 

𝐶∞ {𝜑𝑡} varyasyonlar için  
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𝑑

𝑑𝑡
𝐸(𝜑𝑡: 𝐷)|𝑡=0 = 0, 

şartını sağlıyorsa 𝜑 ye bir harmonik dönüşüm [14] denir.  

Tanım 3.36. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, ℎ) Riemann manifoldlar, 𝑥 ∈ 𝑀 ve  

𝜑:𝑀 → 𝑁, 

bir 𝐶∞ dönüşüm olsun. 𝜑−1𝑇𝑁 pull-back demeti üzerindeki pull-back metrik [14] ⟨, ⟩ 

ile gösterilir ve 𝑣,𝑤 ∈ Γ(𝜑−1𝑇𝑁) olmak üzere 𝑥 ∈ 𝑀 noktasında  

⟨𝑣, 𝑤⟩𝑥 = ℎ𝜑(𝑥)(𝑣(𝑥),𝑤(𝑥)),  

şeklinde tanımlanır.  

Tanım 3.37.   𝜑:𝑀 → 𝑁, Riemann manifoldları arasında tanımlanan bir 𝐶∞ 

dönüşüm ve {𝜑𝑡} , 𝜑 nin 𝐷 ⊂ 𝑀 kompakt bölgesi içinde desteklenen bir 𝐶∞  

varyasyonu olsun. Bu durumda ⟨, ⟩ , 𝜑−1𝑇𝑁 pull-back demeti üzerindeki pull-back 

metrik [14] olmak üzere  

𝑑

𝑑𝑡
𝐸(𝜑𝑡: 𝐷)|𝑡=0 = −∫

𝐷
⟨𝑣, 𝜏(𝜑)⟩𝑣𝑔, 

dir. Burada 𝑥 ∈ 𝐷 ve 𝑣(𝑥) , {𝜑𝑡} nin  

𝑣(𝑥) =
∂𝜑𝑡(𝑥)

∂𝑡
|𝑡=0 , 

ile tanımlanan varyasyon vektör alanıdır. 

Tanım 3.38. 𝑀 , 𝑁 Riemann manifoldlar , 𝜑 :𝑀 → 𝑁 bir 𝐶∞ dönüşüm ve 𝐷 , 

𝑀 nin bir kompakt altkümesi olsun. Bu durumda 𝜑 nin harmonik [14] olması için 

gerek ve yeter şart 𝜏(𝜑) = 0 olmasıdır. 

Tanım 3.39. 𝑀 , 𝑁 Riemann manifoldlar ve 𝜑 :𝑀 → 𝑁 bir harmonik dönüşüm 

olsun. Bu durumda 𝜏(𝜑) = 0 denklemi harmonik denklem veya tensiyon alan 

denklemi [14] olarak adlandırılır.  

Tanım 3.40. 𝑀 , 𝑁 Riemann manifoldlar  ve  

𝜑:𝑀 → 𝑁 

bir izometrik immersiyon olsun. 𝜑 nin ortalama eğriliği [14] (veya 𝑁 deki 𝜑(𝑀) 

immersed altmanifoldunun ortalama eğriliği ) 𝜇𝑀 ile gösterilir ve  

𝜇𝑀 =
1

𝑚
𝑖𝑧𝐵 = ∑

𝑚

𝑖=1
𝐵(𝑒𝑖, 𝑒𝑖), 
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şeklinde tanımlanır.  

Tanım 3.41. 𝑀, 𝑁 Riemann manifoldlar ve  

𝜑:𝑀 → 𝑁 

bir izometrik immersiyon olsun. Bu durumda  

𝜏(𝜑) = 𝑖𝑧𝐵 = (𝑏𝑜𝑦𝑀)𝜇𝑀 

dir. Dolayısıyla bir izometrik immersiyonun harmonik olması için gerek ve yeter şart 

bu izometrik immersiyonun minimal [14] olmasıdır.  

Tanım 3.42. 𝑀, 1 − boyutlu ve 𝑁, n- boyutlu Riemann manifoldlar olsun. Bu 

durumda  

𝜑:𝑀 → 𝑁𝑛  

𝐶∞ dönüşümü, bir parametrik eğri olarak düşünülebilir. 𝑁 üzerindeki {𝑦1, … , 𝑦𝑛} 

koordinat dönüşümleri için 𝛾 = 1,… , 𝑛 olmak üzere  

                                         𝜏(𝜑) = 𝜏(𝜑)𝛾 ∂

∂𝑦𝛾 , 

           = (
𝑑2𝜑𝛾

𝑑𝑡2 + 𝐿𝛼𝛽
𝛾 𝑑𝜑𝛾

𝑑𝑡

𝑑𝜑𝛽

𝑑𝑡
)

∂

∂𝑦𝛾  

bulunur. Böylece 𝑅 nin bir açık altkümesinden veya 𝑆1 den keyfi bir Riemann 

manifolduna tanımlanan bir 𝐶∞ dönüşümünün harmonik olması için gerek ve yeter 

şart bu dönüşümünün yay uzunluğunun bir katı ile parametrelendirilmiş bir geodezik 

[14] olmasıdır sonucuna ulaşılır. 

Tanım 3.43. 𝑀,𝑁 Riemann manifoldlar ve  

𝜑:𝑀 → 𝑁  

bir 𝐶∞ dönüşümü olsun. 𝜑 nin tensiyon alanı  

𝜏(𝜑) = 𝑖𝑧∇𝑑𝜑,  

olmak üzere 𝐷 ⊆ 𝑀 kompakt bölgesi için 𝜑 nin bienerji integrali [14]  

                                                  𝐸2(𝜑) =
1

2
∫

𝐷
|𝜏(𝜑)|2𝑣𝑔, 

ile tanımlanır. 

Tanım 3.44. 𝑀 , 𝑁 Riemann manifoldlar, 𝜑 : (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) bir 𝐶∞ dönüşüm 

ve {𝜑𝑡}, 𝜑 nin 𝐷 ⊂ 𝑀 kompakt altkümesi içinde desteklenen bir 𝐶∞ varyasyonu olsun. 

Bu durumda   ⟨, ⟩,  𝜑−1𝑇𝑁 pull-back demeti üzerindeki pull-back metrik [14] ve  

Δ𝜑 = −𝑖𝑧(∇𝜑∇𝜑 − ∇∇
𝜑
), 
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𝜑−1𝑇𝑁 pull-back demetinin kesitleri üzerindeki Laplasyan olmak üzere  

𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝜑𝑡: 𝐷)|𝑡=0 = ∫

𝐷
⟨𝜏2(𝜑), 𝑣⟩𝑣𝑔 , 

dir. Burada 𝑥 ∈ 𝐷 için 𝑣(𝑥) , {𝜑𝑡} nin varyasyon vektör alanı; 𝑅𝑁, 𝑁 manifoldu 

üzerinde 𝑅𝑁(𝑋, 𝑌) = [∇𝑋 , ∇𝑌] − ∇[𝑋,𝑌] ile tanımlı eğrilik operatörü ve  

𝜏2(𝜑) = −Δ𝜑(𝜏(𝜑)) − 𝑖𝑧𝑅𝑁(𝑑𝜑(−), 𝜏(𝜑))𝑑𝜑(−) 

dir. 

Tanım 3.45. 𝑀,𝑁 Riemann manifoldlar ve 𝜑 : (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) bir 𝐶∞ 

dönüşüm olsun. Bu durumda  

             𝜏2(𝜑) = −Δ𝜑(𝜏(𝜑)) − 𝑖𝑧𝑅𝑁(𝑑𝜑(−), 𝜏(𝜑))𝑑𝜑(−) = 0 , 

eşitliğine 𝜑 dönşümünün biharmonik denklemi [14] ve 𝜏2(𝜑) = 0 denklemini 

sağlayan 𝜑 dönüşümüne de biharmonik dönüşüm [14] denir 

Tanım 3.46. 𝑀,𝑁 Riemann manifoldlar, 𝜑: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) bir 𝐶∞ dönüşüm 

olsun. 𝜑 nin bitensiyon alan 𝜏2(𝜑) ile gösterilir ve  

𝜏2(𝜑) = −Δ𝜑(𝜏(𝜑)) − 𝑖𝑧𝑅𝑁(𝑑𝜑(−), 𝜏(𝜑))𝑑𝜑(−) , 

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 3.47. 𝐼 ⊆ 𝑅 olmak üzere 𝜑 : 𝐼 → (𝑀, 𝑔) bir izometrik immersiyon 

olsun. 𝛾(𝐼) görüntü kümesi 𝑀 de bir eğrinin görüntüsüdür. 𝛾 eğrisi yay parametrisi ile 

verilsin. Bu durumda 𝛾 eğrisinin tensiyon alan 𝛾 =
𝑑𝛾

𝑑𝑠
= 𝑇 olmak üzere  

𝜏(𝛾) = ∇𝛾𝛾  

dır. Böylece bitensiyon alanı  

 𝜏2(𝛾) = −Δ𝜏(𝛾) − 𝑖𝑧𝑅𝑀(𝑑𝛾, 𝜏(𝛾))𝑑𝜑(−) , 

            = 𝑖𝑧(∇𝛾∇𝛾 − ∇∇
𝛾
)𝜏(𝛾) − 𝑖𝑧𝑅𝑀(𝑑𝛾, 𝜏(𝛾))𝑑𝛾(−) 

 şeklinde yazılabilir. Buradan  

 𝜏2(𝛾) = ∇ 𝑑

𝑑𝑡

𝛾
∇ 𝑑

𝑑𝑡

𝛾
𝜏(𝛾) + ∇

∇ 𝑑
𝑑𝑡

𝑑

𝑑𝑡

𝛾
𝜏(𝛾) − 𝑖𝑧𝑅𝑀(𝑑𝛾, 𝜏(𝛾))𝑑𝛾, 

            = ∇
𝑑𝛾(

𝑑

𝑑𝑡
)

𝑀 ∇
𝑑𝛾(

𝑑

𝑑𝑡
)

𝑀 𝜏(𝛾) + ∇
𝑑𝛾(∇ 𝑑

𝑑𝑡

𝑑

𝑑𝑡
)

𝑀 𝜏(𝛾) − 𝑖𝑧𝑅𝑀(𝑑𝛾, 𝜏(𝛾))𝑑𝛾, 

             = ∇ 𝑑

𝑑𝑡

𝑀∇ 𝑑

𝑑𝑡

𝑀𝜏(𝛾) − 𝑖𝑧𝑅𝑀(𝑑𝛾, 𝜏(𝛾))𝑑𝛾, 

           = ∇𝛾
2𝜏(𝛾) − 𝑖𝑧𝑅𝑀(𝑑𝛾, 𝜏(𝛾))𝑑𝛾 
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olur ve 𝛾 eğrisinin biharmonik denklemi [14]  

∇𝛾
2𝜏(𝛾) − 𝑖𝑧𝑅𝑀(𝑑𝛾, 𝜏(𝛾))𝑑𝛾 = 0 

şeklindedir. Bu denklemden her harmonik eğrinin biharmonik olacağ𝚤 açıkça 

görülmektedir. Ancak bunun tersi her zaman doğru değildir. Ayrıca 𝑅’ nin bir açık 

aralığından veya 𝑆1 den tanımlanan bir dönüşüm harmonik olması için gerek ve yeter 

şart bu dönüşümün yay uzunluğunun bir katı ile parametrelendirilmiş bir geodezik 

olmasıdır. Böylece geodezikler biharmonik eğrilerin bir alt sınıfını oluşturur  

Tanım 3.48. 𝑓 : (𝑀𝑚, 𝑔) → (0,+∞) bir sürekli fonksiyon olsun.  

𝜑: (𝑀𝑚, 𝑔) → (𝑁𝑛, ℎ) 

𝜑, 𝑓 −  bienerjisinin iki Riemann manifoldu arasında 𝑓 − bienerjisinin önemli bir 

noktası olmak üzere 

𝐸𝑓(𝜑) =
1

2
∫

𝐷
|𝜏(𝜑)|2𝑣𝑔 

dir. Herhangi bir 𝐷 kompakt etki alan için, 𝑣𝑔 hacim elemandır. 𝜑 nin 𝑓 − tension 

alanı [14]  

 𝜏𝑓(𝜑) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒𝑔∇𝑓𝑑𝜑 = 𝑓𝜏(𝜑) + 𝑑𝜑(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑀𝑓), 

tarafından verilir.  𝜏𝑓(𝜑) = 0 olursa 𝑓 harmonik dönüşümdür [14]. 

Tanım 3.49. 𝑓 : (𝑀𝑚, 𝑔) → (0,+∞) bir sürekli fonksiyon olsun.  

𝜑: (𝑀𝑚, 𝑔) → (𝑁𝑛, ℎ) 

𝜑, 𝑓 − bienerjisinin iki Riemann manifoldu arasında önemli bir noktası olmak üzere 

𝑓 − bienerjisi  

                                       𝐸2,𝑓(𝜑) =
1

2
 ∫

 Ω
𝑓|𝜏(𝜑)|2𝑣𝑔, 

şeklinde tanmlanır. 𝑓 − biharmonik dönüşümü [14] 

 𝜏2,𝑓 = 𝑓𝜏2(𝜑) + (Δ𝑓)𝜏(𝜑) + 2∇𝑔𝑟𝑎𝑑
𝜑

𝜏(𝜑) = 0  

şeklinde tanımlanır.  

Tanım 3.50.  𝑀,   𝑁 Riemann manifoldlar ve 𝜑 : (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) bir 𝐶∞ 

dönüşüm olsun. Bu durumda bi- 𝑓 -enerjisinin önemli bir noktası olan  

𝐸𝑓,2(𝜑) =
1

2
 ∫

 Ω
𝑓|𝜏(𝜑)|2𝑣𝑔,  

şeklinde tanımlanır. Bi- 𝑓 -harmonik dönüşüm [16]  



3. MATERYAL ve YÖNTEM                                                        Gülistan POLAT 

 

20 

  

𝜏𝑓,2(𝜑) = −trace(∇𝜑 𝑓 (∇𝜑𝜏𝑓(𝜑)) −  𝑓∇
∇𝑀
𝜑

𝜏𝑓(𝜑) + 𝑓𝑅𝑁(𝜏𝑓(𝜑), 𝑑𝜑)𝑑𝜑 = 0  

olarak tanımlanır. 

Tanım 3.51.   𝑓: 𝐼 → 𝑅, 𝛾: 𝐼 → 𝑁 

olup  𝛾 ′ 𝑛𝚤𝑛  𝑓 − bi-harmonik eğri [17]. olması  

𝑓(∇𝑇
3𝑇 − 𝑅𝑁(𝑇, ∇𝑇𝑇)𝑇) + 2𝑓  ′∇𝑇

2𝑇 + 𝑓  ′′∇𝑇𝑇 = 0  

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 3.52. 𝛾: 𝐼 → 𝑁 olmak üzere 𝛾 𝑛𝚤𝑛 bi- 𝑓 -harmonik eğri [17]  

([−𝑓2𝑅𝑁(∇𝑇
𝑁𝑇, 𝑇)𝑇 − (𝑓  ′𝑓  ′′ + 𝑓𝑓  ′′′)𝑇 − (2(𝑓  ′)2 + 3𝑓𝑓  ′′′)∇𝑇

𝑁𝑇 −

                                        (4𝑓𝑓  ′)∇𝑇
𝑁∇𝑇

𝑁𝑇 − 𝑓2∇𝑇
𝑁∇𝑇

𝑁∇𝑇
𝑁𝑇)] = 0                              

şeklinde tanımlanır. 
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4. DÜZLEMSEL NORMAL KESİTLER 

 

4.1. Düzlemsel Normal Kesitli Manifoldlar  

 

𝐸𝑚 nin 𝑛 − boyutlu alt manifoldu 𝑀 ve 𝑀 nin herhangi bir 𝑝 noktasındaki 

sıfırdan farklı tanjant vektörü 𝑡 olsun.  

𝑇𝑝
⊥𝑀 ∪ {𝑡} = 𝐸(𝑝, 𝑡)  

diyelim. 𝑏𝑜𝑦𝐸(𝑝, 𝑡) = (𝑚 − 𝑛 + 1) dir. 𝐸(𝑝, 𝑡) ile 𝑀 nin arakesiti 𝑝 ∈ 𝑀 nin 

komşuluğunda bir 𝛾 eğrisi tanımlar. 𝑠 − yay paremetresi olmak üzere 𝛾(𝑠) eğrisine 𝑀 

nin normal kesit eğrisi [1] denir. Genel olarak 𝑝 noktasında 𝛾 eğrisi için  

𝛾′ ∧ 𝛾′′ ∧ 𝛾′′′ ≠ 0  

dır. Burada ∧ 𝑐𝑟𝑜𝑠𝑠 çarpımını göstermektedir. Eğer 𝑝 noktası için  

𝛾′ ∧ 𝛾′′ ∧ 𝛾′′′ = 0,  

ise 𝑀 altmanifolduna düzlemsel normal kesitlere sahiptir [1] denir. Yani her normal 

kesit için  

𝛾′ ∧ 𝛾′′ ∧ 𝛾′′′ = 0  

dır. Genel olarak 𝛾, 𝐸(𝑝, 𝑡) de bükümlü bir uzay eğrisidir. 

Teorem 4.1.1. 𝑀,𝐸𝑚 nin 𝑛 ≥ 2 boyutlu bir alt manifoldu olsun. 𝑀 nin 

düzlemsel normal kesitlere sahip olması için gerek ve yeter şart  ℎ ve ∇̅ℎ için 𝑀 de 

herhangi bir 𝑡 tanjant vektörü verildiğinde.  

 (∇̅𝑡ℎ)(𝑡, 𝑡) ∧ ℎ(𝑡, 𝑡) = 0  

[1] sağlanmasıdır.  

𝐈̇spat. 𝑀,𝐸𝑚 nin 𝑛 − boyutlu bir alt manifoldu olsun. 𝛾(𝑠) de 𝑠 − yay 

paremetresiyle verilen 𝑝 ∈ 𝑀 civarında normal kesit olsun. Biz 𝑇 yi 𝑇 = 𝛾′(𝑠) =
𝑑𝛾

𝑑𝑠
 

ile tanımlanan 𝛾(𝑠) boyunca birim tanjant vektör alanı olarak alalım ve 𝛾(0) = 𝑝 

olduğunu farz edelim. 𝑒1,𝑒2, … , 𝑒𝑛     𝑀 ′ ye tanjant vektörler, 𝑒𝑛+1,𝑒𝑛+2, … , 𝑒𝑚   𝑀 ′ ye 

normal vektörler olmak üzere 𝐸𝑚 nin 𝑒1,𝑒2, … , 𝑒𝑚   ortonormal çatılarının bir lokal 

alanını seçelim. 𝛾(𝑠) boyunca 𝑇 = 𝛾′(𝑠) = 𝑒1 alalım. 𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑚 karş𝚤lık gelen dual 

çatı 𝑤1
1 …𝑤𝑚

𝑚 olsun. 𝑤𝐴
𝐵  1 − formlar 𝑚2 tanedir. 𝐴, 𝐵 = 1,…𝑚 öyle ki 𝐸𝑚 nin yapı 
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denklemleri  

    1. ∇𝑒𝐴 = ∑ 𝑤𝐴
𝐵  ,   𝑤𝐵

𝐴 + 𝑤𝐴
𝐵 , 

 

    2. 𝑑𝑤𝐴 = −∑ 𝑤𝐵
𝐴 ∧ 𝑤𝐵  , 

 

    3. 𝑑𝑤𝐵
𝐴 = −∑ 𝑤𝐶

𝐴 ∧ 𝑤𝐵
𝐶    𝐴, 𝐵, 𝐶 = 1,2…𝑚  

 

𝑟 = 𝑛 + 1,… ,𝑚 için 𝑤𝑟 = 0 olduğundan ve ℎ(𝑇, 𝑇) ∈ 𝑇𝑃
⊥𝑀 olduğunda  

                               ℎ(𝑇, 𝑇) = 𝑎1𝑒
𝑛+1 + ⋯+ 𝑎𝑚−𝑛𝑒

𝑚                                          (4.1) 

 

⟨ℎ(𝑇, 𝑇), 𝑒𝑛+1⟩ = 𝑎1 = ℎ11
𝑟 ⇒ ℎ(𝑇, 𝑇) = 𝑎1𝑒

𝑛+1 + ⋯+ 𝑎𝑚−𝑛𝑒𝑚 = ℎ11
𝑛+1𝑒𝑛+1 +   ∑ ℎ1𝑖

𝑟
𝑚−𝑛

𝑖=2
𝑒𝑟  

                             ℎ𝑖𝑗
𝑟 = ⟨ℎ(𝑒𝑖, 𝑒𝑗), 𝑒𝑟⟩𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛  𝑟 = 𝑛 + 1,… ,𝑚                      (4.2) 

 

olarak alınırsa 𝑇 = 𝑒1,  (𝛾(𝑠) boyunca) ise 

 𝛾′(𝑠) = 𝑇 = 𝑒1,

𝛾′′(𝑠) = ∇̅𝑇𝑇 + ℎ(𝑇, 𝑇) = ∑ 𝑤𝑖
𝑖

𝑛

𝑖=2

(𝑇)𝑒𝑖 + ℎ(𝑇, 𝑇),

𝛾′′′(𝑠) = ∇̅𝑇(∇̅𝑇𝑇) = ∑
𝑛

𝑇 (𝑤𝑖
𝑖(𝑇))

𝑖=2

𝑒𝑖 + ∑ 𝑤𝑖
𝑖

𝑛

𝑖=2

(𝑇)∇𝑇𝑒𝑖 + ∇̅𝑇ℎ(𝑇, 𝑇),

= ∑𝑛
𝑖=2 𝑇 (𝑤𝑖

𝑖(𝑇)) 𝑒𝑖 + ∑
𝑖,𝑗=1

𝑛

𝑤𝑖
𝑖(𝑇)𝑤𝑖

𝑗(𝑇)𝑒𝑗 + ℎ11
𝑛+1∇𝑒𝑛+1 + ∑

𝑖=2

𝑚−𝑛

𝑇⟨ℎ(𝑇, 𝑒𝑖), 𝑒𝑟⟩𝑒𝑟 ,

= ∑𝑛
𝑖=2 𝑇 (𝑤𝑖

𝑖(𝑇)) 𝑒𝑖 + ∑
𝑖,𝑗=1

𝑛

𝑤𝑖
𝑖(𝑇)𝑤𝑖

𝑗(𝑇)𝑒𝑗 + ∑
𝑖=2

𝑚−𝑛

⟨∇𝑇ℎ(𝑇, 𝑒𝑖), 𝑒𝑟⟩𝑒𝑟 ,

    + ∑
𝑖=2

𝑚−𝑛

⟨ℎ(𝑇, 𝑒𝑖), ∇𝑇𝑒𝑟⟩ + ∇𝑇ℎ(𝑇, 𝑇)

𝛾′′′(𝑠) = ∑𝑛
𝑖=2 𝑇(𝑤𝑖

𝑖(𝑇))𝑒𝑖 + ∑
𝑖,𝑗=1

𝑛

𝑤𝑖
𝑖(𝑇)𝑤𝑖

𝑗
(𝑇)𝑒𝑗 + ∇𝑇ℎ(𝑇, 𝑇) − ∑

𝑖=2

𝑛

ℎ11
𝑟 ℎ1𝑖

𝑟 𝑒𝑖 + ∑
𝑛

𝑖=2
𝑤𝑖

𝑖(𝑇)ℎ(𝑒𝑖,𝑇)

 

bulunur.  𝛾(𝑠) = 𝑝 olduğu yerde 𝛾′′(0) ve 𝛾′′′(0),   𝐸(𝑝, 𝑡) ’ nin içinde bulunur. 

𝐸(𝑝, 𝑡) nin tanımından 𝑤𝐴
𝐵 + 𝑤𝐵

𝐴 = 0 den 𝑤𝑖
𝑖(𝑡) = 0 dır. Çünkü  

𝐸(𝑝, 𝑡) = 𝑇𝑃
⊥𝑀 ∪ {𝑡} 𝑖𝑑𝑖.  𝑤𝑖

𝑖 + 𝑤𝑖
𝑖 = 0 ⇒ 𝑤𝑖

𝑖 = −𝑤𝑖
𝑖 𝑖 = 2,3, … ,𝑚 − 𝑛 + 1 için  

𝑤𝑖 = 0 dır. Ayrıca 𝑤𝑖
𝑖 = 0 olduğundan  

                          𝛾′′(0) = ∑
𝑛

𝑖=2
𝑤𝑖

𝑖(𝑡)𝑒𝑖 + ℎ(𝑡, 𝑡) = ℎ(𝑡, 𝑡)  
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                         𝛾′′′(0) = −∑

𝑖,𝑟

ℎ11
𝑟 ℎ1𝑖

𝑟 𝑒𝑖 + ∇𝑇ℎ(𝑇, 𝑇),

= −‖ℎ(𝑡, 𝑡)‖2𝑡 + (𝐷𝑇(ℎ(𝑇, 𝑇)) ,  

 𝛾′′′(0) = −‖ℎ(𝑡, 𝑡)‖2𝑡 + (∇𝑡ℎ(𝑡, 𝑡))  

𝐾(0) = ‖ℎ(𝑡, 𝑡)‖, 𝑝 = 𝛾(0) da 𝛾(𝑠) nin eğriliği olduğundan eğer normal kesitli 

düzlemsel bir eğri ise o zaman 𝛾′′′(0),   𝛾′′(0) ve 𝛾′(0) ın bir lineer kombinasyonudur. 

Dolayısıyla  

(∇𝑇ℎ)(𝑡, 𝑡) ∧ ℎ(𝑡, 𝑡) = 0  

bulunur. Tersine (∇𝑇ℎ)(𝑡, 𝑡) ∧ ℎ(𝑡, 𝑡) = 0 kabul edelim. O zaman 𝑀 ye tanjant  

𝑝 ∈ 𝑀 noktasında herhangi bir vektör ele alındığında normal kesit 𝛾(𝑠) boyunca 

ℎ(𝑇, 𝑇) tarafından gerilen uzaya sıfırdır ya da normal konneksiyon 𝐷 ile 𝛾 boyunca 

paraleldir ve  

 {𝐷𝑇(ℎ(𝑇, 𝑇) = (∇𝑇ℎ)(𝑇, 𝑇)} 

böylece 𝛾(𝑠) düzlemsel bir eğri olup ispat tamamlanır.  

Teorem 4.1.2. 𝐸𝑚 nin 𝑛 ≥ 2 boyutlu bir alt manifoldu 𝑀 olsun. Bu durumda 

aşağıdaki ifadeler denktir [1]. 

𝑎) İkinci temel form ℎ için (∇𝑇ℎ)(𝑡, 𝑡) = 0 sağlanır.  

𝑏) İkinci temel form ℎ paraleldir.∇ℎ = 0 dır.  

𝑐) 𝑝 ∈ 𝑀 noktasında 𝑀 nin normal kesiti 𝑝 de bir köşe noktasına sahip 

düzlemsel bir eğridir. 𝛾(𝑠) nin eğriliği 𝐾2 = ⟨𝛾′′, 𝛾′′⟩ olmak üzere  

 
𝑑𝐾2(𝑝)

𝑑𝑠
= 0  

olmalıdır. 

𝐈̇spat. (𝑎) ⇒ (𝑏)  

𝐸𝑚 nin bir alt manifoldu 𝑀 ve 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀) olsun. 𝐶𝑜𝑑𝑑𝑜𝑧𝑖 denkleminde  

(∇𝑋ℎ)(𝑌, 𝑍) = (∇𝑌ℎ)(𝑋, 𝑍) 

olup (∇𝑡ℎ)(𝑡, 𝑡) = 0 olduğunu kabul ettik. Böylece 𝑡 = 𝑥 − 𝑦 için  

 (∇𝑡ℎ)(𝑡, 𝑡) = 0 ⇒ (∇𝑥−𝑦ℎ)(𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑦) = 0  

 ⇒ (∇𝑥−𝑦ℎ)(𝑥, 𝑥 − 𝑦) − (∇𝑥−𝑦ℎ)(𝑦, 𝑥 − 𝑦) = 0  
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 ⇒ (∇𝑥−𝑦ℎ)(𝑥, 𝑥) − (∇𝑥−𝑦ℎ)(𝑥, 𝑦) − (∇𝑥−𝑦ℎ)(𝑦, 𝑥) + (∇𝑥−𝑦ℎ)(𝑦, 𝑦) = 0  

 ⇒ (
(∇𝑥ℎ)(𝑥, 𝑥) − (∇𝑦ℎ)(𝑥, 𝑥) − (∇𝑥ℎ)(𝑥, 𝑦) + (∇𝑦ℎ)(𝑥, 𝑦)

−(∇𝑥ℎ)(𝑦, 𝑥) + (∇𝑦ℎ)(𝑦, 𝑥) + (∇𝑥ℎ)(𝑦, 𝑦) − (∇𝑦ℎ)(𝑦, 𝑦) = 0
) 

 ⇒ −3(∇𝑥ℎ)(𝑦, 𝑥) + 3(∇𝑦ℎ)(𝑦, 𝑦) = 0 

 ⇒ (∇𝑦ℎ)(𝑥, 𝑦) − (∇𝑥ℎ)(𝑥, 𝑦) = 0                                                       (4.3) 

𝑡 = 𝑥 + 𝑦 için  

(∇𝑥+𝑦ℎ)(𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦) = 0                                                                                                              ⇒

(∇𝑥ℎ)(𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦) + (∇𝑦ℎ)(𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦) = 0  

⇒ (∇𝑥ℎ)(𝑥, 𝑥 + 𝑦) + (∇𝑥ℎ)(𝑦, 𝑥 + 𝑦) + (∇𝑦ℎ)(𝑥, 𝑥 + 𝑦) + (∇𝑦ℎ)(𝑦, 𝑥 + 𝑦) = 0

⇒ (
(∇𝑥ℎ)(𝑥, 𝑥) + (∇𝑥ℎ)(𝑥, 𝑦) + (∇𝑥ℎ)(𝑦, 𝑥) + (∇𝑥ℎ)(𝑦, 𝑦)

+(∇𝑦ℎ)(𝑥, 𝑥) + (∇𝑦ℎ)(𝑥, 𝑦) + (∇𝑦ℎ)(𝑦, 𝑥) + (∇𝑦ℎ)(𝑦, 𝑦)
) = 0

⇒ 3(∇𝑥ℎ)(𝑥, 𝑦) + 3(∇𝑦ℎ)(𝑥, 𝑦) = 0  

                      (∇𝑥ℎ)(𝑥, 𝑦) + (∇𝑦ℎ)(𝑥, 𝑦) = 0                                                       (4.4)  

(4.3) ve (4.4) denklemleri taraf tarafa toplanırsa (∇𝑦ℎ)(𝑥, 𝑦) = 0 ve (∇𝑥ℎ)(𝑥, 𝑦) = 0 

olur. 𝑋 = 𝑍 + 𝑇 için  

 ⇒ (∇𝑋ℎ)(𝑋, 𝑌) = 0 ⇒ (∇𝑍+𝑇ℎ)(𝑍 + 𝑇, 𝑌) = 0  

 ⇒ (∇𝑍ℎ)(𝑍 + 𝑇, 𝑌) + (∇𝑇ℎ)(𝑍 + 𝑇, 𝑌) = 0  

 ⇒ (∇𝑍ℎ)(𝑍, 𝑌) + (∇𝑍ℎ)(𝑇, 𝑌) + (∇𝑇ℎ)(𝑍, 𝑌) + (∇𝑇ℎ)(𝑇, 𝑌) = 0  

 ⇒ (∇𝑍ℎ)(𝑇, 𝑌) + (∇𝑇ℎ)(𝑍, 𝑌) = 0(𝑐𝑜𝑑𝑑𝑖𝑧𝑖 𝑑𝑒𝑛𝑘𝑙𝑒𝑚𝑖)  

 ⇒ (∇𝑇ℎ)(𝑍, 𝑌) + (∇𝑍ℎ)(𝑇, 𝑌) = 0 ⇒ (∇𝑇ℎ)(𝑍, 𝑌) = 0  

olup ∇ℎ = 0 bulunur.  

(𝑏) ⇒ (𝑎) açıktır. ℎ paralel ise ∇ℎ = 0 olup (∇𝑡ℎ)(𝑡, 𝑡) = 0 bulunur.  

(𝑏) ⇒ (𝑐) ∇ℎ = 0 ise Teorem 4.1.1. den (∇𝑇ℎ)(𝑡, 𝑡) ∧ ℎ(𝑡, 𝑡) = 0 olup 𝑀 

düzlemsel normal kesitlere [18] sahiptir. 𝛾 nın 𝑝 ∈ 𝑀 noktasında bir köşe noktasına 

sahip olduğunu yani  

𝑑𝐾2(𝑝)

𝑑𝑠
= 0 
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olduğunu gösterelim. 𝛾’ nın eğriliği 𝐾(𝑠) olmak üzere  

𝐾2(𝑠) = ⟨𝛾′′(𝑠), 𝛾′′(𝑠)⟩ 

             = ⟨∑

𝑛

𝑖=2

𝑤𝑖
𝑖(𝑇)𝑒𝑖 + ℎ(𝑇, 𝑇),∑

𝑛

𝑖=2

𝑤𝑖
𝑖(𝑇)𝑒𝑖 + ℎ(𝑇, 𝑇)⟩, 

             = ∑

𝑛

𝑖=2

(𝑤𝑖
𝑖(𝑇))

2
⟨𝑒𝑖,𝑒𝑖⟩ + 2𝑤𝑖

𝑖(𝑇)∑

𝑛

𝑖=2

⟨𝑒𝑖,ℎ(𝑇, 𝑇)⟩ + ⟨ℎ(𝑇, 𝑇), ℎ(𝑇, 𝑇)⟩, 

                           𝐾2(𝑠) = ∑

𝑛

𝑖=2

(𝑤𝑖
𝑖(𝑇))

2

+ ⟨ℎ(𝑇, 𝑇), ℎ(𝑇, 𝑇)⟩, 

burada türev alınırsa  

𝑑2𝐾(𝑠)

𝑑𝑠
= 2∑

𝑛

𝑇
𝑖=2

(𝑤𝑖
𝑖(𝑇)) . 𝑤𝑖

𝑖(𝑇) + 2⟨∇𝑇ℎ(𝑇, 𝑇), ℎ(𝑇, 𝑇)⟩, 

               = 2⟨−𝐴𝑇(𝑇, 𝑇) + 𝐷𝑇ℎ(𝑇, 𝑇), ℎ(𝑇, 𝑇)⟩ , 

               = 2⟨𝐷𝑇ℎ(𝑇, 𝑇), ℎ(𝑇, 𝑇)⟩  

olup 𝑀 düzlemsel normal kesitlere sahipse Teorem 4.1.1. den  

(∇𝑇ℎ)(𝑇, 𝑇) = 𝐷𝑇ℎ(𝑇, 𝑇) olduğunu görmüştük. Dolayısıyla  

𝑑𝐾2(𝑠)

𝑑𝑠
= 2⟨(∇𝑇ℎ)(𝑇, 𝑇), ℎ(𝑇, 𝑇)⟩,  

olup (𝑏) den dolayı 
𝑑𝐾2(𝑠)

𝑑𝑠
= 0 olup 𝛾, 𝑝𝜀𝑀 de bir köşe noktasına sahiptir.  

          (𝑐) ⇒ (𝑎) 𝑀 nin düzlemsel normal kesitlere sahip olduğunu ve 𝑝 de 𝛾(𝑠) 

nin bir köşe noktasına sahip olduğunu kabul edelim. 𝑀, 𝑝 ∈ 𝑀 de düzlemsel normal 

kesitlere sahipse  

(∇̅𝑡ℎ)(𝑡, 𝑡) ∧ ℎ(𝑡, 𝑡) = 0 ⇒ ℎ(𝑡, 𝑡) = 𝜆(∇̅𝑡ℎ)(𝑡, 𝑡) 

dır. 𝑝 ∈ 𝑀, 𝛾 bir köşe noktasına sahipse  

⟨(∇̅𝑡ℎ)(𝑡, 𝑡), ℎ(𝑡, 𝑡)⟩ = 0  

dır. O halde  

⟨(∇̅𝑡ℎ)(𝑡, 𝑡), 𝜆(∇̅𝑡ℎ)(𝑡, 𝑡)⟩ = 0 ⇒ (∇̅𝑡ℎ)(𝑡, 𝑡) = 0 

bulunur.  

Teorem 4.1.3. 𝐸𝑚 nin 𝑛 ≥ 2 boyutlu bir alt manifoldu 𝑀 olsun. 𝑀 düzlemsel 

geodeziklere sahiptir gerek ve yeter şart 𝑀 aynı sabit eğriliğin düzlemsel normal 



4. DÜZLEMSEL NORMAL KESİTLER                                          Gülistan POLAT 

  

26 

  

kesitlerine sahipse, yani onlar aynı çemberlerdir ya da düz çizgilerin parçasıdır [2]. 

𝐈̇spat. 𝑀 aynı sabit eğriliğin düzlemsel normal kesitlerine sahip olsun. Buna 

göre 𝑝 ∈ 𝑀 de normal kesit 𝛾(𝑠) nin birim tanjant vektörü 𝑡 olsun. Burada  

𝐾2(𝑠) = ∑
𝑛

𝑖=2
(𝑤𝑖

𝑖(𝑇))
2
+ ‖ℎ(𝑇, 𝑇)‖2, 

olup 𝑝 = 𝛾(0) de 𝑤𝑖
𝑖(𝑇) = 0 olduğundan  

𝐾2(0) = ‖ℎ(𝑇, 𝑇)‖2. 

 𝑀 aynı sabit eğriliğin düzlemsel normal kesitlerine sahip olduğunda  

𝑤𝑖
𝑖(𝑇) = 0 ,𝑖 = 1,2, … , 𝑛 alınır. Bu da gösterir ki normal kesit 𝛾(𝑠), birinci hız vektörü 

𝑡 ile 𝑝 civarında, M de bir geodeziktir. Çünkü aynı sabit eğriliğin düzlemsel normal 

kesitlerine sahipse  

𝐾2(𝑠) = ‖ℎ(𝑇, 𝑇)‖2, 

𝑐 = ⟨ℎ(𝑇, 𝑇), ℎ(𝑇, 𝑇)⟩ ⇒ ⟨(∇̅𝑡ℎ)(𝑡, 𝑡), ℎ(𝑡, 𝑡)⟩ = 0 , 

dır. Burada (∇̅𝑡ℎ)(𝑡, 𝑡) ∧ ℎ(𝑡, 𝑡) = 0 olduğundan  

(∇̅𝑡ℎ)(𝑡, 𝑡) = 0 ⇒ ∇̅ℎ = 0  

dır. 

𝛾′′(𝑠) = ∑
𝑛

𝑖=2
𝑤𝑖

𝑖(𝑇)𝑒𝑖 + ℎ(𝑇, 𝑇) = ℎ(𝑇, 𝑇)  ∈  𝑇𝑃
⊥𝑀  

olup 𝛾 bir geodeziktir [12]. 

Tersine   𝑀 düzlemsel geodeziklere sahipse 𝑀 ye bir 𝑛- düzleminde içerilir ya 

da bütün geodezikler aynı yarı çaplı çemberlerdir. Eğer ilk durum doğruysa her normal 

kesit bir düz çizginin parçasıdır. Eğer ikinci durum doğruysa 𝑀’ nin her 𝛾(𝑠) eğriliği 

sabittir. Burada 𝑥 = 𝛾′(𝑠) alınırsa ∇𝑥𝑥 = 0 olduğunda  

𝛾′′(𝑠) = ∇̅𝑥𝑥 = ∇𝑥𝑥 + ℎ(𝑥, 𝑥) ∈ 𝑇𝑃
⊥𝑀  

olur. Bununla beraber biz 𝛾′′(𝑠) = ∇̅𝑥𝑥 = ℎ(𝑥, 𝑥) = 𝐾(𝑠)𝑁, 𝐾(𝑠) = ‖ℎ(𝑥, 𝑥)‖ 𝛾(𝑠) 

nin eğriliği ve 𝛾 düzlemsel olduğunda ∇̅𝑥𝑁 = −𝐾𝑋 ise  

∇̅𝑥𝑁 = −𝐴𝑁𝑋 + 𝐷𝑋𝑁 = −𝐾𝑋 ⇒ 𝐷𝑋𝑁 = 0  

dır. 𝐾 nın sabit eğriliğinde bunlar birleştirilirse  

(∇̅𝑥ℎ)(𝑥, 𝑥) = 𝐷𝑋(ℎ(𝑥, 𝑥)) = 0, 

olup bu 𝑀 nin her geodeziği için doğrudur. Böylece biz (∇̅ℎ) = 0 ’a sahip oluruz. 
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Teorem 4.1.1 den de 𝑀 nin düzlemsel normal kesitlere sahip olduğu açıktır. Böylece 

𝐸(𝑝, 𝑡) ile verilen düzlemsel normal kesit ve 𝑝 de 𝑡 hız vektörü düzlemsel geodezik 

gerçekte aynı eğriliklerdir [2]. Böylece 𝑀 nin normal kesiti düzlemsel eğrilerdir.  

 

4.2. Düzlemsel Normal Kesitli Yüzeylerin Sınıflandırılması  

 

Biz bu bölümde 𝐸𝑚 deki yüzeyleri düzlemsel normal kesitler yardımıyla  

sınıflandıracağız.  

Teorem 4.2.1. 𝐸𝑚 nin içinde düzlemsel normal kesitli bir yüzey 𝑀 olsun. Eğer 

𝑀, 𝐸𝑚 nin 3- boyutlu 𝐸3 uzayının içinde kalmazsa bu taktirde 𝑀, 𝐸𝑚 nin 5 boyutlu 

𝑉𝑒𝑟𝑜𝑛𝑒𝑠𝑒 yüzeyinin bir açık alt kümesidir [1-3]. 

   𝐈̇𝐬𝐩𝐚𝐭.  𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀) olmak üzere  

(∇̅𝑋ℎ)(𝑌, 𝑍) = (∇̅𝑥ℎ)(𝑌, 𝑍) − ℎ(∇̅𝑋𝑌, 𝑍) − ℎ(𝑌, ∇̅𝑋𝑍), 

ile ℎ nin kovaryant türevini tanımlayalım:  𝑀 nin düzlemsel normal kesitli bir yüzey 

olduğunu kabul edelim 𝑝 ∈ 𝑀 noktasında 𝑀 ye tanjant birim vektör 𝑡 olsun. 𝛾(𝑠), 

𝛾(0) = 𝑝 ∈ 𝑀 noktasında ki 𝑀 nin normal kesiti olsun.  

 𝑇(𝑠) = 𝛾′(𝑠) , 

olduğunu kabul edelim. O zaman  

 𝛾′′(𝑠) = ∇̅𝑇𝑇 = ∇𝑇𝑇 + ℎ(𝑇, 𝑇) ,                                             (4.5)  

            𝛾′′′(𝑠) = ∇̅𝑇∇𝑇𝑇 + ∇̅𝑇ℎ(𝑇, 𝑇) ,                                                (4.6)  

            = ∇𝑇∇𝑇𝑇 + ℎ(∇𝑇𝑇) − 𝐴ℎ(𝑇,𝑇)𝑇 + 𝐷𝑇ℎ(𝑇, 𝑇),             (4.7)  

elde ederiz. 𝛾(𝑠)’ nin kesit eğriliği 𝐾(𝑠) olmak üzere  

𝐾2(𝑠) = ⟨𝛾′′, 𝛾′′⟩ = ⟨∇𝑇𝑇 + ℎ(𝑇, 𝑇), ∇𝑇𝑇 + ℎ(𝑇, 𝑇)⟩ ,                       (4.8)  

 = ⟨∇𝑇𝑇, ∇𝑇𝑇⟩ + 2⟨∇𝑇𝑇, ℎ(𝑇, 𝑇)⟩ + ⟨ℎ(𝑇, 𝑇), ℎ(𝑇, 𝑇)⟩, 

 = ‖∇𝑇𝑇‖2 + ‖ℎ(𝑇, 𝑇)‖2 

bulunur. 𝛾 düzlemsel bir eğri olup 𝛾′ ∧ 𝛾′′ ∧ 𝛾′′′ = 0 da 𝛾′′′ = 𝑏𝛾′ + 𝑎𝛾′′ olup  

  ∇𝑇∇𝑇𝑇 − 𝐴ℎ(𝑇,𝑇)𝑇 + 𝐷𝑇ℎ8(𝑇, 𝑇) = 𝑏𝑇 + 𝑎∇𝑇𝑇 + 𝑎ℎ(𝑇, 𝑇)  (4.9) 

olur. Burada 𝑎 ve 𝑏 katsayıları bulunursa; ilk önce bu eşitliğin teğet ve normallerini 

eşitleyecek olursak  

⟨∇𝑇∇𝑇𝑇, ∇𝑇𝑇⟩ − ⟨𝐴ℎ(𝑇,𝑇)𝑇, ℎ(𝑇, 𝑇)⟩ = 𝑏𝑇 + 𝑎∇𝑇𝑇,  
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    ℎ(𝑇, 𝑇)⟨ℎ(∇𝑇𝑇, 𝑇) + 𝐷𝑇ℎ(𝑇, 𝑇)⟩ = 𝑎ℎ(𝑇, 𝑇), 

    ⟨∇𝑇∇𝑇𝑇, ∇𝑇𝑇⟩ − ⟨𝐴ℎ(𝑇,𝑇)𝑇, ∇𝑇𝑇⟩ = 𝑏⟨𝑇, ∇𝑇𝑇⟩ + 𝑎⟨∇𝑇𝑇, ∇𝑇𝑇⟩,  

    ⟨ℎ(∇𝑇𝑇, 𝑇), ℎ(𝑇, 𝑇)⟩ + ⟨𝐷𝑇ℎ(𝑇, 𝑇), ℎ(𝑇, 𝑇)⟩ = 𝑎⟨ℎ(𝑇, 𝑇), ℎ(𝑇, 𝑇)⟩,  

    ⟨∇𝑇∇𝑇𝑇, ∇𝑇𝑇⟩ − ⟨ℎ(𝑇, ∇𝑇𝑇), ℎ(𝑇, 𝑇)⟩ = 𝑎‖∇𝑇𝑇‖2 , 

    ⟨ℎ(∇𝑇𝑇, 𝑇), ℎ(𝑇, 𝑇)⟩ + ⟨𝐷𝑇ℎ(𝑇, 𝑇), ℎ(𝑇, 𝑇)⟩ = 𝑎‖ℎ(𝑇, 𝑇)‖2,  

    ⟨∇𝑇∇𝑇𝑇, ∇𝑇𝑇⟩ + ⟨𝐷𝑇ℎ(𝑇, 𝑇), ℎ(𝑇, 𝑇)⟩ = 𝑎𝐾2(𝑠),  

    ⟨∇̅𝑇∇𝑇𝑇, ∇𝑇𝑇⟩ − ⟨ℎ(∇𝑇𝑇, ∇𝑇𝑇)⟩ + ⟨𝐴ℎ(𝑇,𝑇)𝑇, ℎ(𝑇, 𝑇)⟩ = 𝑎𝐾2(𝑠),  

    2⟨∇̅𝑇∇𝑇𝑇, ∇𝑇𝑇⟩ + 2⟨∇̅𝑇ℎ(𝑇, 𝑇), ℎ(𝑇, 𝑇)⟩ = 2𝑎𝐾2(𝑠),  

                   𝑇(𝐾2) = 2𝑎𝐾2 , 

                            𝑎 =
𝑇(𝐾2)

2𝐾2
 , 

bulunur. Şimdi b’ yi bulalım:  

𝑇⟨∇𝑇∇𝑇𝑇 − 𝐴ℎ(𝑇,𝑇)𝑇⟩ = 𝑏𝑇 + 𝑎∇𝑇𝑇,  

       ⟨∇𝑇∇𝑇𝑇, 𝑇⟩ − ⟨𝐴ℎ(𝑇,𝑇)𝑇, 𝑇⟩ = 𝑏⟨𝑇, 𝑇⟩ + 𝑎⟨∇𝑇𝑇, 𝑇⟩, 

       ⟨∇𝑇∇𝑇𝑇, 𝑇⟩ − ⟨𝐴ℎ(𝑇,𝑇)𝑇, 𝑇⟩ = 𝑏 , 

                      −⟨∇𝑇𝑇, ∇𝑇𝑇⟩ − ⟨ℎ(𝑇, 𝑇), ℎ(𝑇, 𝑇)⟩ = 𝑏 ,                                                              

                                           −𝐾2 = 𝑏 , 

bu bulunan 𝑎 ve 𝑏 değerleri (4.9) denkleminde yerine yazılırsa  

∇𝑇∇𝑇𝑇 + ℎ(∇𝑇𝑇, 𝑇) − 𝐴ℎ(𝑇,𝑇)𝑇 + 𝐷𝑇ℎ(𝑇, 𝑇) = −𝐾2𝑇 +
𝑇(𝐾2)

2𝐾2 ∇𝑇𝑇 + ℎ(𝑇, 𝑇) (4.10)  

olup bu ifadenin teğet ve normalleri eşitlenirse  

        ∇𝑇∇𝑇𝑇 − 𝐴ℎ(𝑇,𝑇)𝑇 = −𝐾2𝑇 +
𝑇(𝐾2)

2𝐾2 ∇𝑇𝑇,                                        (4.11)  

ℎ(∇𝑇𝑇, 𝑇) + 𝐷𝑇ℎ(𝑇, 𝑇) =
𝑇(𝐾2)

2𝐾2
ℎ(𝑇, 𝑇)                                                  (4.12)  

olup, ℎ’nin kovaryant türevinden  

(∇̅𝑇ℎ)(𝑇, 𝑇) = 𝐷𝑇ℎ(𝑇, 𝑇) − 2ℎ(∇𝑇𝑇, 𝑇)  

olup bu ifade (4.8) te yerine yazılırsa  

 ℎ(∇𝑇𝑇, 𝑇) + 𝐷𝑇ℎ(𝑇, 𝑇) =
𝑇(𝐾2)

2𝐾2 ℎ(𝑇, 𝑇),  

 ℎ(∇𝑇𝑇, 𝑇) + (∇̅𝑇ℎ)(𝑇, 𝑇) + 2ℎ(∇𝑇𝑇, 𝑇) =
𝑇(𝐾2)

2𝐾2 ℎ(𝑇, 𝑇),  

 3ℎ(∇𝑇𝑇, 𝑇) + (∇̅𝑇ℎ)(𝑇, 𝑇) =
𝑇(𝐾2)

2𝐾2 ℎ(𝑇, 𝑇),                              (4.13)  
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elde edilir. 𝛾′(0) ve 𝛾′′(0)’a bakılacak olursa 𝑝 = 𝛾(0) noktasında 𝑚 − 1 uzay 

𝐸(𝑝, 𝑡)’ nin içinde yatar. 𝐸(𝑝, 𝑡) , 𝑡 ve 𝑇𝑝
⊥𝑀 tarafından gerildiğinde (4.5) ve (4.6) den  

 𝛾′′(0) = ∇𝑡𝑡 + ℎ(𝑡, 𝑡),  

 𝛾′′′(0) = ∇𝑡∇𝑡𝑡 + ℎ(∇𝑡𝑡) − 𝐴ℎ(𝑡,𝑡)𝑡 + 𝐷𝑡ℎ(𝑡, 𝑡),  

 𝛾′′′(0) = −𝐴ℎ(𝑇,𝑇)𝑇 + 𝐷𝑇ℎ(𝑇, 𝑇) = (∇̅𝑡ℎ)(𝑡, 𝑡),  

olur. (4.9) denkleminden  

−𝐴ℎ(𝑡,𝑡)𝑡 + 𝐷𝑡ℎ(𝑡, 𝑡) = −𝐾2𝑡 +
𝑇(𝐾2)

2𝐾2
ℎ(𝑡, 𝑡),  

                               𝛾′′′(0) = −𝐾2𝑡 +
𝑇(𝐾2)

2𝐾2 ℎ(𝑡, 𝑡)  

Burada (4. 13) göz önüne alınırsa  

𝛾′′′(0) = −𝐾2𝑡 + 3ℎ(∇𝑡𝑡, 𝑡) + (∇̅𝑡ℎ)(𝑡, 𝑡)  

olur. Böylece  

 𝛾′(0) = 𝑡 , 

 𝛾′′(0) = ℎ(𝑡, 𝑡) , 

 𝛾′′′(0) = −𝐾2𝑡 + (∇̅𝑡ℎ)(𝑡, 𝑡)  

bulunur. 𝑀 düzlemsel normal kesitlere sahip olduğundan  

𝛾′ ∧ 𝛾′′ ∧ 𝛾′′′ = 0,  

olup buradan  

                                (∇̅𝑡ℎ)(𝑡, 𝑡) ∧ ℎ(𝑡, 𝑡) = 0                                   (4.14)  

bulunur. Bu 𝑝 ∈ 𝑇𝑃𝑀 de herhangi bir birim vektör ve 𝑝 ∈ 𝑀 de herhangi bir nokta için 

doğru olduğundan 𝑢 ∈ 𝑇𝑀 için  

           (∇̅𝑢ℎ)(𝑢, 𝑢) ∧ ℎ(𝑢, 𝑢) = 0 ,                                     (4.15)  

ifadesini elde ederiz. (4. 13) ve (4.14) de yerine yazılırsa  

 (∇̅𝑡ℎ)(𝑡, 𝑡) ∧ ℎ(𝑡, 𝑡) = 0 , 

 {
𝑇(𝐾2)

2𝐾2
ℎ(𝑇, 𝑇) − 3ℎ(∇𝑇𝑇, 𝑇)} ∧ ℎ(𝑇, 𝑇) = 0,  

 ℎ(∇𝑇𝑇, 𝑇) ∧ ℎ(𝑇, 𝑇) = 0,                                                      (4.16)  

olur. Eğer 𝛾(𝑠), 𝑝 = 𝛾(0) nın yeteri derecede küçük bir komşuluğunda geodezik yay 

[2] değilse ⟨𝑇, 𝑇⟩ = 1 den ⟨∇𝑇𝑇, 𝑇⟩ = 0 dır. Ancak 𝑠 ≠ 0 olduğu zaman  

∇𝑇(𝑠)𝑇(𝑠) = 0 dır. Dolayısıyla ∇𝑇𝑇 ⊥ 𝑇 dır. Buradan aşağdaki lemmayı verebiliriz.  
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Lemma 4.2.1. 𝑀, 𝐸𝑚’nin düzlemsel normal kesitlere sahip bir yüzeyi olsun. 

Eğer 𝑝’ deki normal kesit 𝛾(𝑠), 𝑝 nin yeterince küçük bir komşuluğunda geodezik yay 

[2] değilse bu durumda 𝑡 = 𝛾(0) olmak üzere  

                                ℎ(𝑡⊥, 𝑡) ∧ ℎ(𝑡, 𝑡) = 0                                          (4.17)  

dır. 𝑇𝑝𝑀 nin bir bazı 𝑀 yüzey olduğundan {𝑒1, 𝑒2} olsun. Böylece  

                {
𝑡(0) = 𝑒1𝑐𝑜𝑠∅ + 𝑒2𝑠𝑖𝑛∅

𝑡⊥(0) = −𝑒1𝑠𝑖𝑛∅ + 𝑒2𝑐𝑜𝑠∅
                              (4.18)  

şeklinde ifade edilebilir. Eğer  

⟨ℎ(𝑡(∅), 𝑡(∅)), ℎ(𝑡(∅), 𝑡⊥(∅)⟩ ≠ 0 , 

 ise o zaman Lemma 4.2.1 den  

                        ℎ(𝑡(∅), 𝑡(∅)) ∧ ℎ(𝑡(∅), 𝑡⊥(∅)) = 0,                            (4.19) 

olacak şekilde ∅ ∈ (𝑎, 𝑏) olmak üzere (𝑎, 𝑏) açık aralıgı̆ vardır. (4.18) da (4.19) göz 

önünde bulundurulursa  

ℎ(𝑒1, 𝑒2) ∧ ℎ(𝑒2,𝑒2) = 0,  

bulunur. 

    ℎ(𝑒1, 𝑒2) ∧ ℎ(𝑒2,𝑒2) = ℎ(𝑒2,𝑒2) ∧ ℎ(𝑒2, 𝑒1) = ℎ(𝑒1, 𝑒1) ∧ ℎ(𝑒2,𝑒2) = 0  (4.20)  

bulunur. Dolayısıyla 𝑏𝑜𝑦𝐼𝑚ℎ ≤ 1 olur. Normal kesit 𝛾 geodezik yay değil ise o zaman 

𝑏𝑜𝑦𝐼𝑚ℎ ≤ 1 bulunur. Şimdi geodezik yay olduğunu düşünelim. Eğer 𝑡⊥ ∈ 𝑇𝑝𝑀
⊥ 

birim vektörü için 𝛾 geodezik yay ise ⟨ℎ(𝑡, 𝑡), ℎ(𝑡, 𝑡⊥)⟩ = 0 olur. 𝑇𝑝𝑀 nin 𝑢 ve 𝑣 birim 

dik vektörleri için 𝑡 = 𝑢 + 𝑣 , 𝑡⊥ = 𝑢 − 𝑣 alınırsa  

⟨ℎ(𝑢 + 𝑣, 𝑢 + 𝑣), ℎ(𝑢 + 𝑣, 𝑢 − 𝑣)⟩ = 0,  

⟨ℎ(𝑢, 𝑢) + 2ℎ(𝑢, 𝑣) + ℎ(𝑣, 𝑣), ℎ(𝑢, 𝑢) − ℎ(𝑣, 𝑣)⟩ = 0,  

−2⟨ℎ(𝑢, 𝑣), ℎ(𝑣, 𝑣)⟩ + ⟨ℎ(𝑣, 𝑣), ℎ(𝑢, 𝑢)⟩ − ⟨ℎ(𝑣, 𝑣), ℎ(𝑣, 𝑣)⟩) = 0,  

(⟨ℎ(𝑢, 𝑢), ℎ(𝑢, 𝑢)⟩ − ⟨ℎ(𝑢, 𝑢), ℎ(𝑣, 𝑣)⟩ + 2⟨ℎ(𝑢, 𝑣), ℎ(𝑢, 𝑢)⟩   

−2⟨ℎ(𝑢, 𝑣), ℎ(𝑣, 𝑣)⟩ + ⟨ℎ(𝑣, 𝑣), ℎ(𝑢, 𝑢)⟩ − ⟨ℎ(𝑣, 𝑣), ℎ(𝑣, 𝑣)⟩) = 0  

                                         ‖ℎ(𝑢, 𝑢)‖2 − ‖ℎ(𝑢, 𝑣)‖ = 0                           (4.21)  

bulunur. 𝑉 =
𝑢+𝑢⊥

√2
2  alınırsa  

⟨𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝑢,
𝑢+𝑢⊥

√2
⟩ = ⟨𝑢,

𝑢

√2
⟩ + ⟨𝑢,

𝑢⊥

√2
⟩ , 
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buradan 𝑣 =
𝑡−𝑡⊥

2
 ya da 𝑢 =

𝑡+𝑡⊥

2
 alınırsa (4.21) ifadesinden  

‖ℎ(𝑢, 𝑢)‖2 = ⟨ℎ(𝑢⊥, 𝑢⊥), ℎ(𝑢, 𝑢)⟩ + 2‖ℎ(𝑢⊥, 𝑢)‖2                          (4.22)  

bulunur. Burada 𝑝 noktasında ya ℎ(𝑢, 𝑢⊥) = 0 ve 𝑏𝑜𝑦𝐼𝑚ℎ ≤ 1 ya da ℎ(𝑢, 𝑢⊥) ≠ 0 ve 

𝑏𝑜𝑦𝐼𝑚ℎ ≥ 2 dir. Şimdi  

 𝑀1 = {𝑝 ∈ 𝑀/𝑏𝑜𝑦𝐼𝑚ℎ ≥ 2, 𝑝 ∈ 𝑀}  

de ele alalım.  

Lemma 4.2.2. 𝑀,𝐸𝑚 nin pointwise düzlemsel normal kesitli bir yüzeyi olsun 

[3]. Şayet 𝑏𝑜𝑦𝐼𝑚ℎ ≤ 1 ise o zaman 𝑀 lokal olarak, 𝐸𝑚 nin 3 − boyutlu 𝐸3 uzayında 

kalır [2]. Eğer 𝑀 ≠ 𝑀1 ise o zaman 𝑀 − 𝑀1 , 𝑀 nin boştan farklı bir açık alt 

kümesidir. 𝑀 − 𝑀1 tümleyeni 𝑈 olsun. 𝑈 üzerinde 𝑢 ∈ 𝑇𝑢 için  

                                     ⟨ℎ(𝑢, 𝑢), ℎ(𝑢, 𝑢⊥)⟩ = 0, (4.23) 

olur. Buradan ‖ℎ(𝑢, 𝑢)‖ ≠ 0, ‖ℎ(𝑢, 𝑢⊥)‖ ≠ 0 olup  

ℎ(𝑢, 𝑢) ∧ ℎ(𝑢, 𝑢⊥) ≠ 0 

şartı sağlanır. Tersine 𝑈 düzlemsel geodeziklere sahiptir. Böylece 𝑈 da 𝑏𝑜𝑦𝐼𝑚ℎ ≥ 2 

dir. Düzlemsel geodezik yüzeylerin sınıflandırma teoreminden görülür ki 𝑀, 𝐸𝑚 nin 

𝐸𝑠 Veronese yüzeyinin bir açık alt kümesidir. Böylece 𝑈 = 𝑀 olarak teoremi  

tamamlarız. 𝑡⊥ = 𝑢 − 𝑣 alınırsa  

⟨ℎ(𝑢 + 𝑣, 𝑢 + 𝑣), ℎ(𝑢 + 𝑣, 𝑢 − 𝑣)⟩ = 0 , 

           ⟨ℎ(𝑢, 𝑢) + 2ℎ(𝑢, 𝑣) + ℎ(𝑣, 𝑣), ℎ(𝑢, 𝑢) − ℎ(𝑣, 𝑣)⟩ = 0 , 

 −2⟨ℎ(𝑢, 𝑣), ℎ(𝑣, 𝑣)⟩ + ⟨ℎ(𝑣, 𝑣), ℎ(𝑢, 𝑢)⟩ − ⟨ℎ(𝑣, 𝑣), ℎ(𝑣, 𝑣)⟩) = 0,  

(⟨ℎ(𝑢, 𝑢), ℎ(𝑢, 𝑢)⟩ − ⟨ℎ(𝑢, 𝑢), ℎ(𝑣, 𝑣)⟩ + 2⟨ℎ(𝑢, 𝑣), ℎ(𝑢, 𝑢)⟩,

 −2⟨ℎ(𝑢, 𝑣), ℎ(𝑣, 𝑣)⟩ + ⟨ℎ(𝑣, 𝑣), ℎ(𝑢, 𝑢)⟩ − ⟨ℎ(𝑣, 𝑣), ℎ(𝑣, 𝑣)⟩) = 0
  

                          ‖ℎ(𝑢, 𝑢)‖2 − ‖ℎ(𝑢, 𝑣)‖ = 0                           (4.24)  

bulunur. 𝑉 =
𝑢+𝑢⊥

√2
 alınırsa  

⟨𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝑢,
𝑢 + 𝑢⊥

√2
⟩ = ⟨𝑢,

𝑢

√2
⟩ + ⟨𝑢,

𝑢⊥

√2
⟩ , 

buradan 𝑣 =
𝑡−𝑡⊥

2
 ya da 𝑢 =

𝑡+𝑡⊥

2
 alınırsa (3.2.20) ifadesinden  

‖ℎ(𝑢, 𝑢)‖2 = ⟨ℎ(𝑢⊥, 𝑢⊥), ℎ(𝑢, 𝑢)⟩ + 2‖ℎ(𝑢⊥, 𝑢)‖2                  (4.25) 
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bulunur.  

 

4.3. Düzlemsel Normal Kesit Eğrileri ve Eğrilikler 

 

Şuana kadar yapılan çalışmalarda düzlemsel normal kesitlerin alt 

manifoldlarında çalışırken, böyle alt manifoldlar karakterize edilirken Gauss ve 

Weingarten formülleri kullanılmıştı. Perktaş ve Erdoğan [19] bu çalışmalardan yola 

çıkarak, düzlemsel normal kesitli alt manifoldları karakterize ederken eğrilikleri 

kullanmışlardır. Ayrıca normal kesit eğrisinin biharmonik olması için gerek ve yeter 

şartlar elde etmişlerdir. 

 

 4.3.1. Riemann Manifoldlarının Düzlemsel Normal Kesitli Altmanifoldları  

 

𝑀,𝑚 boyutlu öklidyen uzayı 𝑅𝑚’ ün 𝑛 − boyutlu alt manifold olsun. 𝑀 nin 

herhangi bir 𝑝 noktasındaki sıfırdan farklı tanjant vektörü 𝑡 olsun. 𝑡 tanjant vektörüyle 

𝑝 noktasındaki 𝑇𝑝
⊥𝑀 uzayı (𝑚 − 𝑛 + 1) boyutlu 𝐸(𝑝, 𝑡) uzayını belirler. 𝐸(𝑝, 𝑡) ile 𝑀 

nin kesişimi 𝑝 ’ nin komşuluğunda tanımlı 𝛾(𝑠) eğrisini verir. 𝑠 − yay parametresi 

olmak üzere 𝛾, 𝑝 noktasında 𝑡 yönünde tanımlı 𝑀’ nin normal kesiti diye adlandırılır. 

Genelde normal kesit 𝛾,  𝐸(𝑝, 𝑡) içinde bükümlü bir uzay eğrisidir. Yani derecesi 2’ 

den büyüktür ve 𝑝 noktasında  

𝛾′ ∧ 𝛾′′ ∧ 𝛾′′′ ≠ 0  

dır. Eğer 𝑀 pointwise düzlemsel normal kesite sahipse bu ifade 0 olur. Şayet 𝑀’ nin 

herhangi bir 𝑝 noktasında 𝛾 eğrisi için  

𝛾′ ∧ 𝛾′′ ∧ 𝛾′′′ = 0   

ise 𝑀 alt manifoldunun pointwise düzlemsel normal kesitlere [1] sahip olduğu söylenir 

ve onun normal kesitleri düzlemsel eğriler ise 𝑀 alt manifoldu düzlemsel normal 

kesitlere sahip olacaktır. 𝛾, 𝑝 noktasında 𝑡 yönünde normal kesit eğrisi ise  

 𝛾′(𝑠) = 𝑇 , 

 𝛾′′(𝑠) = ∇̅𝑇𝑇 , 

 𝛾′′′(𝑠) = ∇̅𝑇∇̅𝑇𝑇 , 
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olup buradan Riemann manifoldlardaki bir eğrinin frenet denklemleri kullanılırsa  

 𝑇′ = 𝑘1𝑁 , 

 𝑁′ = −𝑘1𝑇 + 𝑘2𝐵 , 

 𝐵′ = −𝑘2𝑁 + 𝑘4 , 

den  

 𝛾′(𝑠) = 𝑇,  

 𝛾′′(𝑠) = ∇̅𝑇𝑇 = 𝑇′ = 𝑘1𝑁, 

 𝛾′′′(𝑠) = ∇̅𝑇∇̅𝑇𝑇 = ∇̅𝑇(𝑘1𝑁),  

= 𝑘1
′𝑁 + 𝑘1∇̅𝑇𝑁 , 

                                          = 𝑘1
′𝑁 + 𝑘1(−𝑘1𝑇 +  𝑘2𝐵),  

                                          = 𝑘1
′𝑁 − 𝑘1

2𝑇 + 𝑘1𝑘2𝐵,  

elde edilir [22]. Eğer 𝑀 pointwise 2- düzlemsel normal kesite sahip ise  

𝛾′ ∧ 𝛾′′ ∧ 𝛾′′′ = 0  

olacağından  

                       𝑇 ∧ (𝑘1𝑁) ∧ (𝑘1
′𝑁 − 𝑘1

2𝑇 + 𝑘1𝑘2𝐵) = 0,  

(𝑘1𝑇 ∧ 𝑁) ∧ (𝑘1
′𝑁 − 𝑘1

2𝑇 + 𝑘1𝑘2𝐵) = 0,  

                                              𝑘1𝐵 ∧ (𝑘1
′𝑁 − 𝑘1

2𝑇 + 𝑘1𝑘2𝐵) = 0,  

𝑘1𝑘1
′ (𝐵 ∧ 𝑁) − 𝑘1

3(𝐵 ∧ 𝑇) + (𝑘1𝐵 ∧ 𝑘1𝑘2𝐵) = 0,              

                                                                     −𝑘1𝑘1
′𝑇 − 𝑘1

3𝑁 = 0,   

olup buradan  

𝑘1𝑘1
′ = 0  

ve  

𝑘1
3 = 0,  

ise  

𝑘1 = 0  

sonucuna ulaşılır. Yani Riemann alt manifoldlarının pointwise 2- düzlemsel normal 

kesitlere sahip ise normal kesit eğrisinin geodezik olması gerekir. Eğer 𝑘1 = 0, 

ise bu taktirde  

 𝛾′ = 𝑇 , 

 𝛾′′ = −𝑘1𝑇 + 𝑘2𝐵 = 𝑘2𝐵 , 
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 𝛾′′′ = 𝑘2𝑁 , 

eşitlikleri  

𝛾′ ∧ 𝛾′′ ∧ 𝛾′′′ = 0, 

de yerine yazarsak  

 𝛾′ ∧ 𝛾′′ ∧ 𝛾′′′ = 𝑇 ∧ 𝑘2𝐵 ∧ 𝑘2𝑁,  

                        = 𝑘2(𝑇 ∧ 𝐵) ∧ 𝑘2𝑁,  

                        = −𝑘2𝑁 ∧ 𝑘2𝑁,  

                        = 0  

olup  

𝛾′ ∧ 𝛾′′ ∧ 𝛾′′′ = 0  

bulunur.Yani Riemann alt manifoldlarının normal kesit eğrisi geodezik ise bu durumda 

bu alt manifold pointwise 2- düzlemsel normal kesite sahiptir. Böylece aşağıdaki 

teoremi verebiliriz: 

Teorem 4.3.1.1. 𝑀,   𝑚 boyutlu öklidyen uzay 𝐸𝑚’ nin 𝑛 − boyutlu bir 

Riemann alt manifoldu olsun. 𝑀’ nin pointwise 2-düzlemsel normal kesitlere [2] sahip 

olması için gerek ve yeter şart 𝑀’ nin normal kesit eğrisinin geodezik olmasıdır.  

  Şimdi 𝛾,   𝑝 noktasında 𝑡 yönünde normal kesit eğrisi ise  

 𝛾′(𝑠) = 𝑇 , 

 𝛾′′(𝑠) = ∇̅𝑇𝑇 , 

 𝛾′′′(𝑠) = ∇̅𝑇∇̅𝑇𝑇,  

 𝛾′𝑉(𝑠) = ∇̅𝑇∇̅𝑇∇̅𝑇𝑇 , 

olup burada yine frenet denklemleri kullanılırsa  

 𝛾′(𝑠) = 𝑇 , 

 𝛾′′(𝑠) = ∇̅𝑇𝑇 = 𝑇′ = 𝑘1𝑁 , 

 𝛾′′′(𝑠) = ∇̅𝑇∇̅𝑇𝑇 = −𝑘1
2𝑇 + 𝑘1

′𝑁 + 𝑘1𝑘2𝐵,  

 𝛾′𝑉(𝑠) = ∇̅𝑇∇̅𝑇∇̅𝑇𝑇 = ∇̅𝑇(−𝑘1
2𝑇 + 𝑘1

′𝑁 + 𝑘1𝑘2𝐵) , 

             = (−2𝑘1𝑘1
′𝑇 − 𝑘1

2𝑇′ + 𝑘1
′′𝑁 + 𝑘1

′𝑁′ + (𝑘1𝑘2)
′𝐵,  

 = (−2𝑘1𝑘1
′𝑇 − 𝑘1

3𝑁 + 𝑘1
′′𝑁 + 𝑘1

′ (−𝑘1𝑇 + 𝑘2𝐵) + 𝑘1
′𝑘2 + 𝑘2

′𝐵 − 𝑘1𝑘2
2𝑁),            =

(−2𝑘1𝑘1
′𝑇 − 𝑘1

3𝑁 + 𝑘1
′′𝑁 − 𝑘1𝑘1

′𝑇 + 2𝑘1
′𝑘2𝐵 + 𝑘1𝑘2

′𝐵 − 𝑘1𝑘2
2𝑁),       

= (−3𝑘1𝑘1
′𝑇 + (−𝑘1

3 + 𝑘1
′′ − 𝑘1𝑘2

2)𝑁 + (2𝑘1
′𝑘2 + 𝑘1𝑘2

′ )𝐵)                                         
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elde edilir. Şimdi kabul edelim ki 𝑀 alt manifoldu pointwise 3-düzlemsel normal 

kesitlere sahip olsun. Bu durumda  

 𝛾′ ∧ 𝛾′′ ∧ 𝛾′′′ ∧ 𝛾′𝑉 = 0,  

olup, yani  

⟹ 𝑇 ∧ (𝑘1𝑁) ∧ (−𝑘1
2𝑇 + 𝑘1

′𝑁 + 𝑘1𝑘2𝐵)

∧ (−3𝑘1𝑘1
′𝑇 + (−𝑘1

3 + 𝑘1
′′ − 𝑘1𝑘2

2)𝑁 + (2𝑘1
′𝑘2 + 𝑘1𝑘2

′ )𝐵)

= 0,           

⟹ (𝑘1𝐵 ∧ (−𝑘1
2𝑇 + 𝑘1

′𝑁 + 𝑘1𝑘2𝐵) ∧ (−3𝑘1𝑘1
′𝑇 + (−𝑘1

3 + 𝑘1
′′ − 𝑘1𝑘2

2)𝑁 +

(2𝑘1
′𝑘2 + 𝑘1𝑘2

′ )𝐵)) = 0,  

⟹ ((−𝑘1
3(𝐵 ∧ 𝑇) + 𝑘1𝑘1

′𝐵 ∧ 𝑁) ∧ (−3𝑘1𝑘1
′𝑇 + (−𝑘1

3 + 𝑘1
′′ − 𝑘1𝑘2

2)𝑁 + (2𝑘1
′𝑘2 +

𝑘1𝑘2
′ )𝐵))) = 0,  

⟹ ((−𝑘1
3𝑁 − 𝑘1𝑘1

′𝑇) ∧ (−3𝑘1𝑘1
′𝑇 + (−𝑘1

3 + 𝑘1
′′ − 𝑘1𝑘2

2)𝑁 + (2𝑘1
′𝑘2 +

𝑘1𝑘2
′ )𝐵))) = 0,  

⟹ (−3𝑘1
4𝑘1

′𝐵 − 𝑘1
3(2𝑘1

′𝑘2 + 𝑘1𝑘2
′ )𝑇 − 𝑘1𝑘1

′ (−𝑘1
3 + 𝑘1

′′ − 𝑘1𝑘2
2)𝐵 + 𝑘1𝑘1

′ (2𝑘1
′𝑘2

+ 𝑘1𝑘2
′ )𝑁) = 0,  

⟹ (−𝑘1
3(2𝑘1

′𝑘2 + 𝑘1𝑘2
′ )𝑇 + 𝑘1𝑘1

′ (2𝑘1
′𝑘2 + 𝑘1𝑘2

′ )𝑁

+ (−𝑘1𝑘1
′((−𝑘1

3 + 𝑘1
′′ − 𝑘1𝑘2

2) − 3𝑘1
4𝑘1

′))𝐵) = 0,  

buradan karşılıklı demetlerin eşitliğinden  

      −𝑘1
3(2𝑘1

′𝑘2 + 𝑘1𝑘2
′ ) = 0,  

     𝑘1𝑘1
′ (2𝑘1

′𝑘2 + 𝑘1𝑘2
′ ) = 0,  

−𝑘1𝑘1
′((−𝑘1

3 + 𝑘1
′′ − 𝑘1𝑘2

2) − 3𝑘1
4𝑘1

′ ) = 0,                                                                          

bulunur. Bu denklem sistemini sağlayan 𝑘1 ve 𝑘2’ leri bulup normal kesit eğrisi 

hakkında yorum yapabiliriz.  

Durum 1. 𝑘1 = 0 ise denklem sistemi sağlanır. Yani normal kesit eğrisi 

geodezik [19] olmalıdır. Buradan şu sonucu çıkarabiliriz:  

Sonuç 1. 𝑀,𝑚 boyutlu 𝐸𝑚 öklidyen uzayının 𝑛 − boyutlu Riemann alt 

manifoldu olsun. 𝑀 nin pointwise 3 - düzlemsel normal kesite sahip olması için gerek 

ve yeter şart geodeizik eğri olmasıdır. 

Durum 2. 𝑘1 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 ⇒ − 𝑘1
3(2𝑘1

′𝑘2 + 𝑘1𝑘2
′ ) = 0 denkleminden 
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𝑘2
′ = 0 ⇒ 𝑘2 = 𝑠𝑏𝑡 olur. Eğer 𝑘2 = 𝑠𝑏𝑡 ise 𝑘2 = 0 dır. (Bu durumda normal kesit 

eğrisi bir çemberdir) ya da 𝑘2 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 dır. (Bu durumda da normal kesit eğrisi bir 

helistir ). Yani buradan şu sonucu çıkarabiliriz:  

Sonuç 2. 𝑀,𝑚 boyutlu 𝐸𝑚 öklidyen uzayının 𝑛 − boyutlu Riemann alt 

manifoldu olsun. 𝑀 nin pointwise 3- düzlemsel normal kesite [19] sahip olması için 

gerek ve yeter şart normal kesit eğrisinin ya bir çember ya da bir helis olmasıdır.  

Durum 3. 𝑘1 ≠ 𝑠𝑏𝑡 ⇒ −𝑘1
3(2𝑘1

′𝑘2 + 𝑘1𝑘2
′ ) = 0,  

 𝑘1𝑘1
′ (2𝑘1

′𝑘2 + 𝑘1𝑘2
′ ) = 0 , 

denklemlerinden  

(2𝑘1
′𝑘2 + 𝑘1𝑘2

′ ) = 0,  

 
2𝑘1

′

𝑘1
+

𝑘2
′

𝑘2
= 0, 

2𝐼𝑛𝑘1 + 𝐼𝑛𝑘2 = 𝐼𝑛𝑐,  

 𝑘1
2 ⋅ 𝑘2 = 𝑐,  

olup  

                            −𝑘1𝑘1
′ ((−𝑘1

3 + 𝑘1
′′ − 𝑘1𝑘2

2) − 3𝑘1
4𝑘1

′ ) = 0,  

bu denklemde kullanılırsa 𝑘1 ≠ 𝑠𝑏𝑡 olduğundan 𝑘1
′ ≠ 0 olacağından  

(𝑘1
′′ − 𝑘1𝑘2

2 + 2𝑘1
3) = 0,  

𝑘2 =
𝑐

𝑘1
2 , 

olup  

(𝑘1
′′ − 𝑘1

𝑐2

𝑘1
4 + 2𝑘1

3) = 0,  

bu denklemde yerine yazılırsa  

(𝑘1
′′𝑘1

3 − 𝑐2 + 2𝑘1
6) = 0,  

                                                 (𝑦3𝑦′′ + 2𝑦6 − 𝑐2) = 0, 

diferensiyel denklemi bulunur. Bunun çözümünden 𝑘1 ve 𝑘2’ ye ulaşılır. 

Sonuç 3. 𝑀,   𝑚 boyutlu 𝐸𝑚 öklidyen uzayının 𝑛 − boyutlu Riemann alt 

manifoldu olsun. 𝑀 nin pointwise 3 - düzlemsel normal kesite sahip olması için gerek 

ve yeter şart 𝑘1’ in  
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𝑘1
′′𝑘1

3 − 𝑐2 + 2𝑘1
6 = 0,  

non-lineer diferansiyel denkleminin çözümünden elde edilen 𝑘1 olmasıdır.  

 𝛾′𝑉(𝑠) = −3𝑘1𝑘1
′𝑇 + (−𝑘1

3 + 𝑘1
′′ − 𝑘1𝑘2

2)𝑁 + (2𝑘1
′𝑘2 + 𝑘1𝑘2

′ )𝐵,  

𝑅(𝑇, ∇𝑇𝑇)𝑇 = 𝑅(𝑇, 𝑘1𝑁)𝑇 , 

                                           = 𝑘1𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 

                                           = 𝑘1𝑐{𝑔(𝑁, 𝑇)𝑇 − 𝑔(𝑇, 𝑇)𝑁},  

                                           = 𝑘1𝑐{−𝑁} , 

                                           = −𝑐𝑘1𝑁 , 

ifadelerini bulduktan sonra, olup 𝛼’nın biharmonik olması için gerek ve yeter şart  

∇𝑇
3𝑇 − 𝑅(𝑇, ∇𝑇𝑇)𝑇 = (−3𝑘1𝑘1

′ )𝑇 + (𝑘1
′′ − 𝑘1𝑘2

2 + 𝑐𝑘1)𝑁 + (2𝑘1
′𝑘2 + 𝑘1𝑘2

′ )𝐵 = 0  

[20] denkleminin sağlanması olduğundan  

                                   𝑘1𝑘1
′ = 0,  

      𝑘1
′′ − 𝑘1

3 − 𝑘1𝑘2
2 + 𝑐𝑘1 = 0,  

                     2𝑘1
′𝑘2 + 𝑘1𝑘2

′ = 0,  

elde edilir. Eğer non-geodezik çözüm arıyorsak 𝑘1 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 olursa  

𝑘1
′′ − 𝑘1

3 − 𝑘1𝑘2
2 + 𝑐𝑘1 = 0,  

denkleminden  

−𝑘1(𝑘1
2 + 𝑘2

2 − 𝑐) = 0,  

elde ederiz. Buradan 𝑘1 ≠ 0 olduğundan  

(𝑘1
2 + 𝑘2

2 − 𝑐) = 0,  

olmak üzere  

2𝑘1
′𝑘2 + 𝑘1𝑘2

′ = 0,  

denkleminden 𝑘2
′ = 0 olup buradan 𝑘2 = 0 dır ve bunu ( 𝑘1

2 + 𝑘2
2 − 𝑐) = 0 ile 

birleştirirsek  

                              𝑘1 = ±√𝑐 ,  

                              𝑘2 = 0 , 

çember oluşur,  

                              𝑘1 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 , 

                              𝑘2 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 , 

olursa  



4. DÜZLEMSEL NORMAL KESİTLER                                          Gülistan POLAT 

  

38 

  

𝑘1
2 + 𝑘2

2 = 𝑐  

helis elde edilir. 

 

4.3.2. Normal Kesit Eğrileri ve Riemann Manifoldlar Üzerinde Eğriler  

 

𝛾: 𝐼 ⊂ 𝑅 → 𝐸𝑚  

olarak tanımlanan 𝛾 eğrisi 𝐸𝑚 de birim hızlı bir eğri olsun. Bu eğrinin yüksek 

mertebeden 𝛾′(𝑠), 𝛾′′(𝑠), 𝛾′′′(𝑠), … , 𝛾(𝑟)(𝑠) türevleri lineer bağımsız ve 

𝛾′(𝑠), 𝛾′′(𝑠), 𝛾′′′(𝑠),… , 𝛾(𝑟+1)(𝑠) türevleride lineer bağımlı ise tüm 𝑠 ∈ 𝐼, r 

mertebeden Frenet salınım eğrisi olarak adlandırılır. Her bir salınımlı r mertebeli 

Frenet eğrisi için Frenet çatısı olarak adlandırılan, 𝛾 boyunca ortonormal r- çatısı 

𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑟  ve Frenet eğrilikleri olarak isimlendirilen (r-1) tane fonksiyonlar 

𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘(𝑟−1): 𝐼 → 𝑅 olsun.  

              𝑇  ′(𝑠) = 𝑣1
 ′(𝑠) = 𝑘1(𝑠)𝑣2(𝑠),  

 𝑣2
 ′(𝑠) = −𝑘1(𝑠)𝑇(𝑠) + 𝑘2(𝑠)𝑣3(𝑠),  

 ⋮  

 𝑣𝑖
 ′(𝑠) = −𝑘𝑖−1(𝑠)𝑣𝑖−1(𝑠) + 𝑘𝑖(𝑠)𝑣𝑖+1(𝑠), 

𝑣𝑖+1
 ′ (𝑠) = −𝑘𝑖(𝑠)𝑣𝑖(𝑠),                                                            

frenet formülleri olsun. M, 𝐸𝑛+r öklidyen uzayının diferensiyellenebilir, n-boyutlu alt 

manifoldu olsun. Eğer M’ nin her bir 𝛾 normal kesiti r. mertebeden salınımlı bir Frenet 

eğrisi ise M’nin r-düzlemsel normal kesitlere sahip olduğu söylenir [19]. 

Farzedelim ki 𝛾 𝐸𝑛+2 de n-boyutlu diferensiyellenebilir alt manifold M’nin bir 

düzlemsel kesit eğrisi olsun. O zaman  

                          𝑇  ′(𝑠) = 𝑣1
 ′(𝑠) = 𝑘1(𝑠)𝑣2(𝑠),  

 𝑣2
 ′(𝑠) = −𝑘1(𝑠)𝑇(𝑠) + 𝑘2(𝑠)𝑣3(𝑠), 

 ⋮ 

 𝑣𝑖
 ′(𝑠) = −𝑘𝑖−1(𝑠)𝑣𝑖−1(𝑠) + 𝑘𝑖(𝑠)𝑣𝑖+1(𝑠),  

     𝑣𝑖+1
 ′ (𝑠) = −𝑘𝑖(𝑠)𝑣𝑖(𝑠),                                                                       

denklem sistemini kullanarak aşağıdaki formülleri yazabiliriz:  
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𝛾′(𝑠) = 𝑇(𝑠) = 𝑣1(𝑠),                                                         

   𝛾′′(𝑠) = 𝑘1(𝑠)𝑣2(𝑠),  

  𝛾′′′(𝑠) = 𝑘1
2(𝑠)𝑇(𝑠) − 𝑘1

 ′(𝑠)𝑣2(𝑠). 

 

4.3.3. Bi-f-Harmonik Eğriler  

  

Biz burada Riemannian space formda 𝛾 nın bi-f harmonik olması için gerek ve 

yeter şartları inceleyelim.  

Riemannian space formda eğrilik tensörü ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀) için  

 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 = 𝑐. {⟨𝑌, 𝑍⟩𝑋 − ⟨𝑋, 𝑌⟩𝑍},  

 𝑅(∇𝑇𝑇, 𝑇)𝑇 = 𝑐. 𝑘1. 𝐹2,  

olup bi- 𝑓 harmonik eğri [20] olabilmesi için gerek ve yeter şart  

{(−𝑓2𝑅𝑁(𝛻𝑇
𝑁𝑇, 𝑇)𝑇 − (𝑓  ′𝑓  ′′ + 𝑓𝑓  ′′′)𝑇 − (2(𝑓′2 + 3𝑓𝑓  ′′′)𝛻𝑇

𝑁𝑇 −

(4𝑓𝑓  ′)𝛻𝑇
𝑁𝛻𝑇

𝑁𝑇 − 𝑓2𝛻𝑇
𝑁𝛻𝑇

𝑁𝛻𝑇
𝑁𝑇)} = 0  [20] 

olmasıdır. Şimdi sabit eğrilikli Riemann manifoldun da bi- 𝑓 − harmonik eğri 

denklemini bulalım.  

 ∇𝑇𝐹1 = 𝑘1𝐹2 , 

 ∇𝑇𝐹𝑖 = −𝑘𝑖−1𝐹𝑖−1 + 𝑘𝑖𝐹𝑖+1,         𝑖 = 2, . . . , 𝑛 − 1 

 ∇𝑇𝐹𝑛 = −𝑘𝑛−1𝐹𝑛−1 , 

olup  

 ∇𝑇𝑇 = 𝑘1𝐹2 , 

 ∇𝑇
2𝑇 = 𝑘1

 ′𝐹2 − 𝑘1
2𝐹1 + 𝑘1𝑘2𝐹3 , 

∇𝑇
3𝑇 = (−3𝑘1𝑘1

 ′)𝐹1 + (𝑘1
 ′′ − 𝑘1

3 − 𝑘1𝑘2
2)𝐹2 + (2𝑘1

 ′𝑘2 + 𝑘1𝑘2
 ′)𝐹3 + (𝑘1𝑘2𝑘3)𝐹4,  

denklemlerini  

(−𝑓2𝑅𝑁(∇𝑇
𝑁𝑇, 𝑇)𝑇 − (𝑓  ′𝑓  ′′ + 𝑓𝑓  ′′′)𝑇 − (2(𝑓  ′)2 + 3𝑓𝑓  ′′′)∇𝑇

𝑁𝑇 −

                                (4𝑓𝑓  ′)∇𝑇
𝑁∇𝑇

𝑁𝑇     − 𝑓2∇𝑇
𝑁∇𝑇

𝑁∇𝑇
𝑁𝑇) = 0 [20] 

verilen bu bi-f harmonik eğrilik denkleminde yerine yazalım.  

−𝑓2𝑐. 𝑘1. 𝐹2 − (𝑓  ′𝑓  ′′ + 𝑓𝑓  ′′′)𝐹1 − (2(𝑓  ′)2 + 3𝑓𝑓  ′′′)𝑘1. 𝐹2 −  

4𝑓𝑓  ′(−𝑘1
2𝐹1 + 𝑘1

 ′𝐹2 + 𝑘1𝑘2𝐹3) − 𝑓2(−3𝑘1𝑘1
 ′𝐹1 + (−𝑘1

3 + 𝑘1
 ′′ − 𝑘1𝑘2

2)𝐹2 +  
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           (2𝑘1
 ′𝑘2 + 𝑘1𝑘2

 ′)𝐹3 + (𝑘1𝑘2𝑘3)𝐹4 = 0,  

elde edilir. Bu denklemden 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3, 𝐹4 katsayılarının ayrı ayrı sıfıra eşitlersek  

      (𝑓  ′𝑓  ′′ + 𝑓𝑓  ′′′ − 4𝑓𝑓  ′𝑘1
2 − 3𝑓2𝑘1𝑘1

 ′) = 0  ,                                                (4.26) 

−𝑓2𝑐𝑘1 − 2(𝑓  ′)2𝑘1 − 3𝑓𝑓  ′′𝑘1 − 4𝑓𝑓  ′𝑘1
 ′ − 𝑓2(−𝑘1

3 + 𝑘1
 ′′ − 𝑘1𝑘2

2) = 0, (4.27) 

(−4𝑓  ′𝑘1𝑘2 − 𝑓(2𝑘1
 ′𝑘2 + 𝑘1𝑘2

 ′) = 0                                                                      (4.28) 

  (𝑘1𝑘2𝑘3) = 0                                                                                                               (4.29) 

denklem sistemi elde edilir. Bu denklemlerden yola çıkarak şu durumları 

inceleyebiliriz:  

𝑰. 𝑫𝒖𝒓𝒖𝒎. 𝑘1 = 0 ise yani 𝛾 bir geodezik eğri ise (4.26) denkleminden  

                    𝑓  ′𝑓  ′′ + 𝑓𝑓  ′′′ = 0 ⇒ (𝑓𝑓  ′′) ′ = 0,  

                                       𝑓𝑓  ′′ = 𝑠𝑏𝑡,  

olur.  Eğer 𝑓𝑓  ′′ = 𝑠𝑏𝑡 ise iki durum söz konusudur :  

𝑓𝑓  ′′ = 0,  

ya da 𝑓𝑓  ′′ = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 dır. 𝑓𝑓  ′′ = 0 ise şu sonucu elde ederiz :  

𝑓 = 0 veya 𝑓  ′′ = 0 ,      

dır. 𝑓𝑓  ′′ = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 ise bunu sağlayacak 𝑓 fonksiyonu 𝑓𝑓  ′′ = λ, (λ ϵ R) diferansiyel 

denklemi çözülerek bulunur. Dolayısıyla buradan şu sonucu çıkarabiliriz :  

𝑓𝑓  ′′ = 0 iken 𝑓  ′′ = 0 yani 𝑓(𝑡) = 𝑎𝑡 + 𝑏,       𝑎, 𝑏 ∈ R şeklindedir. 𝑘1 = 0 iken 

𝑀3(c) deki bi- 𝑓 harmonik eğriler için 𝑓(𝑡) = 𝑎𝑡 + 𝑏 şeklindedir. Bu da 𝑓 harmonik 

[21] olmayan bi- 𝑓 harmonik eğrilerin varlığını gösterir . 

𝑰𝑰. 𝑫𝒖𝒓𝒖𝒎. 𝑘1 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0, 𝑘2 = 0 olsun. Bu durumda (4.26) denkleminden 

                                       𝑓  ′𝑓  ′′ + 𝑓𝑓  ′′′ − 4𝑓𝑓  ′𝑘1
2 = 0,  

ve (4.27) denkleminden 

 −2(𝑓  ′)2𝑘1 − 3𝑓𝑓  ′′𝑘1 + 𝑓2𝑘1
3 − 𝑓2𝑐𝑘1 = 0,  

denklem sistemi 𝑘1 parantezine alınırsa (𝑘1 ≠ 0 olduğundan geriye kalan 0 

olacağından)  

                    ((𝑓𝑓  ′′) ′ − 4𝑓𝑓  ′𝑘1
2) = 0,                                     (4.28)  

 (−2(𝑓  ′)2 − 3𝑓𝑓  ′′ + 𝑓2𝑘1
2 − 𝑓2𝑐) = 0,  
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olup, burada  

             (−2(𝑓  ′)2 − 3𝑓𝑓  ′′ + 𝑓2𝑘1
2 − 𝑓2𝑐) = 0  

denklemiden elde edilen  

                                        3𝑓𝑓  ′′ = 𝑓2(𝑘1
2 − 𝑐) − 2(𝑓  ′)2  

eşitlik (4.3.3.5) denkleminde yerine yazılırsa  

                          (
1

3
[𝑓2(𝑘1

2 − 𝑐)] − 2(𝑓  ′)2)
 ′

− 4𝑓𝑓  ′𝑘1
2 = 0,  

 
1

3
[2𝑓𝑓  ′(𝑘1

2 − 𝑐) + 𝑓2(2𝑘1𝑘1
 ′) − 4𝑓  ′𝑓  ′′] − 4𝑓𝑓  ′𝑘1

2 = 0,  

        
2

3
𝑓𝑓  ′(𝑘1

2 − 𝑐) +
2

3
𝑓2𝑘1𝑘1

 ′ −
4

3
𝑓  ′𝑓  ′′ −

12

3
𝑓𝑓  ′𝑘1

2 = 0,  

   
2

3
𝑓𝑓  ′𝑘1

2 −
2

3
𝑐𝑓𝑓  ′ +

2

3
𝑓2𝑘1𝑘1

 ′ −
4

3
𝑓  ′𝑓  ′′ −

12

3
𝑓𝑓  ′𝑘1

2 = 0,  

            2𝑓𝑓  ′𝑘1
2 − 2𝑐𝑓𝑓  ′ + 2𝑓2𝑘1𝑘1

 ′ − 4𝑓  ′𝑓  ′′ − 12𝑓𝑓  ′𝑘1
2 = 0,  

                  𝑓𝑓  ′(𝑘1
2 − 6𝑘1

2 − 𝑐) + 𝑓2𝑘1𝑘1
 ′ − 2𝑓  ′𝑓  ′′ = 0, 

                 𝑓(𝑓  ′(𝑘1
2 − 6𝑘1

2 − 𝑐) + 𝑓𝑘1𝑘1
 ′) − 2𝑓  ′𝑓  ′′ = 0,  

elde edilir. 𝑘1 = 𝑠𝑏𝑡 olduğunda 𝑘1
 ′ = 0 olur. Dolayısıyla buradan denklem  

𝑓 (𝑓  ′(−5𝑘1
2 − 𝑐)) − 2𝑓  ′′ = 0  

olup eğer 𝑓 = 𝑠𝑏𝑡 ise 𝛾 eğrisi f-harmoniktir. 𝑓 ≠ 𝑠𝑏𝑡 olduğunu kabul edelim. Bu 

durumda 𝛾   eğrisinin bi-f harmonik olması için gerek ve yeter şart  

𝑓 (𝑓  ′(−5𝑘1
2 − 𝑐)) − 2𝑓  ′′ = 0  

denkleminin çözümü yapılarak  

                                     (5𝑘1
2 + 𝑐) + 2𝑚2 = 0 , 

                                     𝑚2 = −
5𝑘1

2+𝑐

2
 , 

                                   𝑚1,2 = √
−(5𝑘1

2+𝑐)

2
, 

elde edilir. Buradan  

𝑓(𝑡) = 𝑐1𝑒
𝑡√

−(5𝑘1
2+𝑐)

2 + 𝑐2𝑒
−𝑡√

−(5𝑘1
2+𝑐)

2   

diferensiyel denklemin çözümünden elde edilien 𝑓 ler olmasıdır. Dolayısıyla buradan 

şu sonucu çıkarabiliriz :  
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𝑘1 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0, 𝑘2 = 0 iken 𝛾 nın bi- 𝑓-harmonik [21] olması için gerek ve 

yeter ş𝑎𝑟𝑡  𝑦 = 𝑓 = 𝑐1 + 𝑐2𝑒
𝑡
𝑘1
2−6𝑘1−𝑐

2  şeklinde yazılabilmesidir.  

𝑰𝑰𝑰.𝑫𝒖𝒓𝒖𝒎. 𝑘1 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0, 𝑘2 ≠ 0 = 𝑠𝑏𝑡 olsun. Bunlar dikkate alınarak 

(4.26) denkleminden  

𝑓  ′𝑓  ′′ + 𝑓𝑓  ′′′ − 4𝑓𝑓  ′𝑘1
2 = 0 ⇒ (𝑓𝑓  ′′) ′ − 4𝑓𝑓  ′𝑘1

2 = 0  

(4.27) denkleminden  

       −2(𝑓  ′)2𝑘1 − 3𝑓𝑓  ′′𝑘1 + 𝑓2𝑘1
3 + 𝑘1𝑘2

2 − 𝑓2𝑐𝑘1 = 0,  

             𝑘1(−2(𝑓  ′)2 − 3𝑓𝑓  ′′ + 𝑓2𝑘1
2 + 𝑓2𝑘2

2 − 𝑓2𝑐 = 0,  

                     (−2(𝑓  ′)2 − 3𝑓𝑓  ′′ + 𝑓2(𝑘1
2 + 𝑘2

2 − 𝑐)) = 0,  

ve (4.28) denkleminden 

                       4𝑓𝑓  ′𝑘1𝑘2 = 0 ⇒ 4𝑓𝑓  ′ = 0,  

ve (4.29) denkleminden  

                          𝑓2(𝑘1𝑘2𝑘3) = 0 ⇒ 𝑘3 = 0  

elde edilir. Buradan elde edilen 

                                              (𝑓𝑓  ′′) ′ − 4𝑓𝑓  ′𝑘1
2 = 0 ,                                           (4.30)  

    (−2(𝑓  ′)2 − 3𝑓𝑓  ′′ + 𝑓2(𝑘1
2 + 𝑘2

2 − 𝑐)) = 0 ,                                                     (4.31) 

                                            4𝑓𝑓  ′ = 0  ,                                                (4.32)  

denklemler ortak çözülürse,  

 4𝑓𝑓  ′ = 0 ⇒ 𝑓  ′ = 0 ⇒ 𝑓 = 𝑠𝑏𝑡 

olup yukarıdaki denklemlerden (4.28) denklemi kendiliğinden sağlanır. (4.33) 

denkleminde 𝑓 = 𝑠𝑏𝑡 kullanılırsa  

                    𝑓2(𝑘1
2 + 𝑘2

2 − 𝑐) = 0,  

                            𝑘1
2 + 𝑘2

2 − 𝑐 = 0,  

elde edilir. Buradan şu sonucu çıkarabiliriz : 𝑘1 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0, 𝑘2 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 ise 𝛾 nın bi-

f harmonik eğri olması için gerek ve yeter şart f = sbt ve 𝑘1
2 + 𝑘2

2 = 𝑐 olmasıdır. 

Dolayısıyla bu şartlar altında 𝑀3(c) de bi-f harmonik eğri yoktur [21].  

𝑰𝑽.𝑫𝒖𝒓𝒖𝒎. 𝑘1 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0, 𝑘2 ≠ 𝑠𝑏𝑡 olsun. Bu durumda (4.26), (4.27), (4.28) 

ve (4.29) denklemlerinden sırasıyla  

                                             𝑓  ′𝑓  ′′ + 𝑓𝑓  ′′′ − 4𝑓𝑓  ′𝑘1
2 = 0,                                          (4.34) 
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                   −𝑓2𝑘1
2 − 𝑓2𝑘2

2 +3𝑓𝑓  ′′+2(𝑓  ′)2 = 0,                                (4.35) 

                                                       𝑘2
′𝑓 + 4𝑘2𝑓

 ′ = 0,                                        (4.36) 

                                                             𝑘2𝑘3 = 0,                                         (4.37) 

elde edilir.  

(4.36) denkleminde gerekli işlemler yapıldığında 𝑓 = 𝑐𝑘2

(−
1

4
)
 olduğu elde edilir. Bu 𝑓 

nin diğer denklemleride sağlaması gerekir. 𝑓 = 𝑐𝑘2

(−
1

4
)
 için  

           𝑓  ′= −
1

2
c𝑘2

(−
3

2
)
𝑘2

 ′  , 

        𝑓  ′′ =    
3

4
c𝑘2

(−
5

2
)
(𝑘2

 ′)2- 
1

2
𝑐2𝑘2

(−
3

2
)
𝑘2

 ′′  , 

  (𝑓𝑓  ′′) =  
3

4
c2𝑘2

−3(𝑘2
 ′)2 −

1

2
c2𝑘2

−2𝑘2
 ′′ , 

 (𝑓𝑓  ′′)′ =   − 
9

4
 c2𝑘2

−4 (𝑘2
 ′)3 +

3

4
c2𝑘2

−32𝑘2
 ′𝑘2

 ′′ −
1

 2 
c𝑘2

−2𝑘2
 ′′′ , 

 (𝑓𝑓  ′′)′ =   − 
9

4
 c2𝑘2

−4 (𝑘2
 ′)3 +

6

4
c2𝑘2

−3𝑘2
 ′𝑘2

 ′′ +
4

4
c2𝑘2

−3𝑘2
 ′𝑘2

 ′′ −
1

 2 
c2𝑘2

−2𝑘2
 ′′′, 

elde edilir. Elde edilen bu denklemler denklemleri (4.34), (4.35) denklemlerinde 

yerine yazarsak sırasıyla  

  32𝑘1
2𝑘2

2𝑘2
 ′ − 25(𝑘2

 ′)3 + 32𝑘2𝑘2
 ′𝑘2

 ′′ − 8𝑘2
2𝑘2

 ′′′ = 0  ,                                        (4.38) 

                             16𝑘1
2𝑘2

2 + 16𝑘2
4 − 17(𝑘2

 ′)2+12𝑘2𝑘2
 ′′ = 0                ,                  (4.39) 

denklemleri elde edilir. Sonuç olarak 𝑘1 ≠ 𝑠𝑏𝑡, 𝑘2 ≠ 0 = 𝑠𝑏𝑡 olmak üzere 𝛾   

eğrisinin bi-f harmonik [21] olması için gerek ve yeter şart 𝑓 = 𝑐𝑘2

 (−
1

4
)
, 𝑘3 = 0 ve 

𝑘1, 𝑘2 bulabileceğimiz (4.38) ile (4.39) denklemleridir.  

V.Durum. 𝑘1 ≠ 𝑠𝑏𝑡,     𝑘2 = 0 olsun. Bu durumda (4.26) ve (4.27) 

denklemlerinden sırasıyla  

                          (𝑓  ′𝑓  ′′ + 𝑓𝑓  ′′′ − 4𝑓𝑓  ′𝑘1
2 − 3𝑓2𝑘1𝑘1

 ′) = 0,                               (4.40) 

              (−𝑘1
3𝑓2 + 𝑘1

 ′′𝑓2 + 4𝑓𝑓  ′𝑘1
 ′ + 3𝑓𝑓  ′′𝑘1+2(𝑓  ′)2𝑘1) = 0 ,                      (4.41)  

elde edilir. Bulduğumuz bu denklemlerden yola çıkarak 𝑘1 ≠ 𝑠𝑏𝑡,    𝑘2 = 0 olmak 

üzere, 𝛾   eğrisinin bi-f harmonik [21] olması için gerek ve yeter şart bu denklemlerde 

gerekli işlemler yapılarak buradan 𝑘1,  𝑘2     eğriliklerinin bulunabileceği (4.40) ve 

(4.41) denklemlerinin sağlanmasıdır.  
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VI.Durum. 𝑘1 ≠ 𝑠𝑏𝑡, 𝑘2 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 olsun. Bu durumda  

(4.26), (4.27), (4.28) ve (4.29) denklemlerinden sırasıyla  

     𝑓  ′𝑓  ′′ + 𝑓𝑓  ′′′ − 4𝑓𝑓  ′𝑘1
2 − 3𝑓2𝑘1𝑘1

 ′ = 0,  

                 −𝑘1
3𝑓2 + 𝑘1

 ′′𝑓2 + 4𝑓𝑓  ′𝑘1
 ′ + 3𝑓𝑓  ′′𝑘1+2(𝑓  ′)2𝑘1 = 0,  

                                                                                      𝑘1
 ′𝑓 + 2𝑘1𝑓

 ′ = 0,  

                                                                    𝑘1𝑘3 = 0,  

elde edilir. Buradan  𝑘3 = 0, 𝑓 = 𝑐𝑘1

(−
1

2
)
 dır. Dolayısıyla sonuç olarak   

𝑘1 ≠ 𝑠𝑏𝑡,     𝑘2 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 olmak üzere 𝛾   eğrisinin bi-f harmonik olması için gerek 

ve yeter şart 𝑘3 = 0,  𝑓 = 𝑐𝑘2

(−
1

2
)
  olması ve bunları yukarıdaki denklemde yerine yazıp 

gerekli işlemler yapıldığında  

                             9(𝑘1
 ′)3 + 4𝑘1

4𝑘1
 ′ − 10𝑘1𝑘1

 ′𝑘1
 ′′ + 2𝑘1

2𝑘3
 ′′′ = 0,  

                                           3(𝑘1
 ′)2 − 4𝑘1

4 − 4𝑘1
2𝑘2

2 − 2𝑘1𝑘1
 ′′ = 0  

𝑘1 𝑣𝑒 𝑘2 eğriliklerinin bulunabileceği bu denklemleri sağlamasıdır [21]. 

VII.Durum. 𝑘1 ≠ 𝑠𝑏𝑡 ve 𝑘2 ≠ 𝑠𝑏𝑡 olsun. Bu durumda  

(4.26), (4.27), (4.28) ve (4.29) denklemlerini dikkate alarak şu sonuca varabiliriz: 𝛾   

eğrisinin bi-f harmonik [21,22] olması için gerek ve yeter şart, 𝑓 = 𝑐𝑘2

(−
1

2
)
𝑘2

(−
1

4
)
, 𝑘3 =

0 olması ve 𝑘1, 𝑘2 nin bulunabileceği  

(𝑓  ′𝑓  ′′ + 𝑓𝑓  ′′′ − 4𝑓𝑓  ′𝑘1
2 − 3𝑓2𝑘1𝑘1

 ′) = 0 , 

                 (−𝑘1
3𝑓2 − 𝑘1𝑘2

2𝑓2 + 𝑓2𝑘1
 ′′ + 4𝑘1

 ′𝑓𝑓  ′ + 3𝑘1𝑓𝑓  ′′ + 2𝑘1(𝑓
 ′)2 = 0,  

denklemleri sağlamasıdır. 
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5. BULGULAR ve TARTIŞMA 

 

5.1. f-Biharmonik Eğriler  

 

           Şimdi biz Riemannian space formda normal kesit eğrisi 𝛾 nın 𝑓 − 

biharmonik olması için gerek ve yeter şartlar inceleyelim: Riemannian space formda 

eğrilik tensörü ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀)  

 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 = 𝑘. {⟨𝑌, 𝑍⟩𝑋 − ⟨𝑋, 𝑍⟩𝑌}, 

 𝑅(𝑇, ∇𝑇𝑇)𝑇 = −𝑐. 𝑘1. 𝑣2, 

olup 𝑓 − biharmonik eğri [17] olması için  

𝑓(∇𝑇
3𝑇 − 𝑅𝑁(𝑇, ∇𝑇𝑇)𝑇) + 2𝑓  ′∇𝑇

2𝑇 + 𝑓  ′′∇𝑇𝑇 = 0  

olmalıdır. Bu durumda  

 ∇𝑇𝑇 = 𝑘1𝑣2 , 

 ∇𝑇
2𝑇 = (𝑘1𝑣2)

 ′ = 𝑘1
 ′𝑣2 + 𝑘1𝑣2 

 ′ , 

         = 𝑘1
 ′𝑣2 + 𝑘1(−𝑘1𝑣1 + 𝑘2𝑣3) , 

         = 𝑘1
 ′𝑣2 − 𝑘1

2𝑣1 + 𝑘1𝑘2𝑣3 , 

 ∇𝑇
3𝑇 = ∇𝑇(𝑘1

 ′𝑣2 − 𝑘1
2𝑣1 + 𝑘1𝑘2𝑣3),  

                      = (𝑘1
 ′𝑣2)

 ′ − (𝑘1
2𝑣1)

 ′ + (𝑘1𝑘2𝑣3)
 ′ , 

             = 𝑘1
 ′′𝑣2 + 𝑘1

 ′𝑣2
 ′ − 2𝑘1𝑘1

 ′𝑣1 − 𝑘1
2𝑣1

 ′ + (𝑘1𝑘2)
 ′𝑣3 + (𝑘1𝑘2)(𝑣3)

′, 

 = 𝑘1
 ′′𝑣2 + 𝑘1

 ′(−𝑘1𝑣1 + 𝑘2𝑣3) − 2𝑘1𝑘1
 ′𝑣1 − 𝑘1

2𝑘1𝑣2 +  

     𝑘1
 ′𝑘2𝑣3 + 𝑘1𝑘2

 ′𝑣3 + 𝑘1𝑘2(−𝑘2𝑣2 + 𝑘3𝑣4),  

 = 𝑘1
 ′′𝑣2 − 𝑘1

 ′𝑘1𝑣1 + 𝑘1
 ′𝑘2𝑣3 − 2𝑘1𝑘1

 ′𝑣1 − 𝑘1
2𝑘1𝑣2 +  

     𝑘1
 ′𝑘2𝑣3 + 𝑘1𝑘2

 ′𝑣3 − 𝑘1𝑘2
2𝑣2 + 𝑘1𝑘2𝑘3𝑣4 , 

 = (−2𝑘1𝑘1
 ′ − 𝑘1

 ′𝑘1)𝑣1 + (𝑘1
 ′′ − 𝑘1

2𝑘1 − 𝑘1𝑘2
2)𝑣2 + 

 (𝑘1
 ′𝑘2 + 𝑘1

 ′𝑘2 + 𝑘1𝑘2
 ′)𝑣3 + (𝑘1𝑘2𝑘3)𝑣4 , 

             = (−3𝑘1𝑘1
 ′)𝑣1 + (𝑘1

 ′′ − 𝑘1
3 − 𝑘1𝑘2

2)𝑣2 + (2𝑘1
 ′𝑘2 + 𝑘1𝑘2

 ′)𝑣3  

+(𝑘1𝑘2𝑘3)𝑣4                                                                                         

elde edilir. Şimdi bu bulduğumuz ∇𝑇𝑇 , ∇𝑇
2𝑇 ve ∇𝑇

3𝑇 ifadeleri  
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 𝑓(∇𝑇
3𝑇 − 𝑅𝑁(𝑇, ∇𝑇𝑇)𝑇) + 2𝑓  ′∇𝑇

2𝑇 + 𝑓  ′′∇𝑇𝑇 = 0 [76], 

denkleminde yerine yazılırsa  

𝑓[(−3𝑘1𝑘1
 ′)𝑣1 + (𝑘1

 ′′ − 𝑘1
3 − 𝑘1𝑘2

2)𝑣2 + (2𝑘1
 ′𝑘2 + 𝑘1𝑘2

 ′)𝑣3 + (𝑘1𝑘2𝑘3)𝑣4 + 

 𝑐. 𝑘1𝑣2] + 2𝑓  ′(𝑘1
 ′𝑣2 − 𝑘1

2𝑣1 + 𝑘1𝑘2𝑣3) + 𝑓  ′′𝑘1𝑣2 = 0,  

𝑓𝑘1
 ′′𝑣2 − 𝑓𝑘1𝑘1

′𝑣1 + 𝑓𝑘1
 ′𝑘2𝑣3 − 2f𝑘1𝑘1

′𝑣1 − 𝑓𝑘1
3𝑣2 + 𝑓(𝑘1𝑘2)′𝑣3 − 𝑓𝑘1𝑘2

2𝑣2 +

𝑓𝑘1𝑘2𝑘3𝑣4 + 𝑓𝑐𝑘1𝑣2 + 2𝑓  ′𝑘1
 ′𝑣2 − 2𝑓  ′𝑘1

2𝑣1 + 2𝑓  ′𝑘1𝑘2𝑣3 + 𝑓  ′′𝑘1𝑣2 = 0,  

(−3𝑘1𝑘1
 ′𝑓 − 2𝑓  ′𝑘1

2)𝑣1 + (𝑓𝑘1
 ′′ − 𝑓𝑘1

3 − 𝑓𝑘1𝑘2
2 + 𝑓𝑐. 𝑘1 + 2𝑓  ′𝑘1

 ′ + 𝑓  ′′𝑘1)𝑣2 + 

 [𝑓𝑘1
 ′𝑘2 + 𝑓(𝑘1𝑘2)′ + 2𝑓  ′𝑘1𝑘2]𝑣3 + 𝑓𝑘1𝑘2𝑘3𝑣4 = 0,  

elde edilir. Bu denklemin sıfır olması , 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4 ün katsayılarının 0 olmasıyla 

mümkündür. Yani  

                                                   (−3𝑘1𝑘1
 ′𝑓 − 2𝑓  ′𝑘1

2) = 0 ,                                         (5.1) 

             𝑓𝑘1
 ′′ − 𝑓𝑘1

3 − 𝑓𝑘1𝑘2
2 + 𝑓𝑐. 𝑘1 + 2𝑓  ′𝑘1

 ′ + 𝑓  ′′𝑘1 = 0,       (5.2) 

                              𝑓𝑘1
 ′𝑘2 + 𝑓(𝑘1𝑘2)′ + 2𝑓  ′𝑘1𝑘2 = 0,                             (5.3) 

                                            𝑓(𝑘1𝑘2𝑘3) = 0 ,                                              (5.4) 

dir. (5.1) denkleminden  

                (3𝑘1𝑘1
 ′𝑓 + 2𝑓  ′𝑘1

2) = 0, 

                𝑘1(3𝑘1
 ′𝑓 + 2𝑓  ′𝑘1) = 0, 

                                        3𝑘1
 ′𝑓 + 2𝑓  ′𝑘1 = 0, 

                           3 
𝑘1

 ′

𝑘1
+ 2

   𝑓 ′

𝑓
 = 0, 

                                   3(In𝑘1) ′+2(Inf)  ′= 0, 

ve (5.2) denklemden 

                          𝑓(𝑘1
 ′′ − 𝑘1

3 − 𝑘1𝑘2
2 + 𝑐. 𝑘1) + 2𝑓  ′𝑘1

 ′ + 𝑓  ′′𝑘1 = 0,  

               𝑓(𝑘1
 ′′ − 𝑘1

3 − 𝑘1𝑘2
2 + 𝑐. 𝑘1) + 𝑓  ′𝑘1

 ′ + 𝑓  ′𝑘1
 ′ + 𝑓  ′′𝑘1 = 0, 

            𝑓(𝑘1
 ′′ − 𝑘1

3 − 𝑘1𝑘2
2 + 𝑐. 𝑘1) + 𝑓  ′𝑘1

 ′ + (𝑓  ′𝑘1)′ + 𝑓  ′𝑘1
 ′ = 0, 

ve (5.3) denkleminden  

 𝑓𝑘1
 ′𝑘2 +   𝑓(𝑘1𝑘2)

′ + 2𝑓  ′(𝑘1𝑘2) = 0, 

          𝑓𝑘1
 ′𝑘2 + 𝑓(𝑘1𝑘2)

′ + 𝑓  ′(𝑘1𝑘2) + 𝑓  ′(𝑘1𝑘2) = 0,  
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                                    𝑘2(𝑓𝑘1
 ′ + 𝑓  ′𝑘1) + (𝑓𝑘1𝑘2)

′ = 0,  

                                               𝑘2(𝑓𝑘1)′ + (𝑓𝑘1𝑘2)
′ = 0, 

ve (5.4) denkleminden  

                     𝑓(𝑘1𝑘2𝑘3) = 0 

elde edilir. 

𝑰. 𝑫𝒖𝒓𝒖𝒎. 𝑘1 = 0 ise yani geodezik eğri ise tüm denklemler  

sağlanacağından eğri aşikar olarak 𝑓 − 𝑏𝑖ℎ𝑎𝑟𝑚𝑜𝑛𝑖𝑘 eğridir.  

𝑰𝑰. 𝑫𝒖𝒓𝒖𝒎.𝑘1 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0, 𝑘2 = 0 olsun. Bu durumda denklem sırasıyla  

(5.1) denkleminden 2𝑓  ′𝑘1
2 = 0 ve (5.2) denkleminden  

𝑓(−𝑘1
3 +  𝑐𝑘1) + 𝑓  ′′𝑘1 = 0,  

                                                   𝑘1[𝑓(−𝑘1
2 +  𝑐) + 𝑓  ′′] = 0,  

                                                       𝑓(−𝑘1
2 +  𝑐) +𝑓  ′′ = 0,  

(5.3) denkleminden direkt sıfırdır. O halde 

                     2𝑓  ′𝑘1
2  = 0 ⇒ 𝑓  ′ = 0 ⇒  𝑓 = 𝑠𝑏𝑡, 

                    𝑓(−𝑘1
2 + 𝑐) + 𝑓  ′′ = 0 ⇒ 𝑓(−𝑘1

2 + 𝑐) = 0,  

                                                  𝑘1
2 =  𝑐 ⇒ 𝑘1 = √𝑐 

SONUÇ: 𝑘1 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 ve 𝑘2 = 0 olması durumunda eğrinin 𝑓 −

𝑏𝑖ℎ𝑎𝑟𝑚𝑜𝑛𝑖𝑘 [17] olması için gerek ve yeter şart 𝑓 nin sabit fonksiyon ve eğrimizin 

küre yüzeyinde bir eğri olmasıdır.  

𝑰𝑰𝑰.𝑫𝒖𝒓𝒖𝒎. 𝑘1 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 ve 𝑘2 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 olsun. Bu durumda  

(5.1) denkleminden  

                           2𝑓  ′𝑘1
2 = 0 ⇒ 𝑓  ′ = 0 ⇒  𝑓 = 𝑠𝑏𝑡,  

ve (5.2) denkleminden  

                           𝑓(−𝑘1
3 − 𝑘1𝑘2

2 + 𝑐. 𝑘1) + 𝑓 ′′𝑘1 = 0,  

                       ⇒  𝑓 = 𝑠𝑏𝑡 ⇒  𝑓𝑘1(−𝑘1
2 − 𝑘2

2 + 𝑐) = 0,  

                       ⇒  𝑘1
2 +  𝑘2

2 = c ,             

ve (5.3) denkleminden 2𝑓  ′𝑘1𝑘2 = 0 dır, 𝑓 sbt olduğundan bu denklem direkt sağlanır. 

ve (5.4) denkleminden  

                             𝑓(𝑘1𝑘2𝑘3) = 0 ⇒ 𝑘3 = 0.  
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Buradan  

SONUÇ: 𝑘1 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 ve 𝑘2 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 olsun. Bu durumda eğrinin   

𝑓 − 𝑏𝑖ℎ𝑎𝑟𝑚𝑜𝑛𝑖𝑘 [17] olması için gerek ve yeter şart 𝑓 nin sabit , 𝑘3 = 0 ve eğrimizin 

bir helis olmasıdır. 

𝑰𝑽.𝑫𝒖𝒓𝒖𝒎. 𝑘1 ≠  𝑠𝑏𝑡, 𝑘2 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 alalım. Bu durumda  

(5.1) denkleminden  

3𝑓𝑘1𝑘1
 ′ + 2𝑓  ′𝑘1

2 = 0 ⇒ 𝑘1(3𝑓𝑘1
 ′ + 2𝑓  ′𝑘1) = 0,  

                                                                ⇒ 3𝑓𝑘1
 ′ + 2𝑓  ′𝑘1 = 0,  

                                                                ⇒ 3
𝑘1

 ′

𝑘1
+ 2

   𝑓 ′

𝑓
  = 0,  

                                                    ⇒ 3(In𝑘1) ′+2(Inf)  ′= 0,  

                                                ⇒ 3(𝐼𝑛𝑘1) + 2(𝐼𝑛𝑓) − 𝑐1 = 0,  

                                                    ⇒ 𝐼𝑛𝑘1
3. 𝑓2 − 𝑐1 = 0 , 

                                                                         ⇒  𝑘1
3. 𝑓2 = 𝑒𝑐1 ,  

ve (5.2) denkleminden  

                               𝑓(𝑘1
 ′′ − 𝑘1

3 − 𝑘1𝑘2
2 + 𝑐. 𝑘1) + 2𝑓  ′𝑘1

 ′+𝑓  ′′𝑘1 = 0,  

ve (5.3) denkleminden  

                 𝑓𝑘1
 ′ 𝑘2 +  𝑓𝑘1

 ′𝑘2 + 2𝑓  ′𝑘1𝑘2 = 0,                        

                                                             2𝑓𝑘1
 ′𝑘2 + 2𝑓  ′𝑘1𝑘2 = 0,  

                 (𝑓𝑘1
 ′ + 𝑓  ′𝑘1)𝑘2 = 0, 

                                              ⇒ (𝑓𝑘1)
 ′𝑘2 = 0  

          ⇒ (𝑓𝑘1)
 ′ = 0 ⇒  𝑓𝑘1

 ′ + 𝑓  ′𝑘1 = 0, 

                                                  ⇒
𝑘1

 ′

𝑘1
+

   𝑓 ′

𝑓
  = 0 ⇒ (In𝑘1) ′+(Inf)  ′= 0, 

   (𝐼𝑛𝑘1) + (𝐼𝑛𝑓) = 𝑐2, 

                                                                   𝐼𝑛𝑓𝑘1 = 𝑒𝑐2  , 

                                                                       𝑓𝑘1 = 𝑒𝑐2  , 

                                                                           𝑓 = 
𝑒𝑐2

𝑘1
 , 

ve (5.4) denkleminden  
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𝑓(𝑘1𝑘2𝑘3) = 0 ⇒
𝑐2

𝑘1
𝑘1𝑘2𝑘3 = 0,  

                                             ⇒ 𝑐2𝑘1𝑘2𝑘3 = 0 ⇒ 𝑘3 = 0 

olur. Bu bulduklarımız  

𝑘1
3𝑓2 = 𝑒𝑐1  ,     

                                                           𝑓𝑘1 = 𝑒𝑐2  , 

𝑘3 = 0    

dır. Bu denklemleri kullanarak  

                                                     𝑘1
3𝑓2 = 𝑒𝑐1−𝑐2  , 

                                                     𝑓 = 𝑒𝑘𝑘1
−2  

bulunur.  𝑓 = 𝑒𝑘𝑘1
−2 denkleminin birinci ve ikinci türevlerini alırsak  

                                                   𝑓  ′ = −2 𝑘1
−3𝑒𝑘 , 

                                                   𝑓  ′′ = 6𝑒𝑘𝑘1
−4 , 

elde edilir. Bu denklemleri (5.2) denkleminde yerine yazarsak  

                    𝑓(𝑘1
 ′′ − 𝑘1

3 − 𝑘1𝑘2
2 + 𝑐. 𝑘1) + 2𝑓  ′𝑘1

 ′+𝑓  ′′𝑘1 = 0,  

                     𝑒𝑘𝑘1
−2(𝑘1

 ′′ − 𝑘1
3 − 𝑘1𝑘2

2 + 𝑐. 𝑘1) + 2. (−2)𝑘1
−3𝑒𝑘𝑘1

 ′ + 6𝑒𝑘𝑘1
−4𝑘1 = 0,  

                     𝑒𝑘𝑘1
−2[𝑘1

 ′′ − 𝑘1
3 − 𝑘1𝑘2

2 + 𝑐. 𝑘1 − 4𝑘1
−1𝑘1

 ′ + 6𝑘1
−1] = 0,  

                               𝑘1
 ′′ − 𝑘1

3 − 𝑘1𝑘2
2 + 𝑐. 𝑘1 − 4𝑘1

−1𝑘1
 ′ + 6𝑘1

−1 = 0,  

                                    𝑘1
 ′′ − 𝑘1(𝑘1

2 + 𝑘2
2 − 𝑐) + 𝑘1

−1(−4𝑘1
 ′ + 6) = 0,  

                                               𝑘1
 ′′𝑘1 − 𝑘1

2(𝑘1
2 + 𝑘2

2 − 𝑐) − 4𝑘1
 ′ + 6 = 0,  

                   𝑘1
 ′′  𝑘1

2 − 𝑘1
3 (𝑘1

2 + 𝑘2
2 − 𝑐) − 4𝑘1

 ′  𝑘1 + 6𝑘1 = 0.             

𝐒𝐎𝐍𝐔Ç:      𝑘1 ≠  𝑠𝑏𝑡, 𝑘2 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 durumunda eğrimizin  𝑓 − 𝑏𝑖ℎ𝑎𝑟𝑚𝑜𝑛𝑖𝑘 

[17] olması için gerek ve yeter şart 𝑘1’in  

             𝑘1
 ′′  𝑘1

2 − 𝑘1
3 (𝑘1

2 + 𝑘2
2 − 𝑐) − 4𝑘1

 ′  𝑘1 + 6𝑘1 = 0 , 

diferensiyel denkelemin çözümünden elde edilecek 𝑘1,  𝑓
′inde  

                                    𝑓 = 𝑒𝑘𝑘1
−2, 𝑘3 = 0,  

olmasıdır.  

𝑽.𝑫𝒖𝒓𝒖𝒎.𝑘1 ≠  𝑠𝑏𝑡 ve 𝑘2 ≠  𝑠𝑏𝑡 olsun. Bu durumda  

(5.1) denkleminden  
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                  3𝑘1𝑘1
 ′𝑓 + 2𝑓  ′𝑘1

2 = 0,  

(5.2) denklminden  

         𝑓𝑘1
 ′′ − 𝑓𝑘1

3 − 𝑓𝑘1𝑘2
2 + 𝑓𝑐. 𝑘1 + 2𝑓  ′𝑘1

 ′ + 𝑓  ′′𝑘1 = 0,  

(5.3) denkleminden  

                                           𝑓𝑘1
 ′𝑘2 + 𝑓(𝑘1𝑘2)′ + 2𝑓  ′𝑘1𝑘2 = 0,  

(5.4) denkleminden  

                                                     𝑓(𝑘1𝑘2𝑘3) = 0 ⇒ 𝑘3 ≠ 0  

olmalıdır. Bu denklemlerden, (5.1) denkleminden  

𝑘1(3𝑘1
 ′𝑓 + 2𝑓  ′𝑘1) = 0,  

                                                   ⇒  3𝑘1
 ′𝑓 + 2𝑓  ′𝑘1 = 0,  

                                                   ⇒ 3
𝑘1

 ′

𝑘1
+ 2

   𝑓 ′

𝑓
  = 0,  

                                       ⇒ 3(In𝑘1) ′+2(Inf)  ′= 0,  

             ⇒ 3(𝐼𝑛𝑘1) + 2(𝐼𝑛𝑓) − 𝑐1 = 0,  

                                       ⇒ 𝐼𝑛𝑘1
3. 𝑓2 = 𝑐1, 

                                            ⇒ 𝑘1
3. 𝑓2 = 𝑒𝑐1 ,  

                                            ⇒ 𝑘1
3. 𝑓2 = 𝑒𝑐1 ,  

                                       ⇒ 𝑓 = 𝑘1
−3/2

 𝑒𝑐1/2,  

(5.2) denklminden  

𝑓𝑘1
 ′′ − 𝑓𝑘1

3 − 𝑓𝑘1𝑘2
2 + 𝑓𝑐. 𝑘1 + 𝑓  ′𝑘1

 ′ + 𝑓  ′𝑘1
 ′ + 𝑓  ′′𝑘1 = 0,  

(5.3) denkleminden  

             𝑓𝑘1
 ′𝑘2 + 𝑓(𝑘1𝑘2)′ + 2𝑓  ′𝑘1𝑘2 = 0,  

denklemlerinden (5.3) denklemini ele alalım:  

𝑓𝑘1
 ′𝑘2 + 𝑓(𝑘1𝑘2)′ + 2𝑓  ′𝑘1𝑘2 = 0,  

𝑘1
 ′𝑘2 + (𝑘1𝑘2)

′ + 2
   𝑓  ′

𝑓
(𝑘1𝑘2) = 0,                                                                   

                          
𝑘1

 ′𝑘2

𝑘1𝑘2
+

(𝑘1𝑘2)′

𝑘1𝑘2
 +  2

   𝑓 ′

𝑓
= 0,  

       (In𝑘1) ′ +  (𝐼𝑛𝑘1𝑘2) 
′ + 2(𝐼𝑛𝑓) ′ = 0,  

                        In𝑘1 +  𝐼𝑛𝑘1𝑘2 + 2𝐼𝑛𝑓 = 𝑐2,            
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            𝐼𝑛𝑘1
2. 𝑘2. 𝑓

2 = 𝑐2 ⇒ 𝑘1
2. 𝑘2. 𝑓

2 = 𝑒𝑐2  , 

 ( 𝑓 = 𝑘1

−
3

2 𝑒
𝑐1
2 )  olduğundan    ⇒ 𝑘1

2. 𝑘2. 𝑓
2𝑘1

−3𝑒𝑐1 = 𝑒𝑐2  , 

                                          ⇒ 𝑘2 = 𝑘1. 𝑒
𝑐2−𝑐1 ,  

(5.2) denklemini kullanırsak  

         𝑓𝑘1
 ′′ − 𝑓𝑘1

3 − 𝑓𝑘1𝑘2
2 + 𝑓𝑐. 𝑘1 + 𝑓  ′𝑘1

 ′ + 𝑓  ′𝑘1
 ′ + 𝑓  ′′𝑘1 = 0,  

            𝑓𝑘1
 ′′ − 𝑓𝑘1

3 − 𝑓𝑘1𝑘2
2 + 𝑓𝑐. 𝑘1 + 𝑓  ′𝑘1

 ′ + (𝑓  ′𝑘1)′ = 0 ,                          

[𝑘1

−
3

2 𝑒
𝑐1
2  𝑘1

 ′′ − 𝑘1

−
3

2 𝑒
𝑐1
2 𝑘1

3 − 𝑘1

−
3

2 𝑒
𝑐1
2 𝑘1𝑘2

2 + 𝑘1

−
3

2 𝑒
𝑐1
2 𝑐𝑘1 + 𝑘1

 ′ (−
3

2
𝑘1

−
5

2𝑘1
 ′𝑒

𝑐1
2 )   +

(−
3

2
𝑘1

−
5

2𝑘1
 ′𝑒

𝑐1
2 𝑘1)′] = 0,  

[𝑘1

−
3

2 𝑒
𝑐1
2  𝑘1

 ′′ − 𝑘1

−
3

2 𝑒
𝑐1
2 𝑘1

3 − 𝑘1

−
3

2 𝑒
𝑐1
2 𝑘1

3𝑒2(𝑐2−𝑐1) + 𝑘1

−
3

2 𝑒
𝑐1
2 𝑐𝑘1 −

3

2
𝑘1

−
5

2(𝑘1
 ′)

2
𝑒

𝑐1
2

+ (−
3

2
𝑘1

−
5

2𝑘1
 ′𝑒

𝑐1
2 𝑘1)′] = 0,  

    [𝑘1

−
3

2 𝑒
𝑐1
2  𝑘1

 ′′ − 𝑘1

−
3

2 𝑒
𝑐1
2 𝑘1

3 − 𝑘1

−
3

2 𝑒
𝑐1
2 𝑘1

3𝑒2(𝑐2−𝑐1) + 𝑘1

−
3

2 𝑒
𝑐1
2 𝑐𝑘1 −

3

2
𝑘1

−
5

2(𝑘1
 ′)

2
𝑒

𝑐1
2 +

                      
9

4
𝑘1

−
5

2(𝑘1
 ′)

2
𝑒

𝑐1
2 −

3

2
𝑘1

−
3

2 𝑘1
 ′′𝑒

𝑐1
2 ] = 0,  

𝑘1

−
3

2 𝑒
𝑐1
2 [𝑘1

 ′′ − 𝑘1
3 − 𝑘1

3𝑒2(𝑐2−𝑐1) − 𝑐𝑘1 −
3

2
𝑘1

 −1
(𝑘1

 ′)
2
+

9

4
𝑘1

−1(𝑘1
 ′)

2
−

3

2
 𝑘1

 ′′] = 0,  

⇒ 𝑘1
 ′′ − 𝑘1

3 − 𝑘1
3𝑒2(𝑐2−𝑐1) − 𝑐𝑘1 +

3

4
𝑘1

 −1
(𝑘1

 ′)
2
+

9

4
𝑘1

−1(𝑘1
 ′)

2
−

3

2
 𝑘1

 ′′= 0,  

⇒ −
1

2
𝑘1

 ′′ − 𝑘1
3(1 + 𝑒2(𝑐2−𝑐1)) − 𝑐𝑘1 +

3

4

(𝑘1
 ′)

2

𝑘1
= 0,  

𝐒𝐎𝐍𝐔Ç:  𝑘1 ≠  𝑠𝑏𝑡 ve 𝑘2 ≠  𝑠𝑏𝑡 olsun. Bu durumda eğrimizin 𝑓 −

𝑏𝑖ℎ𝑎𝑟𝑚𝑜𝑛𝑖𝑘 [17] olması için gerek ve yeter şart 𝑘3 = 0 ve 𝑘1 in  

                                  
1

2
𝑘1

 ′′ − 𝑘1
3(1 + 𝑒2(𝑐2−𝑐1))- 𝑐𝑘1

3

4

(𝑘1
 ′)

2

𝑘1
= 0,  

diferensiyel denkleminden elde edilen 𝑘1 ve 𝑘2 ile 𝑓 ninde 𝑘1’e bağlı olarak  

𝑘2 = 𝑘1𝑒
𝑐2−𝑐1 

ve  

                                                        𝑓=𝑘1
−

3

2. 𝑒
𝑐1
2  
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olmasıdır.  

Son olarak 𝛾 düzlemsel normal kesit eğrisinin Riemann space formda 𝑓 −

𝑏𝑖ℎ𝑎𝑟𝑚𝑜𝑛𝑖𝑘 [17] olma şartını inceleyelim. Riemann space formda Riemann eğrilik 

tensörü ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀) için 

                                    𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 = 𝑐. {⟨𝑌, 𝑍⟩𝑋 − ⟨𝑋, 𝑍⟩𝑌} olup  

𝑅(𝑇, ∇𝑇𝑇)𝑇 = −𝑐. 𝑘1. 𝑉2,  

bulunur. Eğrimizin 𝑓 − 𝑏𝑖ℎ𝑎𝑟𝑚𝑜𝑛𝑖𝑘 [76] olma şartından  

            𝑓(∇𝑇
3𝑇 − 𝑅𝑁(𝑇, ∇𝑇𝑇)𝑇) + 2𝑓  ′∇𝑇

2𝑇 + 𝑓  ′′∇𝑇𝑇 = 0, 

denkleminde gerekli türevler yerine yazılırsa ; 𝛾, 𝑓 − 𝑏𝑖ℎ𝑎𝑟𝑚𝑜𝑛𝑖𝑘tir [17] gerek ve 

yeter şart  

                                           (−3𝑘1𝑘1
 ′𝑓 − 2𝑓  ′𝑘1

2) = 0,                                         (5.1)  

 𝑓𝑘1
 ′′ − 𝑓𝑘1

3 − 𝑓𝑘 1𝑘2
2 + 𝑓𝑐. 𝑘1 + 2𝑓  ′𝑘1

 ′ + 𝑓  ′′𝑘1 = 0,                                       (5.2)  

                     𝑓𝑘1
 ′𝑘2 + 𝑓(𝑘1𝑘2)′ + 2𝑓  ′𝑘1𝑘2 = 0,                                       (5.3)  

                                                       𝑓(𝑘1𝑘2𝑘3) = 0,                                       (5.4)  

olmasıdır.  

𝑰. 𝑫𝒖𝒓𝒖𝒎. Eğer biz non-geodezik çözümleri araştırırsak 𝑘1 ≠  𝑠𝑏𝑡 =  0 , 𝑘2 =

 0 ise (5.1) denkleminden  

−2𝑓  ′𝑘1
2 = 0 ⇒ 𝑓  ′ = 0 ⇒ 𝑓 = 𝑠𝑏𝑡,  

(5.2) denkleminden 

−𝑓𝑘1
3 − 𝑓𝑘 1𝑘2

2 + 𝑓𝑐. 𝑘1 = 0 ⇒ −𝑓𝑘 1(𝑘1
2 + 𝑘2

2 − 𝑐) = 0,  

                                      ⇒ 𝑘1
2 + 𝑘2

2 = 𝑐 (ℎ𝑒𝑙𝑖𝑠), 𝑐 ≥ 0,  

(5.4) denkleminden  

  𝑘1𝑘2𝑘3 = 0 ⇒ −𝑘1𝑘1
2𝑒𝑐2𝑘3 = 0,  

                                                               ⇒ 𝑘3 =-𝑘1
3𝑒−𝑐2   

olmalıdır.  

𝑰𝑰. 𝑫𝒖𝒓𝒖𝒎. 𝑘1 ≠  𝑠𝑏𝑡  

(5.1) denkleminden  

(−3𝑘1𝑘1
 ′𝑓 − 2𝑓  ′𝑘1

2) = 0,  

denklemini 𝑓  ′𝑘1 ile bölelim:  
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   𝑘1(3𝑓𝑘1
 ′ + 2𝑓  ′𝑘1) = 0,  

𝑘1 ≠  𝑠𝑏𝑡 olduğu için  

                                                               ⇒ 3
f𝑘1

 ′

𝑘1𝑓
+ 2

𝑓 ′𝑘1

𝑘1𝑓
= 0,  

                                                              ⇒   3
𝑘1

 ′

𝑘1
+  2

𝑓  ′

𝑓
= 0 ,  

                                            ⇒ 3(In𝑘1) ′+2(Inf)  ′= 0,           

                                             ⇒ 3(𝐼𝑛𝑘1) + 2(𝐼𝑛𝑓) − 𝑐4 = 0, 

                                           ⇒ 𝐼𝑛𝑘1
3. 𝑓2 = 𝑐4, 

                                                 ⇒ 𝑘1
3. 𝑓2 = 𝑒𝑐4 , 

                                                 ⇒ 𝑘1
3. 𝑓2 = 𝑒𝑐4 , 

                                                          ⇒ 𝑓 = ±
𝑒

𝑐4
2

𝑘1

3
2

,  

  ⇒    𝑓 = ± 𝑘1

−
3

2 𝑒
𝑐4
2 , 

                           ⇒  𝑓  ′ = ± 
3

2
 𝑘1

−
5

2𝑘1
 ′𝑒

𝑐4
2  ,                

(5.2) denkleminden  

𝑓𝑘1
 ′′ − 𝑓𝑘1

3 − 𝑓𝑘 1𝑘2
2 + 𝑓𝑐. 𝑘1 + 2𝑓  ′𝑘1

 ′ + 𝑓  ′′𝑘1 = 0,  

                                    𝑓𝑘1
 ′′ + 2𝑓  ′𝑘1

 ′+𝑓  ′𝑘1 − 𝑓𝑘 1(𝑘1
2 + 𝑘2

2 − 𝑐) = 0,  

eğer 𝑘2 = 0 ise 

                                                      𝑓𝑘1
 ′′ + 2𝑓  ′𝑘1

 ′+𝑓  ′𝑘1 − 𝑓𝑘1
3+ c𝑓𝑘 1 = 0,  

    𝑘1

−
3

2 𝑒
𝑐4
2𝑘1

 ′′ + 2.
3

2
 𝑘1

−
5

2𝑘1
 ′𝑒

𝑐4
2 +

3

2
 𝑘1

−
5

2𝑘1
 ′𝑒

𝑐4
2 − 𝑘1

−
3

2 𝑒
𝑐4
2𝑘1

3 + 𝑐𝑘1

−
3

2 𝑒
𝑐4
2𝑘1 = 0,  

                                                          𝑘1

−
3

2 𝑒
𝑐4
2[𝑘1

 ′′ + 3𝑘1
−1𝑘1

 ′ − 𝑘1
3+ c𝑘 1 = 0,  

                                                                              𝑘1
 ′′ 9

2
𝑘1

−1𝑘1
 ′ − 𝑘1

3+ c𝑘 1 = 0,  

lineer denklem sisteminin çözümünden elde edilen 𝑘1 olmasıdır. Bütün bu 

durumlardan sonra şu iki teoremi verebiliriz:  

Teorem 5.1.1 N, 𝑀𝑛(𝑐) nin bir alt manifoldu olsun. O zaman N 3- düzlemsel 

normal kesitlere sahiptir gerek ve yeter şart 𝑘1 =  𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 olması durumunda 𝑓 sabit  
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                                                 𝑘1
2 + 𝑘2

2 = 𝑐, 𝑐 ≥ 0  

olmasıdır.  

Teorem 5.1.2 N , 𝑀𝑛(𝑐) nin bir alt manifoldu [24] olsun O zaman N 3-

düzlemsel normal kesitlere sahiptir [23] gerek ve yeter şart 𝑘1 ≠ 𝑠𝑏𝑡 olması 

durumunda eğer 𝑘2 = 0 ise 𝑘1,  

                                                𝑘1
 ′′ 9

2
𝑘1

−1𝑘1
 ′ − 𝑘1

3+c𝑘 1 = 0  

diferensyel denklem sisteminin çözümünden elde edilen 𝑘1 olmalıdır ve 𝑓 de  

𝑓 = ± 
3

2
 𝑘1

−
3

2𝑒
𝑐4
2   

olmalıdır. Şimdi  

                                             (−3𝑘1𝑘1
 ′𝑓 − 2𝑓  ′𝑘1

2) = 0,                                          (5.1) 

 𝑓𝑘1
 ′′ − 𝑓𝑘1

3 − 𝑓𝑘 1𝑘2
2 + 𝑓𝑐𝑘1 + 2𝑓  ′𝑘1

 ′ + 𝑓  ′′𝑘1 = 0,                                           (5.2) 

                     𝑓𝑘1
 ′𝑘2 + 𝑓(𝑘1𝑘2)′ + 2𝑓  ′𝑘1𝑘2 = 0,                                         (5.3) 

                                                       𝑓(𝑘1𝑘2𝑘3) = 0,                                          (5.4) 

denklem sistemini göz önüne alarak şu durumları inceleyebiliriz:  

𝑰. 𝑫𝒖𝒓𝒖𝒎. 𝑘1 =  𝑠𝑏𝑡 ≠ 0,    𝑘2 = 0 olsun. Bu durumda denklem sisteminden 

(5.1) denkleminden 2𝑓  ′𝑘1
2 = 0 ⇒ 𝑓  ′ = 0 ⇒  𝑓 = 𝑠𝑏𝑡 𝑓𝑜𝑛𝑘𝑠𝑖𝑦𝑜𝑛  

(5.2) denkleminden − 𝑓𝑘1
3+ 𝑓𝑐𝑘1 = 0 ⇒ 𝑓𝑘 1(−𝑘1

2 + 𝑐) = 0 ⇒ −𝑘1
2 + 𝑐 = 0  

(5.3) ve (5.4) denkleminden direkt sıfır gelir.  

Dolayısıyla 𝑘1 =  𝑠𝑏𝑡 ≠ 0, 𝑘2 = 0 iken 𝛾’ nın 𝑓 − 𝑏𝑖ℎ𝑎𝑟𝑚𝑜𝑛𝑖𝑘 [17] olması 

için gerek ve yeter şart 𝑓 = 𝑠𝑏𝑡 ve − 𝑘1
2 + 𝑐 = 0 olmasıdır.  

𝑰𝑰. 𝑫𝒖𝒓𝒖𝒎. 𝑘1 =  𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 ve 𝑘2 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 olsun. Bu durumda denklem 

sisteminde (5.1) denkleminden  

                                                                           −2𝑓  ′𝑘1
2 = 0,                                              (5.5)  

(5.2) denkleminden  

                               𝑓(−𝑘1
3 − 𝑘 1𝑘2

2)+𝑓𝑐. 𝑘1 + 𝑓  ′′𝑘1 = 0 ,                                            (5.6)  

(5.3) denkleminden  

                               2𝑓  ′𝑘1𝑘2 = 0 ⇒ 𝑓  ′ = 0 ⇒  𝑓 = 𝑠𝑏𝑡, olur  

(5.4) denkleminden  
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                                          𝑓(𝑘1𝑘2𝑘3) = 0 ⇒ 𝑘3 = 0,  

olur. Burada 𝑘3 = 0 ve 𝑓 = 𝑠𝑏𝑡 ifadeleri (5.5) ve (5.6) denklemlerinde kullanılırsa 

(5.5) denklemi direkt sağlanır. (5.6) denklemi ise  

                               𝑓(−𝑘1
3 − 𝑘 1𝑘2

2)+𝑓𝑐. 𝑘1 = 0,  

          −𝑓𝑘1
3 − 𝑓𝑘 1𝑘2

2 +  𝑓𝑐. 𝑘1 = 0 ⇒ −𝑓𝑘 1(𝑘1
2 + 𝑘2

2 + 𝑐) = 0,  

                                                   ⇒ 𝑘1
2 + 𝑘2

2 + 𝑐 = 0,  

olmalıdır. Buradan  

                                 𝑘1 =  𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 , 𝑘2 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 iken 𝛾 nın 𝑓 − 𝑏𝑖ℎ𝑎𝑟𝑚𝑜𝑛𝑖𝑘 eğri [17] 

olması için gerek ve yeter şart 𝑓 = 𝑠𝑏𝑡 , 𝑘3 = 0 ve 𝑘1
2 + 𝑘2

2 + 𝑐 = 0 olmasıdır.  

          𝑰𝑰𝑰.𝑫𝒖𝒓𝒖𝒎. 𝑘1 ≠  𝑠𝑏𝑡, 𝑘2 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 olsun. Bu durumda denklem 

sisteminden (5.1) denkleminden  

(−3𝑘1𝑘1
 ′𝑓 − 2𝑓  ′𝑘1

2) = 0, 

(5.2) denkleminden  

𝑓𝑘1
 ′′ − 𝑓𝑘1

3 − 𝑓𝑘 1𝑘2
2 + 𝑓𝑐. 𝑘1 + 2𝑓  ′𝑘1

 ′ + 𝑓  ′′𝑘1 = 0,  

(5.3) denkleminden  

                                                          2𝑓𝑘1
 ′𝑘2 + 2𝑓  ′𝑘1𝑘2 = 0,                                      (5.7)  

(5.4) denkleminden  

                                                  𝑓(𝑘1𝑘2𝑘3) = 0 ⇒ 𝑓𝑘3 = 0,  

elde edilir. (5.6) denkleminden  

2𝑓𝑘1
 ′𝑘2 + 2𝑓  ′𝑘1𝑘2 = 0 ⇒ 𝑓𝑘1

 ′ + 𝑓  ′𝑘1 = 0,  

                                     ⇒ (𝑓𝑘 1)
′ = 0,  

                                     ⇒ 𝑓𝑘 1 = 𝑠𝑏𝑡  

bulunur. Bu bulduklarımız (5.1.1) ve (5.1.2) denkleminde göz önüne alınırsa  

𝑓𝑘1
 ′′ − 𝑓𝑘1

3 − 𝑓𝑘 1𝑘2
2 +  𝑓𝑐. 𝑘1 = 0,  

                                                                             3𝑘1𝑘1
 ′𝑓 = 0.  

bu iki denklem elde edilir. Bu iki denklemden 𝑓 = 0 olması elde edilir. Buradan da 

(5.1.2) denkleminden  

                                                         ⇒    𝑘1
 ′′ − 𝑘1

3 − 𝑘 1𝑘2
2+ 𝑐. 𝑘1 = 0,  

                                                         ⇒ 𝑘1
 ′′ − 𝑘1((𝑘1

2 + 𝑘2
2 − 𝑐) = 0,  
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                                                         ⇒ 𝑘1
 ′′ = 𝑘1(𝑘1

2 + 𝑘2
2 − 𝑐) = 0,  

elde edilir. Buradan şu sonuca varabiliriz: 𝑘1 ≠  𝑠𝑏𝑡, 𝑘2 = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 iken 𝛾’ nın  

𝑓 − 𝑏𝑖ℎ𝑎𝑟𝑚𝑜𝑛𝑖𝑘 eğri [17] olması için gerek ve yeter şart 𝑓 = 0 olması 𝑘1’ in  

𝑘1
 ′′ = 𝑘1(𝑘1

2 + 𝑘2
2 − 𝑐)    non-lineer difrensiyel denkleminin çözümünden elde edilen 

𝑘1 olmasıdır. Dolayısıyla bu şartlar altında     𝑓 = 0 olduğu için 𝑀3(𝑐)’ de 𝑓 −

𝑏𝑖ℎ𝑎𝑟𝑚𝑜𝑛𝑖𝑘 eğri  yoktur.  

𝑰𝑽.𝑫𝒖𝒓𝒖𝒎. 𝑘1 ≠  𝑠𝑏𝑡 ve 𝑘2 ≠  𝑠𝑏𝑡 olsun. Bu durumda (5.1) denkleminden 

(−3𝑘1𝑘1
 ′𝑓 − 2𝑓  ′𝑘1

2) = 0, 

(5.2) denkleminden   

𝑓𝑘1
 ′′ − 𝑓𝑘1

3 − 𝑓𝑘 1𝑘2
2 + 𝑓𝑐. 𝑘1 + 2𝑓  ′𝑘1

 ′ + 𝑓  ′′𝑘1 = 0,  

(5.3) denkleminden  

        2𝑓𝑘1
 ′𝑘2 + 2𝑓  ′𝑘1𝑘2 = 0,  

(5.4) denkleminden  𝑓𝑘3 = 0 olmalıdır, 𝑓 ≠ 0 olması gerektiğinde 𝑘3 = 0 olmalıdır.  

               Dolayısıyla bu denklemlerden (5.1.1) denkleminden  

                                (−3𝑘1𝑘1
 ′𝑓 − 2𝑓  ′𝑘1

2) = 0 ⇒-𝑘1(3𝑘1
 ′𝑓-2𝑓  ′𝑘1

 ′) = 0,  

                                                                                 ⇒ 3𝑘1
 ′𝑓-2𝑓  ′𝑘1

 ′ = 0,  

                                                                       ⇒  3
𝑘1

 ′

𝑘1
−  2

𝑓 ′

𝑓
= 0,  

                                                                       ⇒ 3(In𝑘1) ′-2(Inf)  ′= 0,  

                                                                       ⇒ 3(In𝑘1) ′=2(Inf)’ ,  

                                                                                 ⇒ 3(𝐼𝑛𝑘1) + 𝑐1 =2(Inf)+ 𝑐2,  

                                                                                 ⇒  𝐼𝑛𝑘1
3 + 𝑐1 = 𝐼𝑛𝑓2+ 𝑐2, 

                                                                       ⇒ 𝐼𝑛
𝑘1

3

𝑓2 = 𝑐2-𝑐1, 

                                                                       ⇒
𝑘1

3

𝑓2 = 𝑒𝑐2−𝑐1 ,  

                                                                       ⇒ 𝑓2 = 𝑘1
3𝑒𝑐1−𝑐2 ,  

                                                                       ⇒  𝑓 = ±√𝑘1
3𝑒𝑐1−𝑐2  , 

                                                                       ⇒  𝑓 = ± 𝑘1

3

2𝑒
𝑐1−𝑐2

2  , 

bulunur. Elde ettiğimiz bu 𝑓 denkleminin birinci ve ikinci türevlerini alırsak  
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                            𝑓  ′ =
3

2
 𝑘1

1

2𝑒
𝑐1−𝑐2

2  , 

                            𝑓  ′′ =
3

4
 𝑘1

−
1

2𝑒
𝑐1−𝑐2

2 ,  

şeklindedir. (5.2) denklemini dikkate alırsak  

𝑓𝑘1
 ′′ − 𝑓𝑘1

3 − 𝑓𝑘 1𝑘2
2 + 𝑓𝑐. 𝑘1 + 2𝑓  ′𝑘1

 ′ + 𝑓  ′′𝑘1 = 0,  

                  𝑓(𝑘1
 ′′ − 𝑘1

3 − 𝑘 1𝑘2
2 + 𝑐. 𝑘1) + 𝑓  ′𝑘1

 ′ + 𝑓  ′𝑘1
 ′ + 𝑓  ′′𝑘1 = 0,  

                                       𝑓[𝑘1
 ′′ − 𝑘 1(𝑘1

2 + 𝑘2
2 − 𝑐)] + 𝑓  ′𝑘1

 ′+(𝑓  ′𝑘1)′ =0            (5.8)  

elde edilir. (5.3) denklemini dikkate alırsak  

                              𝑓𝑘1
 ′𝑘2 + 𝑓(𝑘1𝑘2)′ + 2𝑓  ′𝑘1𝑘2 = 0,  

                                              𝑓𝑘1
 ′𝑘2 + 𝑓(𝑘1𝑘2)′ + 𝑓  ′𝑘1𝑘2 + 𝑓  ′𝑘1𝑘2 = 0,  

                                                         𝑓𝑘1
 ′𝑘2 + (𝑓𝑘1𝑘2)

′ + 𝑓  ′𝑘1𝑘2 = 0,  

                                                          𝑘2(𝑓𝑘1
 ′ + 𝑓  ′𝑘1) + (𝑓𝑘1𝑘2)

′ = 0,  

                                                                ⇒ 𝑘2(𝑓𝑘1)′ + (𝑓𝑘1𝑘2)
′ = 0,  

                                                                ⇒ 𝑘2(𝑓𝑘1)′ + (𝑓  ′𝑘1)′ 𝑘2 +  𝑓𝑘1𝑘2′ = 0,  

                                                         ⇒ 2𝑘2(𝑓𝑘1)′ +  𝑓𝑘1𝑘2′ = 0,  

                                                         ⇒ 2(𝑓𝑘1)′ +  𝑓𝑘1
𝑘2

 ′

𝑘2
= 0,  

                                                         ⇒ 2
(𝑓𝑘1)′

𝑓𝑘1
+

𝑘2
 ′

𝑘2
= 0,  

                    ⇒ 2[In(𝑓𝑘1)]
′ + [𝐼𝑛𝑘2]

′ = 0,  

                                                         ⇒  In(𝑓𝑘1)
2 + 𝐼𝑛𝑘2 + 𝑐3 = 0,  

            ⇒  In(𝑓𝑘1)
2𝑘2 = 𝑐3,  

        ⇒ (𝑓𝑘1)
2𝑘2 = 𝑒𝑐3 ,  

                                                         ⇒ 𝑘1
3𝑒𝑐1−𝑐2𝑘1

2𝑘2 = 𝑒𝑐3 ,  

                                                                 ⇒ 𝑘1
5𝑘2 = 𝑒𝑐3+𝑐2−𝑐1 ,                              (5.9)  

denklemi elde edilir. (5.8) denkleminden gidersek  

                                       𝑓[𝑘1
 ′′ − 𝑘 1(𝑘1

2 + 𝑘2
2 − 𝑐)] + 𝑓  ′𝑘1

 ′+(𝑓  ′𝑘1)′ = 0,  

                              𝑓𝑘1
 ′′ − 𝑓𝑘 1(𝑘1

2 + 𝑘2
2 − 𝑐) + 𝑓  ′𝑘1

 ′ + (𝑓  ′𝑘1)′ = 0,  

                 (𝑓𝑘1
 ′)

′
+ (𝑓  ′𝑘1)′ − 𝑓𝑘 1(𝑘1

2 + 𝑘2
2 − 𝑐) = 0,  
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                                              [𝑓𝑘1
 ′ + 𝑓  ′𝑘1]′ − 𝑓𝑘 1(𝑘1

2 + 𝑘2
2 − 𝑐) = 0,  

                                                       ((𝑓𝑘1)′)′ −  𝑓𝑘 1(𝑘1
2 + 𝑘2

2 − 𝑐) = 0,  

denkleminde 𝑓 yerine yazılırsa  

                                     ((± 𝑘1

5

2𝑒
𝑐1−𝑐2

2 )′)′ ± 𝑘1

5

2𝑒
𝑐1−𝑐2

2 (𝑘1
2 + 𝑘2

2 − 𝑐) = 0,  

                                        (± 𝑘1

5

2𝑒
𝑐1−𝑐2

2 )′ ± 𝑘1

5

2𝑒
𝑐1−𝑐2

2 (𝑘1
2 + 𝑘2

2 − 𝑐) = 0,  

                                          ±
15

4
𝑘1

1

2𝑒
𝑐1−𝑐2

2 ± 𝑘1

5

2𝑒
𝑐1−𝑐2

2 (𝑘1
2 + 𝑘2

2 − 𝑐) = 0,  

                                            ±
15

4
𝑘1

1

2𝑒
𝑐1−𝑐2

2 = ±𝑘1

5

2𝑒
𝑐1−𝑐2

2 (𝑘1
2 + 𝑘2

2 − 𝑐),  

                                                          ±
15

4
= ±𝑘1

2(𝑘1
2 + 𝑘2

2 − 𝑐),  

                                                              
15

4
= 𝑘1

2(𝑘1
2 + 𝑘2

2 − 𝑐),  

elde edilir. Dolayısıyla buradan  

           𝑘1 ≠  𝑠𝑏𝑡, 𝑘2 ≠  𝑠𝑏𝑡 iken 𝛾 nin 𝑓 − 𝑏𝑖ℎ𝑎𝑟𝑚𝑜𝑛𝑖𝑘 eğri [17] olması için  

𝑘3 = 0, 𝑘1 ve 𝑘2 nin 𝑘1
2𝑘2 = 𝑒𝑐3+𝑐2−𝑐1 ve 

15

4
= 𝑘1

2(𝑘1
2 + 𝑘2

2 − 𝑐) ifadelerini sağlaması 

ve 𝑓 = ±𝑘1

3

2𝑒
𝑐1−𝑐2

2  olmasıdır. 
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6. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

 

Tezde, Riemann manifoldların altmanifoldlarının düzlemsel normal kesitlere 

sahip olmaları için gerekli şartlar incelendi ve düzlemsel normal kesitli yüzeylerin 

sınıflandırılması yapıldı. Ayrıca  düzlemsel normal kesitli altmanifoldlar normal kesit 

eğrisinin eğrilikleri yardımıyla ele alındı. Bi-f-harmonik eğriler ve f-bi-harmonik 

eğriler ele alındı. Verilen bir eğrinin bi-f harmonik ve f-bi harmonik olma şartları 

incelendi. 

Bu tezde özgün sonuçlar olup elde edilen sonuçlar konuya derinlik kazandırmış 

olup bundan sonra yapılacak çalışmalara kaynak olabilecek niteliktedir. 
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