T.C.
ADIYAMAN UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZI

f — BIHARMONIK NORMAL KESIT EGRILERI

GULISTAN POLAT

MATEMATIK ANABILIM DALI

ADIYAMAN, 2018



T.C.
ADIYAMAN UNIVERSITESIT
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

f~ BIHARMONIK NORMAL KESIT EGRILERI

Giilistan POLAT
Yiiksek Lisans Tezi

Matematik Anabilim Dali

Bu tez 11/09/2018 tarihinde asagidaki jiiri diyeleri
oybirligi/oygoklugu ile kabul edilmistir.

Q

Dr. Ogr. Uyesi Feyza Esra ERDOGAN
Danisman

;Vclﬁ%ﬁ@ Prof. Dr. N!anaf .

J ' Uye

Prof. Dr. Refet KARADAG
Enstitii Midiira -

tarafindan

NAFLI

Not: Bu tezde kullanilan &zgiin ve baska kaynaktan yapilan bildiriglerin, gizelge ve fotograflarin kaynak

gdsterilmeden kullanimi, 5846 sayihi Fikir ve Sanat Eserleri Kanunu’ndaki hitkiimlere tabidir.




OZET

Yiiksek Lisans Tezi

f- BIHARMONIK NORMAL KESIT EGRILERI

Giilistan POLAT

Adiyaman Universitesi
Fen Bilimleri Enstittisi
Matematik Anabilim Dal1

Damigman  :Dr. Ogr. Uyesi Feyza Esra ERDOGAN
Yil : 2018, Sayfa sayis1: 62

Jiiri : Prof. Dr. Rifat GUNES
Prof. Dr. Manaf MANAFLI
Dr. Ogr. Uyesi Feyza Esra ERDOGAN

Bu calisma {i¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde diger bdliimlere
faydali olacak materyal ve yontemleri; Normal kesit egrisi, biharmonik doniisiim,
egrilik, frenet denklemleri, tensiyon alani, enerji integrali ele alindh.

Ikinci boliimde Riemann manifoldlarin altmanifoldlarmin diizlemsel normal
kesitlere sahip olmalar1 i¢in gerekli sartlar verildi ve diizlemsel normal kesitli
yiizeylerin smiflandirilmasi yapildi. Ayrica bu boliimde diizlemsel normal kesitli
altmanifoldlar normal kesit egrisinin egrilikleri yardimiyla ele alindi.

Ugiincii boliimde bulgu ve tartismalar baslig: altinda f-bi-harmonik egriler ele
alindi. Verilen bir egrinin f-bi harmonik olma sartlar1 incelendi.
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1.GIRIS

Altmanifoldlarin geometrisi incelenirken altmanifoldlarin smiflandirilmasi
uygulamada 6nemli bir yer teskil etmektedir.

Bir ¢ok yazar altmanifoldlar1 siniflandirma yoluna giderken; altmanifoldlar
tizerindeki distribiisyonlardan faydalanmistir. Daha sonra bu distribiisyonlara
tamamen geodeziklik, tamamen umbiliklik, integrallenebilirlik sartlarini yiikleyip
yapilan islemleri kolaylastirmaya ¢alismislar ve bulduklari sonuglarla altmanifoldlarin
Ozelliklerini arastirmislardir. Bu islevsel bir yontem olmakla birlikte uygulamada
zaman alicidir. Altmanifold geometrisini incelemede en temel ve en basit yontem egri
tizerinde ¢aligmaktir. Bu dogrultuda Chen [1-3] normal kesit egrisini tanimladi ve bunu
altmanifoldlarin geometrisini incelemede kullandi. Chen [1 3], Young Ho Kim [4-6] ,
Shi-Jie Li [1] vs. normal Kesit egrisi kavramiyla altmanifoldlar1 siniflandirma yoluna
gitmislerdir.

Riemann manifoldlar arasindaki harmonik doniisiimler ile ilgili ilk kapsaml
calisma Eells ve Sampson [7] tarafindan yapilmistir. Daha sonra harmonik doniistimler
bir¢ok yazara 1s1k olup, bu alanda birgok ¢alisma gerceklestirilmistir ve glinlimiize
kadar yogun ilgi alanlarindan biri olmustur. Harmonik doniisiimler varyasyonel
hesaplama ile ilgilidir. Bu hesaplama en uygun secilen objelerle ¢aligmay gerektirir.
Bu durum kabaca harmonik doniisiimler ic¢in secilen uygun fonksiyonun, uygun
noktadaki tlirevinin sifira esit olmasidir. Burdan yola ¢ikarak harmonik doniistimlerin
varyasyon fonksiyonellerinin kritik noktalarinin geodezik egriler ve minimal ylizeyler
tanimladig1 bilinmektedir. Bu yilizden Riemann manifoldlarinin harmonik doniisiimleri
lizerine ¢aligmak i¢in doniisiimiin enerjisi ve tensiyonu, kotanjant uzay ve pull-back
tanjant demetleri lizerinde konneksiyonlar tanimlayarak Riemann manifoldlarinin
harmonik doniisiimiiniin varyasyonlari incelenmistir.

Eells ve Lemaire [8], 1983 yilinda yaymlanan ¢alismalarinda k- harmonik
dontisiimler onerdiler. k= 2 i¢in Jiang bu tiir doniistimlerin varyasyon formiillerini elde

etti. Bu doniisiimlere gliniimiizde biharmonik doniistimler diyoruz.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Diizlemsel normal kesitli altmanifoldlar ve onlarin siniflandirilmasi ilk olarak
1965 lerde Bang Yen Chen [3] tarafindan ¢alisildi. Chen [3] ilk 6nce normal kesit
egrisini tanimladi. Soyleki: M, E™ m — boyutlu oklidyen uzaym n — boyutlu bir
altmanifoldu ve t,p € M noktasinda t € T,M tanjant vektorii olmak iizere
E(p,t) = {t} U T,M*

afin uzay tanimlanmustir.

E(pt)NM =y
olup ¥* ya p € M noktasinda t dogrultusunda M" nin normal kesit egrisi oldugunu
sOylemistir [3]. Genelde p € M’ de

Y Ay Ay #£0
dir. Eger

Y AY"AY"" =0
ise M’ye pointwise 2-diizlemsel normal kesitlere sahiptir denir. Daha genel olarak p €
M

Y AY'AyED =0
ise M’ ye pointwise k-diizlemsel normal kesitlere sahiptir denir. Benzer ¢alismalari
birgok yazar yapmis ve bu c¢alismalar Chen’ in 6grencisi Kim [4-6], Semi-Riemann
manifoldlara tasimistir. Semi-Riemann manifoldlarda normal kesit egrisi ¥y’ nin
timelike yada specelike olmasi durumunda bu normal kesit egrisinin hangi
altmanifoldlarda bulunabilecegini simiflandirmistir  [4-6]. Egrinin null olmasi
durumunu incelememistir. Feyza Esra Erdogan [9] doktora tezinde buradan hareketle
ayni galismayr Semi- Riemann manifoldlarin Lightlike altmanifoldlarina tasiyarak
Minkowksi 3- uzayda diizlemsel normal kesitleri incelemistir. Minkowksi 3- uzayinda
ve R3’ te diizlemsel normal kesitli half lightlike altmanifoldlarda bir galisma yapmustir.
Lightlike geometride distribiisyon sayisi fazla ve dejenerelik s6zkonusu oldugundan
uygulamada birgok sikintiyla karsilasilirken; Riemann ve Semi Riemann da yapilan
bu ¢alismalar Lightlike manifoldlara tasidigimizda uygulamada ki bazi sikintilarin
daha rahat ¢ozildugi goriildi. Lightlike da dejenere ve non-dejenere normal kesit
2
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egrilerini tanimlarken M, R} minkowski 3- uzayinda Lightlike altmanifold olmak
tizere p € M noktasinda ¢ € RadTM alindu.
E( &) ={}verTM
uzay1 tanimlanip
y=E®{ONM,
non-dejenere normal kesit egrisi ad1 verildi ve her iki durumda
Y Ay Ay =0
olma durumunun gergeklesebilmesi i¢in Lightlike altmanifoldun hangi durumlar
saglamasi gerektigi sartlart bulundu. Chen [3] , diger yazarlar ve Erdogan [9] gerek
Riemann, Semi Riemann gerekse Lightlike’ ta yapilan bu ¢alismalarda y’, y",y"" * yii
hesaplarken Gauss ve Weingarten formiillerinden faydalanmislardir. Bu ¢alismada y
nin tiirevleri hesaplarken frenet denklemlerinden faydalanilirsa ve normal kesit
egrisinin egrilikleri isin igine katilirsa ne gibi sonuglar elde edilir diye diistiniildii ve
normal kesit egrisinin egrilikleri yardimiyla
Y AY' Ay =0,
sartinin saglamast icin nasil egriler olmasi gerektigi bulunup 6rnek verildi. Ayrica
Y AY" Ay Ay =0
pointwise 3-diizlemsel normal kesite sahip olmasi tammminda kullandigimiz y'v
ifadesinden y ¢ nin biharmonik olabilmesi i¢in nasil egri olmasi gerektigi yorumlandi.

Biharmonik doniistimler, harmonik doniisiimlerin genellestirilmisi oldugundan
hem matematiksel agidan hem de uygulama anlaminda daha genel sonuglara ulasmay1
miimkiin kilar.

Son zamanlarda R. Caddeo [10,11], L.Vanhecke [12] ve daha pek ¢ok
aragtirmaci Riemann manifoldlar1 tizerindeki biharmonik fonksiyonlari inceleyerek
konuyu diferensiyel geometri alaninda gelistirdiler ve tartismaya agtilar. Temel olarak
iki farkli arastirma alanina ayrilabilen biharmonik doniisiimler teorisine olan ilgi son
on yilda giderek artti. Bir taraftan diferensiyel geometri bakis agisiyla drnekler ve
siiflandirmalar insa edilmesi dikkat ¢ekerken; diger taraftan biharmonik doniistimler

dordiincti mertebeden giiclii bir eliptik semi-lineer kismi diferansiyel denklemin,



2. ONCEKi CALISMALAR Giilistan POLAT

coztiimleri oldugundan kismi diferansiyel denklemler agisindan da analitik yoniiyle
incelenmektedir. Riemann manifoldlar1 arasinda tanimlanan diferensiyellenebilir bir
o:M > N
doniistimii eger E(¢p) = % | MId(plzvg ile verilen enerji fonksiyonelinin kritik noktasi
ise harmonik doniistim [7] olarak adlandirilir. Enerji igin Euler-Lagrange denklemi
() = izVde ile tanimlanan tensiyon alaniin sifir olmasi ile karakterize edilir.
Benzer bakis agisiyla bir (N, h) Riemann manifolduna tanimlanan Riemann
immersiyonlarin uzayr Imm(M,N) ile gosterilecek olursa, eger bir ¢: (M, ¢*h) =

(N, h) € Imm(M,N) Riemann immersiyonu V (¢) = %va(p*h hacim fonksiyonelinin

bir kritik noktasi ise ¢' ye minimal doniisiim denir. Hacim ile birlesen Euler-Lagrange

denklemi H ortalama egrilik vektor alaninin sifir olmasi ile karakterize edilir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Tamm 3.1. X bir cliimle ve T da X in kuvvet climlesinin bir ailesi olsun. Eger
asagidaki sartlar saglaniyorsa t ya X iizerinde bir topoloji [13]. denir

DX, 0er

it) {A;}i; (J sonlu indis kiimesi) i¢in , U;ej A; € T

iii) {A;}ie; (J sonlu indis kiimesi) i¢in, Ny A; €T

Tamm 3.2. X bostan farkli bir climle ve d: X X X — R bir fonksiyon olsun.
Eger vV x,y,z € X igin

Q) X # yicind(x,y) > 0
(i) dx,y) =0e=x=y
(i) dxy) =d(y,x)
(iv) d(x,y) <d(x,z) + d(z,y)
aksiyomlari saglaniyor ise d fonksiyonuna X tizerinde bir metriktir [13] denir.

Tamm 3.3. (X, ) bir topolojik uzay ve x # y € X olsun. x ve y noktalarinin
acik komsuluklari sirasiyla U ve V olmak tizere U NV = @ ise (X, T) topolojik uzayina
Hausdoff uzay [13] denir

Tamm 3.4. M bir Hausdoff uzay olsun.V p € M i¢in M de E™ (n < 0) ye
homeomorf olan bir U agik komsulugu bulunabilirse M ye n-boyutlu topolojik
manifold [13] denir.

Tamm 3.5. M n-boyutlu topolojik manifold ve U, M nin agik bir altctimlesi
olsun. Eger U bir i homeomorfizmi ile E™ nin bir W alt ctimlesine eslenebiliyorsa
(U, ) ikilisine M de bir koordinat komsulugu denir. p € U igin

Y(p) = (xl(p),...,xn(p)), xi(p) € R, 1 <i<n dir. Burada x;(p) reel
sayisina Y (p) noktasinin i. koordinati [13] denir.

Tanim 3.6. M bir n boyutlu topolojik manifold ve M nin bir agik ortiisii {U, }
olsun. U, agik ctimlelerinin  indislerinin ctimlesi A olmak tizere {U, } ortiisti i¢in {U, }
a € A yazalim. E™ de U, ya homeomorf olan bir agik ciimle E, ve

Ya:Uq > Eq
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olsun. Koordinat komsuluklarmin {(U,, ¥,)}sea Koleksiyonuna bir atlas (veya
koordinat komsulugu sistemi) [13] denir.
Tamm 3.7. M bir n- boyutlu manifold ve S = {(U,, ¥gq)}qea M nin bir atlas:
olsun. Eger S atlas1 asagidaki 6zellige sahip ise S ye C",r = 1 sinifindandir [13] denir.
U,NU, # 0 olmak lizere Vo, 5 € A
Dop = Paopg': Wp(Uq N Ug) = o (Uq N U,)
Ppo =Ypoat: Yo(Ua N Up) = YU N U,)
fonksiyonlar C" sinifindandir. Eger S atlast M {izerinde C" smifindan ise S ye C”
sinifindan bir diferensiyel yapi denir. Buna gore S atlasmnin C" smifindan olmasi
(Cbaﬁ), (Cbﬁa), 1 < i < n fonksiyonlarinin C" smifindan olmasi ile tanimlanir.
Tamm 3.8. M n-boyutlu bir topolojik manifold ve M nin C” smifindan atlas:
S olsun. Bu durumda M ye diferensiyellenebilir manifold [13] denir. Eger S, C”
smifindan ise M ye n-boyutlu analitik manifold denir.
Tamim 3.9. M bir manifold olsun.
C®°M,R) ={f|f:U—->R,f e}
ciimlesini ele alalim. Bir
,:C*(M,R) > R
oWl =S vty B
donlistimii i¢in A, u € R,Vf, g € C*(M, R) olmak tizere
OV, (Af + 1g) = AW [f1+ ¥ [g]
iV [(f)] = V,[f19®) + f @)V, [g]

—

aksiyomlar: saglaniyorsa V}, fonksiyonuna M nin p noktasindaki tanjant vektorii [13]
denir. M manifoldunun bir p € M noktasindaki tanjant vektorlerinin climlesini

Ty () = {,|7,:C*(M,R) - R}
ile gosterelim. Bu climle

D:Tu () X Tu(p) = Tu(p)
(V, W,) =V, + W,:C*(M,R) - R

(V, ® W)[f] = V,[f] + W, [f]

ve
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O:Rx Ty (p) = Tu(p)
(20V,)[f1 = AV, [f],VfeC (M, R)
Islemlerine gore R iizerinde bir vektor uzay olur. Bu uzaya M’ nin p noktasindaki
tanjant uzay: [13] denir.

Tamm 3.10. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M manifoldu {izerinde
diferensiyellenebilir bir egri; R nin (a,b) araligindan M ye diferensiyellenebilir
doniisiim [13] olarak tanimlanar.

Tamm 3.11. M, n —boyutlu bir manifold ve M iizerinde diferensiyellenebilir
bir egri ¢: (a,b) — M olsun.

r, a(pl d
W = A |f=°a_xl- loeo)

tanjant vektoriine diferensiyellenebilir ¢ egrisinin ¢(t,) noktasindaki tanjant vektorii
[13] denir.
Tamm 3.12. M n —boyutlu bir manifold ve p noktasindaki tanjant uzay Ty, (p)
olsun.
Tu(®) = {fIf:Tu(p) = R}
uzayina Ty, (p) nin dual uzay: veya kotanjant uzayi [13] denir.
Tanim 3.13. M bir manifold ve X, Y € y(M), f € C*(M, R) olsun.
[ 1 x (M) X x(M) = x(M)
Vp € M i¢in
(X, Y1, (f) = X, (Yf) = Yp(Xf)
ile tanimlanan fonksiyona X ile Y nin Lie(bracket) operatorii [13] denir ve asagidaki
ozellikleri saglar. f,g € C*(M,R) ve X, Y, Z € y(M) olmak iizere
1. [X,Y] € C®°(M,R)
2. [fX,9Y]1 = fglx, Y1+ f(X[gDY — g(Y[fDX
3.[X, Y] =-[Y,X]
4.[1x,v],z] + [[v,z], X] + [[X,Z], Y] = 0.

Tanim 3.14. M,M' m ve n boyutlu C* manifoldlar ve f:M - M bir

doniisiim olsun. Bu durumda

feTu@) =T, (p)
8
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Vo= Lo () = (% Allrwy Vo Unllra)

ile taniml f,doniistimiine f nin diferensiyeli (tiirev doniisiimii) [13] denir.
Tamm 3.15. M,M  m ve n boyutlu C® manifoldlar ve f:M —» M bir
doniigiim olsun. Eger Vp € M (f.),, birebir ise f ye immersiyon denir. Bu durumda

M ye immersed altmanifold [13] denir.

Tanim 3.16. f: M — M immersiyon olsun. Eger f birebir ise f ye imbedding
denir. Bu durumda M ye imbedded altmanifold [13] denir.
Tamm 3.17. V; X V, X ..x V,. den R ye biitiin r — lineer fonksiyonlarin
climlesini
L(V; ..V:R)
ile gosterelim. Bu ciimlede toplama ve skalerle carpma islemleri sirasiyla
V(uy ...uy) EVy XV, X ... XV, igin
i+ 2w wu) = iy oup) + fo(ug uy)
ve A € Ricin
Ay uy) = Af (ug ... uy)
seklinde tanimlanirsa bu iki isleme gore L(V; ...V,: R), R iizerinde bir vektor uzay
olur. Bu vektor uzayna Vi, V5, ... V,* dual vektor uzaylariin tensorel ¢arpimi [13].
denir ve
LWV, Ve R) =V QV; ® ..U~
ile gosterilir. V' @ V; & ...V,* tensoér uzaymin her bir elemanina r. dereceden bir
tensor [11]. denir.
V=V, ==

ﬁ<

ise V"®V*Q ...V* uzayina bir kovaryant tensér uzayr ve bu uzayin her bir
elemanina da r. mertebeden bir kovaryant tensér [13] denir. T*(V) veya Q" V* ile
gosterilir.
Tamim 3.18. M bir manifold ve g, M tizerinde (0,2) mertebeli tensor alant
olsun. Eger g tensor alan X,Y € y(M) igin
LgXY)=g{,X)
2.9X,X)=0veg(X,X) =0 X =0
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saglaniyorsa g ye Riemann metrigi [13] denir. g Riemann metrigi ile tanimli bir
manifolda Riemann manifoldu denir.

Tamm 3.19. M bir manifold ve M {izerinde vektor alanlarinin uzay: y olmak
uzere

Vix(M) x x(M) = x(M)

(X,Y) > VyY
fonksiyonu asagidaki ozellikleri sagliyorsa V ya M manifoldu iizerinde bir lineer
konneksiyon [13] denir. V X,Y,Z € (M) veV f,g € C* (M, R) igin

D) VixrgrZ = fVZ + gVyZ

2) Vx(fY + 92) = fVxY + gVxZ + (XY + (Xg)Z.

Tanm 3.20. M bir manifold ve V, M iizerinde lineer konneksiyon olsun. Eger
V konneksiyonu asagidaki iki 6zellige sahipse Riemann konneksiyonu [13] adim
alir. V X,Y,Z € y(M) igin

1. [X,Y] = VyY — VyX
2.X9(Y,Z) = g(VyY,Z) + g(Y,VxZ)

Tamm 3.21. M, n —boyutlu bir manifold ve M iizerindeki konneksiyon V

olsun. Bu taktirde
T:x(M) x x(M) — x(M)

(X,Y) > T(X,Y) = VyY — VyX — [X, Y]
olarak tanimlanan vektor degerli tensore M {izerinde taniml1 V konneksiyonun torsiyon
tensorii [13] denir.

Tamm 3.22. M n-boyutlu bir manifold ve M iizerindeki V konneksiyonunun
torsiyon tensorii T olsun. Eger T = 0 ise V konneksiyonuna simetriktir veya sifir
torsiyonludur [13]. denir.

Tamm 3.23. M, m —boyutlu bir Riemann manifoldu ve M, M ye immersed

n — boyutlu bir baska Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M ye M nin Riemann
altmanifoldu [13] denir.

Tamm 3.24. W, M ve N, C® manifoldlar olmak {lizere

o:M —> N
bir C* doniisiim olsun. Bir W — N vektor demetinin pull-back demeti

10
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LW -M
ile gosterilir ve x € M i¢in bu demet
(7' W)y = Wy
ile tammlanan liflere sahiptir. W — N vektor demeti tizerindeki konneksiyon V¥ ile
gosterilen ve
VP:T(TM) X (o™ W) -» T(p~ W)
X, 9*0) > Vg (9*0) = Vi,x)0
ile tanimlanan tek lineer konneksiyondur. V¥ konneksiyonuna pull-back konneksiyon
[13] denir. Burada
(p*0) =(g°9)
dir.
Tamm 3.25. (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlar ve
o:M—-> N
bir C * doniistim olsun. Bu durumda ¢ doniisiimiiniin ikinci temel formu [13]
dp ET(T*M ® ¢ 1TN ) olmak iizere Vd¢ ile gosterilir ve X ,Y € T'(TM) i¢in
Vde:T(TM) x T(TM) = I'(¢p~'TN)
X,Y) » Vdeo((X,Y)
Vdp(X,Y) = Vede(Y) — de(VY{Y)
seklinde tanimlanur.
Tammm 3.26. M, N Riemann manifoldlar ve ¢:(M,g) — (N,h) bir C%
doniisiim olsun. Bu durumda ¢ nin ikinci temel formu simetriktir [13].
Tamim 3.27. (M, g), (N, h) Riemann manifoldlar ve
©o:M > N
bir izometrik immersiyon olsun. ¢ "1TN pull-back demeti teget ve normal demetinin
direkt toplami olarak
@ 'TN=tM®VM,X = X"+ X+
bi¢iminde yazilabilir. d¢ tiirev déniisiimiiniin , TM ile TM nin d altinda ¢ "*TN pull-
back demetindeki gérintiisii olan T yi 6zdeslestirildigi distniilirse X ,Y € I'(TM)
i¢cin
Ve (dp(Y)) = V{Y
11
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esitligine ulasilir. Bu durumda de (VYY) , V¥Y nin tanjant bileseni ve Vdg(X,Y) ise
VEY nin normal bilesenidir. Boylece Vde(X,Y), N deki (M) immersed
altmanifoldunun B(X,Y) ile gosterilen ikinci temel formu [13] olur.
Tanim 3.28. (M™, g) , (N™, h) Riemann manifoldlar ve
@:M™ - N"
bir C* déniisiim olsun. ¢ nin tensiyon alam [14] (@) € ['(¢~1(TN)) ile gosterilir ve

m
1(p) = divdp = —d*dp = izVdp = ¥ Vdp(e; e)
i=1

seklinde tamimlanir. Burada {91,-~,em}; M iizerinde bir ortonormal bazdir.
Tamm 3.29. M ve N sirasiyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar, x € M ve
@o:M —> N
bir C* doniisiim olsun. ¢ nin enerji yogunlugu [14] e(¢) ile gosterilen ve
e(¢):M - [0, )
x > e(P)x = 5 1dgxl?
seklinde tanimlanan bir C* fonksiyondur. Burada {elj...lem}, T, M tanjant uzayi igin

bir ortonormal baz ve |d¢,|?

dg.l? = % h(dp(e, dpx(e))

ile tammlanan Hilbert-Schmidt normudur [14].
Tanmm 3.30. (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlar; D, M de bir kompakt
bolge ve
@:M —> N,
bir C* doniisiim olsun. ¢ nin enerji integrali , ¢ nin enerji yogunlugunun integrali
[14] olarak tanimlanir ve E(¢; D) ile gosterilir. Yani
E(p;:D) = [ pe(@)vy =31 1dgl*v,,
dir.
Tanim 3.31. (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlar ve
C®(M,N) ={p|p:M - N, ¢ bir C*doniisim}
kiimesini géz 6niine alalim. ¢ € C* (M, N) kompakt bir D bolgesi tizerinde
E(.;D):C*(M,N) - R
12
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ile tanimlanan enerji fonksiyonelinin kritik noktasi ise ¢ ye harmoniktir [14] denir.

Tamm 3.32. M c E3 egrisi, (I, «) koordinat komsulugu ile verilsin. te I igin

a(t) noktasinda ki Frenet 3-ayaklis1 [13] , {T(¢t), N(t), B(t)} ise
T(t) =a (1),

N(D) = e (8),

B (t) =T(t) X N(t),
dir.

Tanmm 3.33. Egrilikler, oskiilator hiperdiizlemlerin degisme oranlarini
Olgerler. Buradan oskiilator hiperdiizlemlerini, n=3 6zel halinde egriliklerle daha
yakindan incelenebilir [13]. Bunun i¢in, egrinin koordinat fonksiyonlarini ele alinirsa;

M c E3 egrisi, a = (a;,a,, a3),(a; € C*°(I,R),1 <i < 3)

olmak tizere (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. (a;,1<i < 3)
fonksiyonlarini sy € I nin bir komsulugun da Taylor serisine [13] agilip ve s = 0

alinirsa

da; 2q; 2
ai(s)gai(0)+glo'5+—|0-—.+

a(s) = a(0) +s-a'(0) +5 - a"(0) + = a"(0) + -,
elde edilir. Diger taraftan, a(0) noktasindaki Frenet 3-ayaklis1 [13] {T,, Ny, B} Ve
s € [ yay parametresi olmak lizere,

a'(0) =T,,

a”(0) = k1(0)Ny,

dkq
ds

a'"'(0) = —kf(0)To + —*lo - No + k1(0) - k2(0) - By,

dir. Buradan a’(0), a"'(0), a'"'(0) ifadelerini

2 3
a(s) = a(0) +s - a'(0) + ‘% L@ (0) + % L@ (0) +

denkleminde yerine yazarsak,
2 S3 3

a(s) = a(0) + [s I (0= + ---]To + [kl(O)%+€k’1(0) + ---]NO + [kl(O)kz(O)% _—s

denklemi elde edilir.

13
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Simdi s, = 0 noktasinin bir e > 0 komsulugunda «(s) egrisini ele alalim. & nun

oyle kiiciik bir degeri se¢ilmeli ki s # 0 ve

2 3

S:S :...:S’nz...zo
olsun. Elde edilen bu egri bizim egrimizin bir pargacigi oldugu i¢in bu pargacigi a’(s)

gosterelim. a'(s)

s3 s s3
a(s) =a(0)+[s—k1(0)€+---]Tg+[kl(O)?+€k1(0)+--~ Ny

s3
+ [kl(o)kz(o) E + o ] Bo,

denkleminden
a'(s) = a(0) + sT,
seklinde tanimlanabilir. Bu egri ise a(s) egrimizin s, = 0 noktasindaki teget
dogrusudur.
Simdi s, = 0’ m dyle bir £ komsulugunu secelimki s # 0, s # 0 ve
s3=gt=..=s"=... =0,

olsun. Buradan

2 3
a(s) = a(0) +s - a'(0) + 57 L@ (0) + % L a"(0) + -

denkleminden elde edilen yeni egri
&"'(s) = a(0) + Ty + ky (0) 5N,

olur. Bu elde edilen egri ise parametrik ifadesi (s, k,(0) %) olan bir parabol olup a(0)

nr

noktasindan gecer. Dolayisi ile buradan su sonuca varabiliriz. a'’'(s) egrisine a(s)
nin kuadratik yaklasimi [13] denir. k;(0) egriligi sayesinde bu parabol tek olarak belli
olur. Ayrica k4 (0) = 0 olmas1 halinde de bu egri bir dogru olur ve k,(0) — 0 olmasi
icin de bu egri bir dogruya yaklagmalidir. Suhalde k; egriligi egrimizin s, noktasinda
bir dogrudan (teget dogrusundan) ne kadar ayrildigin1 gosterir.

Simdi de egrinin daha genis bir yaklagimini dlgmek icin s, = 0’ 1n dyle bir
komsulugunu secelim ki bu komsulukta s # 0,52 # 0 ve s3 # 0 ve
5 ..

st=s =st=..=0,

olsun. Bu sartlar sonucunda elde edilen bu yeni egrinin ifadesi

14
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s3 s? s3 . s3
o' (s) = a(0) + (S —k,(0) E) T(0) + <k1(0) > + Ek1(0)> Ny + k1(0)k2(0)€Bo,

bi¢iminde olur. Bu egriye a(s) egrimizin Frenet yaklasimi [13] denir. Bu egri ii¢
boyutlu uzayda a(0) dan geger ve parametrik ifadesi

x=s5-k(0,

52 s3

y =k (0) S+ ki (0) %,

2=l (0)k;(0)%,
dir. Yani k,(0) = 0 i¢gin bu egri a(s)’ in oskiilatér diizleminde yatar, aksi halde bu
diizlemden uzaklasir. Sonug olarak k, burulmasi egrimizin bir diizlemden ne kadar
saptigini gosterir.

Tanim 3.34. y,E"de, y:I € E — E"™ile

tanimli birim hizl bir egri olsun. Bu y egrisi her s € [ igin d- salimim egrisi, bir Frenet
egrisi [15] olarak adlandirilir. (Burada y'(s) = v dir) ve kq, ko, ..., kg_1: I = R, d —
1 fonksiyonlar Frenet egriligi olarak isimlendirir. Oyle ki Frenet formiilleri , D E™ nin
levi-civita konneksiyonu oldugu yerde

Dy, v'(s) = k1(s)v,(s)

Dy, v5(s) = =k, (s)y(s) + kz(s)vs

Dvlvi(s) = —ki_1()v;_1(s) + k;i($)v;41(s)

Dvlvi+1(s) = —k;(s)v;(s)
tanimlanir.

y:l € E - E"
tanimlt bir regiiler W egrisi rankW = d nin bir W egrisi olarak adlanirilir. Eger y, d
salimim egrisinin mertebesinin bir Frenet egrisi ve Frenet egrileri (1<i<d-1)
sifirdan farkl: sabittir. Bir rankW = 3 tin W egrisi bir sag dairesel helistir [15].
Tamm 3.35. (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlar olsun. Bu durumda
@:M —> N,
C” donilistimii M nin biitiin kompakt bolgeleri ve D iginde desteklenen biitiin

C* {¢.} varyasyonlar i¢in
15
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%E((pt:D)It=0 =0,

sartin1 sagliyorsa ¢ ye bir harmonik doéniistim [14] denir.

Tanim 3.36. (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlar, x € M ve

@:M —> N,
bir C* doniigiim olsun. ¢ TN pull-back demeti iizerindeki pull-back metrik [14] (, )
ile gosterilir ve v,w € ['(¢ 1TN) olmak iizere x € M noktasinda
(U, W)y = hy (v(x), w(x)),

seklinde tanimlanur.

Tamm 3.37. ¢: M — N, Riemann manifoldlar1 arasinda tanimlanan bir C
dontistim ve {@;}, ¢ nin D € M kompakt bolgesi i¢inde desteklenen bir C*
varyasyonu olsun. Bu durumda (,) , ¢ TN pull-back demeti iizerindeki pull-back

metrik [14] olmak iizere

d
EE(%:D)h:o = _fD(U'T((P))Vg,

dir. Burada x € D ve v(x) , {¢¢} nin

_6<Pt(x)|
a9t %

v(x)

ile tanimlanan varyasyon vektor alanidir.

Tamm 3.38. M, N Riemann manifoldlar, ¢ : M — N bir C* doniisiim ve D ,
M nin bir kompakt altkiimesi olsun. Bu durumda ¢ nin harmonik [14] olmas: igin
gerek ve yeter sart (¢) = 0 olmasidir.

Tamim 3.39. M, N Riemann manifoldlarve ¢ : M — N bir harmonik doniisiim
olsun. Bu durumda t(¢) = 0 denklemi harmonik denklem veya tensiyon alan
denklemi [14] olarak adlandirilir.

Tanim 3.40. M, N Riemann manifoldlar ve

©:M—> N
bir izometrik immersiyon olsun. ¢ nin ortalama egriligi [14] (veya N deki ¢ (M)

immersed altmanifoldunun ortalama egriligi ) u ile gosterilir ve

M _ 1 _
=—izB = ) B(e;e;),
.u i§1 ( l l)

16
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seklinde tanimlanur.
Tamim 3.41. M, N Riemann manifoldlar ve
©:M—> N
bir izometrik immersiyon olsun. Bu durumda
t(p) = izB = (boyM)u™
dir. Dolayisiyla bir izometrik immersiyonun harmonik olmasi igin gerek ve yeter sart
bu izometrik immersiyonun minimal [14] olmasidir.
Tamm 3.42. M, 1 — boyutlu ve N, n- boyutlu Riemann manifoldlar olsun. Bu
durumda
@:M —> N™
C® doniigiimii, bir parametrik egri olarak diisiiniilebilir. N iizerindeki {y?,...,y™}

koordinat doniistimleri i¢in y = 1, ..., n olmak {izere

ad
(@) = 1(p ym,

= (Ze gy der ety o,
dt? af at dt Jayv

bulunur. Bdylece R nin bir acik altkiimesinden veya S! den keyfi bir Riemann
manifolduna tanimlanan bir C* doniisiimiiniin harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter
sart bu doniisiimiiniin yay uzunlugunun bir kati ile parametrelendirilmis bir geodezik
[14] olmasidir sonucuna ulasilir.
Tamm 3.43. M, N Riemann manifoldlar ve
o:M—-> N
bir C* doniisimii olsun. ¢ nin tensiyon alan:
(@) = izVde,
olmak iizere D € M kompakt bdlgesi i¢in ¢ nin bienerji integrali [14]

Ex(9) =3 S [t(@)v,
ile tanimlanir.
Tamim 3.44. M , N Riemann manifoldlar, ¢ : (M, g) — (N, h) bir C* doniisiim
ve {@.}, @ nin D c M kompakt altkiimesi i¢inde desteklenen bir C* varyasyonu olsun.
Bu durumda {,), @ 1TN pull-back demeti iizerindeki pull-back metrik [14] ve

A% = —iz(VPV? — V),
17



3. MATERYAL ve YONTEM Giilistan POLAT

@~ 1TN pull-back demetinin kesitleri iizerindeki Laplasyan olmak iizere

%Ez (@¢:D)]e=0 = fD(Tz ((P),V)Ug )
dir. Burada x € D i¢in v(x) ,{@,} nin varyasyon vektdr alani; RN, N manifoldu
tizerinde RV (X,Y) = [V, Vy] — V[xyj ile tanimh egrilik operatorii ve
T2(9) = =A% (1(p)) — izRV (dp (=), 7(9) )dep(-)
dir.
Tammm 3.45. M, N Riemann manifoldlar ve ¢ :(M,g) - (N,h) bir C%
doniisiim olsun. Bu durumda
7,(9) = —A?(1(9)) — izRY (do(=),7(¢))dp(-) = 0,
esitligine ¢ donsiimiiniin biharmonik denklemi [14] ve t,(¢) = 0 denklemini
saglayan ¢ doniisiimiine de biharmonik doniistim [14] denir
Tamm 3.46. M, N Riemann manifoldlar, ¢: (M, g) = (N, h) bir C* doniisim
olsun. ¢ nin bitensiyon alan t,(¢) ile gosterilir ve
12(9) = =A% (2(9)) — izR" (do (=), 7(9))do (=),
seklinde tanimlanir.
Tanim 3.47. I € R olmak tizere ¢ : 1 = (M, g) bir izometrik immersiyon
olsun. y(I) gortntii kiimesi M de bir egrinin goriintiisiidiir. y egrisi yay parametrisi ile

- - s - . d ..
verilsin. Bu durumda y egrisinin tensiyon alan y = d—’; = T olmak tizere

t(y) =Vyy
dir. Boylece bitensiyon alani
12 (y) = —At(y) — izRM(dy, 7(¥))do(-) ,
= iz(V'V = Vp)e(y) — izR™ (dy, (1) dy (-)
seklinde yazilabilir. Buradan

(1) = VaVat() + V! 4t(y) — izRM(dy, 7(y))dy,

dt dt %dt

=V Vot + VY 4 o(y) — izRM(dy, t(y))dy,
(@) (& Vo (@r)

= Vi Vit(y) — izR(dy,7(y))dy,
dt dt

= Vyz(y) — izR (dy,7(y))dy
18
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olur ve y egrisinin biharmonik denklemi [14]
Vyt(y) — izRM (dy,7(y))dy = 0
seklindedir. Bu denklemden her harmonik egrinin biharmonik olacag: agikca
goriilmektedir. Ancak bunun tersi her zaman dogru degildir. Ayrica R’ nin bir agik
araligindan veya S den tanimlanan bir doniisiim harmonik olmast i¢in gerek ve yeter
sart bu doniisiimiin yay uzunlugunun bir kat1 ile parametrelendirilmis bir geodezik
olmasidir. Boylece geodezikler biharmonik egrilerin bir alt sinifin1 olusturur
Tanmim 3.48. f : (M™, g) — (0, +o0) bir siirekli fonksiyon olsun.
@:(M™,g) » (N, h)
@, f — bienerjisinin iki Riemann manifoldu arasinda f — bienerjisinin 6nemli bir

noktast olmak tizere

E @) =31 @)y,
D
dir. Herhangi bir D kompakt etki alan i¢in, v, hacim elemandir. ¢ nin f — tension
alam [14]
tr(p) = trace,Vfdo = ft(p) + dp(grad™f),
tarafindan verilir. 74(¢) = 0 olursa f harmonik déniisiimdiir [14].
Tanim 3.49. f : (M™, g) — (0, +) bir siirekli fonksiyon olsun.
p:(M™, g) > (N", h)
@, f — bienerjisinin iki Riemann manifoldu arasinda 6nemli bir noktasi olmak {izere
f — bienerjisi
Ep(9) =5 | flr(p)lPvg,
seklinde tanmlanir. f — biharmonik dontistimii [14]
Tor = f12(0) + (Af)(@) + 2V, ,47(p) = 0
seklinde tanimlanir.
Tammm 3.50. M, N Riemann manifoldlar ve ¢ :(M,g) - (N,h) bir C%

doniisiim olsun. Bu durumda bi- f -enerjisinin 6nemli bir noktasi olan

1
Era(0) =5 fﬂflr(qo)lzvg,

seklinde tanimlanir. Bi- f -harmonik doniisiim [16]
19
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772() = —trace(V? f (V016(9)) = fV%u1r(0) + fRY (1£(9), dp)dg = 0
olarak tanimlanir.
Tamm 3.51. f:I >R, y:[ >N
olup y "mun f — bi-harmonik egri [17]. olmasi
FOURT — RN(T,V,;T)T) + 2f 'VAT + f 'V, T =0
seklinde tanimlanir.

Tamim 3.52. y:I = N olmak {izere y nin bi- f -harmonik egri [17]
(=f2RVN VYT, TYT — (f " +ff T —@(f )2 +3ff )VIT -
(4ff )VHVAT — f2UNVAVAT)] =0

seklinde tanimlanir.

20
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4. DUZLEMSEL NORMAL KESITLER
4.1. Duzlemsel Normal Kesitli Manifoldlar

E™ nin n — boyutlu alt manifoldu M ve M nin herhangi bir p noktasindaki

sifirdan farkl: tanjant vektorii t olsun.
T, M U {t} = E(p,t)

diyelim. boyE(p,t) = (m —n+ 1) dir. E(p,t) ile M nin arakesiti p € M nin
komsulugunda bir y egrisi tanimlar. s — yay paremetresi olmak tizere y(s) egrisine M
nin normal kesit egrisi [1] denir. Genel olarak p noktasinda y egrisi igin

y'AY" Ay #0
dir. Burada A cross garpimini gostermektedir. Eger p noktasi igin

V' AY"AY"T =0,
iIse M altmanifolduna diizlemsel normal kesitlere sahiptir [1] denir. Yani her normal
kesit i¢in

y'AY"AY"" =0
dir. Genel olarak y, E(p,t) de bikiimlii bir uzay egrisidir.

Teorem 4.1.1. M,E™ nin n = 2 boyutlu bir alt manifoldu olsun. M nin
diizlemsel normal kesitlere sahip olmast igin gerek ve yeter sart h ve Vh i¢in M de
herhangi bir t tanjant vektori verildiginde.

V. () AR =0
[1] saglanmasidir.

ispat. M,E™ nin n — boyutlu bir alt manifoldu olsun. y(s) de s — yay
dy

paremetresiyle verilen p € M civarinda normal kesit olsun. Biz T yi T =y'(s) = =

ile tanimlanan y(s) boyunca birim tanjant vektor alani olarak alalim ve y(0) =p
oldugunu farz edelim. ey e, ...,e, M 'ye tanjant vektorler, e,,1 €47 ...,y M'Yye
normal vektérler olmak iizere E™ nin e, e, ..., e, ortonormal catilarmim bir lokal
alanini segelim. y(s) boyunca T = y'(s) = e, alalim. ey, e, ..., e;, Karsilik gelen dual

catt wi ...w? olsun. w§ 1 — formlar m? tanedir. 4, B = 1, ... m &yle ki E™ nin yap
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denklemleri

1.Ve, =Y wh , wi+wh,
2.dwh ==Y wi Awl |
3.dwi ==Y wlAws ABC=12..m

r=n+1,..,miginw" = 0 oldugundan ve h(T,T) € TaM oldugunda
h(T,T) = a;e™ + - + ap_ne™ 4.1)

m-n
(h(T,T),e™') = a; = hi; = h(T,T) = a,e™" + -+ ap_ne™ = hif'e™ ' + ¥ lzlﬁer
i=

1 = (hCeve e = 1om r=nt 1, “2)

olarak alimirsa T = e;, (y(s) boyunca) ise

y’(S) =T =¢e,

n

Y (s) =V;T + (T, T) =Y w)(T)e; + h(T,T),
i=2

y(s) = Tr(F,1) = £ T (wi(D)) e + % wi(T)Vre; + Trh(T,T),

i=2

) n ) . _ m-n
=Y, T (w;(T)) e+ ¥ 1W;(T)wif (e + i Tonss + 5 TCR(T, e0) e,
Lj= i=

=38, T (WD) e + jinj: Wi (Tw](T)e; + mzz?: (Vrh(T, e, e, ey

+ Tg_: (A(T, e,), Vre,) + Voh(T, T)
Y(5) = Sy O+ 3wl (D! (e + Voh(T,T) = 5 Hiule + 3 wi(TACe,T)
bulunur. y(s) = p oldugu yerde y"'(0) ve y""'(0), E(p,t) ’ niniginde bulunur.
E(p, t) nin tammindan wf + w4 = 0 den w}(t) = 0 dur. Ciinkii
E(p,t) =T#FM U {t}idi. w' +w! =0 =>w! = —w}i=23,..,m—n+1igin

w; = 0 dir. Ayrica w}! = 0 oldugundan

y(0) = 3, wi(t)e; + h(t,t) = h(t, )
i=2
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y"(0) == ) hiihie; + Vrh(T,T),
iLr

= —||h(t, OI*t + (Dr (h(T,T)),

y""(0) = —lIh(t, DIt + (Veh(t, 1) )
K(0) = ||h(t,t)|l, p = y(0) da y(s) nin egriligi oldugundan eger normal kesitli
diizlemsel bir egri ise 0 zaman y""' (0), y"(0) ve y'(0) in bir lineer kombinasyonudur.
Dolayisiyla
(Vrh)(t, t) AR(t,t) =0
bulunur. Tersine (V;h)(t, t) A h(t, t) = 0 kabul edelim. O zaman M ye tanjant
p € M noktasinda herhangi bir vektor ele alindiginda normal kesit y(s) boyunca
h(T,T) tarafindan gerilen uzaya sifirdir ya da normal konneksiyon D ile y boyunca
paraleldir ve
{Dr(h(T,T) = (V+h)(T, T)}

boylece y(s) dizlemsel bir egri olup ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.2. E™ nin n > 2 boyutlu bir alt manifoldu M olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler denktir [1].

a) ikinci temel form h igin (V;h)(t, t) = 0 saglanir,

b) ikinci temel form h paraleldir.Vh = 0 dur.

c) p € M noktasinda M nin normal kesiti p de bir kése noktasina sahip
diizlemsel bir egridir. y (s) nin egriligi K? = (y",y"") olmak iizere

dK*®) _
ds

olmaldir.
ispat. (a) = (b)
E™ nin bir alt manifoldu M ve X,Y,Z € y(M) olsun. Coddozi denkleminde
(vxh)(y: Z) = (th)(X, Z)
olup (Vth)(t, t) = 0 oldugunu kabul ettik. Béylece t = x — y igin
(Vth)(t, t)=0= (Vx_yh)(x —y,x—y)=0

= (Vx_yh)(x,x —y) — (Vx_yh)(y,x —y)=0
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= (Vayh) (6, %) = (Vayh) (5, 3) — (Veoyh) %) + (Vi—yh) (7, 7) = 0

. ((ﬁxh)(x» x) — (V) (x, %) — (Voh) (%, 9) + (V,h) (x, y) )
—(Veh) (3, %) + (VR (v, %) + (V) (3,y) — (V) (v, ) =0

=3 —B(Vxh)(y, x) + 3(Vyh)(y, y)=0
= (Vy)(x,) = (Vxh)(x,y) = 0 (4.3)
t =x+yigin
(th)(x +y,x+y)=0 =
(Vxh)(x +y,x+y)+ (Vyh)(x +y,x+y)=0
= (Veh) o x+3) + (VR x +y) + (Vh) o x + ) + (Vh) (v, x +y) =0
S ((Vx_h) (6x) + (Vxh) () + (Veh) 0,3) + (Vh) 0 9) ) _o
+(V,h)(x, %) + (V,h) (%, ) + (V,R) (v, x) + (V,h) (7, ¥)
= 3(V,h)(x,y) +3(V,h)(x,y) =0
(Vih) (6, y) + (Vyh)(x,¥) =0 (4.4)
(4.3) ve (4.4) denklemleri taraf tarafa toplanirsa (V,h)(x,y) = 0 ve (V,h)(x,y) = 0
olur.X =Z + T igin
= (VxR)(X,Y) = 0= (Vrh)(Z+T,Y) =0
= (V;h)(Z +T,Y) + (V;h)(Z 4+ T,Y) =0
= (V;h)(Z,Y) + (V,h)(T,Y) + (Voh)(Z,Y) + (V7h)(T,Y) =0
= (Vzh)(T,Y) + (V7h)(Z,Y) = 0(coddizi denklemi)
= (Voh)(Z,Y) + (Vzh)(T,Y) = 0 = (V7h)(Z,Y) = 0
olup Vh = 0 bulunur.
(b) = (a) agiktir. h paralel ise Vh = 0 olup (V:h)(t, t) = 0 bulunur.
(b) = () Vh =0 ise Teorem 4.1.1. den (Vh)(t,t) Ah(t,t) =0 olup M
diizlemsel normal kesitlere [18] sahiptir. y nin p € M noktasinda bir kose noktasina

sahip oldugunu yani

dK?(p) _

ds 0
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oldugunu gosterelim. y’ nin egriligi K (s) olmak iizere

K2(s) =" (),7"(s))

<Z wi(T)e; + h(T,T), Z wi(T)e; + h(T, T)>

o~

I
.Mz

(Wl-i (T))2<€i'ei) + ZWLL (T) Z (ei’h(T, T)) + (h(TF T)' h(Tr T))'

2 =2

K2(s) =Z wi(T)) (T T, R(T, TY),

burada tiirev alinirsa

d?K(s)
ds

= 2(—A7(T,T) + Dyh(T,T), h(T, T)),
= 2(D+h(T, T), h(T,T))

olup M diizlemsel normal kesitlere sahipse Teorem 4.1.1. den

=2 f}_T (Wi(D)). wi(T) + 2(V-h(T, T), (T, T)),

(vTh) (T, T) = Drh(T, T) oldugunu gérmiistiik. Dolayisiyla

dKz(s)
ds

2((Vrh)(T,T), h(T,T)),

dK?(s)
ds

olup (b) den dolay: = 0 olup y, peM de bir kdse noktasina sahiptir.

(¢) = (a) M nin diizlemsel normal kesitlere sahip oldugunu ve p de y(s)
nin bir kdse noktasina sahip oldugunu kabul edelim. M, p € M de diizlemsel normal
kesitlere sahipse

(V:h)(t,t) AR(t, t) = 0= h(t,t) = A(Vh) (L, t)
dir. p € M, y bir kdse noktasina sahipse
((Ve)(t, 1), h(t, ) =0
dir. O halde
((Veh)(t,£), A(V ) (L, £)) = 0 = (V h)(t,t) =0
bulunur.
Teorem 4.1.3. E™ nin n = 2 boyutlu bir alt manifoldu M olsun. M diizlemsel

geodeziklere sahiptir gerek ve yeter sart M ayni sabit egriligin diizlemsel normal
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kesitlerine sahipse, yani onlar ayni ¢emberlerdir ya da diiz ¢izgilerin pargasidir [2].
ispat. M aym sabit egriligin diizlemsel normal kesitlerine sahip olsun. Buna

gore p € M de normal Kesit y(s) nin birim tanjant vektorii ¢ olsun. Burada
n ; 2
K?(s) = _22 (wWi(D)" + k(T DI,
i=

olup p = y(0) de w/(T) = 0 oldugundan
K?(0) = |In(T, T)II%.
M ayn1 sabit egriligin diizlemsel normal kesitlerine sahip oldugunda
Wii(T) =0,i = 1,2, ...,n alinir. Bu da gosterir ki normal kesit y (s), birinci hiz vektori
t ile p civarinda, M de bir geodeziktir. Clinkii ayn1 sabit egriligin diizlemsel normal
kesitlerine sahipse
K2(s) = lln(T, DII?,
c = (h(T,T),h(T,T)) = ((V:h)(t, t),h(t,t)) =0,
dir. Burada (V.h) (¢, t) A h(t,t) = 0 oldugundan
V:h) () =0=>Vh =0
dir.

n .
y'(s) = X wi(De; + h(T,T) = h(T,T) € THM
i=2

olup y bir geodeziktir [12].

Tersine M diizlemsel geodeziklere sahipse M ye bir n- diizleminde igerilir ya
da biitiin geodezikler ayni yar: ¢apli ¢emberlerdir. Eger ilk durum dogruysa her normal
kesit bir diiz ¢izginin pargasidir. Eger ikinci durum dogruysa M’ nin her y(s) egriligi
sabittir. Burada x = y'(s) alinirsa V,,.x = 0 oldugunda

vY"(s) = V,x = Vx + h(x,x) ETor M
olur. Bununla beraber biz y" (s) = V,x = h(x,x) = K(s)N, K(s) = ||h(x,x)|l y(s)
nin egriligi ve y diizlemsel oldugunda V, N = —KX ise
V.N = —AxX + DyN = —KX = DyN =0
dir. K nin sabit egriliginde bunlar birlestirilirse
(V) (x,x) = Dx(h(x,x)) = 0,
olup bu M nin her geodezigi icin dogrudur. Béylece biz (Vh) = 0 ’a sahip oluruz.

26



4. DUZLEMSEL NORMAL KESITLER Giilistan POLAT

Teorem 4.1.1 den de M nin diizlemsel normal kesitlere sahip oldugu agiktir. Boylece
E(p,t) ile verilen diizlemsel normal kesit ve p de t hiz vektorii diizlemsel geodezik

gercekte ayni egriliklerdir [2]. Boylece M nin normal kesiti diizlemsel egrilerdir.

4.2. Diizlemsel Normal Kesitli Yiizeylerin Siniflandiriimasi

Biz bu bolimde E™ deki yiizeyleri diizlemsel normal kesitler yardimiyla
stniflandiracagiz.

Teorem 4.2.1. E™ nin i¢inde diizlemsel normal kesitli bir yiizey M olsun. Eger
M, E™ nin 3- boyutlu E3 uzayinin i¢inde kalmazsa bu taktirde M, E™ nin 5 boyutlu
Veronese yiizeyinin bir agik alt kiimesidir [1-3].

ispat. X,Y,Z € y(M) olmak tizere

(VxW(¥,2) = (V:)(Y,Z) — h(VxY, Z) — h(Y,Vx2),
ile h nin kovaryant tiirevini tanimlayalim: M nin diizlemsel normal kesitli bir yiizey
oldugunu kabul edelim p € M noktasinda M ye tanjant birim vektor t olsun. y(s),

y(0) = p € M noktasinda ki M nin normal Kkesiti olsun.

T(s)=v'(s),
oldugunu kabul edelim. O zaman
v"(s) = VT = VT + h(T,T), (4.5)
vy"'(s) = VYT + V+h(T,T), (4.6)
= VYT + h(VyT) — Aper T + Drh(T,T), 4.7

elde ederiz. y(s)’ nin kesit egriligi K (s) olmak iizere
K2(s) =", y") =(VyT + h(T,T),V;T + h(T,T)), (4.8)
= (V4 T, V7T + 2(V; T, h(T, T)) + (h(T,T), h(T, T)),
= [IV;TII? + Ih(T, DII?
bulunur. y diizlemsel bir egriolup y' Ay Ay"" =0day' = by’ + ay" olup
VeVeT — AperryT + Dph8(T, T) = bT + aVT + ah(T,T) (4.9)
olur. Burada a ve b katsayilar bulunursa; ilk 6nce bu esitligin teget ve normallerini
esitleyecek olursak

(VrVeT,ViT) = (Aper.yT, R(T, T)) = bT + aV;T,
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h(T,T){(h(V;T,T) + Drh(T,T)) = ah(T,T),
(ViVeT, VeTY = (Apry T, Vo T) = B(T, V¢ T) + a(V; T,V T),
(h(V7T,T), h(T,T)) + (Drh(T,T), h(T,T)) = a{h(T, T), h(T,T)),
(VVT,VeT) = (h(T,V7T), h(T,T)) = al||[V;TI|?,
(h(V7T, T),h(T,T)) + (Drh(T, T),h(T,T)) = allh(T, DII?,
(VeVrT, VeT) + (Drh(T,T), h(T,T)) = aK?(s),
(VrVeT, ViT) — (h(V7T, Vo)) + (A T, h(T, T)) = aK?(s),
2(VyVrT, VeT) + 2(Vh(T,T), h(T,T)) = 2aK?(s),

T(K?) = 2aK?,

_T(K?
T 2K2

bulunur. Simdi b’ yi bulalim:
T(V;VeT — AperryT) = bT + aV, T,
(VoVeT, TY = (AperyT, T) = BT, T) + a{V;T,T),
(V7T T) — (Ah(T,T)TrT) =b,
—(V;T, VT — (h(T,T),h(T,T)) = b,
—-K?=b,
bu bulunan a ve b degerleri (4.9) denkleminde yerine yazilirsa

T

2
VoVeT + R(V;T,T) = ApryT + Drh(T,T) = —=K?T + 52V, T + h(T, T) (4.10)

olup bu ifadenin teget ve normalleri esitlenirse

T(K?
VTVTT - Ah(T,T)T = —KZT + %VTT, (411)
T(K?)
h(V;T,T) + Drh(T,T) = - h(T,T) (4.12)

olup, h’nin kovaryant tiirevinden
(Veh)(T,T) = Drh(T,T) = 2h(V;T, T)
olup bu ifade (4.8) te yerine yazilirsa

h(VsT,T) + Dyh(T,T) = ") h(r, T),

h(V¢T,T) + (Veh)(T,T) + 2h(V;T,T) = %h(ﬂ T),

T

3h(VeT,T) + Foh)(T,T) = U n(r, ), (4.13)
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elde edilir. y'(0) ve y"(0)’a bakilacak olursa p = y(0) noktasinda m — 1 uzay
E(p,t)’ nin i¢inde yatar. E(p, t) , t ve T, M tarafindan gerildiginde (4.5) ve (4.6) den
y"(0) = Vit + h(t,t),
y"'(0) = V Vit + h(V,t) — Apeyt + Deh(t, t),
y"'(0) = =Ape T + Drh(T, T) = (V,h) (¢, 1),
olur. (4.9) denkleminden
T(K?)
2K?
y(0) = —K2t + ZE ) pe )

2K?

—Apeot + Deh(t t) = —K*t + —==h(t, 0),

Burada (4. 13) goz 6niine alinirsa
"' (0) = =K%t + 3h(V,t,t) + (V.h)(t,t)
olur. Boylece
y'(0) =t,
y"(0) = h(t, 1),
y"'(0) = —=K?t + (V:h)(t,t)
bulunur. M diizlemsel normal kesitlere sahip oldugundan
y' Ay Ay =0,
olup buradan
VR () AR(E, ) =0 (4.14)
bulunur. Bup € Tp M de herhangi bir birim vektor ve p € M de herhangi bir nokta igin
dogru oldugundan u € TM igin
V,h)(w,u) Ah(u,u) =0, (4.15)
ifadesini elde ederiz. (4.13) ve (4.14) de yerine yazilirsa
(VR () AR(E, ) =0

(LT, T) = 3R(V+T, T} ARCT,T) = 0,

h(V;T,T) AR(T,T) =0, (4.16)
olur. Eger y(s), p = y(0) nin yeteri derecede kiigiik bir komsulugunda geodezik yay
[2] degilse (T, T) = 1 den (V;T,T) = 0 dir. Ancak s # 0 oldugu zaman

V1T (s) = 0 dir. Dolayistyla VT L T dir. Buradan asagdaki lemmayi verebiliriz.
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Lemma 4.2.1. M, E™’nin diizlemsel normal kesitlere sahip bir yiizeyi olsun.
Eger p’ deki normal kesit y(s), p nin yeterince kii¢iik bir komsulugunda geodezik yay
[2] degilse bu durumda t = y(0) olmak {izere
h(tt,t) Ah(t,t) =0 (4.17)
dir. T,M nin bir baz1 M yiizey oldugundan {e;, e} olsun. Boylece

{t(O) = e;cosQ + e,sin®
t+(0) = —eysin® + e,cos®

(4.18)
seklinde ifade edilebilir. Eger
(h(t(®),t(9)), h(t(®),t*(@)) # 0,
ise 0 zaman Lemma 4.2.1 den
h(t(D), t(D)) A h(t(9),t*(9)) =0, (4.19)
olacak sekilde @ € (a, b) olmak iizere (a, b) agik araligi vardir. (4.18) da (4.19) goz
ontinde bulundurulursa
h(ei,e;) A h(ezlez) =0,
bulunur.
h(e1, €2) Ah(eze;) = h(eye2) Ah(ey e1) = h(ey, e1) Ah(eze;) =0 (4.20)
bulunur. Dolayisiyla boyImh < 1 olur. Normal kesit y geodezik yay degil ise 0 zaman
boyImh < 1 bulunur. $imdi geodezik yay oldugunu diisiinelim. Eger t+ € T,M*
birim vektorii igin y geodezik yay ise (h(t, t), h(t, t)) = 0 olur. T,M nin u ve v birim
dik vektorleriicint = u + v, t+ = u — v alinirsa
(h(u+v,u+v),h(u+v,u—v))=0,
(h(u,u) + 2h(u,v) + h(v,v), h(u,u) — h(v,v)) =0,
—2(h(u,v), h(v,v)) + (h(v,v), h(u,u)) — (h(v,v), h(v,v))) = 0,
((h(u,w), h(u,u)) — (h(u,w), h(v,v)) + 2(h(u, v), h(u,u))
—2(h(u,v), h(v,v)) + (h(v,v), h(u,u)) — (h(v,v), h(v,v))) =0
1h(w, w12 = lIACw, v)] = 0 (4.21)

+ 1
bulunur. V = £ alinirsa

2
u+ut u ut
<ul v) - <ul \/E > - <ul \/_E> + <ul ﬁ> 1
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t—tt t+tt
yadau =
2 2

lR(u, WI* = (h(ut, uh), h(w, w)) + 2[|h(ut, w)||? (4.22)
bulunur. Burada p noktasinda ya h(u, ut) = 0 ve boyImh < 1yadah(u,ut) # 0ve
boylmh = 2 dir. Simdi

buradan v = alinirsa (4.21) ifadesinden

M; ={p € M/boylmh = 2,p € M}
de ele alalim.
Lemma 4.2.2. M, E™ nin pointwise diizlemsel normal kesitli bir yiizeyi olsun
[3]. Sayet boyImh < 1 ise 0 zaman M lokal olarak, E™ nin 3 — boyutlu E3 uzayinda
kalir [2]. Eger M #+ M, ise 0 zaman M — M; , M nin bostan farkli bir agik alt
kiimesidir. M — M, tiimleyeni U olsun. U tizerinde u € T, i¢in
(h(u,w), h(u,ubt)) =0, (4.23)
olur. Buradan ||h(u, w)|| # 0, [[A(u,ut)|| # 0 olup
h(u,u) A h(u,ut) =0
sart1 saglanir. Tersine U diizlemsel geodeziklere sahiptir. Boylece U da boylmh > 2
dir. Diizlemsel geodezik yiizeylerin siniflandirma teoreminden goriiliir ki M, E™ nin
E® Veronese yiizeyinin bir agik alt kiimesidir. Boylece U = M olarak teoremi
tamamlariz. t* = u — v alinirsa
(h(u+v,u+v),h(u+v,u—v))=0,
(h(u,u) + 2h(u,v) + h(v,v), h(w,u) — h(v,v)) =0,
—2(h(u,v), h(v,v)) + (h(v,v), h(u,u)) — (h(v,v), h(v,v))) =0,

((h(u,u), h(u,u)) — (h(u,u), h(v,v)) + 2{h(u, v), h(u,u)),
—2(h(u,v), h(v,v)) + (h(v,v), h(u,u)) — (h(v,v),h(v,v))) =0

lh(u, WII? = [lh(w,v)|| = 0 (4.24)
bulunur. V = u:’/;l alinirsa
u+ut u ut
(w,v) = <u, 7z = <u,ﬁ> + <u,ﬁ>,
buradan v = _Ztl yadau = +2tl alinirsa (3.2.20) ifadesinden
I WII? = (h(ut, ut), h(w, W) + 2[|hut, WII? (4.25)
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bulunur.
4.3. Diizlemsel Normal Kesit Egrileri ve Egrilikler

Suana kadar yapilan c¢alismalarda diizlemsel normal kesitlerin alt
manifoldlarinda calisirken, boyle alt manifoldlar karakterize edilirken Gauss ve
Weingarten formiilleri kullanilmisti. Perktas ve Erdogan [19] bu ¢alismalardan yola
cikarak, diizlemsel normal kesitli alt manifoldlar1 karakterize ederken egrilikleri
kullanmislardir. Ayrica normal kesit egrisinin biharmonik olmasi igin gerek ve yeter

sartlar elde etmislerdir.
4.3.1. Riemann Manifoldlarimin Diizlemsel Normal Kesitli Altmanifoldlar:

M, m boyutlu 6klidyen uzay1 R™’ iin n — boyutlu alt manifold olsun. M nin
herhangi bir p noktasindaki sifirdan farkl tanjant vektorii t olsun. t tanjant vektoriiyle
p noktasindaki T;-M uzayi (m — n + 1) boyutlu E (p, t) uzayin: belirler. E (p, t) ile M
nin kesisimi p * nin komsulugunda tanimh y(s) egrisini verir. s — yay parametresi
olmak iizere y, p noktasinda t yoniinde tanimli M’ nin normal kesiti diye adlandirilir.
Genelde normal kesit y, E(p,t) iginde biikiimlii bir uzay egrisidir. Yani derecesi 2’
den biiyliktiir ve p noktasinda

Y'AY" Ay #0
dir. Eger M pointwise diizlemsel normal kesite sahipse bu ifade 0 olur. Sayet M’ nin
herhangi bir p noktasinda y egrisi igin
Y AY"AY"" =0
ise M alt manifoldunun pointwise diizlemsel normal kesitlere [1] sahip oldugu sdylenir
ve onun normal kesitleri diizlemsel egriler ise M alt manifoldu diizlemsel normal
kesitlere sahip olacaktir. y, p noktasinda t yoniinde normal kesit egrisi ise
yY'(s)=T,
y"(s) =V,T,
y"'(s) =V¢VqT,
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olup buradan Riemann manifoldlardaki bir egrinin frenet denklemleri kullanilirsa
T' = kN,
N' = —k,T + k,B,
B' = —k,N + k, ,
den
y'(s)=T,
y'(s) =V;T =T' = k4N,
y"'(s) = VpVrT = Vi (ke N),
=kiN + k,V;N,
=kiN + k(—k.T + k,B),
= k!N — k2T + kyk,B,
elde edilir [22]. Eger M pointwise 2- diizlemsel normal kesite sahip ise
Y AY' Ay =0
olacagindan
T A (kyN) A (kiN — k2T + k. k,B) = 0,
(kyT AN) A (kK{N — k2T + k k,B) = 0,
kB A (kiN — k2T + k,k,B) = 0,
kiki(BAN)—k3(BAT)+ (kB ANk k,B) =0,
—ky kT — k3N =0,
olup buradan

kiki =0
ve
k3 =0,
ise
k; =0

sonucuna ulasilir. Yani Riemann alt manifoldlarinin pointwise 2- diizlemsel normal
kesitlere sahip ise normal kesit egrisinin geodezik olmasi gerekir. Eger k; = 0,
ise bu taktirde
y' =T,
v' =—kT +k,B =k,B,
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y'" =k,N,
esitlikleri
Y Ay Ay =0,
de yerine yazarsak
v AY'"Ay"" =T ANky,B Ak,N,
=k,(T AB) Ak,N,
= —k,N A k,N,
=0
olup
YAy Ay =0
bulunur.Yani Riemann alt manifoldlariin normal kesit egrisi geodezik ise bu durumda
bu alt manifold pointwise 2- diizlemsel normal kesite sahiptir. Boylece asagidaki
teoremi verebiliriz:

Teorem 4.3.1.1. M, m boyutlu dklidyen uzay E™’ nin n — boyutlu bir
Riemann alt manifoldu olsun. M’ nin pointwise 2-diizlemsel normal kesitlere [2] sahip
olmasi igin gerek ve yeter sart M’ nin normal kesit egrisinin geodezik olmasidir.

Simdi y, p noktasinda t yoniinde normal kesit egrisi ise

y'(s)=T,

y'(s) =V,T,

y"'(s) =VrV;T,

y'V(s) =V, VT,
olup burada yine frenet denklemleri kullanilirsa

Y'()=T,

V') =VeT =T =kN,

v"'(s) =V;V:T = —k?T + kiN + k,k,B,

y'V(s) =V Vi VT = Vi (k2T + kiN + k. k,B),

= (=2k k1T — kT’ + kN + k{N' + (k,k,)'B,
= (—2k kT — kiN + ki'N + ki (=k,T + k,B) + kik, + k3B — k1k3N),
(—2k kT — k3N + k'N — kykiT + 2k1k,B + k1k3B — k,k3N),
= (—3k.kiT + (—k3 + ki’ — k.k2)N + (2kik, + k1k})B)
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elde edilir. Simdi kabul edelim ki M alt manifoldu pointwise 3-diizlemsel normal
kesitlere sahip olsun. Bu durumda
Y AY"AYTAYY =0,
olup, yani
= T A (kyN) A (k2T + kiN + k k,B)
A (=3kkiT + (k3 + ki — kk3)N + (2kik, + k k3)B)
=0,
= (k1B A (k3T + k{N + kyk,B) A (=3k,kiT + (k3 + ki’ — k k)N +
(2kik; + k1k3)B)) = 0,
= ((—k3(BAT) + kikiB AN) A (=3k kT + (=k3 + ki’ — k k3N + (2k1k, +
kik3)B))) =0,
= ((—k3N — k kiT) A (=3k KT + (=k3 + ki — k k)N + (Rk1k, +
kik3)B))) =0,
= (—3kikiB — k3 (2kiky + k k)T — k ki (—k3 + ki’ — k;k2)B + k ki (2k1k,
+ kik3)N) =0,
- (—kf(Zk{kz + ke kDT + kol (2K Ky + kKN

+ (haki (7 + kY~ kak3) = 3kikD)) B) = 0
buradan karsilikli demetlerin esitliginden
—k3(2kik, + k k) =0,
k1k{(2kik2 + k1ké) =0,
—kki ((=hf + ki — ke k) = 3ktki) = 0,
bulunur. Bu denklem sistemini saglayan k; ve k,’ leri bulup normal kesit egrisi
hakkinda yorum yapabiliriz.

Durum 1. k; = 0 ise denklem sistemi saglanir. Yani normal kesit egrisi
geodezik [19] olmalidir. Buradan su sonucu ¢ikarabiliriz:

Sonu¢ 1. M,m boyutlu E™ oklidyen uzayinin n — boyutlu Riemann alt
manifoldu olsun. M nin pointwise 3 - diizlemsel normal kesite sahip olmasi igin gerek
ve yeter sart geodeizik egri olmasidir.

Durum 2. k; = sbt = 0 = — k3(2k}k, + k,k}) = 0 denkleminden
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k; = 0 = k, = sbt olur. Eger k, = sbt ise k, = 0 dir. (Bu durumda normal kesit
egrisi bir gemberdir) ya da k, = sbt # 0 dir. (Bu durumda da normal kesit egrisi bir
helistir ). Yani buradan su sonucu ¢ikarabiliriz:

Sonu¢ 2. M,m boyutlu E™ oklidyen uzaymin n — boyutlu Riemann alt
manifoldu olsun. M nin pointwise 3- diizlemsel normal kesite [19] sahip olmas: igin
gerek ve yeter sart normal kesit egrisinin ya bir gember ya da bir helis olmasidir.

Durum 3. k; # sbt = —k3(2kik, + k k}) = 0,

kiki(2kik, + kik3) =0,
denklemlerinden
(2kiks + kik3) = 0,

2k} | kb
14 22— 0’
kq k;

2Ink; + Ink, = Inc,
k? -k, = c,
olup
—kak; (=3 + ki’ — kik3) — 3kik;) = 0,
bu denklemde kullanilirsa k; # sbt oldugundan k; # 0 olacagindan
(ki — k13 +2k7) =0,
c

:—2’
kl

ka
olup

CZ
<k1’ —kig+ Zkf) =0,

1

bu denklemde yerine yazilirsa
(ki'k3 —c?+2k$) =0,
3y" +2y°—c?) =0,
diferensiyel denklemi bulunur. Bunun ¢6ziimiinden k; ve k,’ ye ulasilir.
Sonu¢ 3. M, m boyutlu E™ oklidyen uzaymin n — boyutlu Riemann alt
manifoldu olsun. M nin pointwise 3 - diizlemsel normal kesite sahip olmasi igin gerek

ve yeter sart k;’ in
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ki'k3 — c2 + 2k8 =0,
non-lineer diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinden elde edilen k; olmasidir.
yY'V(s) = =3k kiT + (—k3 + ki’ — k.k2)N + (2k1k, + k k3)B,
R(T,V,T)T = R(T,k;N)T,
= k,R(T,N)T,
=kic{g(N,T)T — g(T, )N},
= kyc{—N},
= —ckN,
ifadelerini bulduktan sonra, olup a’nin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
VAT — R(T,V;T)T = (—3k, k)T + (ki — k k2 + ck;)N + (2k;k, + k k3)B =0
[20] denkleminin saglanmasi oldugundan
k ki =0,
ki — k3 — kik3 + ck, =0,
2kiky + kikj =0,
elde edilir. Eger non-geodezik ¢oziim ariyorsak k; = sht # 0 olursa
ki — k3 — kik3 + ck, = 0,
denkleminden
—k (k2 +kZ—¢) =0,
elde ederiz. Buradan k; # 0 oldugundan
(k2 +k%—c)=0,
olmak iizere
2k ky + keky = 0,
denkleminden kj = 0 olup buradan k, =0 dir ve bunu ( k¥ + k3 —c) =0 ile

birlestirirsek

ky = £Vc,

k,=0,
¢ember olusur,

ki =sbt #0,

k, =sbt #0,
olursa
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kZ+ki=c
helis elde edilir.

4.3.2. Normal Kesit Egrileri ve Riemann Manifoldlar Uzerinde Egriler

y:lcR—->E™
olarak tanimlanan y egrisi E™ de birim hizli bir egri olsun. Bu egrinin yiiksek
mertebeden  y'(s),¥"'(s),y"'(s), ...,y (s) tiirevleri lineer bagmsiz Ve
Y' (), 7" (), y""(s), ., yT*tV(s) tiirevleride linecer bagimhi ise tim S€I, r
mertebeden Frenet salinim egrisi olarak adlandirilir. Her bir salimimli r mertebeli
Frenet egrisi i¢in Frenet gatis1 olarak adlandirilan, y boyunca ortonormal r- gatisi
V4, Vg, ..., V- V& Frenet egrilikleri olarak isimlendirilen (r-1) tane fonksiyonlar

ki, ks, .o k@—1): 1 = R olsun.

T'(s) = vy (5) = ke (5)v2(5),
v, (s) = —k; ()T () + ko ()3 (),

v (5) = —kima ()Vima (5) + ki()visa (5),
Ui,+1(5) = —k;(s)v;(s),
frenet formiilleri olsun. M, E™*" oklidyen uzaymin diferensiyellenebilir, n-boyutlu alt
manifoldu olsun. Eger M nin her bir y normal kesiti r. mertebeden salinimli bir Frenet
egrisi ise M nin r-diizlemsel normal kesitlere sahip oldugu sdylenir [19].
Farzedelim ki y E™*2 de n-boyutlu diferensiyellenebilir alt manifold M’nin bir
diizlemsel kesit egrisi olsun. O zaman
T'(s) = 1 (s) = ka(S)v(s),
v5(5) = ~ky ()T (5) + ko (5)v(s),

v; (8) = —ki_1 ()v;_1(5) + ki(8)viz1(5),

Va1 () = —ki($)vi(s),
denklem sistemini kullanarak asagidaki formiilleri yazabiliriz:
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Y'(s) = T(s) = vy(s),
y'(s) = ky(s)v,(s),
Y'"(s) = k2(S)T(s) — ky (5)v,(s).

4.3.3. Bi-f-Harmonik Egriler

Biz burada Riemannian space formda y nin bi-f harmonik olmasi i¢in gerek ve
yeter sartlari inceleyelim.

Riemannian space formda egrilik tensori V X, Y, Z € y(M) igin

RX,VZ =c.{(Y,2)X — (X,Y)Z},
R(V;T,T)T = c.ky.F,,

olup bi- f harmonik egri [20] olabilmesi igin gerek ve yeter sart

(FRY@T, DT = (F'f " + )T = (2(F +3ff " )7AT ~

(4ff )VNUNT — f2UNUNVNT)} = 0 [20]

n

olmasidir. Simdi sabit egrilikli Riemann manifoldun da bi- f — harmonik egri
denklemini bulalim.
VoF = kyF,
VrF = —ki_qFiq + kiFipq, i=2,...,n—1
VoE, = —kp_1Fnoq,
olup
VT = kyF,y,
VAT =k, F, — k2F, + k k,Fs,
VAT = (=3kyk) )Fy + (ky — Kk} — keyk2)Fy + (2k; ky + kyky )Fs + (kikyks)Fy,
denklemlerini
(—f2RNOAT,TYT = (f 'f "+ ff T = Q@(F ) +3ff " )VHT —
(4ff)VRVET - F2URVEVET) = 0[20]
verilen bu bi-f harmonik egrilik denkleminde yerine yazalim.
—fredey By = (f f "+ ff )R = QU ) +3ff ey Fy =
AfFf ' (—K2F, + ky Fy + kykoFy) — f2(—3kiky Fy + (k3 + k, — k k2)F, +
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(2k, key + keykey )F3 + (kykokes)F, = 0,

elde edilir. Bu denklemden F;, F,, F5, F, katsayilarinin ayr1 ayr1 sifira esitlersek

7+ =4ff 'k =3f k) =0, (4.26)
—f2cky — 2(f V2ky = 3ff ke — &ff ki — fE(—k3 + k| —kik2) =0,(4.27)
(—4f 'kiky — f(2kiky + kik;) = 0 (4.28)

(k1kok3) =0 (4.29)

denklem sistemi elde edilir. Bu denklemlerden yola ¢ikarak su durumlarn
inceleyebiliriz:

I. Durum. k,; = 0 ise yani y bir geodezik egri ise (4.26) denkleminden

ff+ff7=0=Gf =0,

" = sbht,
olur. Eger ff " = sbt ise iki durum sdz konusudur :
ff =0,

yada ff =sbt# 0dir. ff = 0ise susonucu elde ederiz :
f=0veyaf” =0,
dir. ff " = sbt # 0 ise bunu saglayacak f fonksiyonu ff " = A, (A € R) diferansiyel
denklemi ¢6ziilerek bulunur. Dolayisiyla buradan su sonucu ¢ikarabiliriz :
ff'=0iken f" =0 yani f(t)=at+b, ab€R seklindedir. k; =0 iken
M3(c) deki bi- f harmonik egriler i¢in f(t) = at + b seklindedir. Bu da f harmonik
[21] olmayan bi- f harmonik egrilerin varligin1 gosterir .
II. Durum. k, = sbt # 0,k, = 0 olsun. Bu durumda (4.26) denkleminden
Ff +ff7 —aff k=0,
ve (4.27) denkleminden
=2(f k1 = 3ff "k + f2ki = f2cky = 0,
denklem sistemi k; parantezine almirsa (k; # 0 oldugundan geriye kalan 0
olacagindan)
((FfD = 4ff kD) =0, (4.28)
(=2(f)? =3ff " + f?k} = f?) =0,
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olup, burada
(=2(f )2 =3ff" + f2k? - f2c) = 0
denklemiden elde edilen
3ff " = fAkE—c)—2(f )?
esitlik (4.3.3.5) denkleminde yerine yazilirsa

!

(Glr2ag —ol-2¢"?) —aff'ki =0,
[2Ff (k2 — ) + F2(2kyk)) — 4f 'f ]| —4Ff K2 =0,

Sff (kK2 =)+ fPhiki —2f F" = Zff KE =0,

Wl

ZFF =2 off 2 fhlel —f f = ff e = 0,
3 3 3 3 3
2ff k2 = 2¢ff '+ 2f2keikey —4f 'f" —12ff 'k} =0,
ff 'k} = 6kF — ) + fPhakey =2 'f 7 =0,
f(f'(kE = 6kF =) + fluky) = 2f 'f " = 0,
elde edilir. k; = sbt oldugunda k, = 0 olur. Dolayistyla buradan denklem
F(f'(=ski-0)—2f" =0
olup eger f = sbt ise y egrisi f-harmoniktir. f # sbt oldugunu kabul edelim. Bu
durumda y egrisinin bi-f harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
F(f'=ski-0)—2f"=0
denkleminin ¢oziimii yapilarak

(5k?2+c)+2m? =0,

2 - _ 5k%+C
2 )
—(5k2+c)
my, = > )

elde edilir. Buradan

—(sk%+c) /—(5k2+c)
f) = clet 2 + cze_t 2

diferensiyel denklemin ¢6ziimiinden elde edilien f ler olmasidir. Dolayisiyla buradan

su sonucu ¢ikarabiliriz :
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ki = sbt # 0,k, = 0 iken y nin bi- f-harmonik [21] olmas: i¢in gerek ve

%—6k1—C

yetersart y=f =c; + czetkf seklinde yazilabilmesidir.
II1. Durum. k, = sbt # 0,k, # 0 = sbt olsun. Bunlar dikkate alinarak
(4.26) denkleminden
FE+ff7 —4ff k= 0= (FF ) —4ff ki =0
(4.27) denkleminden
=2(f Vk1 = 3ff "k + f2ki + kak3 — f2cky =0,
ki(=2(f )? = 3ff " + f?ki + f2kS = fc =0,
(=2(f )? =3ff "+ f2 (ki + k3 — ) =0,
ve (4.28) denkleminden
4ff 'kyk, = 0 Aff =0,
ve (4.29) denkleminden
f?(kikyk3) =0=> ks =0

elde edilir. Buradan elde edilen

(ffY' —4ff'k2=0, (4.30)
(=2(f V2 =3ff " +f2k}+k3i—c) =0, (4.31)
Aff =0, (4.32)

denklemler ortak ¢o6ziiliirse,
Aff'=0=f =0= f =sht
olup yukaridaki denklemlerden (4.28) denklemi kendiliginden saglanir. (4.33)
denkleminde f = sbt kullanilirsa
f2(kf+ k3 —c) =0,
k? +k2—c=0,
elde edilir. Buradan su sonucu ¢ikarabiliriz : k; = sbt # 0, k, = sbt # 0 ise y nin bi-
f harmonik egri olmas: icin gerek ve yeter sart f = sht ve k? + k2 = ¢ olmasidr.
Dolayistyla bu sartlar altinda M3(c) de bi-f harmonik egri yoktur [21].
IV.Durum. k; = sbt # 0, k, # sbt olsun. Bu durumda (4.26), (4.27), (4.28)

ve (4.29) denklemlerinden sirasiyla

Fri+ff" —aff'ki =0, (4.34)
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—f2k? — f22 +3ff "+2(f )2 =0, (4.35)
kif +4k,f =0, (4.36)
kyks = 0, (4.37)

elde edilir.

1
(4.36) denkleminde gerekli islemler yapildiginda f = cké v oldugu elde edilir. Bu f

1

nin diger denklemleride saglamasi gerekir. f = ckg_z) i¢in
I 1 (—3) I
f'==teky Pk,

14

3 D 1 D
f = ZCkz z (kz )Z‘ECZkZ 2 kz 0

17 3 _ ! 1 _ 1
(Ff) = 2c2kz?(ky )? =5 cPk3%k;,

n

Ff") = =2 hs* (ky )P +2c%k5%2k, ky ——cki%k,”

N 9 _ ! 6 r I 4 _ r_n 1 _ "
(ff ) = _a Z C2k24(k2 )3+ZC2k23k2 kz +ZC2k23k2 k2 _7C2k22k2 y

elde edilir. Elde edilen bu denklemler denklemleri (4.34), (4.35) denklemlerinde

yerine yazarsak sirasiyla

nr

32k2k2k, — 25(k, )3 + 32k, k,k, —8k2k, =0, (4.38)
16k2k2 + 16k% — 17(k, )2+12k,k, =0 , (4.39)
denklemleri elde edilir. Sonug¢ olarak k; # sbt,k, # 0 = sbt olmak iizere y

1
egrisinin bi-f harmonik [21] olmas: i¢in gerek ve yeter sart f = ckz( 4), k; =0 ve
k1, k, bulabilecegimiz (4.38) ile (4.39) denklemleridir.

V.Durum. k; # sbt, k, =0 olsun. Bu durumda (4.26) ve (4.27)

denklemlerinden sirasiyla
FF+fF" = 4ff 'kE = 3fkaky) =0, (4.40)
(=k3f% +ky f2+Aff ki +3ff ky+2(f )?ky) =0, (4.41)
elde edilir. Buldugumuz bu denklemlerden yola ¢ikarak k; # sbt, k, = 0 olmak
tizere, y egrisinin bi-f harmonik [21] olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu denklemlerde
gerekli islemler yapilarak buradan k,, k, egriliklerinin bulunabilecegi (4.40) ve

(4.41) denklemlerinin saglanmasidir.
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VI1.Durum. k; # sbt, k, = sbht # 0 olsun. Bu durumda
(4.26), (4.27), (4.28) ve (4.29) denklemlerinden sirasiyla
FFU+ 7 = 4ff ki = 3fkaky =0,
—K3f2 + by f2+ 4 f 'y +3Ff ha+2(f )?ky = 0,
kif +2kif =0,
koks =0,

1
elde edilir. Buradan k; =0, f = ckE g dir. Dolayisiyla sonug olarak

ki # sbt, k, = sbt # 0 olmak iizere y egrisinin bi-f harmonik olmasi igin gerek

1
veyetersartk; =0, f = cké 2 olmasi ve bunlar1 yukaridaki denklemde yerine yazip

gerekli islemler yapildiginda

n

9(ky )3 + 4ktk, — 10k k, k; + 2k2k;" =0,
3(ky )2 — 4k* — 4k2k2 — 2k .k, =0
k; ve k, egriliklerinin bulunabilecegi bu denklemleri saglamasidir [21].

VII.Durum. k, # sbt ve k, # sbt olsun. Bu durumda
(4.26), (4.27), (4.28) ve (4.29) denklemlerini dikkate alarak su sonuca varabiliriz: y

1 1

egrisinin bi-f harmonik [21,22] olmast igin gerek ve yeter sart, f = cky 2k, *, k; =

0 olmast ve kq, k, nin bulunabilecegi
(FF + " —4ff G = 3fkiky) = 0,
(k3 f2 —kak3f2 + 2R, + 4ky ff +3kaff " + 2k, (f )2 = 0,

denklemleri saglamasidir.
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5. BULGULAR ve TARTISMA
5.1. f-Biharmonik Egriler

Simdi biz Riemannian space formda normal Kesit egrisi y nin f —
biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sartlar inceleyelim: Riemannian space formda
egrilik tensori V X, Y, Z € y(M)

R(X,Y)Z = k.{(Y,Z)X — (X, Z)Y},
R(T,V:T)T = —c.ky.v,,
olup f — biharmonik egri [17] olmast igin
FOBT — RN(T,V,;T)T) + 2f 'VAT + f 'V, T =0
olmalidir. Bu durumda
VT = kyv,,
VaT = (kyvy) = ki vy + kqvs,
— k1IV2 + ki (—kqv1 + kyv3) ,
=k, v, — k20, + kikovs,
VAT = Vp(ky v, — kZvy + kikyvs),
= ()" = (kv) " + (kykovs)
= ki v + kyvy — 2yl vy — Kfvy + (kikp) s + (kiko) (03)),
= ky vy + kg (—kqvy + kpv3) — 2k ky vy — k2kyv, +
ky kyvs + kiky v + kiky(—kovy + ksvy),
=k, vy — ki kyvy + ky kavs — 2keky vy — k2kqvy +
ky kovs + kikyvs — kikZv, + kikoksv,
= (=2kyky — ki ky vy + (ki — kZky — kg3 )v, +
(ky ky + ky ky + kiky)vs + (kikok3)vy
= (=3kykey vy + (ky — k3 — keyk2)v, + (2ky ky + kyky )vs
+(kykyk3)v,
elde edilir. Simdi bu buldugumuz V,T , VAT ve V3T ifadeleri
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FOVET — RN(T,VT)T) + 2f VAT + f 'V,T = 0[76],
denkleminde yerine yazilirsa
FI(=3kykey vy + (ky = k3 — kg2 vy + (2ky ky + kiky )vs + (kikyks)v, +
. kavy] 4 2f (kg vy — K20y + kikyvs) + f kyvy = 0,
fki vz = fhikivy + flikpvs — 2fkikivy — fhiv, + f(kaky)'vs = fleyk3v, +
Fhkikoksvy + fckavy + 2f 'ky vy — 2f k20, + 2f 'kykovs + [ kyv, = 0,
(=3kiky f = 2f 'k vy + (fky — fk3 — fkok2 + fe.ky + 2f ky + f kv, +
[fkiky + f(kiky) + 2f 'kiky|vs + fhikoksv, = 0,
elde edilir. Bu denklemin sifir olmas: , vy, v,, v3, v, Uin katsayilarmin 0 olmasiyla

mumkuiundir. Yani

(=3kik, f—2f k¥ =0, (5.1)
fki —fk3 = flok2 + fe.ky +2f ki + f ki =0, (5.2)
fkik, + f(kiky)' + 2f "kyk, = 0, (5.3)
Fkykaks) =0, (5.4)

dir. (5.1) denkleminden
Bkikif +2f kD) =0,
ki 3k, f +2f 'ky) =0,
3k, f + 2f 'ky =0,

3 i— + 2% =0,
3(Inky) '+2(Inf) '=0,
ve (5.2) denklemden
flley =k} —kik3 +c.ky) +2f k) +f "ky =0,
flley — k3 —kik2 +chey)+f ke + f k) +f kg =0,
flley — k3 —kyk3 +c.hey) + f ey + (f k)’ + f ki =0,
ve (5.3) denkleminden

fliky + flkiky) +2f "(kyky) =0,
fliky + fUerky) + f ' (kiky) + £ (kyky) = 0,
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ko(fley + f 'ky) + (Flegky)' =0,
ko(fk) + (fkikz)' =0,
ve (5.4) denkleminden
f(kikyk3) =0
elde edilir.
I.Durum. k,; = 0 ise yani geodezik egri ise tiim denklemler
saglanacagindan egri asikar olarak f — biharmonik egridir.
II. Durum.k,; = sbt # 0, k, = 0 olsun. Bu durumda denklem sirasiyla
(5.1) denkleminden 2f 'klz = 0 ve (5.2) denkleminden
f(=k + ck) + f ks =0,
ki[f(=k2+ )+ f "] =0,
f(-ki+ o+f" =0,
(5.3) denkleminden direkt sifirdir. O halde
2f'k2 =0=>f =0= f=sbht,
fR+)+f" =0 f(—k}+c)=0,
k?=c=k =+
SONUC: ki =sbt+0 ve k,=0 olmast durumunda egrinin f —
biharmonik [17] olmasi i¢in gerek ve yeter sart f nin sabit fonksiyon ve egrimizin
kiire ylizeyinde bir egri olmasidir.
II1. Durum. k,; = sbt # 0ve k, = sht # 0 olsun. Bu durumda
(5.1) denkleminden
2f'k2=0=>f"=0= f=sbht,
ve (5.2) denkleminden
f(i = Jeaky + c.let) + f ky = 0,
= f=sbt = fk(—k? —k3+c)=0,
= ki+ ki=c,
ve (5.3) denkleminden 2f 'klkz = 0 dir, f sbt oldugundan bu denklem direkt saglanir.
ve (5.4) denkleminden

f(k1k2k3) =0= k3 = 0.
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Buradan
SONUC: k; = sbt # 0 ve k, = sbt # 0 olsun. Bu durumda egrinin
f — biharmonik [17] olmasi i¢in gerek ve yeter sart f nin sabit, k3 = 0 ve egrimizin
bir helis olmasidir.
IV.Durum. k; # sbt, k, = sbt # 0 alalim. Bu durumda
(5.1) denkleminden
3fkik, +2f k2 = 0= k;(3fk, +2f k) =0,
= 3fk, +2f k, =0,
= 3’;—11’ + 2%’ =0,
= 3(Ink,) '+2(Inf) '=0,
= 3(Ink,) + 2(Inf) — c; =0,
= Ink3.f2—c; =0,
= k3.f2=e,
ve (5.2) denkleminden
flley — k3 —kyk3 +c.hey) + 2f ey +f "ky = 0,
ve (5.3) denkleminden
fki ks + fkiky +2f kik, =0,
2fkiky + 2f 'kik, = 0,
(fki + f ' kky =0,
= (fky) 'k = 0
= (fky) =0 = fky +f 'k, =0,

!
1

!
f
==+
1 f

b

= 0 = (Ink,) '+(Inf) '=0,

(Ink,) + (Inf) = c,

Infk, =e“,

fkl = ecz )
e‘2

f_k_l’

ve (5.4) denkleminden
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(&)
ky

= C2k1k2k3 = 0 = k3 = 0

f(kikyk3) = 0= —kik,k; =0,

olur. Bu bulduklarimiz

ki = e,
fkl = eCz )
k3:0

dir. Bu denklemleri kullanarak

k13f2 — eC1—C2 ,

f=etki?
bulunur. f = e*k;? denkleminin birinci ve ikinci tiirevlerini alirsak
fl=—2kp3ex,
= 6efkrt,

elde edilir. Bu denklemleri (5.2) denkleminde yerine yazarsak
flle, —k3 —kyk3 +c.ley) + 2f 'k +f "ky = 0,

e ki?(ke, — k3 — kyk3 +c.ky) + 2. (=2)ki3e* ke, + 6e*ki %k, = 0,

e ki?[k, — Kk —kyk3 + c.hey — 4k 'k, + 6] =0,

ki, —k3 —k k2 + c.ky — 4k k, + 6kt =0,

ki — ky(kZ + k3 —c) + ki (—4k; +6) =0,

ki ky — k2(k? + k2 —¢) — 4k, + 6 =0,

k, k% —k3 (k* + k% — ) — 4k, ky + 6k, = 0.

SONUC: k, # sbt, k, = sbt # 0 durumunda egrimizin f — biharmonik

[17] olmasi igin gerek ve yeter sart k;’in
k, k% —k3 (k2 +k%—c)—4k, ky + 6k, =0,
diferensiyel denkelemin ¢éziimiinden elde edilecek k,, f'inde
f=e*k % ks =0,
olmasidir.
V.Durum.k, # sbtve k, # sht olsun. Bu durumda
(5.1) denkleminden
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3kk, f +2f k2 =0,
(5.2) denklminden
fl' = f3 = flak3 + fedey +2f ki +f "k = 0,
(5.3) denkleminden
fliky + feiks) + 2f 'kiky =0,
(5.4) denkleminden
flkikyk3) =0= ks #0
olmalidir. Bu denklemlerden, (5.1) denkleminden
ki(3k, f +2f 'ky) = 0,
= 3k, f+2f 'ky =0,

s34 12 L -,

= 3(Ink,) "+2(Inf) =0,
= 3(Ink,) + 2(Inf) — ¢, = 0,

= Ink3. f? = ¢,
=>k3.f2= e,
=>k3.f2= e,
= f =k e/?,

(5.2) denklminden

fki —fk3 — fkok2 + feky+f ke +f ks + ks =0,
(5.3) denkleminden
fliks + f (ko) + 2f "kika = 0,
denklemlerinden (5.3) denklemini ele alalim:

fkiky + feiky) + 2f 'kiky =0,

!

k1’k2 + (kiky)" + 2%("1]%) =0,

1A
kyik; + (k1kz)'
kiko kiko

(|I’lk1) ! + (Inklkz) ! + Z(ITlf) "= 0,
|I’lk1 + Ink1k2 + Zlnf = Cy,
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fl
2L =y,
+ f



5. BULGULAR ve TARTISMA Giilistan POLAT

Ink%szz = Czik%.kz.fzz eCZ,
k__ ecz oldugundan = k?.k,.f2%k;3e = e
f= g 1-ka fok

=k, =ki.e274,
(5.2) denklemini kullanirsak
fly = k3 = fhokd + feky + f ey + f ey +f 'y =0,
fky —fk3 = flkok2 + feky + f ks +(f k)" =0,

_ic

3 ¢ 3 g I} -2 r
[k,?ez k1 —k eZkf—k1267k1k§+k1267ck1+k1(—%k12k162> +
(——k Zklezkl)]
I 3 g 3 g
[k,? ez ky —k12e7kf—klzekaeZ(CZ‘Cl)+k12e7ck1——k (kl) e?

3 —g r f1 0
+(_Ek1 kiez2ky)] =

_i (51

3 3 3 5
a n ST L - a _ - a 3. —>, N2 &
[k, ez ky —k 2 e2ki—k > ezkie® ™) + k> ezchky =~k *(k;) e? +

2Nz a 2o a
%k12(k1) ez _§k12 kq 321] =0,
3¢ I - N2 N2 "
K tes [k — k3 — ke —cky =2k (k) + 2kt (k{) -2 k'] =0,

n

_ N2 I\ 2 "
> ki —k§ — kfe2Came) —cky + 2k (ky) + 2k (k) =2 ky =0,

2

> —~ky — k(1 +e2me0) —cky j(kkll) =0,

SONUC: ky # sbtve k, # sbt olsun. Bu durumda egrimizin f —

biharmonik [17] olmasi igin gerek ve yeter sart k; = 0 ve kq in
N2

%kln - kf(l + eZ(Cz—C1))_ Ckl%(kkll)

=0,

diferensiyel denkleminden elde edilen k, ve k, ile f ninde k;’e bagli olarak
kz == klecz_cl

ve

3 ¢

f:k1 2.e2
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olmasidir.

Son olarak y diizlemsel normal kesit egrisinin Riemann space formda f —
biharmonik [17] olma sartin1 inceleyelim. Riemann space formda Riemann egrilik
tensori V X,Y,Z € y(M) igin

R(X,Y)Z = c.{{Y,Z)X — (X, Z)Y} olup
R(T,V;T)T = —c. k.. V,,
bulunur. Egrimizin f — biharmonik [76] olma sartindan

FOVET — RN(T,VT)T) + 2f VAT + f 'V,T =0,

denkleminde gerekli tiirevler yerine yazilirsa ; ¥, f — biharmoniktir [17] gerek ve

yeter sart
(=3k:kif = 2f kD) =0, (5.1)
fki — fk3 — fkk2+ fe.ky +2f kg + f 'k, =0, (5.2)
fkik, + f(kiky)' + 2f "kyk, = 0, (5.3)
f(kikyks3) =0, (5.4)

olmasidir.

I. Durum. Eger biz non-geodezik ¢éziimleri arastirirsak k; # sbt = 0,k, =
0 ise (5.1) denkleminden
—2f'k2=0>f =0> f = sht,
(5.2) denkleminden

—fk3 — fkk3+ fc.ky=0=>—fk,(k? +k3—c)=0,
= k? + k3 = c (helis), ¢>0,
(5.4) denkleminden
kikoks = 0 > —k k¥e®k; = 0,
= ky =-kie

olmalidir.

II. Durum. k, # sht
(5.1) denkleminden

(-3k ki f - 27 'K2) =0,

denklemini £ "k, ile bélelim:
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ki(3fk, +2f k) =0,
k, # sbt oldugu icin

PV AL

=3 =
kif kif

! 4

> 3%+ zf7= 0,

= 3(Ink,) '+2(Inf) '=0,

= 3(Inky) + 2(Inf) — c, = 0,
= Ink3.f? = c,,

> k3.f2= e,

> k3.f%2= e,

(5.2) denkleminden

fky' = fd = fleak2 + fedey + 2f 'ky + f 'k =0,
fleo +2f ki +f ky — f (k2 + k% — ) =0,
eger k, = 0 ise
fli' +2f "kj+f ke = fhi+ cfky =0,
2, 3 S a3 a2 R
ki?ezky +2.5 k *kie 2+ k *kiez— ki Pe2ki +ck *e k=0,

2 ey _ ’
k12€ E[kl +3k11k1 _kf"' Ckl = 0,

ky kitky — K+ cky =0,

lincer denklem sisteminin ¢oziimiinden elde edilen k; olmasidir. Biitiin bu

durumlardan sonra su iki teoremi verebiliriz:

Teorem 5.1.1 N, M™(c) nin bir alt manifoldu olsun. O zaman N 3- diizlemsel

normal kesitlere sahiptir gerek ve yeter sart k; = sht # 0 olmas1 durumunda f sabit
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k?+k2=cc>0
olmasidir.
Teorem 5.1.2 N , M™(c) nin bir alt manifoldu [24] olsun O zaman N 3-
diizlemsel normal kesitlere sahiptir [23] gerek ve yeter sart k; # sbht olmasi

durumunda eger k, = 0 ise k;,

7]

ky Ski'ky — k§+ck, =0

diferensyel denklem sisteminin ¢dziimiinden elde edilen k; olmalidir ve f de

f== > kl_%eC%
olmalidir. Simdi
(=3k:kif = 2f kD) = 0, (5.1)
fki — fk3 — fk k2 + fcky +2f 'k + f 'ky =0, (5.2)
fkik, + f(kiky)' + 2f "kik, = 0, (5.3)
f(kikyk3) =0, (5.4)

denklem sistemini goz Oniine alarak su durumlar1 inceleyebiliriz:
I.Durum. k; = sbt # 0, k, = 0 olsun. Bu durumda denklem sisteminden
(5.1) denkleminden 2f ’kf =0=>f '=0> f = sbt fonksiyon
(5.2) denkleminden — fk3+ fck; = 0= fk(—k? +c)=0=> —-k?+c =0
(5.3) ve (5.4) denkleminden direkt sifir gelir.
Dolayisiyla ky = sbt # 0,k, = 0 iken y’ nin f — biharmonik [17] olmasi
i¢in gerek ve yeter sart f = sht ve — k% + ¢ = 0 olmasidur.
II. Durum. k, = sbt # 0 ve k, = sbt # 0 olsun. Bu durumda denklem
sisteminde (5.1) denkleminden
—-2f'k2 =0, (5.5)
(5.2) denkleminden
f(=k3 =k k®)+fcky+f k, =0, (5.6)
(5.3) denkleminden
2f 'kik,=0=f =0= f=sbht,olur
(5.4) denkleminden
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f(kikzk3) = 0= k3 =0,
olur. Burada k; = 0 ve f = sht ifadeleri (5.5) ve (5.6) denklemlerinde kullanilirsa
(5.5) denklemi direkt saglanir. (5.6) denklemi ise
f(=k3 — k. k?)+fc.k, =0,
—fk3 = fk, k2 + fck; =0= —fk,(kK* +k2+¢) =0,
=>ki+ki+c=0,
olmalidir. Buradan
ki = sbt # 0, k, = sbt # 0ikeny nin f — biharmonik egri [17]
olmasi igin gerek ve yeter sart f = sht , k; = 0 ve k? + k% + ¢ = 0 olmasidur.
III. Durum. k, # sbt, k, = sbt # 0 olsun. Bu durumda denklem
sisteminden (5.1) denkleminden
(=Bkikif —2f 'k}) =0,
(5.2) denkleminden
fki —fk3 — flok3 + foky +2f k) + f "ky = 0,
(5.3) denkleminden
2fk, ko + 2f 'kik, =0, (5.7)
(5.4) denkleminden
f(kikoks) = 0= fks =0,
elde edilir. (5.6) denkleminden
2fkiky +2f kik, =0= fky +f ky =0,
= (fk1)" =0,
= fk, = sbt
bulunur. Bu bulduklarimiz (5.1.1) ve (5.1.2) denkleminde g6z dniine alinirsa
fki —fk3 - fkk%+ fc.k, =0,
3k.k, f = 0.
bu iki denklem elde edilir. Bu iki denklemden f = 0 olmasi elde edilir. Buradan da
(5.1.2) denkleminden
= k; —k3—k.k3+c.k, =0,

=k, —ki((k?+k3—c)=0,
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>k, =k (k*+kZ-c)=0,

elde edilir. Buradan su sonuca varabiliriz: k; # sbt, k, = sbt # 0 iken y’ nin
f — biharmonik egri [17] olmasi i¢in gerek ve yeter sart f = 0 olmasi1 k;’ Iin
k, =ky(k*+k2Z—c) non-lineer difrensiyel denkleminin ¢8ziimiinden elde edilen

k, olmasidir. Dolayisiyla bu sartlar altinda f = 0 oldugu i¢in M3(c)’ de f —

biharmonik egri yoktur.

IV.Durum. k; # sbt ve k, # sbt olsun. Bu durumda (5.1) denkleminden

(=3kk, f — 2f 'k?) =0,

(5.2) denkleminden

fki' — fl3 — fkik3 + fedey + 2f 'k, + f "ky = 0,

(5.3) denkleminden

2fkiky + 2f 'kik, =0,

(5.4) denkleminden fk; = 0 olmalidir, f # 0 olmas1 gerektiginde k; = 0 olmalidir.

Dolayisiyla bu denklemlerden (5.1
(=3kikif —2f 'kZ) =0

bulunur. Elde ettigimiz bu f denkleminin birinci ve ikinci tiirevlerini alirsak
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.1) denkleminden

=-k,(3k, f-2f 'k;) =0,
=3k, f-2f 'k, =0,

= 3(Ink;) '-2(Inf) '=0,
= 3(Ink,) '=2(Inf) ",
= 3(Inkq) + ¢; =2(Inf)+ ¢y,

= Ink3 + ¢, = Inf?+ ¢y,

K _
= InF = Cy-Cq,

3
= ﬁ =271 ,
f2

= f2=kie ¢,

> f=+/lPen
3

= C1—Cy

=> f=xkie z ,
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f’ _E k%ecic2
21 ’

14 3 —= 61-¢2
f = Z k1 e 2z ,

seklindedir. (5.2) denklemini dikkate alirsak
fky — fk3 = fkikZ+ fe.ky +2f ks +f kg =0,
flky =13 =k yk3 +c.ky) + f kg +f ki +f kg =0,
flier" = ke y (e + k3 = O] + f ki +(f 'Jey)" =0 (5.8)
elde edilir. (5.3) denklemini dikkate alirsak
fliks + fUerks)' + 2f kyky = 0,
fhiky + f(koky) + f 'leske, + f 'kike, = 0,
fhiks + (Fliks) + f 'kiky = 0,
ky(fley + f 'ky) + (Fkyky)' =0,
= ky(fk1) + (fkikz)' =0,
= ky(fk) + (f k1) ky + fkik,' =0,
= 2k, (Fky) + fkik,' =0,

= 2(fky)' + fhy2 =0,

(k) | ks
N R ULV . )
fkq + ky

= 2[In(fky)]|" + [Ink,]' =0,
= In(fky)? + Ink, + ¢3 = 0,
= In(fky)?%k, = c3,
= (fk1)%ky = %,
= kiec1™%2k?k, = e,
= kSk, = eSstezc (5.9)
denklemi elde edilir. (5.8) denkleminden gidersek
flki = k1 + k3 = O] + f ki +(f k) =0,
fld = flea(d +13 =)+ f el + (f 'ky)' =0,

(Fl) + (f k) = fho(k2 + k2 —¢) = 0,
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[fky + f ky) — fh (K} + k% —¢) = 0,

(Fk)Y = fho(kf+ k3 —c) =0,
denkleminde f yerine yazilirsa

€1-C2 €1—

5 5 c
(ke z )) tkie z (K2 +kZ—c)=0,

5 5
- C1—Cy - C1—Cp
(tkiez ) tkie z (k2+ki—c)=0,

1 c1—C E c1—C
+23ke s +kie z (ki+ki—c)=0,
15 l Cc1—Cp E Cc1—Cp 2 2
i:kie 2 =+xkie z (ki +kj—o),
+ 2= 412k + k3 - o),
2= ki(k} +kE —o),

elde edilir. Dolayisiyla buradan
ki, # sbt,k, # sbt ikeny nin f — biharmonik egri [17] olmasi igin

ks =0, ky Ve k, nink2k, = etz 1 ve 175 = k2(k? + kZ — ¢) ifadelerini saglamasi

E c1—C2
ve f = +tkZe 2 olmasidir.
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6. SONUCLAR ve ONERILER

Tezde, Riemann manifoldlarin altmanifoldlarinin diizlemsel normal kesitlere
sahip olmalar i¢in gerekli sartlar incelendi ve diizlemsel normal kesitli yiizeylerin
smiflandirilmasi yapildi. Ayrica diizlemsel normal kesitli altmanifoldlar normal kesit
egrisinin egrilikleri yardimiyla ele alindi. Bi-f-harmonik egriler ve f-bi-harmonik
egriler ele alindi. Verilen bir egrinin bi-f harmonik ve f-bi harmonik olma sartlar
incelendi.

Bu tezde 6zgiin sonuglar olup elde edilen sonuglar konuya derinlik kazandirmis

olup bundan sonra yapilacak ¢aligmalara kaynak olabilecek niteliktedir.
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