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Amacimiz, F(G) ile degistirilmis gravitasyon teorilerinde kozmolojik evriminin Genel
Rolativite teorisinin Standart Kozmolojisine gore, ne tiirlii degisiklikler ve farkliliklar
getirdiginin belirlenmesidir. R,;, ve R, pcq sirasiyla Ricci ve Riemann egrilik tansorleri
ve R’de Ricci egrilik skaleri cinsinden G, G = R?> — 4Ry, R* + Rupeq R¢ biciminde
taniml1 Gauss-Bonnet terimi olmak iizere yiiksek mertebeden gravitasyon teorileri sinifina
ait F(G)-gravite teorisini goz Oniine alacagiz. Efektif akiskan tasvirini kullanarak bu F(G) -
kozmolojisine konvansiyonel Rolativist Kozmolojinin (1+3) Kovaryant ve Tetrad formalizmi
kullanarak evrim ve bag denklemlerine genellestirecegiz. Bu ugras icin esyonli FLRW
modellerini gbz Oniine alacagiz.
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1. GIRIS

Kozmoloji, evreni bir biitiin olarak konu alan bilim dalidir. 1910 yilinda Einstein Genel
Rolativite Teorisi (GRT) ile gravitasyonu 4-boyutlu bir uzay - zaman geometrisinin
egriligiyle tasvir etmis ve teorisinin alan denklemlerinden hareketle evreni modelleyen bir
coziimler ileri stirmiiglerdir. Bunlardan en temeli Statik Einstein Evreni olarak tanimlanan
modelde, evren; etkilesimsiz madde ya da toz (basingsiz madde ya da toz) ile dolu ve
sabit yarigapl kapali 3-boyutlu uzay geometrisiyle statik bir yapi olarak tasarlanmaktadir.
Bu baglamda her ne kadar statik Einstein evren modeli, evreni gercekci bir bicimde
tasvir etmesede, ilk evren modeli olmasi bakimindan daha sonra gelistirilen kozmoloji

calismalarina ilham kaynagi olmasi bakimindan 6ncii ve dnemli bir rol oynamustir.

Karanlik enerji problemini ise, yliksek kizilakaymali Tip-la siipernovalara iligkin 1998
yilinda elde edilen gozlem sonuglart yol agmistir. Elde edilen gozlemler, evrenin olusum
ve evrenin evrimi konusunda giivenilir bir modeller konusunda giivenilir bir model olarak
bilinen Standart Model yani evrenin baslangicindaki Biiyiik Patlamanin hemen sonrasinda
bir anormal genisleme (enflasyon) evres gecirdigini ve daha sonrasinda giiniimiizde de
devam eden bir yavasglayan genisleme evresinde bulundugunu ileri siiren senaryo ile ters
diisecek bicimde, evrenin giiniimiizde ivmeli bir genisleme evresinde bulunduguna dair ilk
kanitlar1 sunmuglardir. Glintimiizde farkli gbzlem gruplan tarafindan da daha duyarli bir
bicimde gerceklestirilen benzer gézlemsel veriler durumun béyle oldugunu emin bir sekilde
ortaya koymuslardir. Bu kozmik ivmelenmeye, dogrudan kanit veren Tip-la siipernova
gozlemleri disinda; kozmik mikrodalga arkafon esyonsiizliikleri, evrenin genis dlgek yapisi,
baryon akustik osilasyonlari, zayif gravitasyonel merceklenme gibi bulgular da dolayli

olarak destek vermektedir.

Ote yandan, soz konusu problemin ¢oziimii i¢in kullanilmak istenen diger bir alternatif
ise Einstein Alan Denklemlerinin sol yanindaki geometrik kismi degisiklige ugratmak
olmustur. 4-boyutlu uzay zaman geometrisi ¢ercevesi ile GRT nin alan denklemlerine
getirilebilecek degisiklik, Einstein - Hilbert aksiyonunda yapilacak secimlerle, pek ¢ok

cesitli yapilar elde edilmektedir. Einstein Alan Denklemlerinin yalnizca Ricci Skaler Egriligi



R’yi barindiran Einstein - Hilbert aksiyonundan bir varyasyonla elde edildigi bilinmektedir.
Bununla birlikte R yerine R,,.; Riemann Egrilik Tansorii, R, Ricci Egriligi ve R Ricci
Egrilik Skalerinden hareketle olusturulan ve Gauss-Bonnet terimi olarak tanimlanan
G = R* — 4R ,R™ + R pcqR™? gibi 6zel bir kombinasyonda F(G) biciminde bir skaler
fonksiyonu olusturulmaktadir. Bu sekilde degistirilmis gravitasyon teorisi "F(G) Gravite"

olarak adlandiriir.

Calismamizin plani: F(G) Gravite ’yi ©6zel bir durum olarak kabul ederek Standart
Kozmolojinin 1+3 Kovaryant Ayrisim YoOntemini bu Yiiksek Mertebeden Egrilikli
Gravitasyon Teorisi ¢ercevesinde ele alacagiz. Bagka bir deyisle Standart Kozmolojinin
evrim ve bag denklemlerini F(G) kozmolojisine genellestirecegiz. Literatiire bakildiginda,
Alan denklemlerini ¢cozmek icin genellikle metrik yaklagimi kullanilmistir. 1+3 Kovaryant
Ayrigim Yontemi ise hem koordinat sisteminden bagimsizdir hem de evrenin madde - enerji
iceri8inin bir akigkan gibi agiklanmasi durumunda buna baglanan kinematik ve dinamik
biiytikliikler arasidaki iligskiyi daha acik bir sekilde yansitmasi bakimindan metrik yaklasima
oranla bir takim Ustiinliikleri oldugundan bu yontemi kullanilmis bulunmaktayiz. Bu
yontem, Einstein denklemlerine, aksiyondaki F(G) fonksiyonundan gelen ekstra geometrik
kokenli terimleri "egrilik akiskani" goziiyle bakilabilecek bir effektif akiskanin enerji
momentum tansorii olarak yorumlanmasma dayanmaktadir. Calismamizda, bu egrilik
akigkanina baglanan efektif basing, 1s1 akisi, madde - enerji ve esyonsiiz basing tansoriiniin

cikarimlarint ayrintili sunacagiz.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. KOZMOLOJIK MODELLER

Kozmoloji (evren bilimi), bir biitiin olarak evreni konu alan bilim dalidir. 1915 yilindan
giiniimiize kadar en ¢ok ragbet géren evren modelleri, kiitle cekimi on adet alan denklemi ile

tarif ettigi Genel Rolativite Teorisinin (GRT)

1
Gap =Rab— 5 8ab R = —A gap + K Tap 2.1

ile verilen Einstein Alan Denklemlerine (EAD) dayanan kozmolojik modeller ¢ercevesinde
yer almaktadir. Genel Rolativite teorisiyle, kiitle cekim hakkinda daha oOnce sahip
oldugumuz bilgiler sadece icin matematik zemininde degil, kiitle cekimin dogada nasil
isledigi konusunda da biiyiik dl¢tide degismistir. Genel rolativitenin denklemleri, Newtoncul
mekanikteki mutlak zaman kavramini bir kenara birakarak zamanin da diger ii¢ uzay boyutu
gibi bir boyut oldugu diisiincesiyle, bize uzaymn aslinda dort boyutlu oldugunu ve Kkiitle

cekimin uzayin biikiiliisii ile ortaya ¢ikan bir etki oldugunu sdylemektedir.

(2.1) denkleminde;

gab - 4-boyutlu uzay-zaman geometrisinin metrik bilesenler
R,p : 4-boyutlu uzay-zamanin Ricci egrilik tansorii

R: Ricci Egrilik Skaleri

G,p : Einstein Tansori

A : Kozmolojik Sabit

1,5 : Enerji - Momentum Tansorii

K2 =S50

sabiti olarak agiklanir.

G, Newton Gravitasyon sabiti ve c, Isik hizi olmak iizere k2, Einstein Kuplaj

(2.1) denklemi, g,, ile bunlarin x* koordinatlarina gore birinci ve ikinci mertebeden
kismi tiirevlerini yerel olarak madde - enerji dagilimina baglayan ikinci mertebeden kismi

tirevli birbirlerine baglantili on adet diferansiyel denklemden olusmus nonlineer bir



diferansiyel denklemdir. Burada 7, tansoriindeki belirsizlik, Einstein alan denklemlerinin
cOziimlerini bulmay1 gii¢clestirmektedir. Bununla birlikte; bir yandan uzay geometrisi i¢in
bir takim simetri 6zellikleri (kiiresellik, homojenlik, esyonliiliik vs) varsayilip, diger yandan
T,, hakkinda baz1 varsayimlarda (bos uzay-zaman, miikemmel akigkan vs) bulunulursa
¢Oziim bulmak miimkiin olabilir. Bunun yaninda Einstein alan denklemlerinin ¢dziimlerini
bulma ydnteminin bazi olumsuzlar: ve yetersizlikleri ile birlikte literatiirde en yaygin olarak

kullanilagelen ¢6ziim tekniklerinden biri olmustur [1, 2].

2.1.1. FLRW Modelleri

FLRW (Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker) modelleri evrenin, herhangi bir noktasina
gore homojen ve izotropik oldugu varsayimina dayanmaktadir. Yildizlarnt ve yildiz
kiimelerini icerisinde barindiran evren yerel Olceklere gore acikca homojen olmamasina
ragmen yaklasik 14 milyar 151k yili gibi biiyiik bir ol¢ekte evrenin homojen olmasi
ongoriilmiistiir. FLRW modellerine gore evren gecmiste sonlu bir zamam kapsayan bir
uzay-zaman tekilligine sahiptir. Bu egrilik tekilligine biiyiik patlama denir. FLRW tekilligi
bilinen tiim fizik ve matematik yasalarinin biiyiik patlama sirasinda ve oncesinde gegersiz
oldugunu ifade etmektedir. FLRW modelleri, uzayn diiz, pozitif, negatif sabit egrilige sahip
oldugu ifade etmektedir [3].

A kozmolojik sabiti ile birlikte madde iceren statik ve kapali yapidaki ilk evren modelini,
1916 yilinda Einstein yapmugtir. 1922 de Friedmann A kozmolojik sabitsiz fakat madde
iceren EAD (Einstein Alan Denklemleri) i¢in elde ettigi ¢oziimlere gore; evrenin biiyiikligii
dinamik olarak degismek zorundaydi. Yani; homojen ve izotropik oldugu varsayilan evrenin
kapali, acik, diiz, genisleyen, biiziilen evrenler gibi cesitlilikler sergilemektedir. 1926
yilinda Hubble tarafindan galaksiler ve bunlarin uzaklasma hizlarinin ortaya konulmasi ile
A kozmolojik sabitinin Lemaitre tarafindan dneminin vurgulanmasi, evrenin baslangicinin
"biiyiik patlama" ile iligkili oldugu diisiincesini ortaya ¢ikarmigtir. 1932 yilinda Robertson
ve Walker evrenin homojen ve izotropik varsayimini siirekli gruplar teorisi ile matematiksel
olarak kesin bir dille ifade etmislerdir. Bu ifadeye gore; uzaysal kismin 6 parametreli Gg
es Olciim grubu altinda invaryant kalmasi anlamina gelmektedir. Uzay-zaman metriginin

k = —1,0,+1 parametresine bagh (¢, r, 6, ¢) eshareketli koordinat sistemi

ds* = —dt* + I*(t) [dr* + £ (r) (467 +sin 6d¢?)] (2.2)



|

seklinde ifade edilir. Burada ¢ koordinati u = 5. teget vektorlii evren ¢izgileri ile dl¢iilen

Q|

t

Oz-zaman ve fi(r):

sinr  k=+1i¢in
fi(r)=1¢ r k=0 icin (2.3)

sinr  k=-11ig¢in

sekilinde skaler bir fonksiyon olarak tanimlanir:
dQ? = dr* + f2(r) (d6* +sin6%d¢?) (2.4)

metrigi ile r=sabit hiperyliizeylerinin metrigi olup sabit uzaysal egrilige sahiptir. Bu durumda

SR= R~ (2.5)

2(t)
3 - geometriyi ifade eder. k parametresi -1, 0, +1 iken uzaysal 3-geometri sirasiyla
acik, diiz ve kapali olarak ifade edilir. /(r) Olgek carpani veya uzunluk 6lgedi olarak
tanimlanir. Denklem (1.1) metrigi homojen ve izotropik uzay-zaman Robertson-Walker
metrigi olarak tamimlanir ve EAD nin bu metrik ile c¢oziimleri genel olarak
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) evren modelleri olarak adlandirilir.

Metrige gore, 6 genisleme skaleri

1

0(t)=0 0 033 =3 2.6
(1) =611+ 622+ 633 0] (2.6)
olarak ifade edilir. 6 genisleme skaleri Hubble parametresi i¢in
1
H=-6 2.7
3
seklinde ifade edilir. Buradan
I
H(t)=— (2.8)



dir. H > 0 degeri genisleyen evreni, H < 0 ise biiziilen bir evreni ifade etmektedir. Evrenin
genislemesinin hizlanmasi veya yavaslamasi;
i1 17
- = 29
=R~ H (29)
seklinde yavaglama prensibi olarak adlandirilan boyutsuz bir ¢ parametresi belirler. (1.7) ve

(1.8) denklemlerinden
H=—(14q)H* (2.10)

elde edilir. n = % birim normalleri dogrultusunda hareket eden bir akiskanin (u# = n i¢in),
t sabit uzaysal kesitlerin, metrigin simetrisinden dolay1 bir miikemmel akigkan semasina

uymast gereklidir. Bu durumda, enerji-momentum tensorii

Tabzuuaub+p(gab+uaub)7%1:0;nab:() (2.11)

olarak elde edilir. Buna gore u ve p dinamik parametreleri uzaysal koordinatlardan bagimsiz
ve t sabit hiperyiizeyler iizerinde invaryanttir, bu durumda, u = u(r) ve p = p(¢) olur. Bu
bagmtilar u ve p nin homojenligini ifade etmekte olup V,u = 0 ve V,p = 0 bagintilarina
esittir. Ayrica, u = n (dik akis) oldugundan, i, = 0 = ®, olur. Ote yandan metrikten hareketle
o. =0 ve E;, =0 = Hy, ozellikleri gosterilebilir. O halde asagida verilen bagintilar ile bir

FLRW modeli ifade edilir.

Tablo 2.1: Fiziksel Biyiikliikler

Dinamik Vau=0=V,p | (u=u(t)ve p=pt)) ga=0=my,

Kinematik V.0=3,V,H=0 ((H=H(@)) u,=0w,,0, =0

Gravito elektrik veya
manyetik alan
(Serbest Alanlar) Ep=0=H, | \

Homojenlik ve esyonliiliigiin sonucu ile olusan bu bagintilar evrim ve bag denklemlerinin

sadelesmesini saglar ve bu durumda;
SR=2(u+A)—6H? (2.12)

. 1 A
H:—HZ—E(u+3p)+§ (2.13)



fL=—3H(u+p) (2.14)

denklemleri elde edilir. Hal denklemi olarak

p={—-Du (2.15)

alinirsa, FLRW modelleri asagida verilen sistemin ¢6ziimiinii olustururlar [4].

H(t):§ (2.16)
H=—(14p) H? (2.17)
g2 Lz, A

H=—H—2(3y-2)+7 (2.18)
fL=—-3Hypu (2.19)
SR=2(u+A)—6H? (2.20)

6 k
3R:I_2 (2.21)

2.1.2. Brans - Dicke Kozmolojisi

Jordan-Brans-Dicke teorisi olarak da anilan Brans-Dicke Teorisi (BD), skaler tensor iceren
bir yercekimi teorisidir. Bu teori, Olciilebilir kiitlecekim sabitini hesaplamak i¢in tensor
denklemlerine ekstra bir skaler alan ¢ ekler. Bu skaler alanin degeri, uzay zamandaki noktaya
baghdir. Brans Dicke teorisi, Mach ilkesi ve Dirac’in Biiyiik Say1 Hipotezi (LNH) olmak
iizere iki ilkeye dayanmaktadir. Ilk ilke " herhangi bir bireyin hareketinin tiim evrene gore
tanimlanmas1 gerektigini " soyler, ancak bunun yaninda farkli bir¢ok yorum vardir. Biiyiik
say1 Hipotezi (LNH) fizikteki biiylik boyutsuz sayilarin iligkili oldugunu belirtir (6rnegin;
yercekimi sabiti ile evrenin yaricapr ve kiitlesi birbiriyle iligkilidir: GM,,iverse ~ Runiverse)-
BD teorisinin temeli, yercekimi sabiti G nin evrendeki madde dagilimma bagl olarak
G ~ ¢! ile bir skaler alan ¢ ile degistirilmesidir. Brans Dicke teorisinde bir eylemin

Lagrange’1 (potansiyelsiz)

XBD:¢R+167r$m+$¢(¢,8u¢) (2.22)



dir.
Lagrangian’in ikinci dereceden bir denkleme yol agmasini saglamak icin var olan son terim

hari¢, GR’den sadece normal Lagrangian’in G~ !=¢ ile carpildigina dikkat edelim. Aksiyon;

SBD = /d4 X\ —8 XBD (2.23)

bicimindedir. Birim tutarlig1 (ve basitligi) temelinde segilen £

Ay ¢ M
Ly 200 (2.24)
¢
dir. Yukaridaki denklemlerin birlegtirilmesi
Ou 99 ¢ ¢
06— H LR 2.25
. T (2.25)

ile sonuc¢lanir. @ kullanilarak Ricci egrisi olan R ¢ ile iligkilendirilir. w degeri teori tarafindan
verilmez ve sadece gozlemle belirlenebilir. @ skaler alanin neden oldugu yercekimi

kuvvetinin bir 6l¢iisiinii temsil eder. Skaler alanin yercekimi ile karsilastirilmasi

g (W+§)—1 (2.26)

olarak yazilabilir. @ — oo sinirinda skaler alan ihmal edilebilir hale gelir ve BD teorisi GR’
ye diiser, ancak bu sinir1 alirken, 6zellikle enerji-momentum tensoriiniin izi kayboldugunda,

bir takim problemlerin ortaya ¢iktigini belirtmek 6nemlidir [35, 6].

2.1.3. Feza Giirsey Teorisi

Feza Giirsey, gyv metrik tensoriine ek olarak alinan skaler bir alanin geometrik bir
biiyiikliik olmamasi nedeniyle, madde dagilimi ile uzay-zamanin egriligi arasindaki iliskinin
uyumsuzlugunu gorerek Genel Rolativite Teorisinin Einstein’in agikladigr sekliyle Mach
ilkesini kapsadigim ileri siirmektedir. Feza Giirsey, evrenin kozmolojik formunun diiz
uzay-zamana uyumlu bir metrikle olusturuldugu bir koordinat sisteminde g, metrik
tensoriinii, ¢ ile kozmolojik yapiy1 betimleyen ve ¢ = ( —g)% olarak tanimlanan 1/4 agirlikli

bir skaler yogunlugu; ¥,y ile de yerel gravitasyon etkilerini betimleyen ve y,, = (—g)% ,



dety,y = —1 olarak tanimlanan -1/2 agirlikl1 bir tensorel yogunlugu gostermek iizere
guv = 0% Yuv (2.27)
seklinde yazarak Mach ilkesine uygun ¢oziimler icin;
. 2
rh_{g Suv =A" Nuv (2.28)

ya da buna denk olarak

r11_>n30(p =2 (2.29)
rh_{?o Yuv = Nuv (2.30)

stnir  kosullarim1  belirtmektedir. Kozmolojide diiz uzay-zamana konform bir metrikle

olusturuldugu koordinat sistemi, metrigin
ds® = A2(t,r) (c* di* —dx* —dy* —dZ?) (2.31)
seklini aldig1 sistem olup bu, kozmolojik ilke ve Weyl aksiyomundan hareketle elde edilen,

R(1)
ds®* =c2dt* — —— ) _(dx® +dy* +dZ? 2.32
s=c 1+1/4kr2(x—|—y+z) (2.32)

Robertson-Walker metriginden elde edilmektedir. Eger Miikemmel Kozmolojik Ilke

kullanilacak olursa (2.21) denkleminden,

2 = Nuy X x¥ = 12— r? (2.33)
ve
d(0)
AN

olmak {iizere;

ds* = @ () (c*di* — dx* —dy* —dZ?) = D () Nuv (2.35)
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seklini almaktadir, metrigin bu sekilde ifade edildigi koordinat sistemi bir eylemsizlik sistemi

olusturmaktadir. Bu eylemsizlik sisteminde de yukaridaki sinir sartlari

lim ¢ = (1) (2.36)
ve
rh_{?o Yuv = Nuv (2.37)

seklindedir. Ayrica bu eylemsizlik sisteminde belirtilen sinir sartlar1 yaninda GRT nin alan

denklemleri ¢ ve ¥,y ler cinsinden Ry ve ¥y ile olugturulmusg Ricci tensord,
=03 gV Tyy (2.38)
ve
Yy (0) =490, 09" 0~ 513, 09" 0] -297 V" 3 08} 3 (¥ p9)] 239
olmak iizere
Rl‘j—% Sy R=-Ro " J+n) (¢) (2.40)

jeodezik denklemi de

d dxV dx* dx¥

ar (@ Yov — I —) =105 §D+ ¢ (dsVrv) J7 dt (2.41)

seklinde yazilir. Feza Giirsey, Teorinin Genel Kovaryansini koruyacak sekilde, ayricalikli
bir referans sisteminde (eylemsizlik sistemi) yazilmis (2.26) ve (2.27) sir kogsullarini,
eylemsizlik sistemi tegkil etmeyen herhangi bir koordinat sistemi i¢in de genellestirmektedir.
Feza Giirsey eylemsizlik sisteminden, eylemsizlik sistemi tegkil etmeyen herhangi bir
referans sistemine gecildiginde kullanilan koordinat doniisiimiiniin kozmolojik fonun
esyoOnlii goriiniimiinii degistirip ona yeniden bir madde dagilimi yiiklemek olarak belirtilen
ek gravitasyon kuvvetlerinin olustugunu gostermektedir. Bununla birlikte, Einstein ortaya
koydugu fizik kanunlarinin biitiin referans sistemlerinde gecerli olmasi1 (Genel Kovaryans

Ilkesi) fizik kanunlarinin herhangi bir kozmolojik fonda gecerliliklerini korumaya devam
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edecekleri anlamina gelmektedir. Bir koordinat doniisiimiiniin evrendeki madde dagiliminin
yeniden dagitilmast olarak yorumlanmasi (2.31), hareket denkleminde bir eylemsizlik
katsayisi rolii oynayan ¢ nin de gercek bir skaler olmamasindan dolayi, degismemesine yol
acacak ya da bagka bir deyisle bir tanecigin eylemsizlik kiitlesi degismis olacaktir. Bununla

birlikte Feza Giirsey eylemsizlik kiitlesini, evrenin kiitlesine ve yarigapina

M

TR yada Moo G~! (2.42)

Meyp

seklinde bagli oldugunu bulup, tamamen bos bir evrende ise belirtilen sinir kosullarindan
dolay1 eylemsizlik kiitlesinin sifir olacagin gostermektedir. Feza Giirsey, ¢ den tiiretilen
kuvvetlerin kozmolojik fon iin itici kuvvetler olarak bulup bunlarin Hubble yasasina
uygun olarak evrenin genislemesine yol actigini belirtmektedir. Buna karsilik yerel cekici
gravitasyon kuvvetleri ise ¥,y lerin 1,y lerden sapmalarindan ileri gelmektedir. Bir bagka
konu da G gravitasyon sabitinin uzaymn ve zamanin fonksiyonu olup evrenin kiitlesi ve

yarigapi cinsinden

(2.43)

seklinde ifade edilmesidir. G nin pozitif ve sonlu olmasida evrenin uzaysal olarak kapali
olmasinin gerekliligine yol agmaktadir. Feza Giirsey’in teorisi her seyden nce evrenin
ilk yaklagiklilikta de Sitter geometrisine uygun oldugunu varsaymakta olup evrenin madde
dagiliminin kararli ve homojen oldugunu kabul etmektedir. Kullandig1 yaklasimlarin evrenin
giincel haliyle dogrulandigin1 ifade eden Feza Giirsey soz konusu calismasinin evrenin,
uzaysal olarak kapali, homojen ve diiz uzay zamana konform olmasini gerektirdigini

kaydetmektedir [5].

2.14. F(G) Gravite
Karanlik enerji problemini ¢ozmek amaciyla iki yaklasim ortaya atilmistir. Bu

yaklagimlardan ilki G, Einstein tansoriinii

k lik ji
Gab — K.2(Tas}1)radan madde + Tabaran 1 enerp) (2 4 4)
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biciminde yazmaktir. Esitligin sagindaki ikinci terim, siradan madde diginda her tiirlii madde,
A kozmolojik sabiti, tansor alanlart vb. gibi etkene baglanan enerji - momentum tansoriinii
belirtmektedir. Ortaya atilan bu yaklasim Karanlik Enerji problemine bir takim ¢oziimler
sundugunu fakat bununla birlikte 6nemli sorunlar olusturdugu bilinmektedir. Bunlar arasinda
en Onemli sorun, amaca yonelik tasarlanan egzotik maddenin hicbir sekilde gozlenememis
olmasidir. Karanlik enerji problemini ¢6zmek amaciyla ortaya atilan ikinci yaklagim ise,
Einstein Alan Denklemlerinin (EAD) sol tarafinda yani geometrik kisminda degisiklige
gitmektir. Bu matematiksel olarak

karanlik enerji 2 ~siradan madde
Gap+ G = K> T (2.45)

biciminde ifade edilir ve bu tiir teoriler Degisiklige Ugratilmis Gravitasyon Teorileri
olarak adlandirilmaktadir. Bu tiir bir degisiklige Einstein Alan Denklemlerinin Lagrangeyen
formiilasyonu izin vermektedir. Bununla birlikte gercektende (2.1) deki Einstein Alan

Denklemini

1
Sern =55 / d*x =g (R=2A) + Sy, (2.46)

bicimindeki bir bagintidan varyasyonla elde etmek miimkiindiir. (2.46) aksiyonu Einstein
Hilbert Aksiyonu olarak tanimlanir. Burada S,, madde aksiyonu olarak adlandirilip madde

Langrange yogunlugundan hareketle

Sn= [ d*xv/=gLnlga¥) (2.47)

bicimindeki aksiyonla tanimlanir. Bu maddeye

dL
Ty =—2 W}Z’ + 8ab L (2.48)
biciminde tanimli bir enerji-momentum tansorii baglanabilmektedir. Sy bagintisindaki
integrant1 R almak yerine, Riemann geometrisinde herhangi bir invaryant almak miimkiindiir.

Eger Riemann geometrisinin R, Riemann egrilik tansorii, R,;, Ricci egrilik tansorii ve R

Ricci egrilik skalerinden hareketle

G = R*> — 4R, R 4 Rypeq R? (2.49)
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biciminde tamimlanan G invaryantinin herhangi bir F(G) fonksiyonu integrant olarak alinirsa
bu Degistirilmis F(G) gravite olarak tanimlanir. G egrilik invarynatina Gauss - Bonnet terimi

denir. Degistirilmis F(G) Gravite teorisi alan denklemi

S— ﬁ / d*x\/=[F(G) = 2A] + S (2.50)

aksiyonun varyasyonuyla verilecektir. Bu aksiyondan, alan denklemlerinin elde edilmesi ¢ok
uzun iglemler gerektirdiginden yalnizca alan denklemleri yazilacaktir. Dolayisiyla F(G) -

gravitenin alan denklemi:

Fo— 81;£;G) (2.51)
olmak lizere

B %&sz — (=2RRyp + 4R RS — 2RS¥ Ryeqe — 4R ycapR ) Fi

—2(V4VypFG)R + 28, ROFG — 4R, OFg (2.52)

+4(VeVoFG)RS +4(V .V, FG)R,
—48ab (VCVdFG)RCd - 4(VCVdFG)szab! +Agap = Kz ang

ile verilir [7,8,9,10].



14

3. MALZEME VE YONTEM

3.1. 1+3 KOVARYANT AYRISIMI

Genel goreli astrofizik ve kozmolojinin geometrik igleyisinde modele kaynaklarinin bir
dagiliminin varliginin matematiksel anlami her zaman yerel olarak benzersiz olan uzay
zaman manifoldu (u, g) tizerinde (future pointing) bir tercih edilen zamana benzer vektor
alaninin tanimlanmasina izin verir. Madde igeriginin standart fenomenolojik akiskan
taniminda, bu zamana benzer vektor alani, yerel olarak akiskan madde kaynaginin tiim
kurucu pargaciklarinin ortalama 4-hizim temsil edecek sekilde veya alternatif olarak,
zamana benzer normal uyumu temsil edecek sekilde secilebilir [11]. Buna gore uzay-zaman
manifoldu (u,g) lizerindeki her bir olay icin, zaman cinsinden tek bir vektor alani

tanimlanabilir. Genel olarak u ile gosterilir ve asagida belirtilen sart1 saglamaktadir.
u u, = —1 3.1

Sartin1 saglayan bu vektor alani, akigkani olusturan tiim kisimlarin ortalama 4’li hiz
vektorii olarak tanimlanabilecegi gibi gdzlemcilerin 4’1ii hiz vektorii olarak da tanimlanabilir.
Gozlemci uzaysal 3-yiizeyler iizerinde kalacak sekilde hareket ediyorsa 4’lii hiz vektorii
uzaysal 3-hiperyiizeylerin zaman cinsinden birim normalleri olur. Fakat gozlemci, 6rnegin
akigkan bileseniyle birlikte hareket ediyorsa ikisi de ayni1 4’lii hiza sahiptir. Herhangi bir
durumda, 6zel olarak ayricalikli bir zaman cinsinden 4’1ii vektor alanin varligi, uzay zamani
bu vektor alanini teget kabul eden 3-boyutlu zaman egrileriyle doldurulmusg gibi olugsmasina
neden olur. Bu egriler akigkan elemanlarinin veya gozlemcilerin evren ¢izgileri ve bunlarin
toplulugu da zaman cinsinden egri ailesi veya kongruansi olarak tanimlanir. (3.1) sartina
uyan ayricaliklt bir 4-1ii vektor alaninin varli§i varsaymmi, (u,g) varyetesine ek bir yapi
kazandiracaktir. Bu durum (u, g, u) biciminde gosterilir ve uzay-zaman "1+3 ipliklenmesi"
olarak tanimlanir. u vektorii (i, g, u) olmak iizere iki farkli tansor ile ifade edilir. Bunlar su

sekilde ifade edilir.

Ugh = —lUg Up (3.2)
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hab = —8ab + Ua Up (3.3)

Izdiisiim tansorleri olarak tamimlanan bu tansorlerden u,,,u® 4’lii vektoriine paralel
izdiistimii; A, de u® 4’lii vektoriine dik izdiisiimii gerceklestirir. Yani Ay, u® 4’11 vektoriiyle
hareket eden bir gozlemcinin anlik durgunluk uzaylarinin metrik 6zelliklerini belirler.

Buradan tansorlerin sagladigi bagintilar su sekilde gosterilir.

Tablo 3.1: Izdiisiim Tansorleri

hy = h(ba) (simetrik) | u,p = up, (simetrik)
hg = +3 ug = +1
hj, b:hZuazo uZub:u“uZ’:ub
h% h? = he ud ub = ul
h?hgzhghlg ul uZ:uZ ub

u dogrultusunun varligi, fiziksel oneme sahip geometrik biiyiikliiklerin u,, ve h,, (veya
h, heb, up, u“?) tansorler ile kovaryant 143 tansor ayrisgiminin yapilmasina imkan saglar. Bu
yaklagim ilk kez 1950 ler ve 1960 larin basinda Raychaudhuri, Trumper, Sachs, Schuten ve
Ehlers tarafindan ortaya atilip, gelistirilmigtir. Daha sonra 1971 ve 1973 yillar1 arasinda Ellis,
yontemin kozmoloji uygulamalarina odaklanmastir [4,7,12].

Uy ve hj tansorleri kullamlarak, bir fiziksel alam ya da herhangi bir geometrik biiytikligii,
4-1i u vektoriiyle hareket eden bir gdzlemcinin, bunlar1 6l¢gme yoluna bagh olacak sekilde
"uzay" ve "zaman" kisimlarina ayrilabilir.

Bir J, uzay - zaman vektorii, B, uzaysal bir vektor olmak tizere (B,u® = 0) su sekilde yazilir.
Jo = Auy + By (3.4)

Esitligin her iki tarafi u® ile carpilip (3.4) denklemi ve (u“u, = —1) bagintist kullanildiginda

A = —uPJ), elde edilir ve bu da yerine koyuldugunda B, = K2 J, bulunur ve
J=UE I+ hg J? (3.5)

elde edilir. Esitligin sagindaki ilk terim J¢ nin "zaman kismi" ikinci terim ise "uzay kism1"
olarak tanimlanir. Bir J,; uzay - zaman 2 tansoril B,, C, ve D, uzaysal tansorler (B, u® =

0, C, u® = 0ve Dy, u’ = Dy, u® = 0) igin

Jup =Aug up+ By up +u, Cp+ Dy 3.6)
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seklinde indirgenemez kisimlara ayrilabilir. Yukaridaki islemlere benzer islemler

uygulandiginda
Jap = —US U Joq +US Jop+Uf Jae + 1S H Jog (3.7

elde edilir. Esitlikteki ilk terim c ile d indislerini birlikte, ikinci terim a indisini, ti¢iincii terim
de b indisini u ya paralel izdiisiirmektedir. Son terim de J,;, tansoriiniin her iki indisini u# ya

izdiisiirmekte olup J,b nin uzaysal kismini olusturur. Son terimi J,, ile gosterirsek
Tap 1 1} Jeq s (Tap u = Jap u” = 0) (3.8)

seklinde uzaysal bir tansor elde ederiz ve bu uzaysal tansorii simetrik ve antisimetrik

kisimlari cinsinde

Jab = J(ab) +J[ab] (39)

seklinde yazilabilir. Simetrik kisim; biri izsiz ve digeri izli kisim olmak iizere iki kisim

seklinde diisiiniilebilir. Izsiz simetrik kisim icin "acil1 parantez" sembolii kullan1ldigindan

Teab> = J(ap) = (12 S ap)) Tap (3.10)
f<ab> = f(ab) - (iZ j(ab)) hap (izf[ab] =0 Oldugundan) (3.11)
- - 1 .

J<ab> = ‘I(ab) - 5 J(cd) hab (312)

oldugunda (3.9) bagintisi
7 7 1 cd 1 '
Jab = J<ap> + 3 R J cay hab +Jjap) (3.13)

seklinde ifade edilir. Verilen ifadelerden hareketle

~ 1, . -
J(ab) = 5 (Jab +Jba) = hfa hb) dJCd = h; hg Jed (3.14)
-~ 1

Jlan) = 5 (Jab = Joa) = hfy, o) “Jea = hG 1) Jiea) (3.15)
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bicimindeki Ozellikler kolaylikla gosterilebilir. Dolayisiyla bir uzay - zaman tansoriiniin
uzaysal izdiisimiiniin simetrik (antisimetrik) kismi, uzay - zaman tansoriiniin simetrik
(antisimetrik) kisminin izdiislimiidiir. Yani, wuzaysal izdiisim ile simetriklestirme

(antisimetriklestirme) islemleri yer degistiricidir. Benzer sekilde
iz Jap = 8 Jup = W Jup = iz (ab) = h J (3.16)

yazilabilir. Yani uzaysal kismin izi, simetrik kisminin izidir. Uzaysal kismin izsiz simetrik

kismui i¢in

(iZ f(ab)) hap

W[ —

J. <ab> — f(ab) -
1

= [h{, ) — 3 h hap) Jea

| (3.17)

= [hg hj — 3 W hap) Jea

, 1

= hZ hz [‘I(Cd) - 5 he! ]ef hcd]

biciminde esdeger ifadeler kullanilabilir. Simdi J, vektorii, 6zel bir f skaler fonksiyonun

kovaryant tiirevi olarak diisiiniildiigiinde yani J, = V, f oldugunda (3.5) denkleminden
Vap = —ttq u Vi f +18Vy; (3.18)

olur. Esitligin sagindaki birinci terim icin GRT de, lizerine yalnizca gravitasyon ve

eylemsizlik kuvveti etki eden bir test taneciginin hareket denklemi
u*Veu =0 (3.19)

biciminde geodezik denklemidir. Tanecik iizerine gravitasyonel olmayan kuvvetlerin etkisi

g0z Oniine alindiginda hareket denklemi
I/te Ve ua — Fa (320)

olur. Buradan soldaki terimin Newtonsal benzerlikten dolay: bir ivmeyi gosterdigi agiktir.
Bilesenler cinsinden yazilan bu ifade V, U olarak vektorel sekilde gosterilir ve 4 1i u
vektroriiniin u teget dogrultusunda evren ¢izgileri boyunca dogrultu tiirevi anlamina gelir.

Yani, V, veya u® V, operatorii, zamana gore bir tiirevi gosterdiginden, u dogrultusundaki
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nn

kovaryant zaman tiirevi olarak tamimlanir ve genellikle "." ile ifade edilir. Bu durumda;

Skaler bir fonksiyonicin: f =uV, f (3.21)
Bir J, vektoru icin: J, = u® V, J, (3.22)
Herhangi bir vektor icin : J; = u® V, Jj= (3.23)

biciminde yazilir. (3.22) deki ikinci terim V;, f kovaryant tiirevinin u“ ya dik hiperdiizleme
izdiistimiinii gosterir. Buna kovaryant uzaysal tiirev veya u ya dik kovaryant dogrutu tiirevi
veya da tamamen dik izdiisiiriilmiis kovaryant tiirev denir. ve @a =3V, =D, sembollerinden

biriyle gosterilir ve:

Skaler bir fonksiyon icin: V,f = h‘ei Vaif (3.24)
Bir vektor icin : ﬁeja = hla7 hZ Vidp (3.25)
Herhangi bir tansor icin : VoJi= = h%_hi he V7 J§ (3.26)

olarak ifade edilir Buradan (3.21)
Vaf=—uta f+Vaf (3.27)

biciminde ifade edilir. Zaman tiirevlerinin de iz diisiimlerini "agili parantez" ile ifade

ettigimizde
T =l Jb (3.28)
1
J<ab> _ [hﬁ“ h[:l) B 5 pab hcd] Jed (3.29)
Je =g Jb (3.30)
. 1 .
j<ab> _ [hga hZ) . 5 pab hcd] Jed (3.31)

bigiminde olur. Buradan tamamen izdiisiiriilmiis kovaryant V tiirevi de indirgenemez 1+3

kovaryant uzaysal diverjansa ve rotasyonele ayrigabilir. Buradan

bir vektor icin : div] = V* J,, (rotJ)q = Nape LG (3.32)
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bir 2 tansor icin : (div]) g = VP I, (rotd)ap = Nedea V° J,‘j> (3.33)

biciminde olur. Simdi, J,;, 2-tansorii, 6zel olarak up, nin u* dogrultusundaki kovaryant tiirev

olarak alindiginda J,, = V, u;, olsun ve (3.7) bagintisindan

Vaity = —US UL Ve ug +US Ve uy +Uf Ve +hS he Ve uy (3.34)
biciminde olur. Buradan (u“ u, = —1) bagintis1 ile
Ve y = —uig ity + Vo up (3.35)

biciminde indirgenir. Simetrik ve antisimetrik kisimlarin toplami olarak Vaitp uzaysal kisim

ifade edilir ve sirasiyla

Oub =V (a ttp) » Oab = Opa , Oy u” = Op u” =0 (3.36)

WOyp = ?[a ub] , Wyp = —Wpy 5, Opp ut = Wy, ub =0 9 O)g =0 (3.37)

biciminde ifade edildiginde
Vaup = —ug tiy + 0, + @y (3.38)
olur. 8, simetrik kisim, iz 6,5, = 0 ile gosterilmek iizere

1
Oup = eab - 5 0 hab (3.39)

seklinde tanimli izsiz simetrik kismu ile

1
0, =0+ § 0 hy, (3.40)

seklinde ifade edilebilir. Dolayisiyla @, antisimetrik bir tansor oldugundan

1
W, = Enabcda)bcud < Wyp = nabcdwcud (3.41)

ya da Ngpeq ul = Nape Olarak yazildiginda

1
Wy = E Nabc a)bc < Wgp = Nabe 0N (342)
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seklinde taniml1 bir vektor ile ifade edilebilir. Yukaridaki tanimla alternatif ifadelerle birlikte

topluca gosterildiginde

Vaoup = —u, ub‘i‘va Up
= —Ugq le —+ ﬁ(a Ltb) -+ 6[61 l/tb] = —Ug ub + Gab + Wyp
. e 1 =
= —tta iy +V <q tp> + 3 (h Ve uYhap + Vg uy (3.43)

1
= —Uq Ul + Ogp + 3 Ohyp + Wgp

1
— Uq Up + Ogp + g ehab + Nabe ON

biciminde olur. Burada

Oup = Opa » Oy’ =6, u’ =0, 09 =09 =0
Oy = —Wpg , O 1 = O '’ =0, 0% = @ =0 (3.44)

Gab:cba,cabu“:cabubzo,65:65:0

dir.
0,» Genisleme Tansorii ve bunun izi olun 6 Genisleme Skaleri veya kisaca Genisleme olarak

tanimlanir. Bu tansor, u“ ya yerel olarak dik 3-uzayin hacimce genislemesi olarak ifade edilir.

@,p Girdap tansorii ve @, Girdap vektorii olarak tanimlanir. Bu ifade yerel durgunluk

sisteminin bir eylemsizlik sistemine gore donmesinin bir dlciisiinii ifade eder.

o, Kayma (sinear) Tansorii olarak tanmimlanir ve u“ dik uzay elemanlarinin bigim
degisikligini ifade eder. [4]

Verilen tansorlere ek olarak

1
o’ = 3 o 0% (3.45)
2 1 ab a
0= 3 W, 0 =0, ® (3.46)

bagintilaryla ifade edilen skaler biiyiikliikler baglamaktadir. Bu biiyiikliikler

6=0<+= 0,5=0 (3.47)
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0w=0<= wy=0veyaw, =0 (3.48)

seklindeki ozelliklere sahiptir.

Bir 4-lii u alan1 verildiginde, akigkanin kinematik biiyiikliiklerinin hesaplanmasii¢in

(3.41) ve (3.43) bagintilarindan

Oup = 6(a Up)
d
= hS h V. ug)

= V(a tp) +U(q lip)

0 =iz Oy

= /’Lab Va up
(3.50)

Vo u®
V. u®

= g4

4 - 1
Oap = V<attp> = V(o Utp) — 3 (h Ve ug) ha

1
= [K, h;j) -3 B ) Ve ug

1
= hS h) Vo ug) — 3 Oha (3.51)

1
= Yab — § 6hab

1
= Via up) t it ttp) — 5 0 hap

WOyp = V[a ub}

= hf, by Ve ug

.y (3.52)

= Vi, up) + uf tiy)

1
bc . d
wazinabcdwcu

(3.53)

c..d
= Nabed O U

olur.
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3.2. RIEMANN GEOMETRISI

Riemann geometrisi bir (0.2) tipi pozitif tanimli simetrik tansor alani olan bir Riemann
metriginin ek yapisina sahip manifoldlar1 dikkate alir. Birinci dereceden bir yaklasim
icin bu bir Riemann manifoldunun bir oklid uzayr oldugu anlamina gelir. Bu sayede
vektorlerin uzunluklarini ve aralarindaki agilart 6lgebiliriz. Boylelikle Riemann manifoldlari
topolojik anlamda metrik uzaylar haline gelir. Riemann yapisi ayrica, manifoldlarin diger
ozelliklerinin incelenmesi igin bir ara¢ olarak siklikla kullanilir. Ornegin, bize ikinci
dereceden bir lineer eliptik kismi diferansiyel operator verilirse, o operatoriin ikinci
dereceden katsayilar1 bir Riemann metrigi olusturur ve bu metrigin genel ozelliklerinin
bize bunu iceren kismi diferansiyel denklemler hakkinda bilgi verir. Tersine, bir Riemann
manifoldunda bdyle bir operatdr dogal olarak segilir. Boylece Ornegin bir Riemann
manifoldu iizerinde 1s1 denklemini ¢cozmekten bahsetmek uygun olur. Riemann metrikleri
herhangi bir topolojik metrik tarafindan acgiklanamayan onemli 6zelliklere sahiptir. Bu
nedenle topolojik calismalarda Riemann geometrisi ¢aligma manifoldlart i¢cin kullanilabilir

[13,14].

3.2.1. Bianchi ve Ricci Ozdeslikleri

143 uzay-zaman ayrisim yontemi kullaniminin esas amaci Riemann egrilik tansoriinden

bilgi vermektedir. Bu yontemi uygularken Einstein alan denklemleri dolayl olarak kullanilir.

Riemann egrilik tansorii, keyfi bir u vektoriiniin kovaryant tiirevlerinin yer degistirici
olmamalarinin sonucu olarak ortaya cikar. Riemann egrilik tansorii su sekilde cebirsel

Ozdeslikleri saglar.

2V, tp) e = Rapeq u? (3.54)
Rabed = Riap)jcd) = Redab (3.55)
Rypea) =0 (3.56)

R¢. +ROy +RY. =0 (3.57)
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(3.7) denklemi "Birinci Bianchi Ozdesligi" olarak tanimlanir. Cebirsel dzdesligin yaninda

difarensiyel 0zdeslik su sekilde ifade edilir.
V[a Rbc]de =0« YV, chd+Vc Rch+Vd RZEC =0 (3.58)

Bu 6zdeslik " Ikinci Bianchi Ozdesligi " olarak tamimlanir [7].

Riemann Egrilik Tansoriiniin

R} 1 = Rap = Ry (3.59)
biciminde iki izi bulunmaktadir ve

R®—Ri=R=“R (3.60)

esitligi saglanir. Bunlara sirayla R, Ricci Egrilik Tansorti ve R Ricci Egrilik skaleri denir.
Riemann Egrilik Tansorii R4 ye biizme islemi uygulandiginda R, Ricci Egrilik Tansort
ve R Ricci Egrilik Sakaleri bulunur. Dolayisiyla R ;.4 bilinirse R,b ve R bulunabilir.

Ikinci Bianchi 6zdesliginin bir kere biiziilmesiyle

Va Ry =2 Ve Ry (3.61)
bununla birlikte ikinci kere biiziilmesiyle

. 1

ViR, = > V,R (3.62)

0zdeslikleri elde edilmektedir. Bununla birlikte
1

Gup = Rap — E 8ab R (363)

seklinde tanimlanan tansoriin diverjansinin sifir oldugu;

ViGyp=0 (3.64)

seklinde gosterilir.
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3.2.2. Weyl Tensorii

Yergekimi teorisinin geometrik karakterine iligkin daha temel bir anlayis, Rieman ve Weyl
tensoOrlerinin bilyiik bir 6neme sahip olduklarini1 vurgulamaktadir. Yercekimi radyasyonu,
tekillik teorisi deneysel testler i¢in bir ara¢ olarak jeodezik sapma, sadece birka¢indan
bahsetmek, yercekimi alaninda Riemann ve Weyl tensorlerinin 6nemine yeterince taniklik
eden konulardir. Buna karsilik, Riemann ve Weyl tensorleriyle ilgili geometrik yonler
hakkinda derin bir bilgi, fiziksel gercekligin modellenmesi ve yorumlanmasi konusunda

giiclii ve yardimct bir anlayis saglar [15].

Rapeq Riemann Egrilik Tansoriiniin biiziilmesi ile olusan R ve R,, degerlerinin Rpqq
nin bir izi oldugunu Ricci ve Bianchi 6zdesliklerinde belirtmistik. R,;.; nin bilinmesi ile

R, ve R biiyiikliikleri biizme iglemiyle bulunabilir.

1 R
Rabed = Cabea + 3 (8ac Rbd + 8ba Rac — 8ad Rbe — 8be Raa) — 3 (8ac 8bd — 8ad 8bc) (3.65)

Riemann tansoriiniin izsiz kismi olan C,p.; degerine Konformal egrilik tansorii veya Weyl

tansorii denir. Weyl tansori;

Cabed = C[ab] [ed) — C[cdba} (3.66)
Ca[bcd] =0 (3.67)
i =0veC% =0 (3.68)

seklinde simetri Ozellikleri gosterilebilir. (3.1) bagmntis1 kullanilarak C,p.y Weyl tansoriinii

yalniz birakacak sekilde tekrar diizenlendiginde bu ifade elde edilir.

1 R
Cabed = Rabea — 5 (8ac Rbd + 8bd Rac — 8ad Rvc — 8be Raa) + 3 (8ac 8bd — 8ad 8bc) (3.69)

Elde edilen bu ifadenin diverjansi alindiginda (3.61) ve (3.62) denklemleri kullanildiginda
su ifade elde edilir.

u 1
VaCpea = V[cRd] bt 6 8b[cV4 R (3.70)
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Einstein alan denklemleri sayesinde Weyl tansoriinii enerji - momentum tansorii cinsinden

su sekilde ifade edilir.

1
VaCheq = V[c Ty b T 3 8b[cVy T (3.71)

Bu ifadeye Weyl tansoriiniin hareket denklemi denir. 143 kovaryant formiilasyon

cercevesinde Weyl tansorii elektrik ve manyetik olmak {izere iki boliime ayrilir.

Tablo 3.2: Weyl Tansoriiniin Elektrik ve Manyetik Tanimlari

Elektrik Boliimii Eup = Cuepf u° u/
Manyetik Bolimii | H,, = % Nab ghCngh uu

d

Elektrik ve manyetik boliimleri asagidaki tabloda belirtilen simetrik 6zelliklerini saglarlar.

Tablo 3.3: Elektrik ve Manyetik Boliimlerin Simetrik Durumlari

Eqp = E(ab) Hyp = Hyp
Eg=0 H{ =0
Eabub = Eabu“ =0 Habub = Habu“ =0

Buna gore iki bolim Weyl tansoriinii tamamen su sekilde belirler [4].

Cip=1481.8"1 ;8% 8" g —nif 0 | u ug B}, (3.72)
—2[nabef5g [cShd]‘Fa[aeSb]fnfc?]ueung{

3.2.3. Enerji Momentum Tensorii

Enerji ve momentum kavramlari korunduklart icin fizikte onemlidir. Korunum yasalari
hareket denklemlerinden ¢ikar, ancak hareket denklemlerini ¢ozmeden bile sistem
hakkinda oOnemli bilgi edilebilinir. Dagitilmig bir sistem veya bir alan igin, enerji
yogunluklari, momentum ve momentum akigt bazi x? koordinatlariyla temsiledilen
noktalarin fonksiyonlaridir. Bu fonksiyonlar, enerji-momentum tensorii 7Y (x%) iginde
birlegir, yani x* koordinatlarimin keyfi doniisiimleri altinda tensor kuralina gore THY
doniistimiiniin bilegenleri x* noktalarinin uzayina bir veya baska bir metrik ile donatilmis

olup olmadigindan bagimsiz olarak tansordiir. Genellikle, T*V simetrik bir tansordiir,
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THY = TVH. Agisal momentum korunumunun uygun bir formiilasyonu igin 7}, simetrisi
gereklidir. T*V(x*) nin lokal dagilimlari, yalnizca alanin enerjik ozelliklerine bazi sayisal
degerler yiikledikleri icin degil, ayn1 zamanda alanla etkilesime giren parcaciklarin ve
cisimlerin yerel hareket durumundan sorumlu olarak goriilebildikleri icin de Snemlidir. Ikinci
mertebeden diferansiyel denklemler tarafindan yonetilen alan teorilerinde, enerji-momentum
tensoriiniin alan degiskenlerinin birinci mertebeden tiirevlerinin karelerine bagli olmasi

beklenir, ancak ikinci tiirevlere bagli degildir [16].

Gravitasyona kaynaklik eden enerji - madde igerigi: bir V(¢) skaler potansiyelinden
tireyen bir ¢ skaler alani, akigkanlarin karigimi, kinetik teoriyle agiklanabilen bireysel
tanecikler toplulugu elektromanyetik alanlar gibi pek ¢ok unsurlardan biri olabilir. Bu
unsurlarin toplam etkisi, alan denklemlerinin saginda bulunan 7;; enerji - momentum

tansoriiyle ifade edilmektedir.

Enerji - momentum tansorii 7y, ayricakli bir u? 4’lii hiz vektortl ile iliskisi su sekildedir.
Tup = W g up+ P hap + Ga up + qp Ua + Tap = Tiap) (3.73)

Gau’ =0, Typ = Ty , Tap '’ =0, T¢ =0 (3.74)

Buradaki terimler su sekilde ifade edilir.

Tablo 3.4: Dinamik Biiyiikliikler

qq: | u“yagore rolativistik momentum yogunlugu
b - 1zsiz es yOnsiiz basing

p: u® ya dik hy,, 3-uzayinda egyonlii basing

W | u®ya gore toplam rolativistik enerji yogunlugu

Bu terimler su sekilde tanimlanir.

=Ty i (3.75)

Ga = —h2 u€ Ty, (3.76)
1

P=3 h Ty, (3.77)

Ty = hE <ah? s Ty (3.78)
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(3.12) bagmtisindaki geometrik ayrigimin fizigini, akigkanin termodinamik tavsiri ile
iligkilendiren bagintilar belirler. Bunlara hal denklemi denir. Rolativist kozmolojide, (3.12)

bagintisinin sade hali yogun sekilde kullanilmaktadir ve su sekildedir.

Ga = Togp = 0 = Ty, = Hugqup + phyy, (3.79)

Buna miikemmel akigkan denir ve hal denklemide su sekilde ifade edilir.

p=p)=(y—1u (3.80)

(3.19) denklemi lineer barotrap hal denklemi olarakta adlandirilir. Burada Y bir sabit olup

tanim araligini sesin hiz1 Vi belirler ve bagint1 su sekilde ifade edilir [4].

0
Vs2 = (ﬁ)sabit entropi (3.81)
V<1l 0<y<2 (3.82)

3.24. Evrim ve Bag Denklemlerinin Cikarilisi

Zamana gore tirev iceren denklemler Evrim (Yayilim) Denklemleri olarak
tanimlanmaktadir. Zaman tiirevi icermeyen denklemler ise Bag Denklemleri olarak

tanimlanirlar.

Evrim ve bag denlemlerinin tesisi i¢in gerekli olan bagintilar
R=-T+4AN, T =—-u+3p,R=u—-3p+4A (3.83)

R, u® ub:%(u—l—&p)—A

Wy Ry = (A3 (p— 1)) e + e

Rap i = —gu—5 (1 +3p~2A) g (3.84)
Rap u” 1 = —q,

1 1
Ropca u MC:Ebd—E ﬂbd—l-g (,Lt—|—3p—2A) hbd
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bi¢imindedir. Bununla birlikte Ricci Ozdesliginden elde edilebilecek bagintilar (3.54)

denkleminde, c indisi ile a biiziildiigiinde
2 Vi, Vi u® = ul Ry u (3.85)

bulunur. Bu bagint1 bir kere kovaryant bir tansor tipinde denklemdir. (3.85) denkleminin

zaman eksenine paralel izdiisiim i¢in her iki tarafi U = —u” u, ile carpildiginda

UL 2V, Vi u* = UL Ryp (3.86)
elde edilir ve gerekli hesaplar yapildiginda

a -a 1 2 2 2 1

60—V, u :—59 —20°+20 —E(/.H—3p)+A (3.87)

biciminde elde edilen denklem Raychaudhuri denklemi olarak tanimlanir.(3.85) bagintisinin

u® ya dik izdiisiimii icin her iki yam A? ile carpildiginda

h2 2V, Vi u® = h? Ryp u (3.88)
bulunur ve buradan

W hd V4ol — % B2 Vi, 0 4 Napea u¢ VP 0 = =2 Napea u® 10° 0° — g, (3.89)
(3.85) denkleminin her iki yan1 u“ ile ¢arpildiginda

U2V, Vi tte = Rapeq u’ u (3.90)

bi¢iminde iki kere kovaryant tansor tipinde denklem elde edilir. Bunun V, = hlg hjc Ve

uzaysal kism1 goz Oniine alindiginda
hY S u® 2V, Vi e = b hG Rapeq u® u (3.91)
elde edilir. Bu bagintinin izi i¢in e ile f iizerinden biiziilme yapildiginda

WP U 2V, Vi e = B Rapeq u® u (3.92)
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elde edilir. Bu bagint1 ise tekrar (3.87) bagintisimi verir. (3.89) un izsiz simetrik kismi

1 1
h(, by — 3 > h, f} U2V, Ve = [hl(’e i =3 > h, f] Rapea u” u (3.93)

olup, bu bagintidan

. . _ 2
K S Gq — HE hE V(¢ lig) + Ouc O + 3 0 o

1 2 1 . (3.94)
— Ug Up + g 0)b+(§ VCuC_§G2_§ 0)2) hab:_Eab+§7Tab

elde edilir. Bu kayma (shear) Yayilim Denklemi olarak adlandirilir. (3.91) bagintisinin

antisimetrik kismi
hY, by u® 2 Vi Vi ue = hf, hG) Rapea u” u” (3.95)
olup buradan
a b 1 abcd . 2 a a ,.b
hj, @ En V,, it ud+§0w -0, ® =0 (3.96)

bulunur ve Girdap Yayilim Denklemi olarak tanimlanir. (3.85) denklemi ile n]‘ig us

carpildiginda
n® ut 2V, Vi u. =n ué R u¢ (3.97)
fg [a Vb] Yc fg abed .

ve R pcq ‘nin yerine iz kisimlart olan R,, ve R ile izsiz kismini yansitan Cgp.q tansorii

cinsinden

1 R
Rupea = Cabea + 3 (gac Rpa ~+ 8ba Rac — 8ad Rbe — &b Rad> 3 (gac 8bd — 8ad gbc) (3.98)

bicimindeki ifade yazildiginda

—4 @ tic +2 Wy B Napg u® VE ol 42 (h% vV, w’”) hge
(3.99)
MV 0y — 2 $ V90 =N’ Capea u’ uf Ry u uf
F e Ym Wn 3nfcagu _nfg abed W U+ Nfgep Ky U U
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bulunur. Burada f ile ¢ lizerinden simetriklestirme alindifinda ve indislerde yeniden

adlandirildiginda
=2 @ thy) + h, W) Neefg us V¢ ) + (hg, V. a)d) hay — i, ) Ve 07 = Hyy (3.100)
elde edilir.Bu baginti1 Ellis tarafindan H,; denklemi olarak adlandirilir. (3.99) bagintisinin izi
Vo0 =21u, @ (3.101)

denklemini verir. Bu Girdap icin Diverjans 6zdesligi olarak tanimlanir. Bununla birlikte

Ricci 6zdesligi ve Birinci Bianchi Ozdesligi nedeniyle
V[a Vv, U] = 0 veya (3.102)

N9V, Vyu. =0 (3.103)

Ozdegligine denktir. Bunun Uj ¢arpimi ile zaman eksenine paralel izdiisiimii ve 4 carpimiyla
u® ya dik izdiisiimii sirasiyla (3.101) ve (3.96) bagintilarin1 yeniden verir. Yani yeni bir
bagint1 elde edilemez. O halde Ricci 6zdesliginden iiretebilecek tiim farkli denklem tipi
(bilesenler haric) ii¢ yayil, ii¢ de bag denklemi olup alti tanedir. iki kere biiziilmiis ikinci

Bianchi 6zdesligi
vV, T% =0 (3.104)

korunum denklemine yol agiyordu. Bu bagintiy1 bir kere U, ve bir kere de hj, ile ¢arparak ve

(3.73) denklemi kullanarak
L+Vig'=—(u+p)0—qi,—n oy (3.105)
ve

4
b+ h VP p i Ve = —(u+p) i = of ¢" =5 0 4"+ 1" gy @ g (3.106)

bagintilar1 elde edilir. (3.102) denklemi enerji korunum denklemi ve (3.101) denklemi ise
momentum korunum denklemi olarak tanimlanir. Bununla birlikte, ikinci Bianchi 6zdesgligi

ayn1 zamanda Weyl Tansorii icin hareket denklemine de yol aciyor. Weyl Tansorii (3.71)
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denkleminin u¢ ile carpimi

1
I/td Va Cch = ud |:V[c Td]b + § gb[c Vd] T:|

(3.107)
bagintisini verir. Bu bagintinin U(f’ ile carpimi
Vo E' —Eqp i’ —Ef 60 ue—3 H* 0y — Neepg 0°“ HY uf
1 ) 1
= 3 (VL-N+H uc) +_(ch+puc)
) 1 (3.108)
5 (W+p) e+ 07 qa+3 0 gc
1 1
— Neefg o’ qf us + E (qc —q4 le I/tc) + E Top Iftb

verir. Vep yi yok etmek icin (3.106) ile verilen Momentum Korunum Denklemi
kullanildiginda

Vo EY —Eqgp i’ —Ef 60 ue—3 H* @y — Neopg 0°“ HY uf

1 . 1 .
:g(ch+uuc)——(hesVrn”—nCru,)

> (3.109)
1 1 3
+§ Gqu_g OQC_Encefgweqf”g
bulunur. (3.107) bagintisinin u“ ya dik iz diisiimii uzaysal kisim olup,
1
RE hE u® VO Copeq = P hE u? [V[C Tap+ 3 &je Val T] (3.110)
R 1S Epe + Erg 0 + hyg Epppy 6™ — 2 Epyg (6" + @) — Epy (6" 4 ™)
: 1
+2 H{: Ns)ymnp u i — h Nrafe ut ve ch = B [_ (1 +p) (05 — Ors)
1
— KV, gy — 3 it s (3.111)

1
— Ty (O'sd_wsd)_ge(“‘i‘p)hrs

1 :
—2Q(rus)_§ Bn,s—hl,’hg 77:[96:|
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bulunur. (3.105) ile ifade edilen Enerji Korunum denklemi kullanilarak ft nun elenmesiyle

bulunan denklemin simetrik kismi alindiginda

h](?r hf) Ebc +Ers 9 ‘|‘ hrs Emn Gmn - 3 Em( ) + 2 H( ns)mnp p un

. m ypyn 1 p
- hEr Ns)mnp ul v Ho = _E (‘LL +p)6rs —q(rlUs)
1, 1 d
2 l’l( l’lc) V. qp — 5 ﬂd(r Gs)
1 1 Ly

hrs (Va qa + qa g+ ﬂ.ad ﬂad)

. 1
6
elde edilir. (3.71) denkleniminin n¢¢ 4" ile carpilip diiali alindiginda

1
M 6" V* Capea = Ny " |Vie Typp+ 3 8ble Vg T

bulunur. Bunun U? ile carpimindan

1 1
Va H;Z‘f’ E nmefg us V¢ qf = _(“ +P) wm_3 (Elf’l - 6 77:131)@9+Hme i

1
Mnegs OF (B4 1) 4 Hog 00

bulunur.(3.113) bagmtisinin #“ ya dik izdiisiimiiniin uzaysal kism1
1
hm hS nmn u' V¢ Capea = hm hS nmn V[c Td}b + § 8blc Vd] T
seklinde olup bunun r ve s ye gore simetriklestirilmesi ile

2 Wiy 1Y) Hyppy + Hys 0+ hy Hep 07 = 3H, (. 65 — Hy(y @)

_2E( ns)efgu l/t ( ns)efg (VeEf)
f

= O-(er nS)efg qf L{q — hrs qe we + 3 w(r qg) +h’g:. h?) nmefg Ve ch ug
elde edilir [4].

3.2.5. Evrim ve Bag Denklemleri

(3.112)

(3.113)

(3.114)

(3.115)

(3.116)

1+3 kovaryant ayrisiminda, izdiisiim tansorleri kullanilarak cesitli geometrik ve dinamik

biiyiikliikler, hem zamansal hem de uzaysal kisimlarina ayristirilir. Burada amac Ricci
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ve Branchi 6zdesliklerinden olabildigince bilgi ¢ikarimlamaktir. Bu siirecte 6zdesliklerin
u ya paralel ve dik dogrultudaki izdiisiimlerinden iki takim denklem elde edilir. Birinci
takim, kovaryant zaman tiirevleri icerdigi i¢in "Evrim (Yayilim) Denklemleri" olup
0,0, 04, Ey + %ﬂ:ab,Hab, uveq, nin u kongruansi boyunca u’V, uzaysal tiirevlerini
icermektedir. Ikinci takim ise hicbir zaman tiirevi icermeyip sadece hy V4 uzaysal tiirevlerini
iceren "Bag denklemleri" dir. Hesaplar ¢ok uzun oldugundan, bu tez kapsaminda sadece

sonuglar1 agsagida topluca gosterilmektedir [4, 7, 17, 18, 19].

Evrim (Yayilim) Denklemleri

Raychaudhuri Denklemi
5 -a 1 2 . ea 2 2 1
0—D,u :—59 F+u,u" —20°"+2w —E(/.L—i—3p) +A (3.117)

Girdap Yayihm Denklemi

1 . 2
wa—zn“b‘DbuC:—gea)“JrG[j o’ + u® 1y, w° (3.118)

Makaslama Yayilim Denklemi

. o 1 . . ¢ 2 .
Gab_(ua Opc + Up Gac)” _E(Daub‘i‘Dbua)‘i‘Gac Gb+§96ab_uaub

3.119
+wawb+%(Dcuc+ucuc_262_w2)hab:_(Eab_%Eab) o
Gravitasyonel - Elektrik Yayilim Denklemi
(Ban+ 5 )~ (Bae b 5 ) iy — (Bpe 3 ) i
- % (Naef D¢ H +Mpey D HY) + % (D4 qp+Dyp qa) — é hap D€ qe
= —% (L+p) Gab_% (qa 1ty + qp tia) +%hab e i — 6 [Eab+é Teab)
+% Ca {E’” B % m’e] +% Sp (Eae _é Tae) — hap 0/ (Efe — é Tfe) (120

1 1
) Naef {(E,eri ;) a)f+2H,f uf}

1 1
_E nbef {(EZ‘}‘E 7755) (Df‘|—2H§ blf:|
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Gravite - Magnetik Yayilim Denklemi

Hab - (ua Hpe +up Hac) U

1 1 1 1
5 ey D (Ef =5 o)) 5 ey D (E] =5 ) =

3 3 1
—O0H,, + 5 (Hac G;f + Hp, Gg) _Hef Gef hap + Z (wa qp+ Wy Qa) - E ° qc hap

g1 1
+ (naef E[i'i'nbef E;) uf_ E (naef H[f+nbef Hg) a)f+ Z (nae fclf‘i‘nbe fG;) qr

(3.121)
Madde Korunum Denklemi
14V qa = (u+p) 6 —2 g " — T, 5 (3.122)
Momentum Korunum Denklemi
qa+ Dy p+Db Tap = _(‘u +p) g — GLI: qp
4 (3.123)
_§ 0 CIa+Ma ub qb — Tab ub+nabc qp O
Bag Denklemleri
Makaslama Bag Denklemi
b 2 be bc -
O:(Cl)a:DbGa—gDanLna Dy o +2n, up O+ qq (3.124)

Girdap Bag Denklemi

0=(C2) =Dy ©° — iig ®° (3.125)
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Gravito-Magnetik Bag Denklemi

0=(C3)ap = Hup + (00 tip + @p t1y) — ©° tip hyp

1 1 (3.126)
— 5 (Maey D° o] +Mpey D¢ 0f) + 5 (Da @ + Dy @0a)
Gravito-Elektrik Diverjans
N
0= <C4)a:Db (Ea+§7ra)_§Da:u
1 1 ;3 (3.127)
-3 fo%+§ 0G0 — Naey (0°” H] -3 w®q’) -3 H® ay,
Gravito-Magnetik Diverjans
b 1 fne
0= (CS)a =Dy Ha + 5 Nae D qr
(3.128)

1 1
+ (,LL -I-p) w;+3 (Eab_ 6 ﬁab) a)b-l—n{e Geb (Efb—i_i Efb)
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4. BULGULAR

Bu boliimde, dnceki boliimde yazmis oldugumuz evrim ve bag denklemlerinin F(G) gravite
teorisi i¢in alacag sekilleri bulmak amaclanmaktadir.

4.1. EFEKTIF ENERJI - MOMENTUMUNUN F(G) GRAVITEDEKI YORUMU
2. Bsliim *de belirtildigi gibi

F(R,G)—2A
2K2

S:/d4x\/—_g[ ]+ S (4.1)

bagintisindan, metrige gore birinci varyasyon yapilarak elde edilen F(R,G)-gravite 'nin alan

denklemleri

_ JF(R,G) _ JF(R,G)
Fr=—7r— fe=—"35— “42)
icin

FRRup — %gabF — VaVpFr + gapFR

— (—2RRqp + 4RacRS — 2R Ryge — 4R acapR™) Fg

—2(V4VpFG)R + 28, ROFG — 4R, OFG (4.3)
+4(V VFG)RE +4(V VyFG)RE

B 4gab(VCVdFG)RCd - 4(VCVdFG)RZi +A8ap = Kz amb

seklinde bulunur. Bunun izi ise
RFg — 2F + 30Fg + 2GFg + 2ROFG + 4RV Vg = K2 T™ (4.4)

bicimindeki ifadeyi verir. (4.1) ya da (4.3), genel keyfi bir F(G) fonksiyonu i¢indir ve su 6zel
durumlari igerir.

f(R)-gravite :

F(R,G) = f(R) —2A => Fr = fr,Fg =0 4.5)
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biciminde olup aksiyon ve alan denklemleri
1
S:m/aﬂx \/_gf(R>+Sm

1 m
fRRab - Egabf(R) - Vavbe(R) +gabDfR(R) = Kz ab
bicimine indirgenir.
f(G)-gravite :
F(R,G)=R+f(G)-2A=Fr=1,F, = f;

Bununla birlikte,

S= 55 [d'xV=g R+ ()] + S

veE

1 1
Rab 4 _gabR - Egabf(G)

2
— (=2RRyp + 4R RS — 2R Rycqe — 4R ucapR™) f
—2(VaVife)R+2gROfc — 4RO f6
+4(VeVafc)R, +4(VeVifo)R,

N 4gab <VCVdFG)RCd - 4(VCVdFG)R2[bi + Agab - Kz anlz

biciminde olur. Buradan da 6zel hali olarak

f(G) = aG (a bir kuplaj sabiti)

alindiginda bu takdirde f;(G) = 1 olacagindan, (4.10) bagintist

1 1
Rap — EgabR - EgabG

— (—2RRyp + 4R RS — 2R Ry g — 4R ucapRY) + Agap = KT

(4.6)

4.7)

(4.8)

4.9)

(4.10)

4.11)

(4.12)

denklemine indirgenir. Aslinda, (4.9) aksiyonunda f(G) = G alindig1 takdire bunun bir

topolojik invaryant oldugu, yani diverjansinin sifir oldugu gosterilebilir; yani orjinal alan

denklemlerine bu terimden dolay1 bir katki olusmaz. Bu durumda (4.11) den orjinal Einstein
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Alan Denklemlerinin diisiiniilmesi i¢in

1
—2RRyp + 4Ry RS — 2RS¥ Ry ge — ARyeqp R = — 5 garR (4.13)

bagintis1 6zdes olarak saglanmalidir. Bunun (4.3) e taginmasiyla, F(R,G)-gravitenin alan
denklemleri

1 1
FRRp — EgabF — ViV Fr+ gapUFR + EgabRFG

—2(V4VpF)R + 28, ROFG — 4R, 00F (4.14)
+4(VeVaFG)R), +4(VeVipFo)R,

™~ 4gab (VCVdFG)RCd - 4(VCVdFG)RZZ + Agab - Kz anlz
biciminde olur. Simdi, bu denklemi, (1+3)-Kovaryant Ayrisim Yontemine uyarlamak icin

orjinal Einstein Alan Denklemlerine benzetmek istedigimiz i¢in sol tarafa —%gabRFR

terimini ekleyip ¢ikaralim Yani,

FR(Rap — %&le) - %gab (F —RFR) — VoVpFg + gapFR + %gabRFG
—2(V,VyF5)R+2g,»ROFs — 4R ,,0F; 4.15)
+4(V V,FG)R, +4(V . VuFG)R;,
—48ay(VeVFG)R™ — 4(V VaFG)RS + Agap = KTy
veya yalnizca birinci terimi solda tutarak
FrGap = —Ngap + K°Tjp + %gab(F —RFR) + VoV Fr — 8apUOFg — %gabRFG
+2(V,VpF6)R —2g,,ROF; + 4R ,,0F; 4.16)

—4(V VFg)R;, —4(V .V, FG)R,
+ 484, (VeV aF6)R +4(V .V 4F5)R

bulunur. G,, yi solda yalmz birakmak icin her iki tarafi Fr ye bolmektense, F(R,G)

fonksiyonunu

F(R,G)=a y(G) (4.17)
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biciminde secelim. Burada « bir kuplaj sabitidir. Bu takdirde
S:%/d“x\/—_g[RJraw(R,G)—zA]Jrsm (4.18)
bagintisi, (4.16) secimi altinda
F=o0¥Ys (4.19)
olacagindan (4.15) denklemi diizenlenirse

G = —ANgup+ K'2 ang
1 1
+0‘(§ gab‘P_E ga» G¥¢
+2(VoVp¥6)R — 28 RO¥G + 4R, (0¥ (4.20)
—4(VeVa¥6)R, —4(VVp¥o)R,

+480p(VeVaP6)R +4(V V4 ¥6)RE)

seklini alir. F(G)-gravitenin alan denklemlerinin bu sekli; siradan (normal) madde alanlarini

gosteren T enerji-momentum tansoriine ek olarak

o (1 1

Ty = 2 (5 8a¥ =5 80 ¥
+ 2(VaVb‘PG)R —2g. ROYs+4R,, 1W¥Wg @21)
AV V)R, — 4V Y WG)RE

+4gu,(VeVa¥6)R + 4(Vch‘PG)RZi)

seklinde gosterebilecek bir efektif enerji-momentum tansorii tanimlamaya olanak
saglamaktadir. Tamamen egrilik terimlerinden olusan bu tansor efektif egrilik tansorii olarak

tanimlanmaktadir. Bu tanimin anlamli oldugunu gérmek iizere, bunu kullanarak (4.19) u
Gap = —A gap+ K> (T +TS) (4.22)
seklinde ve

TG =Th+T3 (4.23)
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ile de bir efektif toplam (kisaca (et) ile gosterilecek) enerji-momentum tansorii tantmlayarak
Gap = —Agap + KT} (4.24)

seklinde yazariz. Son denklem, seklen Einstein Alan Denkleminden bagka birsey degildir.

Buradan, iki kere biiziilmiis Bianchi Ozdesliklerinden
ViGuyp=0= VT =0 (4.25)

seklinde oldugu gosterilebilir. Siradan madde akigina baglanan 7)) madde-enerji tansoriiniin,
4-1i bir u* hiz vektoriiyle hareket edengozlemciye gore akigkanin dinamik biiyiikliikleri

cinsinden ifadesi
anl;l = ‘umuaub —|—pmhab + qu (aUb) -+ 7[2}7 (426)

biciminde idi. Buradaki biiyiikliikler

u" = Tpuqup 4.27)
1
pm _ §hab arz (4.28)
qr = —hbuc T (4.29)
m ; m 1 C m
Ty = he (i Tl — 3h T g, (4.30)

bagintilariyla tanimlanmisti. Benzer sekilde efektif egrilik akigkanina baglanan

enerji-momentum tansorii de
TG = 1 uq up+ p© hap+2q (, “up) + 15, 431)

olur ve s0z konusu efektif dinamik degiskenker de

e =18 u, u, (4.32)
G 1 ab G
p¥ = 3 W T (4.33)

g = —nbuc TS (4.34)
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1
1, = (oh) TG — 3 BTG hy, (4.35)

biciminde tamimlanir. Bununla birlikte, benzer bagmtilar1 bir de efektif Ta(;t)

enerji-momentum tansoril i¢in de yazarsak

T3 = W Dugay + phay +24 (o gy + 75 (4.36)
ve
w) =14y, (4.37)
(et) _ 1 ab - (et)
P = S (4.38)
gi" =~ T, (4.39)
Ty = (k) Tog" %h“’ Tod b (4.40)

seklinde olur. (4.22) bagintisindan dolayi, bu 3 tip dinamik degiskenlerinin birbirlerine

) = pym 4 G (4.41)
pl) = pm 4 pC (4.42)
g =g +qC (4.43)
Ty = T+ 75 (4.44)

bagntilariyla bagli oldugu goriiliir [4, 7].

4.2. EFE;KTiF ENERJI - MOMENTUM TANSORUNUN DINAMIK
DEGISKENLERININ HESABI

Simdi, (4.20) ’yi kullanarak (4.32 - 4.35) bagintilariyla tamimli efektif dinamik degiskenleri

hesaplamak istiyoruz. Bunun i¢in 6nce (4.20) yi daha sade bir bigimde yazalim.
My, =V, VW¥s (4.45)

M=0¥; = VIV, ¥ (4.46)
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seklinde olmak iizere

QablPG = 2RVaVb‘PG — 2RgabD\PG + 4RabDLPG
—ARSV VWi — AREV V¥ (4.47)

+ 48RV NV W6 + 4R,V VWi

=2RM,, —2RM g, +4MR ,p, — 4R2Mca - RZMcb

(4.48)
+48apR Mg+ RS yMeq
gibi iki kisaltma tanimlayalim. Bununla birlikte (4.20) bagintisi
¢ ol 1
Ty =3 EgablP(G) — 58a0¥6 + Qa6 (4.49)
seklinde yazilabilir. Simdi, (4.23) denklemini ele alalim ve bunu
1
Rap — ER 8ab = _Agab + Kz Ta(;t) (4.50)
biciminde yazalim.
Tle) — o T(;’) (4.51)
a
biciminde iz denklemi
—R=—4A+ K> T (4.52)
olacagindan, bu (4.49) a yerlestirilirse
1
Rup = Aggp + K2 (Ta(lf’) ~ 5 b T(”)) (4.53)

bulunur. Esitligin sag yani i¢in, g, = hup — ugup izdiisim bagintist ve (4.36) ile (4.51)
kullanirsa
K2 K

Rap = {g(u(”) +3p)) —A} U y + [g(u(‘”’) — ')+ A | hap
(4.54)

+2K2qut)ub) + Kzncgzt)
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biciminde bulunur. Bu baginti, R; nin aciliminin

K2
A= (u(‘“) + 3p<€f)) —A (4.55)
K'2
E=5 (u@‘) - p(€’)> +A (4.56)
Yo = g (4.57)
T = K27 (4.58)

bagintilariyla tanimli dort parametre cinsinden

Rap = Augup + Ehgp + 27 qup) + Zap (4.59)
biciminde olacagini agik¢a soylemektedir. Bunun izi ise

R=A+3Z= Z(HW —3p(“>) +4A (4.60)

biciminde olur. Simdi (4.32 - 4.35) bagintilartyla aciklanan efektif dinamik degiskenlerin
hesabina donebiliriz. Hesaplarin ¢cok uzun olmasindan dolayi, ayrintilar1 gostermek yerine
onemli olan baz1 bagintilar1 asagida liste olarak verecegiz. (4.59) dan elde edilebilecek

bagintilar sunlardir:

1
Rypuu’ = A= EKZ (u(“) +3ple) 4.61)
1
Raph®hl)y = Zheg + Zegh = 5 K2 (mel) — p<ef>> hey + Kznc(;” (4.62)
Raph®ul = —y, = k2! (4.63)
3
Rabhab =35 = EK.Z (u(et) _p(el‘)> (464)
Ra;,u“ = —Auy — Y (4.65)

RuctRu® = — A% + . (4.66)
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Bununla birlikte, Weyl Tansoriiniin

1 1
Racdb = Cacdb + = (Rad 8cd — Rab gcb) — A (Rcd 8ab _Rcb gad)

2 2
R (4.67)
- g (Radgcb - Rabgcd)
tanim bagintis1 ise bicimindeki bagintilara yol acar.
a b 1 1
Racapu” = —Ecqg — gAhcd + zzcd (4.68)
1
Ryeapit®u’ = —E.45¢ — AT + Ezcdzcd (4.69)
Gauss-Bonnet teriminin ifadesi i¢in ise, uzun hesaplardan sonra
G = R?> — 4R ,R™® 4+ R pog R**?
(4.70)

4
= —§A2 —4AE + 4y, Y — 28X+ C?
bi¢iminde bulunur. Burada C2, Weyl tansériiniin karesi olup yine uzun bir hesaptan sonra
C? = Cupeq C"" = 8 (Ea,, E 4+ Hy, H“”) (4.71)

ile verildigi gosterilebilir. Sonug olarak, efektif egrilik akigkanina baglanan efektif dinamik

degiskenlerin ifadeleri sunlardir:

G G
u> =T, ug up

(04 1 1
= | - WG+ -G¥
K2[ ,rot30%

(4.72)

2 . 1 .
+W¥ei [g(A+ 38)(D°D.G — 0G) —4 (ECd + 52“’) (DeDyG — chG)}

2 1
+Y¥s66 {5 (A+3Z)D°GD.G — 4 (ECd + 52“’) DCGDdG]
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1
2
.2 ..
+%sq [ (D'DyG — 0G)3(A+3E)(G — i"DyG)
. | (4.73)
- gyf (DCG — V{DfG> -3 (E“’ — 52“’) (D.D,G — cch')}

8 2 . 8.
+W¥s66 {gAD“GDaG+ g(A+ 38)G? + §GyCDCG

4 1
-3 (E“’ — 52“’ ) DCGDCG}
q . _Tbc hb c
2 :

= [‘PGG {— 3 (A+3E)DG+2(A- EW/DsG

+27, (DCDCG — eG) —2y (DfDaG — vfaG)
1 : . (4.74)
+4 <Egj + Ezgj) (D G — v;{DdG) —4ngH] (DeD G — v, fG) }

2 )
+%¥6e66 { - §<A +32)GD,G +2y,D°GD.G — 2y DyGD,G

1., -
+4 (Egj + 525) GD;G —4nEH] DeGDfG]
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1
ﬂ’-cl;? = T(ab) — 5 heaT ¢ hap

a.
3
(04 4 ) . '
S {‘PGG {_ 3ADDG = v G) = 2(%aDyG + 1DaG) +2(Yav}y + 1Ve) DG
‘ . 1 _ ' !

1 . 1 .
+4 (E; - 52;) (DpDG — vy G) +4 <Eg - Ecg) (DeDG — veiG)

+4MSHap + N5 Haa) (DG —vIDyG)

4 . 4 . . 8 . | :
+ <§A(DCDCG — GG) + gj/L(DCG—f— V?DdG) - § (ECd — EZ‘d)(DCDdG - GCdG> hab:|

4 .
+Y¥se66 [ — §ADaGDbG —2G(YuDpG + 1,D4G)

1 : 1
—4 <Eab — Ezab) (D°GD.G — G*) +4 (Eg - zzg) D,GD.G
1 .
+4 (Eg - 52;) D,GD.G+4G(nSHyy + 1 H,q)D G

4 4, 8 1
+ <§ADCGDCG+ 36YDG— 2 ( cd _ 52“’) DCGDdG> hab}

3
4.75)
Yukaridaki ifadelerde
lP_vw v % 4 v Vg “476)
G_VG’ GG_VGZ’ GGG_VG3 .

ile G degiskenine gore kismi tiirevler gosterilmektedir. "Nokta" lar ise u“ dogrultusundaki

kovaryant tiirevi gostermekte olup

G=u'V,G,G=(G) 4.77)

dir [4,7].
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4.3. F(G)-GRAVITE TEORISINDE EVRIM VE BAG DENKLEMLERININ
OLUSTURULMASI

1+3 kovaryant ayrigim yontemi, bir akiskanin u 4-lii hiz vektoriine gore kinematik ve
dinamik degiskenleri arasindaki iligkiyi geometrik olarak ifade etmeye dayanir. Akigkanin
kinematik biiyiikliikleri yalnizca geometri araciligiyla tanimlanirken, dinamik degiskenlerin
formalizme dahil edilmesi bir gravitasyon teorisi ile olur. GRT’de bu; T}, siradan (normal)

maddenin enerji-momentum tansorii olmak {izere

1
Gap = _)Lgab + KzTarZ < Rap = Agab + K2 (Tan}; - EgabTm> (4.78)

bicimindeki EAD ile ifade ediliyordu. Bu, R, yi, madde akigkaninin dinamik biiyiikliiklerine
baglamak icin bir cebirsel yerine yerlestirme rolii goriiyordu.

F(G)-gravite ’de, (4.23) de yazildig:1 gibi

1
Gap = —Agap + KT & Ry = Agap + K (Ta(,f’) -3 gabﬂ“)) (4.79)

icin ayni benzer durum s6z konusudur. Ancak, bu sefer siradan madde degiskenleri yerine
Ty =To+14 (4.80)

olmak iizere efektif toplam dinamik degiskenler bulunmaktadir. O halde, evrim ve
bag denklemlerini F(G)-graviteye genellestirmek icin Rolativist Kozmolojinin evrim
ve bag denklemlerinde u,p,q,vem,, yerine (4.41 - 4.44) ve (4.72-4.73) ile tanimlh

‘u(ff), p(e’),qée[)veitézt) ifadelerini yazmak yeterli olur. Fakat, F(G)-gravite i¢in

v Taegektif toplam __ 0 (4.81)

icin kaynaklanan iki denkleme ek olarak
Ty =0 (veyaV* Ty = 0) (4.82)

dan kaynaklanan iki denklem daha yazmak gerekecektir.
Bu sdylenenler 1s18inda F(G)-gravitiye uyarlanmis evrim ve bag denklemleri, uygun

siralama ve adlandirmayla sunlar olacaktir.
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Evrim (Yayilim) Denklemleri

Raychaudhuri Denklemi

. 1 1
0 — D = —592 Fligi® —26° 4207 — E(mef) +3pl)) + A (4.83)

Girdap Yayilim Denklemi
2

1 2
@ — = n% Dy, = -3 6 0" +of o’ +u i, ” (4.84)

Makaslama Yayilim Denklemi

. .C 1 " . c 2 . e
Gap — (UaOpe + UpOac ) U — E(Da”b + Dplig) + OucOyp, + 59(7“1, — UqlUp

+ w, 05+ %(Dcuc + it =262 — 0*)hgp = —(Egp — %nflzt)) e
Gravitasyonel - Elektrik Yayilim Denklemi

(Eap + %ﬁa(zl)) — (Ege + %néit))ueub — (Epe+ %ﬂéit))ueua

— 3 Ot DC B + ooy D HY) + 5 (DaglS” + Dyal”) = ha’al”

= (4 P00 — 2 (6l i) + sl — Oy ) .

43 0L Epe— 4 50 (Fae — 1) — hpo! (Epe— i) |

e l(Ef 5750 + 2051

1 1
— o befl(E;+ Enj(“))a)f +2Hi]



49

Gravite - Magnetik Yayilim Denklemi

L sty

) 1 1 1
Hap — (uaHpe + upHac )i + EnaefDe<E1{ — 5w ) + EﬂbefDe(Eg 7%

2
3
= _eHab + E(Hach —I—Hchg)

3 1
— Hop 0 hap, + I <(Da611()el) + (quz(fl)) - —(Oéqgel)hab

2 (4.87)
+ (naeng + T?befEf;)”f
1
- E(naeng + NoerHY) 07
1
Z(nae Gb +nbe fG )QS‘ )

Efektif Toplam Madde Korunum Denklemi

,u(d)“'vaqc(lﬂ) — (H(et)+p(6t))9 2qget)u _ncgb)cab (4.88)

Efektif Toplam Momentum Korunum Denklemi

q‘(gez) +Dap(et)+Db7ra(le]t) —

C (1 4 )ity — 62l — 20gl it (4.89)

3
- nabu + nabcq}(; " (08
Bag Denklemleri
Makaslama Bag Denklemi
2
0= (C1)a = Dy0; — SDab + 1 Dy + 20 iy 0 +q{" (4.90)
Girdap Bag Denklemi

0= (C3) = Dy” — iy 0° 4.91)
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Gravito-Magnetik Bag Denklemi

0 = (C3)ap = Hup + (@t + @ptig) — 0°tichyp

1 . f . s 1 (4.92)
- E(naefD Ojy + NpeyD 0y ) + E(Dawb +Dp@y)
Gravito-Elektrik Diverjans
R S N
0= <C4)a:Db(Ea+_7Ta )__Da.u
. 2 3 ; (4.93)
- 565611()”) + 59%(:“) —NJe(0Hyp, — Eweqf(a)) —3H, @,

Gravito-Magnetik Diverjans

1
0= (CS)a =D, Hc}; + E Nae Ipe Q;el)

. . 1 e ! e 1 e
(1 4 p ) @443 (Eap — ¢ 1) o 0l 0 (Epy 45 1)

6
(4.94)

Yukarida yazilan evrim ve bag denklemleri standart rolativist kozmolojideki denklemlerle
ayni formda olmasina kargin; F(G)-Gravite teorisi, T); ve Ta(g nin korunum denklemlerinden,
iki takim denklem daha vermektedir. Bunlar, V¢ T7; = 0 dan elde edilen:

Siradan (normal) Madde Korunum Denklemi
‘um =-D, qam . (um +p1n) 0—2 qam Uy — n.abm Oub (4.95)

ve
Siradan (normal) Madde Momentum Korunum Denklemi
gy = =Dy p" =D’ mp, — (" + p") tia — 0} g
(4.96)

4
=3 O ua i g — g i g g

dir. V¢ TG = 0 dan elde edilenler ise:

Efektif Egrilik Madde Korunum Denklemi

(4% =Dy g0~ (% + p%) 0~ 2% iy~ 7 03 (4.97)
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ve Efektif Egrilik Momentum Korunum Denklemi

4§ = —Dq p® — D" 5§ — (1€ + p©) tia— oL qf
(4.98)

4 . .
~3 Oqg—i—ua b qg—ﬂaGb ub—f—né’cqg o,

dir. Burada, bu son iki denklemin (4.82) den dolay1 diger dort korunum denkleminden

bagimsiz olmadigina dikkat cekelim [4,7].
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5. TARTISMA VE SONUC

143 uzay-zaman ayristminin GRT de ilk uygulayan Hawking olmus ve Ellis bu Formalizmi
zarif ve anlagilabilir toparlayici bir sunusunu standart kozmoloji cercevesinde evrim ve
bag denklemleri elde edilmesine 6n ayak olmustur. 143 ayrisim yontemi gozlemciden
bagimsiz 6zellik tagidigindan gravitasyon dalgalari, metrik pertiirbasyonlar1 gibi pek ¢ok
alanda uygulama olanagi1 bulmus giiclii bir yontemdir ve giiniimiizde de yogun bir bigcimde

kullanilagelmektedir.

143 uzay-zaman ayristirmasi igslemi dogrudan dogruya Einstein’in alan denklemlerine
(EAD) uygulamak yeni bilgiye yol agmamaktadir. Fakat yontem esas olarak, Riemann
Egrilik Tansoriinden bilgi tiiretilmesini amaglamaktadir. Alan denklemleri ise bu geometrik
cergeveye, yerel kaynaklarin dinamik katkisini oturtmak i¢in kullanilmaktadir: Ricci
Tansorii yerine, alan denklemlerinden , dogrudan dogruya siradan maddeye ele almaktadir..
Buna karsilik, f(G) graviti teorisinde boyle bir baglanma ancak efektif bir akigkan tasavvur
edildiginde miimkiin olabilmektedir. Bunun sonucunda, efektif akigkanin dogal olarak
efektif dinamik biiyiikliikleri yalmizca siradan maddenin dinamik biiyiikliiklerine degil,
fakat ayn1 zamanda kinematik biiyiikliikler ile geometriye de bagh olmaktadir. Bu durumun
fiziksel bir yorumu tartismis olmakla birlikte kullanilan yaklasim amaca uygun sonug

vermektedir.

Biz bu tezimizle f (G)-Gravite’yi Standart Kozmolojinin 143 Kovaryant Ayrisim Y 6ntemini
bu Yiiksek Mertebeden Egrilikli Gravitasyon Teorisi cercevesinde ele aldik. Bagka
bir deyisle, Standart Kozmolojinin evrim ve bag denklemlerini f(G)- kozmolojisine
genellestirdik. Literatiirde, alan denklemlerini ¢6zmek icin genellikle metrik yaklasim
kullanilmaktadir. 143 Kovaryant Ayristm Yontemi ise, hem koordinat sisteminden (yani
gozlemciden) bagimsiz, hem de evrenin madde-enerji igeriginin bir akigkan gibi tasvir
edilmesi durumunda buna baglanan kinematik ve dinamik biiyiikliikler arasindaki iliskiyi
daha berrak yansitmasi bakimindan metrik yaklagima gore ustiinliikler gostermektedir.
Bizim tezimizde, Standart Einstein denklemlerine, aksiyondaki F (G) fonksiyonundan

gelen ekstra geometrik kokenli terimleri “egrilik akiskani™ goziiyle bakabilecek bir efektif
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akigkanin enerji momentum tansorii olarak yorumlanmasina dayanmaktadir. Tezimizde, bu
“egrilik akigkanina” baglanan efektif: madde-enerji, basing, 1s1 akis1 ve esyonsiiz basing
tansoriiniin ifadelerinin ¢ikarimlarini ayrintili olarak sunduk. Bir diger amacimiz da elde
edilen bu kovaryant evrim ve bag denklemlerinin kullanimina uyan uygulamalar1 ve tetrad

formalizmli olan boliimii daha sonraki calismamizda ele almaktir.
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EKLER

EK 1. Isaret ve indis kabulleri, yazilislar ve kisa bilgiler

c 151k hiz1 ve G gravitasyon sabiti olmak ilizere 877G = ¢ = 1 geometrilestirilmis birim sistemi
kullanilmugtir. Ayrica, indisler i¢in notasyon su sekilde ifade edilmistir: Latin alfabesinin ilk
yarisi ( a,b,c, ....= 0,1,2,3) genel bir tabanda uzay - zaman indisleri; ikinci yarist ise (i,j,k,...=
0,1,2,3) koordinat tabaninda uzay - zaman indisleri olarak gosterilmistir. Ote yandan Grek
alfabesinin ilk yarist ( o, 3,7, ...= 1,2,3) genel tabanda uzay indisleri; diger yarisi ise

(u,v,p,...= 1,2,3) koordinat tabaninda uzay indisleri olarak gosterilmistir.

4-boyutlu uzay-zaman metriginin ifadeleri, genel olarak indirgenebilecegi Lorentzsel sekli
belirler. Buna gore e= +/-1 olmak iizere, metrigin ifadesi (-e,e,e,e) veya isareti= 2e seklinde
ifade edilir. Burada e= +1 olarak alinmistir. Bu sekilde metrik g.,» = Nap = (—1,1,1,1)

isareti= +2 olur ve dolayisiyla detg,;, = g < 0 olur. Buna gore bir V vektorii, normunun

karesinin -1, +1 ve 0 olmasina gore su sekilde adlandirilir:

V4V, = —1 zaman cinsinden birim vektor
V4V, = 1 uzay cinsinden birim vektor

V4V, = 0 1s1k cinsinden vektor (sifir vektor)

I, Baglanti katsayilart ve Rj , Riemann Egrilik Tansorii metriginin ifade sekline
bagli degildir.
Yuvarlak parantez simetrilestirme islemini; kdseli parantez is antisimetriklestirme anlamina

gelmektedir. Simetri islemlerine katilmayan indisler dikey cizgiler ile ayrilmistir.

1
Teap> = E(Tab + Tha)
1
Tiap) = 5 (Tab = Tha)
1 (1.1)
T[abc] = g (Tabc + Thca+ Teab — Thac — Tach — cha)

1
Tialpela) = E(Tabcd — Tibca)
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Eger Tiup) = 0 ise T, ye simetrik tansor denir: Ty, = T,

Eger T ,,~ = 0 ise T, ye antisimetrik tansor denir: T, = —Tp,
Eger Tigp)c) = 0 ise T,y ye a ve c indislerine gore antisimetrik tansor denir: Ty, = —Tip,
Eger Tiape) = 0 ise Tpe ye tamamen antisimetrik tansor denir: Ty = —Tpoe = —Topa = —Tycp

Permiitasyon Tansorleri 4-boyutlu genellestirilmis Kronecker deltas1

+1 eger st indis dizilisi alt indis dizilisinin ¢ift permiitasyonu ise
o, }’;ﬁl = -1 eger iist indis dizilisi alt indis dizilisinin tek permiitasyonu ise

0 diger tiim durumlarda

seklinde tanimlanmistir ve sembolik olarak 1-boyutlu Kronecker deltalar1 cinsinden

5¢ 8¢ 8¢ &
& 8 & 8| 1
& o8¢ & & |
5 8¢ s8¢ &

6abcd -

[abcd}_l asbscsd
efgh — 6@ 6f g6h _56[e5f6g5h] (12)

seklinde gosterilir. Ust veya alt dizilimlerin sabit olmas1 durumunda

bed — pabed — pabed bed — pabed —
0123 = €123 = €, B0123 = 5123 = Eabed (1.3)
seklinde ifade edilir ve buna 4-boyutlu Levi-Civita sembolii veya 4 boyutlu psédo - tansor

denir. Bu yiizden

o of & o

8t 80 §b &b
%$$¥@= o2 (1.4)
4~ & o & &

5 of & &

Sabcd —

seklinde ifade edilir. Bu biiytikliikten baglayarak, tansor 6zelligi gosteren ve
1 1
nabcd — (_g) 2.gabcd 7 n0123 _ (_g) 3 (15)

ya da

D=

Nabed = (_g)i%gabcd , o123 = —(—8) (1.6)
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ifadeleriyle tanimlanan biiyiikliikklere 4-boyutlu uzay - zamanin permiitasyon tansorii veya

hacim elemani denir. Bunlar antisimetrik tansorlerdir.

Niabed) = Nabed nlabed] = qabed (1.7)

Ayrica aga8ida belirtilen ifadeleri de saglarlar:

nabcdne = —4! 3[a 5f 5¢ 5d] 35%21

N epea = —04f = —68.675;
NPNepeq =~ = —481'8) (1.8)

N Nepea = =8 = —65;

N Mapea = —41 = ~24

Nabea “Nin 4-lii u® hiziyla hareket eden bir gbzlemcinin anlik durgunluk uzaylarina izdiistimii

Nabe 1le belirtilir. ve

Nabe = nefgdudhehfhg = nabcdud s Nlabc] = MNabe nabcuc =0

1.9
nabc _4 nefgdu hahbhcg nabcd n[abc] _ nabc 7 nabcuc —0 (1.9)

seklinde ifade edilir. Buna durgun uzaylarinin hacim elemanit ya da izdisiiriilmiis

permiitasyon tansorii denir. Bunlarin

Nabed = 2U[Mp)cd — 2Map[eU]

e = 305

(1.10)

ifadelerini sagladiklar gosterilmektedir.
Bir dik referans sistemi igin u¢ = (1,0,0,0) <= uy = (—1,0,0,0) sifirdan farkli biiyiikliikler

indisli 1 lardir ve bu durumda 7 yerine € sembolii kullanilir. Bu sebepten

cOBY _ paBy _ papyd, _ paByo, _ _oaBy0
n n 2 n (()) n Wi
Eapy = Napy = Napyad” = Napy# = tNapyo
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Bunlar

By _
e Vege, =0
7 (1.12)
3 B YSgﬁy = 255
€ By85[3 |
ifadelerini saglarlar. Buradaki &g, semboliiniin
£ 123 — 315, 8368, =318, 8283
oapy = Yapy = BOY (%8 % (1.13)
e =y = 315450 87 =318 6 6
seklinde ifade edilebilmektedir. Bununla birlikte
V.n®d=0,v,n% =0 (1.14)

oldugu ifade edilir. Yani paralel 6teleme altinda bu tansorler korunur [4].

EK 2. F (R,G,T) Gravitenin alan denklemlerinin metrige gore varyasyonla cikarilisi

Bilindigi lizere

1
Rij = 58ijR+Agij = KTy 2.1)
biciminde EAD,
1
SEH = =73 / d*x\/—g(R—2A) + S, (2.2)
2k= Jr

olarak belirtilen Einstein - Hilbert (EH) denkleminden A — [Bg;; metriine gore varyasyon
alarak ve g;; lerin hem kendilerinin ve hem de §g;; (ya da g/ varyasyonlarinin V bdlgesini
kusatan dV sinir yiizeyi iizerinde sifir olarak belirten

5| =0 (2.3)

8iilay :gij‘av = Ove dgij v

simir kosullar1 altinda, Sgy nin stasyoner, yani 6Sgy = 0 olmasi kosulunda elde

edilebilmektedir. d*x, 4 boyutlu hacim elemani; g determinanttir (g = detg; ). Sy ise madde
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alanlarina baglanan denklem olup L,, madde Lagrange yogunlugundan hareketle

Sy = / d*x\/—gLn (2.4)
%

olarak tanimlanmigtir. L, nin metrik tansoriin bilesenlerine bagli oldugu durumu ele

alacagiz, yani

L= Lu(8", 8i;) (2.5)
olacaktir. Maddenin baryonik olmasi durumunda (2.5) e baglanabilecek Tig.m)
enerji-momentum tansorii

2 6(v/—gLn
T = _ (V=8 Ln) (2.6)
ij J—g 64l
olarak belirlenir. Simdi (2.2) deki aksiyonun

R= ginij = IZ(R,'j) (27)

G = R* — 4R;jR” + R;juR'M (2.8)

T =g'T;j = I(T;)) (2.9)

seklinde tanimli: R: Ricci egrilik skaleri, G: Gauss-Bonnet egrilik invaryant1 ve T: enerji
momentum tansoriiniin izi olmak iizere, bu 3 skaleri argiiman olarak berlirten keyfi bir
f(R,G,T) fonksiyonu ile

1

S=3e

/ d*x\/=2f(R,G,T)+ S 2.10)

seklinde degisime ugratilmasini ele alalim. f (R,G,T) - gravite olarak belirtilecek bu
alternatif teorinin alan denklemlerinin metrige gore varyasyonla cikartirilmasindan Once
bazi 6nemli baginti ve 6zdesliklerini asagida siralayalim: Metrik tansor i¢in varyasyon

ifadeleri:

8gij = —gik6g" 8ij, 887 = —g" 5gg” @2.11)

Sg=—ggi;08",8g = gg" 55" (2.12)
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1 , 1 i
S5v—g= —E\/_ggingua 6v—g= +§v —88"0gij

Christoffel sembollerinin varyasyonu:

1
8T =5 gV (86") + 81 Vi(8¢™) ~ gim ginV*(8¢™)]

1
8T = —2gmVi(8g™)
Riemann ve Ricci tansorleri i¢in varyasyonu:
SRl = Vi(8T}) — Vi(8T}))

8Rij = Vi(8T) — Vi(STY)
Simdi (2.10) un varyasyonunu ele alalim.

Jdf(R.G,T
fEf(R,G,T);fxE%

;X=R,G,T
kisaltmalar1 kullanilarak ve
Of(R,G,T)=06f= frOR+ fG6G+ froT

olduguna da dikkat edilerek, (2.13) ifadesini kullanarak

1
55— W/Vd‘*x[(é\/—_g)ﬁ V=881 + 85

_ % /V d*x[(5v/=8)f + V=88 (frOR+ [cG+ fr8T)] + 85,y

1
2k

elde edilir. R ve G nin varyasyonlari, tanimlarindan hareketle

6R = 6(ginij)

= Rij8g" + g/ 6R;

8G = 8(R* — 4R;;RY + Ry R

— 2RSR — 4R; ;SR — 4RV SR;; + R; 1SR/ + RVM SR, ;)

1 N
/Vd4x\/—g[— Egijfaglj ++v/—gb +fR6R—|—fG6G+fT5T} + 08

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)
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olur. Bu son ifade de (2.21) ile birlikte, kolayca elde edilebilecek
Ri;SRY = 2R'R 188" + RV SR;; (2.23)
RijudR™ = 3R R 11,887 + RI SRY, (2.24)
0zdeslikleri yerlerine konuldugunda ve diizenlendiginde

8G = (2RR;; — 4RRj — 4R Ry + 24R™R j11,,) 5" + 2RgR;; (2.25)
_ 8RU5RU + ZR{H 5Rj'kl

elde edilir. (2.21) ile (2.25) ifadeleri, (2.16) ve (2.17) bagintilarindan hareketle (2.15 in de
kullanimiyla elde edilebilecek

gij(SR,'j = —ViVj((Sgij) —l—gijD(Sgij) (2.26)

. 1 1 r Al .
RYSR;; = —ER{.‘V Vi(8gY) — ER’;V,-Vk(ég’f) +5R; 0(8g")

: (2.27)
+38i iRV Vn(08")
RINRL, = —2R™ 7V, V,,(8g") (2.28)
ifadeleri yardimiyla, sirasiyla,
SR =R;;8g" —V;V;(8g") +g;0(8g") (2.29)
8G = (2RR;j —4R/R j; — AR\ Ryt + 2R\ R jjun) 58" — 2RV V (58" + 2Rg;;0(8g")
+2Rgi;0(8gY) +4R{V Vi (8¢7) + 4RV, V(88" ) — 4R;;0)(5¢") (2.30)
—4g;iR™V,V,,(8g") + 4RV, V (55"
seklinde ifade edilir. 6T varyasyonu ise
8T = 3(g"Ty)
T;;68" + " 8T;; (2.31)

. Y
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veya
OTun

D, = g 5o (2.32)
tanimlanirsa

8T = (T;j + Pij) 88" (2.33)
elde edilir. (2.6) daki ifadenin varyasyon hesab1 yapilmasi sonucu elde edilebilecek

oL

Tnn = &mnLin — 2 Sg”’; (2.34)

bagintis1 (2.32) ye konulursa, ®;; nin 7;; ve L,, ye baghlig1 i¢in
6 oL,

elde edilir. Simdi, bir de S,,;, nin varyasyonunu hesabini yapalim. (2.4), (2.6) ve (2.13) iin de

kullanimiyla 85, nin

1 .
88, = -3 / d*x\/—gT;;68" (2.36)
\%

elde edilir. Simdi (2.29), (2.30), (2.33) ve (2.36) ifadeleri (2.20) ye konuldugunda ve uygun

diizenlemeler yapildiginda

8 =55 / d*x/—g|[[frRij — g,] f+ fc(2RR;; — ARFR ji — 4RARiyc + 2R\ R i)
+ fr(Tj+ @) — kT3] 88V + fr(g:;088"7 — ViV ;(887))
—|—fG [ — 2RV,‘Vj(8gij) — 4R,‘J'D(5gij) +4R’~"V 'Vm(Sgij)

ARV, (887) — 4RV, (881) — 4R 1V, V (88)] ]

(2.37)

elde edilir. Son dokuz terimde §g'/ varyasyonu tiirev iginde yer almaktadir. Bu terimler icin
kismi integrasyon uygulanir ve V hacmi iizerinden integral islemi Gauss teoremi yoluyla V

yi kavrayan dV siir yiizey iizerine doniistiiriiliip (2.3) deki sinir kosullar1 uygulandiginda
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bu terimler sifira esitlenir ve (2.37) denklemine

1 1
88 = T /v d*xy/=g|[frRij — S8iif + 80k + fG(2RR;; — ARR jx — 4R*Ry
+ 2R R 1) — 2RV j fo — 4RO f — ARV Vo fi +ARTV Vo fG (2.38)

— 48 iRV, V fG — AR NV Vo f + fr(Tij + ®ij) — k2 T;;] 8g"
ifadesine indirgenir ve 85 = 0 stasyoner olma kosulundan da

1
frRij = 58ijf + 80 fk + fo(2RRij — 4RiR jx — 4RjRit
+ ZRZ-dijklm) — ZRV,'ijG — 4RiijG - 4R§anmeG + 4RTVimeG (2.39)
—4g;iR™V ,,V  f — ARM™ V. Vo f + fr (T + @ij) — k*T;; =0
bulunur. 4-boyutta G Gauss-Bonnet invaryanti bir topolojik invaryanttir, G’nin aksiyona

toplamsal olarak eklenmesi FEinstein denklemlerini degistirmemektedir. Dolayisiyla

f(R,G,T)=R + G oldugunda fg =1, fz = 1, fr = 0 oldugundan (2.39) un indirgenecegi

1 1 .
R,’j — Egin — EgijG—l— ZRRl'j = 4R§Rjk — 4Riklijl + 2R£d Rjklm — kZTij =0 (2.40)

denklemi Einstein denklemleri olmalidir. Buradan
_l B L kp . _ pkl kimp _
2g,]G+2RR,] 4RiRJk 4R,k1JR +2R;"" R jiim = 0 2.41)

olmas1 anlamina gelir. Bu 6zdeslik (2.39) a konuldugunda sonug olarak f(R,G,T) - gravitenin

alan denklemleri olarak

1 1
frRij — Egijf —V,Vfr+gijUfr+ EgiijG —2RV,V,fc —4G;;0fc+4R"V iV fc

ARINV  f — 48iiR™" ViV f — AR VoV fc = Ty — fr(Tij+ ®;j)
(2.42)

elde edilir. Burada (2.35) ile verilen ®;; nin a1k ifadesini, kozmik akigkanin
Tij = (U + p)ujuj+ pgij(uiy’ = —1) (2.43)

enerji - momentum tansorii ile gosterilen bir mitkkemmel akigkan oldugu varsayimi altinda

hesaplayalim. Ancak, (2.43) ifadesini veren L,, madde Lagrange yogunlugu i¢in tek degil
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fakat L,, = p ve L,, = —u olmak iizere farkl iki ifade bulunmaktadir. Bunlar (2.35) ten:
Lm =p igin . CIDij = P8&ij — 2Tl (244)

Ly,=—-U igil’l : (I)ij = —Ugij — 2T;; (2.45)

elde edilir. (2.42) denklemi, (2.44) se¢imi i¢in

1 1
fRRij — Egijf — Vivij +giijR + Eg,’ijG - 4ginmananG — 4G,’J'Df(; - ZRV,'ijG

ARV (Vo fo + 4R}V Vi fo — AR ViV fe = KTy + fr(Tij + 1)
(2.46)

seklinde olur. Bu f(R,G,T) gravitenin alan denklemlerinin, asatiidaki 6zel se¢imler icin ,
literatiirdeki diger f-gravite teorilerininkilerine indirgenecegi kolyaca goriiliir.

f(R) - gravite (f(R,G,T) = f(R) alarak):
1
frRij — Egijf —ViVfr+g;0fr = KT (2.47)
f(R,G) - gravite (f(R,G,T) = f(R,G) alarak):

1 1
fRRij— z8iif —ViVifr+8ij0fk+ z8iiGfc —48iiR™""VuVnfc —4G;;0fc —2RV,Vfc
2 2

FARIY 1V f + ARV fG — 4R VoV f6 = KTy
(2.48)

f(R,T) - gravite (f(R,G,T) = f(R,T) alarak):

Ly =pigin fgrR;j— %gijf —V,Vifr+gij0fr = KT+ fr(Tij — pgij) (2.49)
ve

Ly = —picin frR;j— %gijf —ViVife+8ij0fk = KT+ fr(T;; — ugij) (2.50)

olur [20].
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