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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

M, N C” Manifoldlar

J(M) M (zerinde tanimli tensor alanlarinin cebiri
x(M) M iizerinde tanimli vektor alanlarinin kiimesi
39 (M) M tlizerinde tanimli 1-formlarin kiimesi
Js(M) M iizerinde tanimli (r,s) tipinden tensor

alanlarinin kiimesi

™ M nin tanjant manifoldu

Ty Kanonik projeksiyon

\Y M (Gzerinde konneksiyon

\[S F nin Nijenhuis torsiyon tensoru

(TM, ty; ,M,R™) Tanjant vektor demeti



1. GIRIS

Verilen bir M C* - manifoldunun tanjant manifoldunun tanimlanmasi demet
kavramina 151k tutmustur. S. Kobayashi ve K. Yano, M iizerinde verilen bir
diferensiyellenebilir elemanin (C” fonksiyonlar, vektor alanlari, 1-formlar, tensorler
vs.) TM tanjant demete vertical (dikey), complete (tam) ve horizontal (yatay)

liftlerini tantmlamiglardir.

1963 yilinda K. Yano, bir M manifoldu tizerinde F*+F=0 sartm saglayan bir F-yap1
tanimlamigtir. 1964 de S. Ishihara ve K. Yano bu F-yapmm integrallenebilirlik

sartlarini incelemislerdir.

1975 de J.B. Kim, K > 3 dereceli F-yap1 manifoldun tanimmi yapmustir. 1980
yilinda L.S.K. Das “Complete Lift of F-Structure Manifold” adl1 makalesinde J.B.
Kim’in tamimladigi K >3 dereceli F-yapt manifoldun complete lifti ve

integrallenebilirlik sartlarini incelemistir.
Bu calisma ise yukaridaki makalenin bir irdelemesidir.
Calismanmin ikinci boliimiinde gerekli olan tanim ve teoremler verilmistir. Ugiincii

boliimde ise L.S.K. Das’in yukarida bahsedilen ¢alismanin diferensiyel geometriye

yaptig1 katkilar agilmustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezin ilerleyen boliimlerinde kullanacagimiz bazi tanim ve teoremleri

verecegiz.

2.1. Diferengiyellenebilir Manifoldlar

2.1.1.Tanim

Bos olmayan bir kiime M , M nin bos olmayan bir alt kiimsi U ve
¢:U—IR"

bir doniisiim olsun. Eger

1)  « birebir

i)  ¢(U), IR" de agik bir alt kiime
ise, (U, o) ikilisine, M, i¢in bir n-boyutlu harita denir [Brickell ve Clark,1970].

= Birp € Migin pe U ise, bu haritaya p de veya p civarinda bir harita, U

kiimesine koordinat komsulugu ve ¢ aGhiisiimiine de haritanin koordinat

doniistimii denir.

= IR de u:IR"—>IR, (al,...,a")€IR" igin u'(al,...,a")=a' {1<i<n}, seklinde tanimli
izdiisiim (dogal koordinat) fonksiyonlar1 g6z oniine almsin.

Bu durumda p< U igin ¢ nin koordinat bilesenleri,

(U'09)(p)=¢'(p)=x'(p)

olmak Uzere;



o(p) = (X(p),... X" (P))

olup, boylece @=(x',....x")=(x) {l1<i<n}, ile ifade edilebilir ve {X',...,x"}
sistemine de (U,p) haritama ait lokal koordinat sistemi denir [Brickell ve
Clark,1970].

2.1.2. Tanim

M kiimesi tizerinde tanimlt haritalarmn bir smifi A={(U,,0_)} o olsun.
[0}

i) U, N Up#® olacak bicimdeki her bir (a,B) indis ¢ifti igin,

(pO(O(pB_l: (pB(Ua N UB) - (poc(Ua N UB)

dontistimii C-sinifindan bir diffeomorfizm

ise, A smifina M Uzerinde bir CX-atlas denir. Burada k€N nino olma halin de

gecerlidir [Brickell ve Clark, 1970].
2.1.3. Tanim

M kiimesi (zerinde A ve A, C*-atlaslar1 verilsin. Eger AUA, M lizerinde yine bir
Ck-atlas ise, A ve A atlaslarma denk atlaslar denir [Brickell ve Clark,1970].

2.1.4. Tanim

M kiimesi tizerinde bir C*-atlas A = {(Uy @) }qer OlsUn. M iizerinde tanimli her bir
(Uq@py) haritasiyla Ck-bagh olan herhangi bir (U,{y) haritas1 da A atlasinda



iceriliyorsa A atlasina bir C*-tam atlas (veya C*-maksimal, C*-diferensiyellenebilir
yap1) denir [Brickell ve Clark,1970].

2.1.5. Tanim

M kiimesi iizerinde tanimli bir C*-diferensiyellenbilir yap1 A ile gosterilirse (M, 4)
ikilisine C*-smnifindan diferensiyellenbilir manifold veya kisaca C*-manifold denir
[Brickell ve Clark,1970].

Bundan sonra ¢aligmanin tiimiinde manifoldun C* smifindan oldugu kabul

edilecektir.

» M iizerinde tamml denk C*-atlaslarm her bir denklik simfi M Uzerinde bir C*-
tam atlas olusturmaktadir. Bu nedenle (M,A) C*~manifoldunun CK-
diferensiyellenebilir yapisii belirtirken <A atlasina, yalnizca, bir C*-atlasi

olarak almak da yeterlidir.

Bir C”-yapida bulunan haritalarm boyutu, C”-manifoldunun boyutu olarak
tanimlanir. Kisalik igin (M, A) ikilisi yine M ile ifade edilebilir.

= Bir C”-manifold (M, A) ve A = {(Uy®y)}oer OlmMak Uizere;
™ ={ScM: Vael,SNnU, # 0 icin, @, (SN U,), IR"de agiktir}
smift gdéz Oniine alinirsa Tty NN M kiimesi lizerinde bir topolojik yap1
olusturdugu kolayca gosterilebilir. Boylece Ty topolojisi ile birlikte M bir
topolojik uzay olur.

2.1.6.Tamim

Bir C*-manifold (M, A) olsun. M kiimesi Uzerinde, M nin diferensiyellenbilir

yapisindan olusturulan Tty topolojisine, M iizerinde diferensiyellenebilir yapidan



indirgenmis topoloji (veya M nin manifold topolojisi) denir [Brickell ve Clark,1970].
2.1.1.Sonug

i)  Herhangi bir W c U, igin,
W, M de agiktire (W), IR™ de agiktr.
i) U, lar M de agiktirlar

i) B={U, :ael} sinifi Ty nin bir bazini olusturur.

2.1.7. Tanim

M ve N n-boyutlu iki C*-manifold, peM ve F:M—N herhangi bir doniisiim olsun.

Eger,

F=yoFoq™:0(U)-y(v)

doniigiimii @ (p) noktasinda Ck-diferensiyellenbilir olacak sekilde p noktasinin U ve

F(p) noktasmin da F(U) €V seklinde bir V koordinat komsulugu varsa, F

doniisiimiinde peM noktasinda Ck-diferensiyellenbilir (veya C*-déniisiimiidiir) denir.

Buradaki F doniisiimii (Up) ve(V,y) haritalanna gére F nin koordinat temsili (veya

lokal koordinatlardaki ifadesi) olarak isimlendirilir [Brickell ve Clark,1970].

Bundan sonra doniisiimler aksi belirtilmedikge C*-diferensiyellenebilir alinacaktir.

* F:M->N donisiimii verildiginde F nin tamim kiimesinin M nin ve gorunti
kiimesinin N nin tamami olmast gerekmez. Bu durumu belirtmek i¢in F nin

tanim kiimesi domF ve deger kiimesi de rangeF ile gosterilir.

= M de bir agik altkiime WcdomF olmak iizere; eger F, W nin her noktasinda bir

C”-doniistim ise F, W lizerinde C”-doniistimdiir denir [Brickell ve Clark,1970].



»  Eger F:M—N, domF Uzerinde bir C*-doniisiim ise FEC*(M,N) ve 6zel olarak

N=IR ise, 0 zaman FeC*(M) yazilir. Bir peM igin, p nin [dar] bir

komsulugunda C*-diferensiyellenebilir olan reel degerli doniistimlerin kiimesi

C”(p) ile gosterilir.
2.1.8. Tanim

Ayni boyufu iki C*-manifold M, N ve F:M—N birebir 6rten bir doniisim olsun.
Eger:

i) Fe CK(M,N)

i) Fle ckM,N)

ise F doniisiimiine bir C*-difeomorfizm ve bu durumda M ile N manifoldlarma da C*-
difeomorfiktirler denir [Brickell ve Clark,1970].

Bir CY-difeomorfizm, kendisi ve tersi C*-diferensiyellenbilir olan bir

homeomorfizmdir.

2.1.9. Tanim

Bir C*-manifold M, peM olsun.v f,geC*(p) ve a,b EIR igin,
vp:C?(p) > 1R

f - v, (0

dondisiimii,

i) Lineerlik

vp (af+bg)=av, () +bv;(g)

i) Leibniz kurali



v, (f,g)=v,(F)f (p)+f (p)v,(g)

ozelliklerini sagliyorsa, v,, ye p noktasinda M nin bir tanjant vektorii denir ve M nin
bu sekilde tanjant vektdrlerinin kiimesi T, (M) ile gosterilir. T,(M) bir reel vektor

uzayt olup bu uzaya M nin p noktasindaki tanjant uzayi denir [Brickell ve

Clark,1970].

= pnoktasinda bir harita (U,p=(x")) {1 <i < mj} ise T,(M) nin bir bazi,

klmesidir. Bu baza T, (M) nin dogal (veya koordinat) bazi denir.
2.1.10.Tanim

m ve n boyutlu iki C*-manifold sirasiyla M, N ve F:-M—N C”-doniisiim olsun. F nin
bir p€M noktasindaki tlirev doniisiimii, Vv, € T,(M) ve VheC*(N) icin;

(dF,(vp)) (h)=v,(hoF)

seklinde tanimli bir
dF,: T,(M) = Tggp,) (N)
doniistimiidiir [Okubo,1987].

* dF, lineer olup, M ve N nin dogal bazlarina gore dF, doniigiimiine karsilik
gelen [g—i |p] matrisi, F nin p deki Jakobien matrisi olarak isimlendilir ve Jz(p)
ile gosterilir. Burada peU, (U,p=(x)) {1 <i<m} M ye ve (V=) ,

{1<j<m} N ye ait haritalar olup, yoF=g  doniisiimleri
F(p)=(g'(p),...g"(p)) seklinde g nin koordinat bilesenleridir. Ayrica,
(rankF), = rank(de) = rank]F(p)z(rankl?)(p(p)



olarak tanimlanir.

* TM = Upem TyM olmak i zre, ege U, M nn agik altk imesi ise, Upey T,M
ayrik birlesimi TMJ, ile gosterilsin. peU icin T,U = T,M oldugundan,
TM|y = TM dir.

2.1.11.Tanim

Bir C*-manifold M, M nin agik alt kiimesi U ve X;:U->TM|y; bir déniigiim olsun.

my:TM|y = U, my (v) = p; (eger veTyM ise)

kanonik projeksiyon olmak uzere;

My 0X=Iy (0zdeslik dOniisiim)

ise X e U tizerinde bir vektor alani denir [Brickell ve Clark,1970].

= Genellikle vektor alanlar1 tanim kiimeleri belirtilmeden X:M—TM seklinde de
ifade edilir. Bu durumda X in tanim kiimesi M de bir acik altkiime oldugu
anlagilacaktir ve M {lizerindeki vektor alanlarmin  kiimesi x(M) ile

gosterilecektir.

= Xex(M), domX=U olmak uzere, vf € C”(U) ve VpeU igin:

X(H(P)=Xp(H

seklinde tanimlansm. Eger X(f), U flizerinde C™-diferensiyellenebiliyorsa, X

vektor alanina U tizerinde C”-diferensiyellenebilir denir. Bu durumda

X:C*(U) - C*()
£ 5 XU



operatorii olarak tanimlanabilir. Bundan sonra vektor alanindan s6z edildiginde

C”-diferensiyellenebilir oldugu kabul edilecektir.

2.1.12.Tanim
Bir C*-manifold M olsun. T,M tanjant uzaymm cebirsel duali T;M ye, M nin p
noktasindaki kotanjant uzay1 ve bu uzayn her bir elemanmna da p noktasinda bir

kotanjant vektor (veya kovektdr) denir [Okubo,1987].

. T; M uzay: bir reel vektdr uzayr olup, p noktasinda verilen bir (U,p=(x"))

{1 < i < n }haritasina gore dogal bazi

{dx],:1<i<n}
kiimesidir. dxi|p <%| ) = §; oldugu, dual baz olmasindan agiktur.
*p

2.1.13.Tanim

M nin her bir noktasma bir kotanjant vektor karsilik getiren

M- Upen T, (M=T'M ; w(p)eT,(M)

doniisiimiine M {izerinde 1-form (veya kovektor alani) denir [Okubo,1987].

= M manifoldu iizerinde tanimli 1-formlarin kiimesi x*(M) ile gOsterilecektir.

2.1.14. Tanim

Bir reel vektdr uzay1 V ve V vin dual uzay1 V" olsun.
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T: V'x..xV" x Vx..xV >R

r-tane s-tane

seklinde birebir (r+s)-lineer doniisiime v iizerinde r. dereceden kontravaryant ve s.

dereceden kovaryant (veya kisaca (r,s)-tipinden) bir tensér denir [Okubo,1987].

=  Bir vektor uzay lizerinde tanimli (r,s) tipinden tensorlerin kiimesi T; (V) ile
gosterilir. Ty (V), IR fizerinde bir vektor wuzayr olup, boyV=n ise
boy TS (V)=n"*s dir.

* V vektor uzayr yerine M manifoldunun p noktasindaki tanjant uzayr T,M
alinirsa, M nin p noktasinda bir tensor uzayi Tsr(Tp (M )) elde edilir ve bu

uzayin her bir elemanina p noktasinda bir (r,s)-tensor denir.
2.1.15.Tanim

Bir C*-manifold M olsun. M nin her bir noktasinda (r,s)-tipinden bir tensor karsilik

getiren doniistime M iizerinde (r,s)-tipinden bir tensor alan1 denir [Okubo,1987].
O halde M iizerinde tanimli bir tensor alan,

T: M - UpenTs(TpM)
p - T(p)eTs(T,M )

seklinde tanimli bir doniigiimdiir.

* M iizerinde tanimli tensor alanlarinin kiimesi Jg(M) ile gosterilir. 35(M),

C”(M) uzerinde bir moduldiir.

= Ozel olarak
(M) = c=(M)
(M) = x(M)
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SY(M) = x* (M)
dir.

»  Ayrica, Wy, ..., w.€x (M), Xy,..,X;ex(M) ve peM olmak (izere;

(T(01, ) 0, X1,0X) ) (P) = Ty (W1, s Wrp, XipseewXsp)
seklinde tanimlanirsa,

T:x*(M) X .. X x*(M) X x(M) X ... X x(M) - C*(M)

r—tane s—tane

seklinde C* (M) degerli bir (r+s)-lineer doniisiim olur.

2.1.16. Tanim

Bir C* (M) manifold M olsun.

Vix(M) xx((M) - x(M)
(X,Y) S UyY

doniisimii Vf,geC* (M) ve VX,Y,Zex(M) icin:
|) VfX_l_ng:f VXZ+gVYZ
i) Vx(fY)=f VxyY+(XH)Y

ozelliklerini sagliyorsa, V doniisiimiine M iizerinde bir lineer konneksiyon denir

[Brickell ve Clark,1970].

=V lineer konneksiyonunun koordinat vektor alanlarindaki degeri;
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0 _vm k @
Vi axj_zk=1 Fijaxk

ox!
esitligiyle belirlidir. Bu esitlik ile tanimh Fil} C” doniisiimlerine V lineer
konneksiyonun bilesenleri veya Christoffel sembolleri denir [Brickell ve

Clark,1970].

Bir V lineer konneksiyonunun X, Y €x(M) vektor alanlarimdaki degeri,
P 0 9 y
X=X a = ve Y=Y, bl - olmak Uzere,

i}
oxh

i abh i
ViY=30, (I8 a 2 + 20, albk )

esitligiyle belirlidir.

2.1.17.Tanim

Bir C*-manifold M olsun. X, Y €x(M), peM olsun ve Vf € C*(p) icin;
(X Y1,(D=X,(Y()-Y,(X(D)

seklinde tanimli

LIx(M ) xx(M)-x(M)

doniisiimiine Lie parantez operatoru denir [Brickell ve Clark,1970].
2.1.18.Tanim

Bir C*-manifold M ve M (izerinde bir lineer konneksiyon V olsun.
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T:x(M)xx(M) - x(M)
(XY) > TXY)=VyY-VyX-[X,Y]

seklinde tanimli T doniisiimiine, V lineer konneksiyonunun torsiyonu denir [Brickell
ve Clark,1970].

= Eger, T = 0 ise V konneksiyonunun torsiyonu sifirdir veya V simetriktir denir.

* T doniisiimiiniin koordinat vektor alanlarindaki degeri ;

h=1
dir. Buna gore eger, T=0 ise V i,k=1,....m igin ;
Fihk:Fl?i
olur.
2.1.19.Tanim

Bir C*-manifold M ve M (zerinde bir lineer konneksiyon V olsun

Rx(M)xx(M) - x(M)
XYZ) - RXY)Z=Vx(VZ)-Vy(VxZ)-VixyZ

seklinde tanimli R doniisiimiine V nin egrilik tensor alant veya egrilik formu denir

[Brickell ve Clark,1970].
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2.1.20. Tanim

M diferensiyellenebilir bir manifold olmak iizere F, (1,1) tipinde tensor alani olsun.

VXY € x(M) igin

Np:x(M) x x(M) - x(M)
X, Y) - Np(XY)

olmak Uzere

Np(X,Y) = [FX, FY] — F[FX, Y] — F[X, FY] + F2([X, Y])

seklinde tanimlanan (1,2) tipindeki Ng tensor alanina F nin Nijenhuis torsiyon

tensorl denir [Yano ve Kon, 1984].

2.2. Diferensiyellenebilir Demet Yapilan

2.2.1.Tanim

E, M, F C”-manifoldlar, m:E—M bir C*-doniisiim ve M nin bir agik ortiisii {Uq }qer

olmak (izere eger,

(moy ) (py)=p ;peU,yeF

olacak bicimde y,:U,xF - n~1(U,) diffeomorfizmlerinin bir {Uy},e smfi varsa,
[F ye gore] m, lokal carpim &zelligine sahiptir ve A={(U,, W) }oe Sistemi de,  nin
bir lokal ayrigmasidir denir [Greub, Halperin ve Vanstone, 1972].

2.2.2. Tanim

Bir m:E-M C”-doniisiimii lokal c¢arpim Ozelligine sahip olsun. Bu durumda

¢ = (E,m,M,F) dortlustine bir diferensiyellenebilir lif demeti denir [Greub,
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Halperin ve Vanstone, 1972].
2.2.3. Tanim

&= (E,mM,F) bir C*Ilif demeti olsun. O zaman A lokal ayrismasma & lif

demetinin bir lokal kooardinat gosterimi denir [Greub, Halperin ve Vanstone, 1972].
= Bir§=(Em,M,F) lif demetinde E ye € lif demetinin total uzayi, M ye baz
(taban) uzayi, F ye lif modeli (veya standart lif) ve m ye fibreasyon veya
projeksiyon adi verilir. Ayrica, rank E&=boyF olarak tanimlanir [Greub, Halperin

ve Vanstone, 1972].

(E,m, M, F) lif demeti bazen E total uzay: ile bazen de T:E->M C”-doniisiimii ile

gosterilir.

2.2.3.Tamim

m:E—M bir lif demeti olsun. Vp € M igin,

nl(p) = E, = {u c E|n(u) = p}

kiimesine p Uzerinde bir lif denir [Greub, Halperin ve Vanstone, 1972].

*=  Tdm E, liflerinin ayrik birlesimi E total (demet) uzayini verir [Greub, Halperin

ve Vanstone, 1972].
*  boyE, = boyE — boyM sayisina & nin lif boyutu denir [Sounders, 1982].
» &= (EmM,F) bir lif demeti ve A = {(U,, Py)}eer lokal koordniat temsilcisi

olsun.

Vvp € U, icin,
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Yop:FoE,

doniisiimii,
L|‘loc,p(}’) = Ll"oc(p:Y) ;YEF

seklinde tammlanirsa; Y, lar diffeomorfizm olduklarindan, y, , doniistimleri de

diffeomorfizmdir.
A dan U, = U, NUg # @ olacak bicimde (Uy, Y,) ve (Ug, Yg) ikilileri

secilirse;

bu durumda,

Wo o g 1 Ugg X F - 7 (Ugg)

seklinde tammli §r, Ve g lar diffeomorfizm olduklarindan
Wap = Wp " o Yo Ugg X F - Ugg X F

doniistimii,

Wap (0, Y) = (g @ Wap ()P € U,y €F)

seklinde tanimli bir diffeomorfizmdir.

Boylece, Vp € Ugg igin;

-1
Weap = Wpp OYgp:F—=F

doniisiimleride diffeomorfizmdir [Greub, Halperin ve Vanstone, 1972].



17
2.2.5. Tanim

E ve M C”-manifoldalar, :E-M bir C*-déniisim olsun. Eger T bir Orten

submersion ise (E,mt,M) tclustne bir lifli manifold denir [Sounders,1989].

»  (E,nr,M,F) bir lif demeti olmasi halinde (E,m,M) nin bir lifli manifold olacagi
aciktir.

2.2.6. Tanim

Bir lifli manifold (E,m,M) boyM=n, boyE=n+s ve W c E acik altkiimesi {izerinde bir

lokal koordinat sistemi;

y: W — IR

olsun. pr;: IR**s — [R™ olmak Uzere,

a,b € Wven(a) = m(b) = p = pr;(y(@)) = pry(y(b))

onermesi dogru ise, y ye bir uyarlanmis (adapted) koordinat sistemi denir [Sounders,

1989].
=  boyM=n, boyF=r ve boyE=n+s olmak uzere, bir (E,m,M,F) demeti ve bunun
lokal ayrismasmndan bir (Uy, ) ikilisi alinsin. Bu durumda E {izerinde

uyarlanmig koordinat sistemi prq:U,xV = U, ve pry:U,xV — V izdisiim

fonksiyonlar1 olmak iizere;
Vo: Wy (UgxV) — IRMFS

doniisiimii,



18
= (x -1 _x N .
Ve = (x'opriog, ', vkoprap, 1)1 <i<nl<k<s

seklinde tanimlanabilir. Burada M de (Ua,(xi)) haritas1 ve F

1<i<n

manifoldunda da bir (V, (Vk))l_k haritas1 se¢ilmistir.
<ks<s

Va €1 igin,m1(U,) € E agik altkiimesi iizerinde bu sekilde tanimli koordinat
sistemi  secilebilir. Ustelik y, (P, (U,xV)) € IR**S aciktir. Buna gbre,
(W (UyxV),y,) ikilisi E igin bir harita olur. Béylece tanimlanan haritalarin

Ag = {(Ll‘loc(Ua X V), Y(X)}(XEI

sinifi E tizerinde bir C*-yap1 tanimlar.

2.2.7. Tanim

¢ = (E,m, M, F) Bir C*-1if demeti olsun. Eger, agsagidaki iki 6zellik saglaniyorsa, § ye

bir vektdr demeti denir ;

i)
i)

Vp € Micin m(p) = E,, ve F reel degerli vektdr uzaylaridr.
Vp EM, Yup:F— E, doniisiimleri lineer izormofizm olacak bigimde § nin

{(Uy, Uo)}eer lokal koordinat gosterimi vardir [Greub, Halperin ve Vanstone,
1972].

M, n boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olmak tzere M nin tim
noktalarindaki tanjant uzaylarmm ayrik bilesimi TM = U,em T,M ve TM
uzerinde,

. TM - M

doniisiimii (v) = p, (v € T,M ise) seklinde tamimlansin.

M (zerinde bir harita (U, = (x))14<, Olsun bu durumda U = w~!(U) olmak

Uzere;
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@:U - @(U) x IR"

doniisiimii,

vo o) = (Xi oy (V), dxi(v))

1<i<n

seklinde tanimlanirsa, @ doniisiimii 1-1 ve Orten olup, goruntii kiimesi IR?™
uzaymin bir acik altkiimesidir. O halde (U, @) ikilisi TM tizerinde 2m-boyutlu
bir haritadir. M tizerinde A = {(U,, ©,)}qe atlasi verildiginde TM f{izerinde,
her bir haritas1 yukaridaki sekilde elde edilen bir,

A = {Ug, Bc)}aer
atlas1 tammlanabilir. A smufi bir C”-atlastir ve TM iizerinde bir C”-yap1
olusturur. Bu yapiyla, TM 2n boyutlu bir C*-manifold olup, M nin tanjant
manifoldu olarak adlandirilir.
Lokal olarak
™ = {(p,2) | p € M,z € T,M = IR")}
gosterimi de kullanilir.
TM (zerinde bir lokal koordinat sistemi dx' = y' alinarak
1, ..., x" vl .,y
seklinde kisahk igin @ = (x,y)1<<n VeYa y = (¥')1g<n Olmak 0zere ;

@ = (x,y) olarak yazilacaktir. @, koordinat donlisimii de ©®, = (Xo, Vo)
seklinde ifade edilecektir.
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= (TM,my, M, IR™) dortliisiiniin bir vektér demeti oldugu kolayca gosterilebilir.
Bu demete, M nin tanjant demeti, stirekli, 6rten, C*-doniisiim olan 1y ye de

dogal ( kanonik) projeksiyon denir [Greub, Halperin ve Vantsone, 1972].

2.2.8. Tanim

s = (n+ k)-boyutlu M manifoldu Uzerinde n-boyutlu differensiyel dagilim
(distribution), TM tanjant demetinin ranki n olan bir D alt vektdr demetidir [Lee,
2009].

O halde M manifoldu Gzerinde n-boyutlu diferensiyellenbilir bir dagilim, Vx € M ye
karsilik n-boyutlu bir A, c T, M alt vektor uzaymi karsilik getirir.

A:M - Ugem M
x - ACTM

Ayrica, VX € M nin bir U komsulugunda lineer bagimsiz Xy, ..., X,, vektor alant
vardir ki U komsulugundaki Vq € U igin {X;(q), ..., X, (q)} cimlesi A, alt vektor
uzayinin bir bazidir [Lee, 2009].

D, M manifoldu iizerinde bir dagilim ve X de U € M acik kiimesi lizerinde tanimli

bir vektor alani olsun. Eger Vp € U i¢in X, € A ise X vektor alan1 D dagilima aittir

denir ve X in D daglimina ait oldugunu gostermek i¢in X € I'(D) seklinde gosterilir
[Bejanju and Farran, 2006].

2.2.9.Tamim

M diferensiyellenebilir bir manifold ve L, M de M, manifoldu dstlnde iki

complementary dagilim, yani, Vx € M, i¢in

TM, = L,®M,
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dir. Yani
T™ = L6M
dir.

£ ve m sirasiyla L ve M dagilimlarina karsilik gelen projeksiyonlar olmak {izere € ve

myi (1,1) tipindebir tensor alani olarak gorebiliriz. Ayrica,

2 =% m?>=m

tm=mf=0ve £+m=Ipy,

ozellikleri vardir [Ozdemir, 2010].

2.3.Tanjant Demetlere Lifler

Bu kesimde K. Yano ve S. Kobyashi tarafindan [Yano ve Ishihara,1973] de
tanimlanan M iizerinde tanimh differensiyellenebilir elemanlarin TM ye dikey, tam
lifleri 0zetlenecektir.

2.3.1.Tanim

f: M — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda;

fV =fo Ty

esitligiyle tammli fV fonksiyonuna f nin TM ye dikey lifti denir [Yano,K., Ishihara
S,1973].

2.3.2.Teorem

f,g:M — R fonksiyonlar1 i¢in
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(gD’ =g"f"
dir.
M bir manifold, M nin iizerinde lokal koordinat fonksiyonlar1 (x!) {1 <i<m}ve
TM iizerinde indirgenmis lokal koordinat fonksiyonlar1 (x',x') {1 <i < m} olsun.

M Uzerinde 1-formlarin moduli

eI > (M)
w=wdx - (w)=(0)"x

olarak tamimlasin.
2.3.3. Tanim

f: M — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda;

£C = (df) = (j—f)v X1

esitligiyle tamml f¢ fonksiyonuna f nin TM ye tam lifti denir [Yano ve
Ishihara,1973].

2.3.4.Teorem
f g € I (M) olmak iizere
(8N = g°f" + gVf*

dir.
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2.3.5. Tanim
M iizerinde taniml1 bir vektdr alam1 X olmak iizere; Vo € J9(M) igin,
X' () = ()"

esitligiyle tammli XV € I (TM) vektor alanina X vektor alanmin dikey lifti denir
[Yano ve Ishihara,1973].

9

-7 olmak lzere XV nin lokal ifadesi

X € 33 (M) vektor alanmin lokal ifadesi X = X!
V _ yiyv 9

X = 0

seklindedir.

2.3.6.Teorem

fe IJ(M) ve X, Y € I3(M) olmak lizere

XVfV =0 , X+Y)V=x"+YVY
(XY =fvxv [XV,YV] =0
dir.

2.3.7. Tanim

M iizerinde bir vektdr alan1 X olsun.vf € 35 (M) icin,

XO(f9) = X®)°

esitligiyle tanimli X¢ € I} (TM) vektor alanina X vektor alanin TM ye tam lifti denir
[Yano ve Ishihara,1973].
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s d .
— 1
X = X'~ ise

C_ yid iyc 9
X=Xt X 5g
dir.
2.3.8.Teorem

fe IJ(M) ve X, Y € I3(M) olmak lizere

X+Y)¢ =X +Y°¢, XCfV = XV, XVfe = (xpV
(fX)¢ = fCXV + fVX°© | XCfC = (XpH¢

dir.

2.3.9. Teorem

X,Y € 3L (M) olmak iizere

XV, Yl =[XY]" , [X5YD=[XY] (2.1)
dir.
2.3.10. Tanim

M {izerinde tanimli bir 1-form w olsun. Bu durumda

(@)Y (X9 = (0(X))", VX € F5 (M)

esitligiyle tamml w" € F9(TM) 1-formuna w nun TM ye dikey lifti denir [Yano ve
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Ishihara,1973].

w nun lokal ifadesi w = w;dx’ ise, w" lokal olarak w" = (w;)Vdx' seklindedir.

2.3.11. Tanim

M {izerinde tanimli bir 1-form w olsun. Bu durumda,

(@) (X9 = (w(X)), VX € I5(M)

esitligiyle tanimhi w® € I9(TM) 1-formuna, w nin TM ye tam lifti denir [Yano ve

Ishihara,1973].

w = w;dx' ise * = (w;)"dx' + (w;)Vdx' seklindedir.

2.3.12. Teorem

X € 35(M) ve w € II(TM) olmak iizere

w' X)) =0, "X = (wX)",

X" = (0X))", 0 X) = (2 (X))"

dir.

I (M) ve J(TM) sirasiyla M ve TM fizerinde tensor cebirleri olsunlar. Bu durumda,

V:3(M) - J(TM)
P - pVv

doniigiimii, VP, Q € I(M) icin
H)V(P+Q) =PV +qQV
i) V(P®Q) = PV®Q"
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kosullar1 altinda sabit katsayilara gore bir cebir izomorfizmidir [Yano ve

Ishihara,1973].
2.3.13. Tanim

Yukarida tanimlanan V izomorfizmi altinda elde edilen PV tensor alanina P nin TM

ye dikey lifti denir [Yano ve Ishihara,1973]..

Ornek

F € 31 (M) tensor alaninin lokal ifadesi F = FP % ®dx! seklindedir. Bu durumda

_ph 0 i
FV = Fi ﬁ@Xm

olup, matris gosterimi

0 O
V
: ‘[FP 0]

dir [Yano ve Ishihara,1973].
M ve TM nin tensor cebirleri sirastyla (M) ve I(TM) olsunlar. Bu durumda
C:3I(M) - I(TM)
doniisimii VP, Q € J(M) igin,
i. C(P+Q =P¢+Q°

i. C(P®Q) =P‘®QY+P'®QC"

kosullar1 altinda sabit katsayilara gore bir i¢ine lineer izomorfizmdir.
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2.3.14. Tanim

Yukarida tamimlanan C izomorfizmi ile elde edilen PC tensér alanina P nin TM ye

tam lifti denir ['Yano ve Ishihara,1973].
Ornek

F € 31 (M) tensor alanini igin
i - 9 - 9 -
FC = (F)° 5 ®dx' + (F)Y S5 @dx' + (F1)Y S5 ®dy!
olup, matris gosterimi
F' 0
F¢ = l . hl (2.2)
(F)¢ F
dir [Yano ve Ishihara,1973].

Ornek

I, M iizerine (1,1) tipinden 6zdeslik tensor alani olsun. Bu durumda

0 O
C — vV _
U

dir ['Yano ve Ishihara,1973].
2.3.15 Teorem
X € IH(M), F € 31 (M) ve G € I)(M) olmak lizere

F'XY=0 , F'X¢=(FX)V



FCXV = (FX)V , FX¢ = (FX)©

dir.
2.3.16 Teorem

S, T I%(TM) veya 31(TM), s>0, elemani olsun. X, ..., Xs € I§(M) icin
S(x§, .., X§) = T(x§, ..., X9)

se S = T dir [Yano ve Ishihara,1973].

2.3.17 Teorem

F,G € 31(M) olsun. Bu durumda

(FG)¢ = F°¢GC

esitligi vardir [ Yano ve Ishihara,1973].

fspat

Teorem 2.3.15 den her bir X € S3(M) icin

(FOX® = ((FO)X)¢ = (F(GX))¢ = F¢(GX)¢ = FC(G®X®) = (F¢GHXC
olur. Teorem 2.3.16 dan (FG)¢ = FG® elde edilir.

2.3.17 Teorem

P(t) tek degiskenli bir polinom ise her F € 31 (M) igin

28

(2.3)
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P(F%) = (P(F))©

dir.

Ornek

Her F € 31 (M) igin

(F2+D¢ = (FO)2+1

(FF-F)° = (F©*-F¢ (2.4)
(FP+P¢ = (F)3+FC¢

dir.

M de r boyutlu bir D dagilimi verilsin. Bu D dagiliminin, m’=m, m(TM)=D ve ranki
r olan m € 3} (M) tensorii tarafindan belirlenen bir dagilim oldugunu kabul edelim.
Es. 2.4 ve m*=m den (m®)% = m€ dir. Yani, m projeksiyon tensériiniin tam lifti olan
m® TM de bir projeksiyon tensoriidiir. Es. 2.2 ve m nin ranki r oldugundan m® nin

ranki 2r dir [Yano ve Ishihara,1973].
2.3.18 Tanim

TM de m°® projeksiyon tensorii tarafindan belirlenen 2r boyutlu D® dagilimma D

dagiliminin tam lifti denir [Yano ve Ishihara, 1973].
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3. F-YAPI MANIiFOLDUN TAM LIiFTi

Bu boliim, Lavejoy S.K. Das tarafindan 1980 yilinda yayimlanan “Complete Lift of

F-Structure Manifold” adli makalenin bir irdelemesidir.

3.1. F-Y ap1 Manifold

3.1.1.Tamim

My n-boyutlu C* sinifindan diferensiyellenebilir bir manifold ve F, M, manifoldu

tizerinde (1,1) tipinden, sifirdan farkli tensér alan1 olsun. Eger

FP+F=0

ve F nin My, iizerinde ranki sabit ve r ise M, lizerindeki bu yapiya r rankli bir F-yap1

denir. Bu durumda, M, ye bir F-manifold denir [Y ano, 1963].

3.1.2. Tamim

F, n-boyutlu M, manifoldu iizerinde (1,1) tipinden, sifirdan farkli tensor alani,

1 < W < K veK > 2 seklinde sabit bir tamsay1 olmak iizere

FK+ ()**F=0 ve F¥ + ()" F =0 (3.1)
olsun. Eger F nin M, iizerinde ranki sabit ve r = rank(F) ise, M, iizerinde Es. 3.1 ile
tanimlanan bir yapiya, r rankli ve K dereceli F-yap1 denir. Bu durumda M, ye
K (= 3) dereceli bir F-manifold denir [Kim, 1975].

3.1.3.Teorem

M, k > 3 dereceli bir F-manifold ve | birim tensor olmak tzere



£ = (-)XFK-1 ve m =1+ (—)KF1FK-1 (3.2

olsun. Bu durumda

f+m=1, #=¢, m’=m

dir [Kim, 1975].

fspat

Es. 3.2den

L+m=1

oldugu agiktir.

FK + (_)K+1F =0 > FK — _(_)K+1F

dir. Esitligin her iki tarafim FX=2 ile carparsak

FK — _(_)K+1F = FKFK—Z — _(_)K+1FFK—2

= FZK—Z — (_)KFK—I

= F&K=2 =7

bulunur. £ = (—)XFX=1 ve F?K=2 = ¢ oldugundan

2 = (—)KFK1 (- )KFK—l
— (—)2Kp2K-2

— FZK—Z

=4

31

(3.3)

(3.4)
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dir. Es. 3.4 den

m? = (1 + (=)KHFK-1) (I 4 (=)K+LFK-1)
— [ 4 (=)K+LEK-1 4 ()K+IEK-1 4 (_)2(K+1)p2K-2
= 4 (=)K+LEK-1 4 (_)K+IEK-1 4 p2K-2
= 4 (=)K+LEK—1 4 (_)K+IEK-1 4 (_)KpK-1
=] 4 (—)K+LEK-1

=m
bulunur.

Es. 3.2 yi saglayan (1,1) tipinden sifirdan farkli bir F tensér alani verildiginde
Teorem 3.1.3 den, sirasiyla £ ve m projeksiyon operatorlerine karsilik gelen L ve M
complementary dagilimi vardir. Eger F nin ranki sabit ve r ise boyL = r ve boyM =

n —r dir [Kim, 1975].
3.1.4 Teorem

My, K dereceli bir F-manifold olsun. £ = (=)XFK"1 ve m =1+ (—)K*IFK-1

olmak Uzere

AFf=¢F=F , Fm=mF=0 (3.5
b) K > 3 tek tamsayi ise,

K-1
FK-lp=—¢ ve Fzm=0 (3.6)

K-1
dir. Boylece F 2, L iizerinde bir hemen hemen kompleks yap1 ve M, Uizerinde bir
null operatdrdir [Kim, 1975].



fspat

a) Es. 3.1 den

F€=F(-)XFX1
= (—)"F¥
=F

ve

fF = (—)KFK-1F
= (—)"F¥

=F

bulunur. Benzer sekilde Es. 3.1 den

Fm=F[I + (=)X*1F*1]
=F+ (_)K+1FK
=F+ (-)F

=0

ve

mF = [I + (—)XH1FK-1]F

=F+ (_)K+1FK
=F—-F
=0

dir.

33
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b) K tek tamsayi1 olsun. Es. 3.4 den

FK_l*f — FK—l (_)KFK—I
— (_)KFZK—Z
= (K (K

= —¢

ve

k-1 k-1
Fzm=Fz [I+ (—)KIFK-1]

K-1 3(K-1)

=F2 +F 2
K_—l
=F2z (I+Fk1)

=0
elde edilir.
Bundan sonraki islemlerde, K > 3 bir tek tamsayi olarak alinacaktir.
3.2. F-Yapmn Tanjant Demete Tam Lifti
3.2.1 Teorem
F € 31(M,) nin FC¢ tam lifti TM,, de bir K dereceli F-yapidir gerek ve yeter sart F
bir K dereceli F-yapidir. Ustelik F nin ranki r dir gerek ve yeter sart F¢ nin ranki 2r
dir.
fspat

Teorem 2.3.18 den
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(F)¢ = (FO)X (3.8)
dir.

Es. 3.1 deki esitligin her iki tarafinin tam lifti alinirsa

(FOC + (5P =0

olur. Es. 3.8’1 kullanirsak

(FOX + ()**'FC =0 (3.9)
elde edilir.

Boylece Es. 3.1 ve Es. 3.9 denktir. Teoremin ikinci kismi ise Es. 2.2 den elde edilir.

F, r rankli ve K derceli bir bir F-yap1 olsun. Bu durumda, Es. 3.2 iin her iki tarafinin

tam liftleri almir ve Teorem 2.3.18 ve Es. 2.4 dikkate alinirsa,

£ = (2)K(FC)K-1 ve mC =1+ (—=)K+1 (FO)K-1

dir. Teorem 2.3.18, Es. 2.4 ve Es. 3.3 den

£ 4mt =1, (£92=+¢, @m)2=mC

bulunur. Dolayisiyla £¢ ve m® TM,, de complementary projeksiyon tensortdir. Bu
yiizden, TM de sirasiylal © ve m® tarafindan belirlenen, strastyla, iki tane L ve M©

complementary dagilimlar: vardir. Boliim 2.3 den, LS ve M®© dagilimlar1 sirastyla L

ve M nin tam liftidir.
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3.3. Tanjant Demette F-Yapinin Integrallenebilme Sartlari

Es. 3.1 i saglayan F € 31(M,,) nin Np Nijenhuis tensorii (1,2) tipinden bir tensor

alanidir ve

Np(X,Y) = [FX, FY] — F[FX, Y] — F[X, FY] 4+ F2[X, Y] (3.10)

seklindedir [Yano ve Ishihara, 1973].

NC¢, F tensor alaninm FC € I1(TM,) tam liftinin Nijenhuis tensorii olsun. Bu

durumda

NC(XC,YC) — [FCXC, FCYC] _ FC [FCXC,YC] _ FC [XC,FCYC]

(3.11)
+(F2)C[XC, YC]
dir.
3.3.1 Teorem
F € 31(M,) icin
FC£C = fCFC =F¢ |, F'm®=m‘F¢ =0 (3.12)
esitlikleri vardir.
fspat
Teorem 2.3.15, Es. 2.3 ve Es. 3.5 den
FC¢C = (FO)C = FC ve £°FC = (4/F)¢ = F¢ (3.13)

FCm® = (Fm)¢ = 0 ve m*F¢ = (mF)¢ =0 (3.14)



bulunur.

3.3.2 Teorem

X,Y € 35(M,) icin asagidaki esitlikler vardir.

(|) NC(mCXC,mCYC) — (FC)Z[mCXC,mCYC]

(i) m“N€ (X%, Y%) = mC[F¢XC, FCy¢]

(i) mENC(1XC,1¢Y¢) = mC[F¢XC, FCYC]

(IV) (—)KmCNC((FC)K_ZXC, (FC)K_ZYC) = mC [‘ECXC,chC]
fspat

1) Es. 3.12 kullanilirsa

NC(mCXC,mCYC) — [mCFCXC,mCFCYC] _ FC [mCFCXC,mCYC]
—FC[mCXC,mCFCYC] + (FC)Z[mCXC,mCYC]

— (FC)Z [mCXC, mCYC]
bulunur.

i) Es. 3.12 kullanilirsa

mCNC(XC,YC) = mC[FeX¢, FéY€] - mCFC[FCXC,YC] - mCFC[XC, FY°|
+mC(F2)C[XC, C]

:FCXC, FCYC: - (mF)C[FCXC,YC] - (mF)C[XC, FCYC]

<

(@]

m

+(mF)C[XC,YC'

(@]

=m

[FCXC RCYC|
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(3.15)
(3.16)
(3.17)
(3.18)



elde edilir.

i) Es. 3.5, Es. 3.11 ve Es. 3.12 den
mCNC(€CXC'€CYC) — mC [FC€CXc' FC‘ECYC] _ mCFC [FC‘ECXC,‘gCYC]

_mC FC [‘ECXC, FC‘ECYC] + mC (FZ)C [ICXC, ICYC]
= —mCFC[(F)°XE, £¢YC]
—mCFC[£CXC, (FO)CYC] + mC(F2)C[£6XC, £Y€]

— mC [FCXC, FCYC]

bulunur.

iv)

mENE((FO)R2XE, (FOR2YC) = mONC ((FE2)°XE, (F2)°Y)

= m¢[FX1X, F¥~1Y]¢ — mCFC[FX-1X, FK-2y]C
—mCFC[FK-2X, FK-1y]c
+mC (F2)C[FX2X, FK-2Y]¢

= mC[(F*DXE, (FH)0Y¢]
—(mP)[(FEXE, (F)°Y€]
—(mP)[(F*2)XC, (F*H)°Y€]
+(mP) [(F2)XC, (F*)°Y€]

= mC[(F*DXE, (FH)0Y¢]

= m [(—) X, () eCY°]

— mC [»ECXC'»ECYC]

38
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3.3.3 Teorem

Her hangi X,Y € I3 (M,,) icin asagidaki esitlikler denktir.
HmENC(XE, YD) =0

i) mENC(£CXC, £6Y9) =0

i) (—)XmCNC((FK-2)CXC, (FK-2)CYC) = o

fspat

i)«—ii) Es 3.5 den

mENC(X¢ YY) = mC[FCXC FCYC]

ve Es 3.6 dan

mENC(#CXE, £€YC) = mC[FCXC, FCYC]

dir. Dolayisyla

mENC(X®, YY) =0 = mENC(#CXC, ¢26Y¢) =0

dir.

i) e=iii)

£=(-)XFX=! ve ¢F=F oldugundan, her X, Y vektér alam igin

NC(£CXC, ££YC) = 0 gerek ve yeter sart (—)KNC((FK=2)CXC, (FX=2)CY®) = 0 dur.
dir.
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3.3.4 Teorem

TM,, de M dagilimmin M® tam lifti integrallenebilirdir gerek ve yeter sart M, M, de
integrallenebilirdir.

fspat

M dagilmi M, de integrallenebilirdir gerek ve yetef=Isart -m, m igin

complementary projeksiyon tensor olmak izere her bir X, Y € I3(M,) icin
£[mX,mY] =0 (3.18)

dir [Ishihara ve Yano, 1964].

Es. 3.18 in her iki tarafin tam lifti alinirsa

£Im X%, mtY¢] =0 (3.19)
elde edilir.

£ = —m)¢ =¢ —m°

oldugundan Es. 3.18 ve Es. 3.19 birbirlerine denktir.

3.3.5 Teorem

M dagilimin1 M, manifoldunda integrallenebilir olsun. Bu durumda M€ dagilimi

TM,, deintegrallenebilirdir gerek ve yeter sart her hangi X, Y € 33(M,,) icin

LENC(MEXE, mEY®) =0



veya denk olarak
N¢(m®X®, m“Y®) =0

drr.

fspat
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M dagilimint M,, manifoldunda integrallenebilirdir gerek ve yeter sart her hangi

X, Y € 3t(M,) igin

N(mX, mY) = 0 veyadenk olarak #N(mX, my) = 0

dir [Ishihara ve Yano, 1964].

Es. 3.4 den

NC(mCXC, mCYC) — (FC)Z[mCXC, mCYC]

dir.
Her iki tarafi £¢ ile carparsak

{’CNC(mCXC, mCYC) — fC (FC)Z [mCXC, mCYC]

bulunur. Es. 3.19 dan

LENC(MEXE, mEY®) =0

elde edilir. Ustelik Es. 3.11 den

mEéN¢(m€X% mty®) =0

(3.20)

(3.21)
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elde edilir.
Es. 3.20 ve Es. 3.21 i taraf tarafa toplarsak

(¢ + mONC(mXE, my®) =0

bulunur.

£¢ + m® = 1¢ = I oldugu igin N¢(m®X%, m“Y®) = 0 olur.

3.3.6 Teorem

L dagilimi M, de integrallenebilir ise L® dagilmmnin TM, de integrallenebilir

olmasi igin gerek ve yeter sart her X,Y € I3(M,) icin
mENC¢(X¢, Y9 =0

veya denk olarak

mC[£¢XC, ¢€YC] =0

olmasidir.

fspat

L dagilim M, manifoldunda integrallenebilirdir gerek ve yeter sart her

X, Y € Ih(M,) igin
mN(X,Y) = 0 veyadenk olarak m[IX,1Y] = 0

olmasidir [Yano ve Ishihara,1973-Ishihara ve Y ano, 1964].
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Es. 2.1, Teorem 2.3.15 ve Es. 3.16 dan
mENC(XC YY) = mC[FCXC FCYC] = mC[FX, FY]¢ = (m[FX, FYD¢ =0

elde edilir. Teorem 3.3.2 den

mC[£¢XC, €YC] =0

oldugu agiktir.

Teorem 3.3.2 g6z Oniine alindiginda asagidaki teoremi verebiliriz.

3.3.7 Teorem

Mn, K dereceli bir F-manifold olsun. L dagilimi1 M, de integrallenebilir ise L
dagilimmin TM,, de integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter sart Teorem 3.3.3 deki

sartlardan birisinin saglanmasidir.

Kabul edelim ki, L dagilimi integrallenebilir ve Z, L nin integral manifolduna teget

olsun. Bu durumda

FZ =F1

esitligi ile tamml bir F operatorii tanimlayalim. Bu durumda F, L nin her integral
manifoldunun tanjant uzayn invaryant birakir [Y ano, 1963].
Teorem 3.1.4 den, F den indirgenmis F yapis1 L nin her bir integral manifoldu

iizerinde hemen hemen kompleks bir yapidir.

3.3.8 Tanim

Eger L dagilimi integrallenebilir ve iistelik L nin her bir integral manifoldu tUzerinde

F den indirgenmis hemen hemen complex F yapisi da integrallenbilirse, F yapisi
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pargali (partially) integrallenebilirdir denir [Ishiharave Y ano, 1964].

L nin integral manifolduna teget her bir Z ve W vektor alani i¢in

N(Z,W) = [FZ,FW] — F[FZ, W] — F[Z, FW] + F?[Z, W] (3.22)

dir.

Boylece N(Z, W), L nin her bir integral manifoldunda vektor degerli bir 2-form
olarak kabul edebiliriz [Ishiharave Y ano, 1964].

L nin her bir integral manifoldu iizerindeki F yapidan indirgenmis hemen hemen
complex yapinin Nijenhuis tensoriine karsilik gelen vektor degerli 2-formu, Z ve W
L nin bir integral manifolduna teget vektor alanlari1 olmak iizere, N(zZ, W) ile
gosterelim. Boylece, Es. 3.22 den, manifoldda her X ve Y vektor alanlari i¢cin
N(£X,2Y) = N(£X, 2Y)

dir [Ishiharave Yano, 1964].

Es 3.11 ve Es. 3.22 den

NC(£CXE, £CYC) = NC(#CXC, £€YC) (3.23)
elde ederiz.

3.3.9 Teorem

F-yap1, M, de pargali integrallenebilir ise F© yapinin TM,, de pargal: integrallenebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

NC(£EXE,£6YC) = 0



veya denk olarak

NC((FK_Z)CXC,(FK_Z)CYC) =0

olmasidir.

fspat
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F yapinin My, de parcali integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart her X,Y €

36(M,) icin

N(£X,2Y) = 0 veyadenk olarak N(FX,FY) = 0

olmasidir [Ishihara ve Yano, 1964].

Es. 2.1, Es. 3.5 ve Es. 3.11 den, VX, Y € S (M,,) icin,

NC(£CXC, £CYC) = [FCLCXC, FCLCYC] — FC[FCLCXC,YC] — FC[XC, FCLCYC]
+(F2)C[£°XC, #CYC]
= [F£X,F£Y]¢ — FC[F£X, Y] — FC[X,F¢Y]©
+(F?)C[¢X, £Y]C¢
= ([F£X,F¢Y] — F[F£X, Y] — F[X, F£Y] + F?[£X, £Y])©

= (N({X,£Y) =0

ve Teorem 3.3.3 den

NC(#CfoBCYC) =0 NC((FK_Z)CXC, (FK_Z)CYC) =0

bulunur.
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L ve M her ikisi birden integrallenebilir oldugunda L ve M ye karsilik gelen lokal
koordinat sistemlerini sirasiyla (n —r) ve (r) koordinat sabitleri olarak secebiliriz.
Boyle bir koordinat sistemini uyarlanmis koordinat sistemi olarak adlandiririz.
£ ve m projection operatorleri igin uyarlanmis koordinat sistemlerinin bilesenleri I, r

inci dereceden birim matrisve I,,_,. de n-r inci dereceden bir matris olmak Uzere

(0 /0 0
{’—(O O) vem = (O In—r)
formundada oldugu kabul edilebilir.

F, Es. 3.5 i sagladigindan dolay1 F tensoriiniin bilesenleri uyarlanmis koordinat

sistemindeki formu, F,, r X r karesel matris olmak Uzere

F= (Fo 8) seklindedir

3.3.10 Tanim

F yap1 integrallenebilirdir ancak ve ancak

i) F yap1 parcali integrallenebilirdir.

i) M dagilimi integrallenebilirdir. Yani, N(mX,mY)=0

iii) F yapmm bilesenleri uyarlanmis koordinat sistemindeki L nin integral manifoldu

boyunca sabit kalan koordinatlardan bagimsizdir.

3.3.11 Teorem

F° yapmin TM, de integrallenebilmesi igin gerek ve yeter sart F nin M,

integrallenebilir olmasidir.
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fspat

My de F yapinin integrallenebilmesi igin gerek ve yeter sart N(X,Y) = 0 olmasidir
[Ishiharave Yano, 1964].

Es. 2.1 ve Teorem 2.3.15 ve Es. 3.11 den

NC(X4YE) = (N(X, Y)©

dir. Dolayisiyla ispat tamamlanur.
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