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distance Fibonacci say1 dizileri ile ilgili bir¢ok agidan bosluk oldugu ve bu konudaki
aragtirmalarin az oldugu gézlemlenmistir. Literatiirdeki distance Fibonacci say1 dizileri
ile ilgili boslugu kapatmaya odaklanilmistir. F5(k,n) ve F,(k,n) distance Fibonacci
say1 dizileri tanimlanip 6zellikleri analiz edilmistir ve bu dizilerin k’nin 6zel degerleri
icin Padovan ve Narayana dizileriyle iliskisi bulunmustur. Bu dizilerin g¢esitli
ozellikleri verilmistir ve diziler i¢in iirete¢ matrisleri bulunmustur. Daha sonra bu
dizilerin tanimlar1 negatif tamsayilar i¢cin genisletilmis, Pascal iiggeni ile iliskileri
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2024, 91 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Distance Fibonacci dizileri, Fibonacci dizileri, Genellestirilmis
Fibonacci dizileri, Narayana dizileri, Padovan dizileri.



ABSTRACT

PhD Thesis

ON FIBONACCI NUMBERS OF THE TYPE Ft(k,n)

Nur Seyma YILMAZ

Erzincan Binali Yildirim University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Engin OZKAN

In this thesis, the research is conducted on distance Fibonacci sequences. In the relevant
context, the literature is analyzed and the research is placed into a conceptual
framework. It is observed that there is a gap in many aspects of distance Fibonacci
sequences and research on this topic is scarce. The focused on closing several gaps of
distance Fibonacci sequences in the literature. F5(k, n) and F,(k, n) distance Fibonacci
sequences are defined and their properties are analyzed. Their relationship with the
Padovan and Narayana sequences are found for special values of k in these sequences.
Various properties of these sequences are given and generator matrices are found for
the sequences. Later, the definitions of these sequences are extended to negative
numbers and their relationship with Pascal’s triangle are found. Following this, the
generalized Fibonacci number sequence F;(k,n)-distance is defined. The same steps
are followed for this sequence as well.
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1. GIRIS

Say1 dizileri, serilerin ve fonksiyonlarin anlasilmasinda temel olusturmaktadir. Ayni
zamanda istatistik, veri analizi, programlama, algoritma gelistirme, sifreleme gibi birgok
alanda kullanilmaktadir. Matematigin en 6nemli konularindan biri olarak nitelendirilen

say1 dizileri iginde en yaygin olarak bilineni Fibonacci say1 dizileri oldugu goriilmektedir.

Fibonacci say1 dizilerinin adin1, onu bulan italyan matematik¢i Leonardo Fibonacci’den
aldig1 belirtilmektedir. Fibonacci sayr dizilerinin ortaya ¢ikisinin, bir probleme bagh
olarak gergeklestigi ifade edilmektedir. 1202 yilinda yayinlanan “Liber Abaci” adli
kitabinda, Leonardo Fibonacci, tavsanlarla ilgili bir problem iizerinden Fibonacci

dizilerini elde etmistir. Bu problem su sekildedir:

“Belirli bir bolgeye konulan bir erkek ve bir disi tavsan, dogumlarindan sonraki bir ay
icerisinde olgunluga erismektedir. Ikinci aydan sonra bu cift tavsanlara, her ay bir ¢ift
tavsan yavrusu dogarak eklenmektedir. Bu habitatta herhangi bir tavsanin 6lmedigi

varsayimina gore, bir yil sonunda o bolgede kag ¢ift tavsan bulunacaktir?”

Bu problemin ¢oziimiine bakildiginda, ilk olarak 1. ayda bir ¢ift tavsanin oldugu
goriilmektedir. Bu bir ¢ift tavsan, bir ay i¢inde olgunlasarak, 3. ayda bir ¢ift tavsan daha
dogururlar. Boylece 3. ayda, 0 bolgede iki ¢ift tavsan olur. Ardindan 4. ayda olgunlagmis
olan bir cift tavsan, yeni bir ¢ift tavsan daha dogmasini saglar ve bolgede ti¢ ¢ift tavsan
olur. 5. ayda ise yetiskin olan iki ¢ift tavsan, birer ¢ift tavsan daha dogururlar ve bolgede
5 ¢ift tavsan olur. Bu dizilime gore tavsanlarin sayilarinin aylara gore degisimi, Tablo 1.1

de goriilmektedir.



Tablo 1.1. Fibonacci Probleminin Agiklamasi

Aylar Tavsan Cifti Sayisi
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G¢: Yeni dogan tavsan <+ :Olgunlasan tavsan

Boylece, Fibonacci sayilari olarak bildigimiz sayilar meydana gelmektedir. Bu sayilar
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,... seklinde olup, her terim kendinden onceki iki

terimin toplanmasi ile elde edilmektedir.

Fibonacci say1 dizisinin baz ilging 6zellikleri bulunmaktadir. Ornegin, dizinin ii¢ ve iigiin
katlarindaki terimleri 2’ye, dort ve dordiin katlarindaki terimleri 3’e ve bes ve besin
katlarindaki terimleri ise 5’e boliinebilmektedir. Dizinin ikinci teriminden sonraki her
ardigik iki terimi aralarinda asaldir. Dizinin herhangi ardisik on teriminin toplami, her

zaman 11’in kat1 olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Fibonacci dizisi ne kadar incelenirse, o kadar biiyiileyici bir dizi oldugu goriilmektedir.
En ilgi ¢eken 6zelligi, ardisik terimleri oranlanirsa, belli bir terimden sonrasinin oraninin
1,618 sayisin1 verdigi anlagilmaktadir. Altin oran olarak adlandirilan bu sayi, dogada
bircok formda karsimiza c¢ikmaktadir. Ornedin, c¢am kozalaklarinda, aygicegi
tohumlarinda, papatyalarda, bircok c¢icegin ta¢ yapraklarinda, salyangozlarda, bazi
kabuklu deniz canlilarinda goriilmektedir. Bu 6zelliginden dolay1 altin oran, dogada
dengeyi ve estetik agidan giizelligi simgelemektedir. Bir form, altin orana ne kadar

yakinsa, estetik acidan o kadar giizel oldugu diistiniilmektedir.

Tarih boyunca altin oran, bircok medeniyet tarafindan da denge sistemi olarak
kullanilmistir. Mimaride, resimde, heykelde, miizikte ve daha birgok sanat alaninda

uygulama alani bulmustur. Ornegin, Leonardo Da Vinci’nin Mona Lisa ve Son Aksam



Yemegi tablosunda, Beethoven ve Mozart’in eserlerinde altin orana rastlanilmaktadir.
Yunanistan’daki Parthenon Tapinagi’nda, Misir’daki piramitlerde ve Mimar Sinan’in
inlii eserleri Stileymaniye ve Selimiye camilerinde altin oran goriilmektedir. Altin oranla

ilgili olan bu 6rnekler, Fibonacci dizisinin énemini ortaya koymaktadir.

Zaman igerisinde Fibonacci sayir dizilerinin yani sira Lucas, Narayana, Padovan,
Jacobsthal, Pell, Perrin, Tribonacci gibi say1 dizilerinin, cebirde kendilerine 6nemli bir
yer edindigi goriilmektedir. Popiilerligi artan say1 dizileri, birgok matematikg¢inin ilgisini

cekmekte ve bu alana yonelik yapilan ¢alismalarin sayisi giinden giine artmaktadir.

Bu say1 dizilerini konu alan bazi 6nemli g¢alismalar, ilerleyen paragraflar altinda

belirtilmektedir.

Yapilan en eski ¢alismalardan biri olarak Griinbaum (1960)’1n ¢alismasi 6ne ¢ikmaktadir.
Bu arastirmada, Fibonacci dikdortgenlerinin geometrik 6zelliklerini ve bu 6zelliklerin
¢oziimiinde karsilagilan belirsizlikler ele alinmaktadir. Dikdortgenlerin 6zellikleri,
matematiksel ve geometrik agidan incelenirken, problem ¢oziimiinde ortaya ¢ikan
belirsizliklere de odaklanilmaktadir. Ilgili cercevede, bu tiir belirsizliklerin nasil ele

aliabilecegini ve ¢6zilim siirecindeki zorluklar tartisilmaktadir.

Ardindan Horadam (1961)’1n "A Generalized Fibonacci Sequence" adli makalesi, dikkat
¢eken ¢alismalardan biri olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu ¢alisma, Fibonacci dizisinin
genellestirilmis bir versiyonunun ele alindigi bir calisma olarak da bilinmektedir.
Aragtirmada, bilinen Fibonacci dizisinin temel prensiplerinden yola ¢ikilarak, daha genel
bir Fibonacci dizisinin olusturulabilecegi ifade edilmektedir. Bu genellestirilmis dizi,
herhangi iki baslangi¢ terimi ve herhangi bir aritmetiksel kurala uygun olarak

tiretilebilmektedir.

Ote yandan Fuchs (1963)’un arastirmasinda, Fibonacci'nin bir problemine
odaklanilmistir. Bu problem, Fibonacci sayilarinin belirli bir kurala gore tersinin alinmasi
ve bu islemin ardindan elde edilen sayilarin asal say1 olup olmadiginin incelenmesi olarak
bilinmektedir. Belirtilen ¢alismada, Fibonacci sayilarinin matematiksel 6zellikleri ve asal
sayilarla olan iligkisi derinlemesine incelenmistir. Fuchs (1963), Fibonacci sayilarinin

tersinin alinmasiyla ilgili ¢esitli bulgularin nasil anlasilacagini agiklamistir. Ayrica,



Fibonacci sayilarinin tersi alindiginda, elde edilen sayilarin asal olup olmadigina iliskin

teoremler gelistirmistir.

Bununla beraber Hoggatt (1965)’1n ¢alismasinda, Fibonacci say: dizileri ile Lucas say1
dizileri arasinda bir baglant1 olup olmadigi arastirilmistir. Yapmis oldugu arastirmada, bu
baglantiya yonelik elde ettigi bulgular1 yorumlayarak, yeni baglantilarin ortaya ¢iktigini
tespit etmistir. Bu baglamda Hoggatt (1965)’1n ¢aligmasi, Fibonacci sayi dizileri ve Lucas
say1 dizileri arasindaki baglantilar1 ortaya ¢ikaran ilk arastirmalardan biri olarak

nitelendirilmektedir.

Konuya farkli bir sekilde yaklasan Hoggatt ve Bicknell (1973)’in arastirmasinda,
Fibonacci polinomlarinin  kokleri incelenmistir. Ilgili ¢alismada, Fibonacci
polinomlarinin koklerinin reel sayilar ya da karmasik sayilar olup olmadigi gibi sorulara

cevaplar aranmistir. Ayrica, bu koklerin dagilimi ve 6zellikleri de irdelenmistir.

Bu alana farkli bir katkida bulunan Gould (1981), Fibonacci matrisinin tarihgesini ve daha
yiikksek boyutlu bir problemi ele almistir. Bu arastirmada, Fibonacci dizisinin matris
formundaki temsili ve tarihgesi incelenmistir. Elde edilen bulgular, Fibonacci dizisinin
matris formundaki temsiliyle ilgili tarih¢esini ve daha genis bir matematiksel problem

alanina olan uygulanabilirligini agikliga kavusturmustur.

Akabinde altin orani ele alan Vajda (1989), Fibonacci ve Lucas sayilari ile altin oran
arasindaki iliskiyi incelemistir. Belirtilen arastirmada, Fibonacci ve Lucas dizilerinin
ozellikleri ile altin oran arasindaki derin baglantilar ve etkilesimler detayli bir sekilde ele
alinmistir. Arastirmaci, bu sayr dizilerinin matematiksel yapilarini, ozelliklerini ve
kullanim alanlarini incelerken, altin oranin matematikteki 6nemini ve yaygin kullanildig1
alanlar1 vurgulamistir. Elde edilen bulgular, Fibonacci ve Lucas sayilarinin yani sira altin

oranin da matematik ve bilimdeki ¢esitli konularda nasil kullanildigini1 géstermektedir.

Allouche, J. P. and Johnson, J. (1996)" tarafindan kaleme alinan "Narayana’s cows and
delayed morphism" baglikli calisma, Hindistan'in taninmis matematik¢isi Narayana'nin
ortaya atip "Narayana's cows" baslig1 altinda buldugu Narayana dizilerini ve 6zelliklerini

incelemektedir.



Ote yandan, literatiirde Padovan ve Fibonacci sayilar1 arasindaki iliskiye yonelik lan
Stewart’in ortaya koymus oldugu sorunun, arastirmacilarin ilgisini ¢ektigi bilinmektedir.
Buna yonelik bir ¢alisma gergeklestiren Weger (1997), Fibonacci ile Padovan sayilarini
ele almistir. Yapmis oldugu “Padua and Pisa are exponentially far apart” baslikli bu
aragtirmada, Stewart’in sorusuna cevap aramistir. Burada ilgili sayilar arasindaki
farkliliklar1 inceleyerek, negatif indisli artan Padovan sayilarina yonelik ¢esitli bulgular

sunmustur.

Fibonacci temasina yonelik alana yeni bir aragtirma kazandiran Koshy (1998), Fibonacci
ve Lucas sayilariyla ilgili yeni ozellikleri kesfetmistir. Bu makalede, yeni o6zelliklerin
nasil tiiretildigini ve nasil kullanilabilecegini ayrintili olarak agiklanmaktadir. Ayrica, bu
ozelliklerin matematiksel Ozellikleri ve pratik uygulamalardaki Onemi iizerinde
durulmaktadir. Koshy'nin ¢alismasi, Fibonacci ve Lucas sayilarinin temel 6zelliklerinin
daha derinlemesine anlasilmasi ve matematiksel iligkilerinin genigletilmesi yolunda

onemli bir adim olarak degerlendirilmektedir.

Yapilan degerlendirmelerde, Fibonacci ve Lucas sayilari {izerine arastirma yapan bir¢cok
arastirmacinin literatiirde ¢aligmalarinin giderek yayginlastigi goriillmektedir. Fibonacci
ve Lucas sayilarini detayli bir sekilde ele alan Koshy (2001), yaymlamis oldugu
“Fibonacci and Lucas Numbers with Applications” adli kitabinda, bu sayilara ait bircok
formiil ortaya koymustur. Ayrica dogada ¢esitli formlarda karsilagilan altin oran

orneklerini ayrintili bir sekilde inceleyerek 6nemli tespitlerde bulunmustur.

Bununla beraber Viola (2001)’nin arastirmasinda, Fibonacci sayilarinin dogadaki yaygin
goriintimleri ve bu sayilarin matematiksel 6zellikleri incelenmistir. Belirtilen arastirmada,
bu dizinin bitkilerin yaprak diziliminde, ¢iceklerin yaprak sayisinda, koni ve spiral
seklindeki kabuklarda ve diger dogal olusumlarda nasil goriildiigii agiklanmaktadir. Viola
(2001), Fibonacci sayilarinin dogadaki bu genis dagilimmnin ve matematiksel
prensiplerinin, dogadaki yapilarin temelinde yattigina dikkat ¢ekmektedir. Ayrica, bu
iliskinin sanat, mimari ve diger alanlardaki insan yapimi eserlerde de goriilebilecegi one
siiriilmektedir. Ilgili arastirma, doga ile matematik arasindaki derin baglantilar1 ve
Fibonacci sayilarinin evrensel varligini vurgulayarak, matematiksel diisiincenin dogadaki

izlerinin takip edilmesine olan ilgiyi artirmaktadir.



Ote yandan Lando (2003), Fibonacci sayilarinin matrislerle iliskisini incelemistir. Bu
calismada, Fibonacci sayilarinin matrisler araciligiyla nasil temsil edilebilecegi ve bu
temsilin, sayilarin 6zelliklerinin daha iyi anlasilmasina nasil katkida bulunabilecegi cle
alinmistir. Belirtilen arastirma, bu say1 dizisinin birinci dereceden homojen bir lineer fark
denklemiyle ifade edilebilecegini ve bu denklemin matris formunu agikladigin
vurgulamaktadir. Ayrica, Fibonacci dizisinin c¢esitli matris operasyonlariyla nasil
iliskilendirilebilecegi ve bu iliskinin sayilarin 6zelliklerini incelemede nasil

kullanilabilecegi gosterilmektedir.

Bu alana nilpotent gruplar iizerine bir arastirma kazandiran Ozkan (2003), nilpotent
gruplardaki 3 adimli Fibonacci dizilerini incelemistir. ilgili ¢alismada, Fibonacci
dizilerinin nilpotent gruplar icindeki genislemesi iizerinde durulmustur. Ozkan (2003), bu
3 adiml Fibonacci dizilerinin, nilpotent gruplar iginde nasil tanimlandigini agiklayarak,

matematiksel 6zelliklerini detayl bir sekilde ele almistir.

Benzer sekilde 3 adimli Fibonacci dizilerini ele alan Ozkan, Aydin ve Dikici (2003),
modiil m tizerinde 3 adimli Fibonacci dizilerini incelemislerdir. Belirtilen ¢alismada, 3
adiml1 Fibonacci dizilerinin modil m iizerindeki davranislar1 ve 6zellikleri arastirilmastir.
3 adimli Fibonacci dizilerinin modiil m {izerinde nasil davrandigi ve elde edilen bulgularin
modiil m aritmetigi tizerindeki etkileri degerlendirilmistir. Bu alanda 3 adimli Fibonacci
dizilerinin matematiksel yapilarini anlamak isteyen arastirmacilar i¢in 6nemli bir kaynak

olarak goriilmektedir.

Ocal, Tuglu ve Altinisik (2005), k-genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilarinin temsili
tizerine odaklanmiglardir. Belirtilen ¢alismada, bu klasik dizilerin genellestirilmis
versiyonlar1 olan k-genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerinin temsilinin incelenmesi
gerceklestirilmistir.  Ayrica, K-genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerinin
matematiksel yapilariin analiz edilmesiyle birlikte, bu dizilerin farkli temsilleri ortaya

konulmustur.

Ote yandan altin oranla ilgili dikkat ¢ceken arastirmalardan birini literatiire kazandiran
Knott (2006), Fibonacci sayilarinin Altin Oran ile olan iliskisini derinlemesine
incelemistir. Ayrica, Fibonacci dizilerinin sanat, mimari ve miizik gibi alanlarda

kullanimin1 vurgulamistir.



Bununla beraber Stakhov ve Rozin (2006), Fibonacci ve Lucas p-sayilari i¢in Binet
formiillerinin teorisini ele almislardir. ilgili calismada, Fibonacci ve Lucas dizilerinin
Binet formiillerinin teorik agiklamalar1 incelenmistir. Ayrica, bu formiillerin teorik
temelleri aciklanmis ve bu formiillerin Fibonacci ve Lucas p-sayilari lizerindeki etkileri
incelenmistir. Elde edilen bulgular, Binet formiillerinin Fibonacci ve Lucas dizileri

tizerindeki 6nemini ve etkisini vurgulamaktadir.

Akabinde Fibonacci k-sayilari tizerine odaklanilan bir arastirma yapan Falcon ve Plaza
(2007), k-parametreli genellestirilmis Fibonacci dizileri olan Fibonacci k-sayilarini ele
almuslardir. Ilgili calismada, k-parametresinin degisimiyle Fibonacci dizilerinin nasil
degistigi ve 6zelliklerinin nasil etkilendigi arastirilmaktadir. Fibonacci k-sayilari iizerine
yapilan bu arastirma, sayi teorisi ve matematiksel modelleme alanlarina yonelik yeni bir

bakis acist sunmaktadir. Fibonacci dizilerinin genellestirilmis versiyonlarinin

matematiksel 6zelliklerinin anlagilmasi i¢in degerli bir kaynak olarak kabul edilmektedir.

Kisitlanmis Fibonacci dizileri iizerine odaklanan Ozkan (2007), bu dizilerin dzelliklerini
ve davramslarini incelemistir. Kisitlanmis Fibonacci dizileri, klasik Fibonacci
dizilerinden belirli bir noktada kesilmis veya kisitlanmig olan diziler olarak ifade
edilmektedir. Ozkan (2007), bu kisitlanmus dizilerin, matematiksel ozelliklerine ve

davraniglarina yonelik 6nemli degerlendirmelerde bulunmustur.

k-Fibonacci ve k-Lucas sayilarinin 6zelliklerini ve uygulamalarini inceleyen Bolat
(2008), k-parametresinin degisimiyle k-Fibonacci ve k-Lucas sayilarinin nasil degistigini
ve Ozelliklerinin nasil etkilendigini arastirmigtir. Ayrica, bu genellestirilmis say1
dizilerinin matematiksel ozellikleri ve pratik uygulamalardaki kullanimlar1 tizerinde

durmustur.

Vajda'nin 2009 yilinda yayimnladig: “Fibonacci & Lucas Numbers, and the Golden Section:
Theory and Applications” kitabinda da, tarihsel siireg igerisinde ¢esitli alanlara konu olan
Fibonacci ve Lucas sayilarinin matematiksel 6zellikleri irdelenmistir. Bu matematiksel
ozellikler ile Altin Oran arasindaki iliskiyi ayrintili bir bigimde ele alan Vajda (2009)’nin

bu ¢aligmasinin literatiire 6nemli katkilar sagladigi diisiiniilmektedir.



Fibonacci sayilarinin ve Altin Oran'in matematiksel 6zelliklerini inceleyen Cox ve Katz
(2009), dogadaki desenlerden, sanat ve mimariye kadar bir¢ok alanda rastlanildigina
dikkat c¢ekmislerdir. Belirtilen arastirmada, Fibonacci sayilarinin  matematiksel
Ozellikleri, tarihi ve gesitli uygulama alanlari, Altin Oran'in matematiksel ve geometrik

ozellikleri detayl bir sekilde ele alinmstir.

k-Fibonacci sayilari iizerine literatiire yeni bir arastirma kazandiran El-Mikkawy ve
Sogabe (2010), klasik Fibonacci dizilerinden farkli bir yaklasimla, k-Fibonacci sayilari
ad1 verilen yeni bir say1 dizisi tanitmuslardir. Bu yeni say1 dizisinin, matematiksel analiz,
say1 teorisi ve uygulamali matematik gibi bir¢ok alanda potansiyel kullanim alanlarina

sahip olabilecegini ifade etmislerdir.

Verner (2010)’in "Fibonacci, Rabbits and Nature" adli ¢alismasi, dogadaki Fibonacci sayi
dizilerinin ¢esitli fenomenler tarafindan nasil modellendigi incelemektedir. Kitapta, bitki
biiylimesi, kabuk yapilar1 ve organizmalarin bigimleri gibi alanlarda Fibonacci dizilerinin
etkisi detayl1 bir sekilde ele alinmaktadir. Verner (2010), Fibonacci dizilerinin dogadaki
yaygin goriintimlerini matematiksel modelleme kullanarak agiklamaktadir. Ayrica bu
yayinda, Fibonacci dizileri biyoloji, ekoloji ve c¢evre bilimlerindeki uygulamalari
tartisilarak, doga ile matematik arasindaki iliski vurgulanmaktadir. Ayrica bu yayinda,
doganin temel prensiplerini anlama ve agiklama konusunda, Fibonacci sayilarinin

onemine deginilmektedir.

k-Lucas sayilar iizerine odaklanan bir arastirma yapan Falcon (2011), Fibonacci dizisi
gibi matematik biliminde O6nemli bir yere sahip olan Lucas dizisine yonelik k-
parametresiyle genellestirilmis Lucas sayilari olan k-Lucas sayilarini incelemistir. Ayrica,
k-parametresinin degisimiyle k-Lucas sayilarinin nasil degistigi ve 6zelliklerinin nasil

etkilendigine yonelik degerlendirmelerde bulunmustur.

Pell dizileri konusuna yonelik bir calisma yapan Deveci ve Karaduman (2015), Pell
dizilerinin sonlu gruplar igindeki davramiglarini ve ozelliklerini incelemislerdir. Pell
dizilerinin grup teorisi baglaminda nasil c¢alistigini ve grup yapilariyla nasil
iligskilendirildigini arastirmiglardir. Elde ettikleri bulgular, Pell dizilerinin grup

teorisindeki roliinii ve gruplarla olan iligkisini aydinlatmaktadir.



"On Relationship among A New Family of k-Fibonacci, k-Lucas Numbers, Fibonacci and
Lucas Numbers" baslikli ¢alismalariyla literatiirde 6ne ¢ikan Ozkan, Altun ve Goger
(2017), yeni bir k-Fibonacci ve k-Lucas sayilar1 ailesiyle, Fibonacci ve Lucas sayilari
arasindaki iliskileri incelemislerdir. Ilgili calismada, k-parametresiyle genellestirilmis
yeni bir aile olan k-Fibonacci ve k-Lucas sayilar1 tanitilmistir. Bu yeni ailenin, Fibonacci
ve Lucas sayilariyla nasil iliskili oldugunu ve aralarindaki baglantilarin nasil analiz
edildigini degerlendirmislerdir. Elde ettikleri bulgular, k-Fibonacci ve k-Lucas
sayilarinin, klasik Fibonacci ve Lucas dizileriyle paralel olarak davrandigimi

gostermektedir.

Ardindan Ozkan, Aydogdu ve Altun (2017), belirli bir Fibonacci ve Lucas sayisi ailesi
icin bazi1 Ozelliklerin tiiretilmesini ve incelenmesini amaglayan bir arastirma
gerceklestirmislerdir. Bu 6zelliklerin matematiksel 6zelliklerini ve uygulanabilirliklerini
aragtirmiglardir. Elde ettikleri bulgular, belirli bir Fibonacci ve Lucas sayisi ailesinin

matematiksel davranislarini ve 6zelliklerini daha iyi anlasilmasina yardimci olmaktadir.

Fibonacci ailesinin bir sayisal modellemesi iizerine ¢alisma yapan Falcon ve Plaza
(2019), Fibonacci dizisi ve onun varyasyonlart olan Fibonacci ailesinin dinamiklerini
aragtirmiglardir. Bu arastirmada, Fibonacci ailesinin bir diskret modeli tanitilarak, bu
modelin matematiksel 6zellikleri degerlendirilmistir. Ayrica, Fibonacci ailesinin farkl
baslangic kosullarina ve parametrelere bagli olarak nasil degistigine yonelik

degerlendirmelerde bulunmuslardir.

Fibonacci dizisinin matematiksel ozelliklerini, tarihini ve gesitli uygulama alanlarini
derinlemesine inceleyen Dobb (2020), ilgili dizinin temel o6zelliklerini agiklayarak,
matematikte ve diger disiplinlerdeki kullanimlarini ele almistir. Ayrica, Fibonacci

dizisinin tiirevlerinden ve genellestirmelerden de bahsetmistir.

Gauss Narayana sayilari ve bunlarin polinomlari {izerine odaklanan Ozkan ve Kuloglu
(2021), ilgili sayilarin ve bunlarin polinomlarinin yeni &zelliklerini incelemislerdir. Bu
polinomlarin matematiksel 6zelliklerini ve uygulanabilirliklerini arastirmiglardir. Gauss
Narayana sayilarinin, polinomlarinin ve ozelliklerinin agiklandigi bu aragtirmada,

belirtilen polinomlarin yeni 6zellikleri ve 6zellikleri hakkinda bilgi saglanmaktadir.



Bununla beraber, k-Narayana dizilerinin kendine benzerligi iizerine odaklanilan Ozkan,
Kuloglu ve Peters (2021), k-Narayana dizilerinin kendine benzerlik 6zelligini anlamak
icin flip graf gériinimlerini kullanmislardir. Eristikleri bulgular, k-Narayana dizilerinin
kendine benzerlik ozelliginin flip graflar araciligiyla nasil gorsellestirilebilecegini ve
anlasilabilecegini gostermektedir. Calisma, bu alana Narayana dizilerinin kendine

benzerlik 6zellikleri hakkinda yeni bir bakis acis1 sunmaktadir.

Fibonacci dizilerine yonelik bu alanda 6ne ¢ikan arastirmalarin degerlendirilmesinin
ardindan, ¢alismanin ana konusunu olusturan distance Fibonacci dizilerine yonelik
calismalar, filtrelenerek, daha detayli bir literatiir taramasina tabi tutulmustur. Distance
Fibonacci dizileriyle alakali yapilan c¢alismalara yonelik degerlendirmeler, bu
arastirmanin amacina uygun bir sekilde gerceklestirilmis ve kuramsal ¢ergevenin daha

efektif bir sekilde olusturulmasina imkan saglamistir.

Belirtilen ¢ergceveden hareketle, ilk olarak Kwasnik ve Wloch (2000)’un arastirmasi ele
alimmustir. Cesitli graf tiirleri icin genellestirilmis kararli kiimelerin ve cekirdeklerin
sayisini belirlemek i¢in matematiksel yontemlerin kullanildigi bu arastirmanin sonucunda
elde ettikleri bulgular, graflarin yapisin1 anlamak ve analiz etmek igin 6nemli ipuglar
saglamaktadir. Graf teorisi alanindaki arastirmalara ve graflarin analizine yonelik 6nemli
katkilar saglayan bu c¢alisma, alandaki arastirmacilar i¢in degerli bir kaynak olarak

goriilmektedir.

Genellestirilmis Fibonacci sayilarma yonelik bir arastirma yapan Wtoch (2012), bu
saytlarin farkli yorumlari {izerinde durarak, bu yorumlarin matematiksel ve pratikteki
Onemini arastirmistir. Genellestirilmis Fibonacci sayilarinin graf teorisi, kombinatorik ve
diger matematiksel alanlardaki cesitli baglamlardaki yorumlarini incelemistir. Yaptig
arastirma ile genellestirilmis Fibonacci sayilarinin, cesitli matematiksel yapilar ve

uygulamalar agisindan zenginligini ve ¢esitliligini vurgulamaktadir.

Ote yandan distance Fibonacci sayilar1 ve bunlarin yorumlar ile matris iiretegleri
tizerinde yogunlasan bir arastirma yapan Bednarz ve Wotowiec-Musial (2013), bu
sayilarin geometrik, kombinasyonel veya diger matematiksel baglamlardaki yorumlarini
aragtirmiglardir. Elde edilen sonuglar, distance Fibonacci sayilarinin farkli yorumlarinin

ve bunlarin matris ireteclerinin matematiksel yapilarinin ve ozelliklerinin daha iyi
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anlasilmasini saglamaktadir. Bu ¢ergevede ilgili calisma, matematik literatiiriine distance
Fibonacci sayilari ve bunlarin g¢esitli yorumlar1 hakkinda, yeni bir bakis agisi

sunmaktadir.

Distance Fibonacci ve distance Lucas sayilar1 iizerinde odaklanan Brod, Piejko ve Wtoch
(2013), bu sayilart ve uygulamalarini incelemislerdir. Klasik Fibonacci ve Lucas
dizilerinden farkli bir sekilde tanimlanan, Distance Fibonacci ve distance Lucas
sayilarinin, matematik alaninda genis bir yelpazede uygulamalar1 olduguna dikkat
¢ekmistir. Ayrica, bu sayilarin ¢esitli alanlardaki uygulamalari tizerinde durarak, distance
Fibonacci ve distance Lucas sayilarinin matematiksel 6zelliklerinin anlagilmasina yonelik

onemli degerlendirmelerde bulunmuslardir.

Fibonacci ve Lucas dizilerinin genellemelerini ifade eden genellestirilmis Fibonacci ve
Lucas sayilarina yonelik bir arastirma yapan Wtoch (2013), matematik literatiiriinde bu
sayilarin ¢esitli uygulamalarina dikkat ¢ekmektedir. Calismasinda, bu genellestirilmis
sayilar i¢in yeni ozellikler tiireterek, teori ve uygulamadaki 6nemi iizerinde durmustur.
Aynm1 zamanda bu o6zelliklerin, graf teorisi, kombinatorik veya diger matematiksel

alanlardaki uygulamalarini da tartigmastir.

Ote yandan Fibonacci tipi sayilarin toplam graf yorumunu ele alan Bednarz, Wtoch ve
Wotowiec-Musiat (2015), bu yorumun teori ve uygulamadaki onemine dikkat
cekmislerdir. Fibonacci tipi sayilarin toplam graf yorumunun, graf teorisi, kombinatorik
ve diger matematiksel alanlardaki uygulamalarda nasil kullanilabilecegine yonelik
onemli bilgiler paylasmislardir. Bu yoniiyle ilgili arastirma, Fibonacci tipi sayilarin
matematiksel yapilariin daha iyi anlagilmasma ve ¢esitli matematiksel problemlerde

kullanilmalarina yonelik degerli katkilar sunmaktadir.

Fibonacci sayilarina dayanarak gelistirilen ve matematiksel yapilarin analizinde dnemli
bir rol oynayan bir arastirmayi literatiire kazandiran Wtoch, Bednarz, Brod, Wtoch ve
Wotowiec-Musiat (2013), genellestirilmis Fibonacci sayilarinin uzaklik anlaminda yeni

bir tiirlinii ifade eden F, (k, n)-distance Fibonacci sayilarini incelemislerdir.

Biz de bu tezde, distance Fibonacci sayilarina yonelik arastirmalar yapip, bu sayilar: genel

kapsamda degerlendirdik. Buradan hareketle tezimizin genel amaci; distance Fibonacci
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sayilarina ait yeni dizi ailelerini tanimlamak, bunlarin 6zelliklerini incelemek, belirtilen
dizilerin graf yorumlarini ortaya koyarak matris teorisiyle iligkilendirmek ve negatif
tamsayilar igin ilgili sayilarin genisletilmis hallerini bulmak olarak belirlenmistir.
Distance Fibonacci sayilar ile Padovan, Narayana say1 dizileri arasindaki iligkilerin
cesitli sekillerde degerlendirilmesi hedeflenmistir. Ayrica distance Fibonacci sayilarinin
matris lireteglerini bulmak ve bu sayilarin Pascal tiggeni ile arasindaki iliskileri bulmak
hedeflenmistir. Bu c¢ergevede F;(k,n), F,(k,n)-distance Fibonacci sayilari ile bu
sayilarin genellestirilmis hali olan F;(k,n)-distance Fibonacci sayilari {izerine calistik.
Ilk olarak, F5(k, n)-distance Fibonacci sayilarini1 tanimlayip matematiksel 6zelliklerini ve
davraniglarin1 analiz ettik. Bu sayilarin Fibonacci dizisi igindeki yerini ve matematiksel
yapilarini inceleyerek, farkli matematiksel baglamlarda nasil kullanilabilecegine iliskin

degerlendirmelerde bulunduk.

Akabinde, F, (k, n)-distance Fibonacci sayilarina yonelik bir arastirma yapip bu sayilarin

ozellikleri lizerine ¢esitli arastirmalar yaptik.

Son olarak, bu alandaki eksiklikten yola ¢ikarak, 6nceki ¢alismalarda bulmus oldugumuz
distance Fibonacci sayilarmin genel hallerini ortaya koyan F,(k, n)-distance Fibonacci

sayilarini esas alan bir ¢alisma yaptik.
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2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Fibonacci Say Dizisi ve Polinomu

Tanmm 2.1.1.

Fy = 0 ve F; = 1 baslangi¢ kosullar1 olmak {izere,
F,=F, 1+F,_,, n>2

rekiirans bagitisi ile verilen diziye Fibonacci say1 dizisi denir. Fibonacci say1 dizisi, her
bir elemanin 6nceki iki elemanin toplamiyla elde edildigi bir say1 dizisi olup, Fibonacci

say1 dizisi {0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233, ... }seklindedir (Koshy, 2001).

Fibonacci sayr dizisine karsihlk gelen x? —x—1=0 Karakteristik denklemi
¢oziildiiglinde
1+V5 1-V5

a="Cvep =10

kokleri bulunur. Burada denklemin a pozitif kokiine altin oran denir. Bu oran 1,618
degerine karsilik gelir. Her Fibonacci sayisi, kendinden oOnceki Fibonacci sayisina

boliindiigiinde ‘altin oran’ sayisina yakinsar (Knott,2006).

Ayrica, bu denklemin kokleri kullanilarak, Fibonacci sayr dizisinin terimlerinin elde

edilmesini saglayan Binet formiilii elde edilir, bu formiil;

F, = “Z:ﬁn
seklindedir. (Koshy, 2001).
Teorem 2.1.2.

e=(1 o)

ile tanimlanan matris verilsin. Bu matrisin n. kuvvetini alirsak,
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matrisi elde edilir. Bu matris Fibonacci say1 dizisinin n. terimini elde etmeyi saglar.
Ozellikle biiyiik Fibonacci sayilarmi hesaplarken, matris carpimindan faydalanmak
kolaylik saglar (Koshy, 2001).

Teorem 2.1.3.
Fibonacci sayi dizisi i¢in Cassini 6zdesligi
FoprFooy — B2 = (D" n=1

dir (Koshy, 2001).

Teorem 2.1.4.
F1+F2+F3+“’+Fn:Fn+2_1,n21

dir (Koshy, 2001).

Tamm 2.1.5.
F(k,n) =n+ 1,n < k baslangi¢ kosulu olmak tizere,
F(k,n)=F(kkn—1)+F(kkn—k), n=>2k+1

rekiirans bagintisi ile verilen diziye genellestirilmis Fibonacci say1 dizisi denir (Kwasnik,

WIloch, 2000).

Tanim 2.1.6.
Fibonacci polinomu Fy(x) = 0, F;(x) = 1 baslangi¢ degerleri olmak iizere,
Fy(x) = xFp_1(x) + F_5(x)

seklinde rekiirans bagintisi ile tanimlanmistir (Koshy, 2001).
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Fibonacci polinomuna karsilik gelen ikinci dereceden denklem,

A—-Ax—1=0
seklinde olup bu denklemin kokleri,
a(x) = x+VxZ+a ve B(x) = x—VxZ+a

2 2

olur. Buradan hareketle Fibonacci polinomunun Binet formiilii,

a"(x) — B"(x)

) = = B®

olur. Binet formiilii, Fibonacci dizisinin terimlerinin bulunmasinda yardimeidir (Koshy,

2001).

2.2. Lucas Say Dizisi ve Polinomu

Tanim 2.2.1.

Lo = 2 ve L; = 1 baslangi¢ kosullar1 olmak tiizere,
Ly,=L, 1+L, o, n=2

rekiirans bagintisi ile verilen diziye Lucas say: dizisi denir. Lucas sayi dizisi, Fibonacci
say1 dizisinin tanimindaki gibi her bir elemanin 6nceki iki elemanin toplamiyla elde
edildigi bir say1 dizisidir. Lucas say1 dizisi; {2,1,3,4,7,11,18,29,47,76, ...} seklindedir
(Koshy, 2001).

Lucas sayr dizisine karsihk gelen x*—x —1=0 ikinci dereceden denklem
¢oziildiigiinde
1+V5 1-V5

a="Cvep =10

kokleri bulunur. Buradan hareketle Lucas say1 dizisinin terimlerinin elde edilmesini

saglayan Binet formiili,

L,=a™+p"
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olur (Koshy, 2001).
Teorem 2.2.2.
Lucas sayi dizisi i¢in Cassini 6zdesligi
Lysilpos — L3 =5(-D"" ,n2>1

dir (Koshy, 2001).

Teorem 2.2.3.

Mmatrisleri olmak tizere,

n _ 1 2 (Fn+1 Fn ) — (Ln+1 Ln >
RQ (2 _1) Fn Fn—l Ln Ln—l
seklinde olur (Ozkan, 2017).

Teorem 2.2.4.
Ly +Lpy1 =5F ,n=1

olur (Koshy, 2001).

Teorem 2.2.5.
Lnlpyy = Longr + (D)™, n=1

olur (Hoggatt, 1965).

Tanim 2.2.6.

Lucas polinomu Ly(x) = 0, L;(x) = 2 baslangi¢ degerleri olmak iizere,

Ln(x) = an—l(x) + Ly, (x)
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seklinde rekiirans bagntisi ile tanimlanmistir (Koshy, 2001).

Lucas polinomuna karsilik gelen ikinci dereceden denklem,

AP—Ix—1=0
seklinde olup bu denklemin kdkleri,
a(x) = x+Vx2+4 ve B(x) = x—Vx2+4

2 2

olur. Buradan hareketle Lucas polinomunun Binet formiilii,
Lp(x) = a"(x) + " (x)

olur. Binet formiilii Lucas dizisinin terimlerinin bulunmasinda yardimcidir (Koshy,

2001).

2.3. Padovan Sayi Dizisi

Tanmm 2.3.1.

P, = P; = P, = 1 baslangi¢ kosullar1 olmak iizere,
Po=P, ,+P, 3,n=3

rekiirans bagintisi ile verilen diziye Padovan sayi dizisi denir. B, ile gosterilen Padovan
say1 dizisi, her bir elemanin kendinden 6nceki ikinci ve tigiincii eleman ile toplanmasi ile
elde edilir. Padovan say:1 dizisi su sekildedir; {1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,15, ... } (Weger,
1997).

Padovan say1 dizisine karsilik gelen karakteristik denklem x3 —x —1 =0 seklinde

olup, bu denklemin kokleri,

o 27+3\/@+3 27 — 3v69
Ty 54 54
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—1+V31
Burada w = !

, I’in ilkel karmasik kiip kokidiir. «, g,y karakteristik denklemin

kokleri olmak {izere, Padovan say1 dizisinin terimlerini bulaya yardimci olan Binet

formila

p = (@+1)a™ | (B+1)B" (y+1)y™
T (@-B)a-y) B-B-y)  G-a)»-B)

seklindedir (Lien, 2005).

Teorem 2.3.2.

01 0
Q=<O 0 1)
1 10

ile tamimlanan matris verilsin. Bu matrisin n. kuvvetini alirsak,
Pn—S Pn—3 Pn—4-
Qn =|Prs Py Pps
Pn—3 Pn—l Pn—z

matrisi elde edilir. Bu matris Padovan say1 dizisinin n. terimini elde etmeyi saglar. (Lien,
2005).

2.4. Narayana Say Dizisi
Tanmm 2.4.1.
Ny =0, N; = N, = 1 baslangi¢ kosullar1 olmak tizere,

Ny=N, ;+Nyps,n>3
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rekiirans bagintisi ile verilen diziye Narayana say1 dizisi denir. N_ ile gdsterilen Narayana

say1 dizisi, her bir elemanin kendinden 6nceki eleman ve kendinden onceki iiglincii
eleman ile toplanmasi ile elde edilir. Narayana sayr dizisi su sekildedir;
{1,1,1,2,3,4,6,9,13,19,28,41,60, ... } (Allouche vd., 1996).

Narayana say1 dizisine karsilik gelen Kkarakteristik denklem x3 — x? — 1 = 0 seklinde
olup bu denklemin kokleri,

a+p+y=1
af +fy+ay =0
afy =1
olur. Narayana sayi dizisi i¢in Binet formiilii su sekildedir;

N, =a"a+ B"b+y"c,n=0

o @ _ B . ¥
Burada, @ = e U = ot ' ¢ = rao-B
dir .

2.5. Graf

Tanmm 2.5.1.

U bostan farkli bir kiime ve E, U’nun iki elemanli alt kiimelerinin bir sinifi olmak iizere,

G = (U, E) ikilisine graf (¢izge) denir. U, G grafinin koseler kiimesi, E ise, G grafinin

kenarlar kiimesi olarak adlandirilmaktadir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Distance Fibonacci Say1 Dizileri
Tanmm 3.1.1.
k> 2 ve n >0 tamsayilar olsun.
Fd(k,n) = 1,0 <n < k — 1 baslangi¢ kosulu olmak tizere,
Fd(k,n) =Fd(k,n—k+1)+Fd(kkn—k) , n=>k >2

rekiirans bagntist ile tanimlanan diziye distance Fibonacci sayr dizisi denir. Bu dizi

Fd(k,n) ile gosterilir (Bednarz, vd., 2013).

Baz1 6zel k ve n degerleri igin distance Fibonacci say1 dizisinin terimleri Tablo 3.1°de

gosterilmistir.

Tablo 3.1. Fd(k, n)-distance Fibonacci say1 dizisi

n o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Fd2mn) 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610
FdBn) 1 1 1 2 2 3 4 5 7 9 12 16 21 28 37
Fd4n) 1 1 1 1 2 2 2 3 4 4 5 7 8 9 12
FdGn) 1 1 1 1 1 2 2 2 2 3 4 4 4 5 7
Fden) 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 4 4 4 4

Fd(k,n)-distance Fibonacci say1 dizisi tizerine c¢alisildiginda asagidaki ozellikler

goriilmektedir.
Fd(2,n) = E, , yani k = 2 i¢in, Fd(2,n) bilinen Fibonacci dizisini vermektedir.
Fd(3,n) = Pv(n), yani k = 3 i¢in, Pd(3,n) Padovan dizisini vermektedir.

Pascal tliggenini kullanarak, Fd(2,n) ve Fd(3,n)-distance Fibonacci say1 dizilerinin

terimlerinin elde edilmesi Sekil 3.1, Sekil 3.2 ve Sekil 3.3’te gosterilmektedir. Her satirda
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bir tam, bir kesikli ¢izgi ile gosterilen ¢izgiler basglangicta hangi ¢izgi kullanildiysa
asagidan yukariya dogru o ¢izgi takip edilerek dizinin terimleri elde edilir.

Fd(2,0) —+—

Pd(9,1) —1-52%

Fd(2,2) 1 ~e P 3

Fd(2,3) --1--

Fd(2,4) 1
Fd(2,5) 5 1
Fd(2,6) : 20 15 6 1

Fd@E,7 --1---% 91 38 3% 2 ¥ i

Sekil 3.1. Fd (2, n)-distance Fibonacci say1 dizisi ile Pascal tiggeni arasindaki iligki.

FAEO) ~—4>
Fd(3,2) —1—/1
Fd(3,4)
Fd(3,6)
Fl(3.8) ~F-td—f—ddarats
Fd(3,10) —3+—<"5----1¢-
FA@, 12 ——d- 2
Fd(3,14)

Sekil 3.2. n ¢ift say1 olmak iizere, Fd (3, n)-distance Fibonacci say1 dizisi ile Pascal

licgeni arasindaki iliski.

5 e e——
Fd(3,3) —+—+t—
P35 —-d--——g-st
Fd(3,7) 4 -3----F-
Fd(3,9) A -
Fd(3,11)
Fd(3,18) ~=f-==cf=
Fd(3,15)

Sekil 3.3. n tek say1 olmak iizere, Fd(3, n)-distance Fibonacci say1 dizisi ile Pascal

licgeni arasindaki iligki.
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Tamm 3.1.2.

k > 2 ve n = 0 tamsayilar olsun.

Fd(k,n) =1,0 <n <k — 1 baslangi¢ kosulu olmak tizere,
Fd(k,n) = Fd(k,—n+k)+Fd(k,—n+1),n>0

rekiirans bagmtisi ile tanimlanan diziye negatif tamsayilar i¢in distance Fibonacci say1

dizisi denir.

Baz1 6zel k degerleri ve negatif n tamsayilar1 i¢in distance Fibonacci say1 dizisinin

terimleri Tablo 3.2°de gosterilmistir.

Tablo 3.2. Negatif n tamsayilari i¢in Fd(k, n)-distance Fibonacci say1 dizisi.

n 10 9 8 -7 6 5 4 3 2 -1 0
Fd(2nm) 3 21 13 8 5 3 2 -1 1 0 1
FdBn) 2 -1 o0 1 -1 1 o0 0 1 0 1
Fd4n) 6 4 3 2 2 1 1 0 1 0 1
FdGn) -2 2 -1 1 0 o0 1 o0 1 0 1

Teorem 3.1.3.

k > 2 ve n = 0 tamsayilar olsun.

i) n o Fd(k,—ki) = —Fd(k,—nk — 1) + 1
i) roFd(k,—ki+1) = —Fd(k,—nk) + 2

i) n=20i¢n Fd = (k,0)0=1=1=0+1 = Fd(k,1) + 1 olur. Varsayalim
keyfi n i¢in, Y7o Fd(k, —ki) = —Fd(k, —nk — 1) + 1 ifadesi dogru olsun.
n+1 icin

n+1

Z Fd(k,—ki) = —Fd(k, —(n + Dk — 1) + 1

i=0
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ifadesinin dogru oldugunu gosterelim.
n+1 n
> Fd(e,—ki) = ) Fd(le,—ki) + Fd(k, =k = 1)
i=0 i=0
= —Fd(k,—nk —1) + 1 + Fd(k,—nk — k)
=—Fd(k,—nk—-k—-1)+1
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Benzer sekilde, ii)’de ispatlanabilmektedir.
1 1

1 0

dir. Bu matrisin determinant1 Cassini formiiliinii vermektedir;

ve Qn= FTl+1 Fn ]

Bilinen Fibonacci say1 dizilerinin matris gosterimi Q = [ . F
n n-—1

detQy = (=1)" = Fpyp1Fnoq — Ef

Bu bilgiler 1s181nda distance Fibonacci say1 dizilerinin matris iretecleri tanimlanmaktadir.

Tanim 3.1.4.

Qr = [qij]kxk matrisi verilsin. Baslangi¢ kosulu olarak, 1 < i < k i¢in, q;; , Fd(k,n)

distance Fibonacci say1 dizilerinin agiliminda Fd(k,n — i)’nin katsayisina esittir.
Ayrica j = 2 i¢in

_{1,j=i+1
U%GW=0,j+i+1

olur. Bu tamimdan k = 2,3,4, ..., k i¢in

010 0
01 0

11 00 1 0

QZ:[1 o]’Q3:[101]’Q4:1001’
10 0

100 0
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0 1 0 0

0 0 1 0
Qx =

1 0 O 1

L1 0 O 0

Q matrisi, distance Fibonacci say1 dizilerinin matris tiretecidir, bu nedenle Q; matrisi
distance Fibonacci matrisi olarak adlandirilmaktadir. Ayrica baslangi¢ kosulu olarak Aj

matrisi tanimlanmaktadir. Bu matris asagidaki gibidir:

Fd(k,2k —2) Fd(k,2k—3) . . . Fd(k, k) Fd(k,k — 1)
Fd(k,2k —3) Fd(k,2k—4) . . . Fd(k,k—1) Fd(kk—2)
Ak =
Fd(k, k) Fd(k,k—1) . . . Fd(k,2) Fd(k,1)
| Fd(k,k— 1) Fd(k,k—-2) . . . Fd(k,1) Fd(k,0)
Teorem 3.1.5.

k = 2 ,n > 1 tamsayilar olsun. O halde,

(Fd(k,n+2k—-2) . . . Fd(k,n + k) Fd(k,n + k — 1)
Fd(k,n+2k—3) . . . Fdkkn+k—-1) Fd(k,n+k—2)
A Qy =
Fd(k,n+ k) Co. Fd(k,n + 2) Fd(k,n+ 1)
| Fd(k,kn+k—1) . . . Fd(k,n+ 1) Fd(k,n)
olur.
ispat.

Eger n=1 ise, Fd(k,n)-distance Fibonacci say1 dizisinin genel tanimindan ve basit

hesaplamalarla ifadenin dogru oldugu goriilmektedir.

Yukaridaki ifadenin n i¢in dogru oldugunu varsayalim. Bu ifadenin n+1 i¢in bu ifadenin

dogru oldugu gosterilmelidir.
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AQM = (A<an )Qk , varsayimdan ve genel tanimdan,

Fd(k,n+2k—2) . . . Fd(k,n+ k) Fd(k,n+k — 1)
Fd(k,n+2k—-3) . . . Fdlkkn+k—-1) Fd(kn+k—-2)
AQp*t =

Fd(k,n+ k) .o Fd(k,n+ 2) Fd(k,n+1)

| Fd(k,n+k—1) . . . Fd(k,n+ 1) Fd(k,n)

0 1 0 . . . O

0o 01 .. .0

o oo .. .0

1 0 0 . . . 1

1 0 0 0

Fd(k,n+2k—1) . . . Fd(k,n+k+1) Fd(k,n+ k)
Fd(k,n+2k—-2) . . . Fd(k,n+ k) Fd(k,n+k—1)
Fd(k,n+k—-1) . . . Fd(k,n + 3) Fd(k,n+ 2)
Fd(k,n+ k) Co Fd(k,n+ 2) Fd(k,n+1)

Boylece ispat tamamlanmis olur.

3.2. F2(k,n)-Distance Fibonacci Say1 Dizisi

Tanimm 3.2.1.

k > 1,n = 0 tamsayilar olsun.

F,(k,i) =1,i=1{0,1,2, ...,k — 1} baslangi¢ kosulu olmak iizere,
F,(k,n) = F,(k,n—2) + F,(k,n — k)

rekiirans bagintisi ile tanimlanan diziye F, (k, n)-distance Fibonacci say1 dizisi denir. Bu

diziye, (2, k)-distance Fibonacci dizisi de denir (Wtoch, vd., 2013).
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Bu sayi dizisinin, her bir elemani kendinden dnceki 2. elemant ile kendinden onceki k.

elemanin toplanmasi ile elde edilmektedir.

Baz1 6zel k ve n degerleri igin, F,(k,n)-distance Fibonacci dizisinin aldigi degerler
asagidaki Tablo 3.3.teki gibidir.

Tablo 3.3. F,(k, n)-distance Fibonacci say1 dizisi.

n 012 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14
F,(Lm) 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610
F,2m) 1 1 2 2 4 4 8 8 16 16 32 32 64 64 128
F,3n) 1 1 1 2 2 3 4 5 7 9 12 16 21 28 37
F,(4m) 1 1 1 1 2 2 3 3 5 5 8 8 13 13 21
F,6n) 1 1 1 1 1 2 2 3 3 4 5 6 8 9 12
F,6m) 1 1 1 1 1 1 2 2 3 3 4 4 6 6 9

F,(k,n)-distance Fibonacci say1r dizisi iizerine calisildiginda asagidaki oOzellikler

goriilmektedir.

k ¢ift say1 oldugunda, F,(k,2n) = F,(k,2n + 1) olur. Yani, dizinin terimlerinin 2 defa
tekrarlandig1 goriilmektedir. Bu yiizden, k ¢ift say1 ise, elde edilen dizilere ‘ikiz’

(2, k) —distance Fibonacci say1 dizisi denilmektedir.
F,(1,n)-distance Fibonacci say1 dizisi, bilinen Fibonacci say1 dizisidir.

F,(2,n)-distance Fibonacci say1 dizisinin terimleri 2’nin kuvvetlerinin 2 defa tekrar

edilmesi ile olusmaktadir.
F,(3,n)-distance Fibonacci say1 dizisi, Padovan say1 dizisidir.

F,(4,n)-distance Fibonacci say1 dizisinin terimleri, bilinen Fibonacci say1 dizisinin
terimlerinin 2 defa tekrar edilmesi ile olugsmaktadir. Asagidaki Sekil 3.4’te bir diizlemin

bu dizinin terimleri ile kaplanmasimin bir yorumunu gostermektedir.
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13

Sekil 3.4. F, (4, n)-distance Fibonacci say1 dizisinin bir yorumu.

Sekil 3.4.’e F, (4, n)-distance Fibonacci say1 dizisinin bir yorumudur. Bu sekil, bu dizinin
terimlerinden olusan karelerin birlesmesiyle diizlemin nasil kaplanacaginin bir yorumu

olarak verilmektedir.

F,(k,n)-distance Fibonacci say1 dizisi negatif tamsayilar i¢in tanimlanmastir.

Tamm 3.2.2.
k>1,k#2ven > 0 tamsayilar olsun.
F,(k,0) = F,(k,1) = 1 baslangi¢ kosulu olmak tizere,
Fy(k,—n) = F,(k,k—n) —F,(k,k—2—-n),n>1

rekiirans bagintisi ile verilen diziye negatif tamsayilar i¢in F,(k, n)-distance Fibonacci
say1 dizisi denir. Baz1 6zel k degerleri ve n negatif tamsayilan igin, (2, k)-distance

Fibonacci say1 dizisinin bazi terimleri Tablo 3.4.te gosterilmistir.
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Tablo 3.4. n negatif tamsayilari i¢in F, (k, n)-distance Fibonacci say1 dizisi.

n -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
F,(,m) 3 21 13 8 5 -3 2 -1 1 o0 1
F,(3,n) 2 -1 0 1 -1 1 0 0 0 0 1
F,(4,n) -3 -3 2 2 -1 -1 1 1 0 0 1
F,(5,n) 2 1 -1 -1 0 1 1 0 0 0 1
F,(6,n) -1 -1 0 0 1 1 0 0 0 0 1

Teorem 3.2.3.
n ve k tamsayilar olsun ve n = 0 olsun. O halde,
)] roF(k20))=F,(k,2n+k)—1,k=>2
i) rtoER(k2i+ 1) =F(k2n+k+1)-1,k>1

iii) roF(kki+m)=F,(knk+m+2)—1,k>3ve0<m<k-3
olur (Whoch, vd., 2013)

Pascal tiggeninin kdsegenlerindeki sayilarin toplaminin ardisik Fibonacci sayilart oldugu

bilinmektedir. Ayrica Pascal {iggeninin satirlari sola dayali olarak gosterilebilmektedir.

Fibonacci sayilar1 bir merdivenle belirlenmistir. Asagidaki Sekil 3.5. (a)’da, Pascal
ticgeninin kosegenlerindeki sayilar, e8ik diiz cizgilerle isaretlenmistir. Bu ¢izgilerin
toplam1 F,(1,n) = F,, bilinen Fibonacci dizisini verir. Sekil 3.5. (b)’de ise, Pascal tiggeni

sonsuz bir alam1 gostermektedir. Ardisik merdivenlerin yiiksekligi I%J , [%] olup,

biitiin F,(k, n)-distance Fibonacci say1 dizilerini Pascal iiggeninin terimlerinin toplami
olarak belirlemektedir. k = 5 olmak iizere, F,(k, n)-distance Fibonacci say1 dizileri i¢in
insa edilmis merdiven 2,1,2,1, ... yiiksekliklerindedir. Bunlar1 asag1 veya yukar1 hareket
ettirerek n tek sayilar1 i¢in, F,(5,n)-distance Fibonacci say1 dizilerinin terimleri elde
edilir. n ¢ift sayilar1 i¢in, bir siitun iizerinde yiikseklikler 1,2,1,2, ... olacak sekilde
F, (5, n)-distance Fibonacci say1 dizilerinin terimleri elde edilir. Buna merdiven yorumu

da denir.
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1
1
1 2 1 —
1
1
1

— 1
5 1 o - 10 5 1
15 6 1 —+6 (15 20 15 6 1
‘ 5 35 21 7 1 1 21 35 35 21 7 1
4}‘|_:28 56 70 56 28 8 1 '—l-|_§_28 56 70 56 28 8 1

Sekil 3.5 (a) ve (b). F,(2,n) ve F,(5,n)-distance Fibonacci sayi dizileri ile Pascal

ticgeni arasindaki iliski.

Asagidaki Sekil 3.6. (a)’da, Pascal ii¢geni Kk ¢ift say1 oldugundaki F,(k,n)-distance
Fibonacci say1 dizilerini gostermektedir. F,(6,n)-distance Fibonacci say1 dizileri
kesintisiz  ¢izgi, F,(4,n)-distance Fibonacci sayr dizileri noktali ¢izgi ile
gosterilmektedir. Ikili sayilar tiim terimlerin toplami oldugundan, satir kesikli ¢izgi ile
gosterilmistir. Sekil 3.6. (b)’de ise, Pascal iiggeni F,(7,n)-distance Fibonacci sayi

dizisini gostermektedir.

1 1 —

1 1 11

1 2 1 — 1 2 1

1 3 3 [1> 1 3 341

1 4 34 1 1 416 4 1

l.5-40 10 5 1 1 »—10 10 5 1
-1.r6—15 20 15 6 1 116 15 20 15 6 1

N i e - s T T 1|7 21 35 35 21 7 1
—+—8 28 56 70 56 28 8 1 —+8 28 56 70 56 28 8 1

Sekil 3.6. (a) ve (b). F5(4,n), F5(6,n) ve F,(7,n)-distance Fibonacci say1 dizileri ile

Pascal {iggeni arasindaki iligki.
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3.3. F2(k,n)-Distance Fibonacci Say1 Dizisinin Matris Ureteci

F,(k,n)-distance Fibonacci say1 dizilerinin matris tiretegleri su sekildedir;

Qr = [qij]kxk matrisi verilsin. Baslangi¢ kosulu olarak, 1 < i < k igin, q;1, F,(k,n)-

distance Fibonacci sayi dizilerinin agiliminda F, (k, n — i)’ nin katsayisina esittir.
Ayrica j = 2 igin,

_{1,j=i+1
%GW=0j+i+1

olur. Bu tanimdan k = 2,3,4, ..., k igin

0 1 0 0
. o 4P o 1 0 1 0
o1 B 1 0 1 0 _
Q2 10’Q3_[101]’4_0001’Q"_
1 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0

Q matrisi distance Fibonacci say1 dizilerinin matris iiretecidir, bu nedenle Q; matrisi
distance Fibonacci matrisi olarak adlandirilmaktadir. Ayrica baslangi¢ kosulu olarak Py

matrisi tanimlanmaktadir. Bu matris asagidaki gibidir:

F,(k,2k—2) F(k2k—3) . . . F(kk) Fy(kk—1)]
Pk =
Fy(k, k) FUk-1) . . . Fk?2) Fy(k, 1)
_Fz(k,k_ 1) Fz(k,k_Z) . . . Fz(k, 1) Fz(k, 0)
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Teorem 3.3.1.

F,(k,n+2k—2) . . . F,(k,n+k) Fy(k,n+k — 1)
F,(kkn+2k—-3) . . . Fy(kkn+k—-1) F,(kkn+k—2)
P Qg =
F,(k,n+ k) Co F,(k,n+ 2) F,(k,n+1)
| F(kn+k—-1) . . . F,(k,n+1) F,(k,n)

olur (Wtoch, vd., 2013).

Teorem 3.3.2.
k > 2 tamsayilar olsun. O halde,

detQ, = (—1)k*?

(k+1)k—2

detP, = (—1) =2

(Wtoch, vd., 2013).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, F5(k, n)-distance Fibonacci sayi dizileri ile F, (k, n)-distance Fibonacci say1
dizileri tanimlanmistir. Bu dizilere ait 6zellikler incelenmis olup, temel teoremler
verilmistir. Bu dizilerin iirete¢ fonksiyonlar1 ve matris gosterimleri tizerine ¢alisilmustir.
Negatif tamsayilar i¢in bu dizilerin tanimlar1 genisletilmistir. Ayrica bu dizilerin graf
yorumlart verilmistir. Akabinde bu dizi ailelerinin tanimi genellestirilerek F;(k, n)-
distance Fibonacci sayr dizileri tanimlanmistir. Tanimlanan genellestirilmis distance
Fibonacci say1 dizisi igin gesitli 6zellikler ile temel teoremler verilmis olup, bu dizi ailesi
negatif tamsayilar i¢in de tanimlanmstir. Ilerleyen asamalarda bu dizi ailesinin iireteg

fonksiyonlar1 ve matris gdsterimleri verilmis olup graf yorumlari da incelenmistir.

4.1. F3(k,n)-Distance Fibonacci Say1 Dizisi

Tamm 4.1.1.

k > 1,n > 0 tamsayilar verilsin.

F;(k,n) =1,n= {0,1,2, max{2,k — 1}} baslangi¢ kosulu olmak tizere,
F3(k,n) = F3(k,n —3) + F3(k,n — k),n = max{3, k}

rekiirans bagmtisi ile verilen diziye F;(k,n)-distance Fibonacci dizisi denir. Bu diziye,
(3, k)-distance Fibonacci dizisi de denir (Ozkan, Yilmaz, Wtoch, 2021).

Bu say1 dizisinin, her bir eleman1 kendinden onceki 3. elemant ile kendinden 6nceki k.

elemanin toplanmast ile elde edilmektedir.

Baz1 6zel k ve n degerleri igin, F5(k,n)-distance Fibonacci dizisinin aldigi degerler
asagidaki Tablo 4.1.’deki gibidir.
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Tablo 4.1. F;(k, n)-distance Fibonacci say1 dizisi.

n 0 1 2 3 4 56 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Fs(Lm) 1 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28 41 60 88 129 189
Fa(2m) 1 1 1 2 2 3 4 5 7 9 12 16 21 28 37 49
Fs3n) 1 1 1 2 2 2 4 4 4 4 5 7 8 9 12 15
Fs4m) 1 1 1 1 2 2 2 3 4 4 5 7 8 9 12 15
Fs6m) 1 1 1 1 1 2 2 2 3 3 4 5 5 7 8 9
Fs6n) 1 1 1 1 1 1 2 2 2 3 3 3 5 5 5 8
Fs(7Zm) 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 5 5
F8n) 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 3 3 3 3 4
F;Om) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4
F0om) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 3 3 3

F5(k,n)-distance Fibonacci say1 dizisi lizerine c¢alisildiginda asagidaki 6zellikler

goriilmektedir.

F5(1,n + 1)-distance Fibonacci dizisinin terimleri {1,1,1,2,3,4,6,9,13,19,28,41,60, ... }

olup, bu terimler Narayana dizisini vermektedir.

F5(2,n)-distance Fibonacci say1 dizisi {1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16,21,28,37,49, ... } olup,

bu terimler Padovan sayi dizisini vermektedir.

F5(3, n)-distance Fibonacci sayi dizisinin terimleri {1,1,1,2,2,2,4,4,4,8,8,8,16,16,16, ... }
olup, bu terimlerin {2°,20,20,21 2% 21 22 22 22 23 23 23 2% 2% 2% ..} seklinde

oldugu goriilmektedir. Buradan hareketle F5(3,n) = 215] olup, sonug olarak bu dizinin

terimleri, 2’ nin kuvvetlerinin 3 defa tekrar edilmesi ile olusmaktadir.

F5(4, n)-distance Fibonacci say1 dizisinin terimleri A079398 dizisini vermektedir (OEIS,
2024).

F5(5, n)-distance Fibonacci say1 dizisinin terimleri A226503 dizisini vermektedir (OEIS,
2024).
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F;3(6,n)-distance Fibonacci sayl dizisinin terimleri

{1,1,1,1,1,1,2,2,2,3,3,3,5,5,5, ... Jolup, F3(6,n)=FH dir. Sonu¢ olarak, bu dizi
3

Fibonacci say1 dizisinin terimlerinin 3 defa tekrar edilmesinden meydana gelmektedir.
F5(6,n)-distance Fibonacci say1 dizisine {iglii Fibonacci say1 dizisi de denmektedir.
Asagidaki Sekil 4.1.’de bir diizlemin {glii Fibonacci sayr dizisinin terimleri ile
kaplanmasin1 gostermektedir. Bu yorum dizinin terimlerinin olusturdugu karelerin

biiyliyerek devam etmesi ile bir diizlemi kaplamasini ifade etmektedir.

13

Sekil 4.1. F3(6,n) -distance Fibonacci say1 dizisinin bir yorumu.

Tanim 4.1.2.
k =1,2,3i¢in, F3(1,—n) = F;(1,—n+ 3) — F;(1,—n + 2)

F3(2, —TL) = F3(2, -n + 3) - F3(2, -n + 1)
1
F3(3, _n) = EF3(3, —-n+ 3)

k = 4 i¢in, F3(k,n) = 1,n = 0,1,2, ..., k — 1 baslangi¢ kosullar1 olmak iizere,
F3(k,—n) = F3(k,—n + k) — F3(k,—n + (k — 3))

rekiirans bagintisi ile verilen diziye negatif tamsayilar i¢in tanimlanmis F5(k, n)-distance

Fibonacci say1 dizisi denir (Ozkan, Yilmaz, Witoch, 2021).
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Asagidaki Tablo 4.2.’de k ve n’nin aldig1 baz1 6zel degerlerde, negatif tamsayilar igin

tanimlanmis F; (k, n)-distance Fibonacci say1 dizisinin aldig1 degerler goriilmektedir.

Tablo 4.2. Negatif tamsayilar i¢in F5(k, n) -distance Fibonacci say1 dizisi.

n 012 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Fi(1,n) 1 o 0 1 0 -1 1 1 -2 0 3 -2 -3 5
F2n) 111 0 1 0 0 1 -1 1 0 -1 2 -2 1
111 11 11 1 1 1 1 1 1
F;3n) 1 11 2 2 2 4 4 4 8 8 8 16 16 16 3
Fs4m) 1 11 1 0 1 0 1 -1 2 2 3 -4 6 -8 11
Fs5») 111 1 1 0 0 1 1 0 -1 0 2 1 -2 -2
Fs6mn) 111 1 1 1 0 0 0 1 1 -1 -1 -1 2
Fs(7Zm) 1 11 1 1 1 1 0 0 O 1 1 1 0 -1
F8n) 111 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1

Negatif n tamsayilar1 igin, F5(k, n)-distance Fibonacci say1 dizisi tizerine ¢alisildiginda

asagidaki ozellikler goriilmektedir. n negatif bir tamsay1 olmak iizere;

F3(3,n)-distance Fibonacci say1 dizisinin terimleri,

111111_1_)_l_)_l_l_'_l_'_ —

{ 1111111111 1 1 }
2’2’2’4’4’4’8’8’8’16” 167167 "

olup bu terimlerin

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
207207207217 217 217227227227 237237237247 247247 """

seklinde oldugu goriilmektedir. Buradan hareketle F5(3,n) = ﬁ olup, sonug olarak bu
203

dizinin terimleri, %’nin kuvvetlerinin 3 defa tekrar edilmesi ile olusmaktadir.

F;(6,n)-distance Fibonacci dizisinin terimleri ticer defa tekrarlanmalarla olusur.
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Teorem 4.1.3.
k = 1,n = 0 tamsayilar1 olmak {izere,
F;(3k,3n) = F;(3k,3n+ 1) = F;(3k,3n + 2)
dir (Ozkan, Y1lmaz, Wtoch, 2021).
Ispat.

Ispat n iizerinden tiimevarim yoluyla yapilmaktadir. F;(k,n)-distance Fibonacci say1

dizisinin genel tanimindan,

F3(3k,0) = F3(3k,1) = - =F;(3k,3k—1) =1
olur. Ayn1 sekilde F5(k, n)-distance Fibonacci say1 dizisinin genel tanimindan,

F3(3k,3k) = F3(3k,3k +1) = F;(3k,3k+2) = 2
Ayni sekilde

F3(3k,3k +3) = F3(3k,3k +4) = F3(3k,3k+5) =3
Vt < nigin
F3(3k,3t) = F3(3k,3t + 1) = F3(3k,3t + 2)
dogru oldugunu varsayalim.
F;(3k,3(n+ 1)) = F;3k,3(n+ 1)+ 1) = F;(3k,3(n+ 1)+ 2)
dogru oldugunu gosterelim.
F;(3k,3(n+ 1)) = F3(3k,3n + 3) = F3(3k,3n) + F3(3k,3n + 3 — 3k)
= F3(3k,3n) + F3(3k,3(n+ 1 - k))
F3(3k,3(n+ 1) +1) = F3(3k,3n + 4) = F3(3k,3n) + F3(3k,3n + 4 — 3k)

=F;(3k,3n) + F5(3k,3(n+1—-k)+ 1)
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F3(3k,3(n+ 1) + 2) = F3(3k,3n + 5) = F5(3k, 3n) + F;(3k,3n + 5 — 3k)
= F3(3k,3n) + F;(3k,3(n+ 1 — k) + 2)

Yukaridaki varsayimdan bu ii¢ ifadenin de birbirine esit oldugu goriiliir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.4.

k = 3, n = 0 tamsayilar olmak iizere, 0 < t < 2 i¢in

n
ZF3(k,3i+t) Rk 3n+k+0)—1

i=0

dir (Ozkan, Y1lmaz, Wtoch, 2021).
ispat.

Ispat n iizerinden tiimevarim yoluyla yapilmaktadir. k > 3 keyfi bir tamsay1 ve t =0 igin

ifadenin dogru oldugunu gosterilir. t = 1 ve t = 2 i¢in de benzer sekilde ispatlanir.
Eger n=0ise, F5(k,0) = F3(k,3.0+k)—1=2—-1=1.
Eger n=1ise, k =3igin, F3(k,0) + F53(k,3) =1+2=F;(k,3+3)—1=4—-1=3
ve k > 3 i¢in
F3(k,0) + F3(k,3)=1+1=F;(k,3+k)—1=3-1=2.

Varsayalim ki

n
ZFg (k,30) = Fy(k,3n + k) — 1

i=0
dogru olsun. Buradan

n+1 n

Z Fy (k, 3i) = Z Fy(k, 30) + Fy(k, 3(n + 1))
i=0 i=0
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=F;k3n+k)—1+F;(k3n+3)=Fk3n+1)+k)—1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.5.

k = 1,n > 0 tamsayilar1 olmak tizere, F5(k, n)-distance Fibonacci say1 dizisinin iireteg

fonksiyonu asagidaki gibidir:

0,k=1
14+t ’
90 = t=) vk=2
X x+x% k>3
(Ozkan, Yilmaz, Wtoch, 2021).
ispat.
g(x) = Yoo F3 (k,n).x™. 4.1.1. tanimindan,
0,k=1
gx) —x3g(x) —xkglx) =1+t,t =1 x k=2
x+x% k>3

Buradan hareketle, g(x) = % bulunmaktadir.

Teorem 4.1.5.’ten, k’nin 6zel degerleri i¢in Narayana ve Padovan say1 dizilerinin iireteg

fonksiyonlar1 elde edilmektedir.

Sonug¢ 4.1.6.
k =1 oldugunda Narayana say1 dizisinin trete¢ fonksiyonu, g(x) = py— olarak
bulunmaktadir.
- C e . 1+x+x2
k = 2 oldugunda Padovan sayi dizisinin iirete¢ fonksiyonu, g(x) = T olarak

bulunmaktadir.
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4.2. F3(k,n)-Distance Fibonacci Say1 Dizisinin Matris Ureteci

Qy = [qif]kxk bir kare matris olsun. 1 <i <k olacak sekilde q;;, F5(k,i)-distance
Fibonacci say1r dizisinin genel tanima uygun bir sekilde agildiginda sag taraftaki
katsayisina esittir. j > 1 ve keyfi bir i igin, eger j = i + 1ise, q;; = 1 ve diger durumlarda

q;j = 0 olur. Buradan hareketle matrisler asagidaki gibidir;

010 0
0 0 1 0

S I I I

Q3—[001],Q4_1001,--an=
2 00
1 0 0 O .

0 0O 1
1 0 0 0

Baslangi¢ kosulu olarak, P, kare matrisi tanimlanmaktadir;

Fo(k, 2k —2) Fa(k,2k—3) . . . Fy(kk) Fi(kk—1)]
Fa(k,2k —3) Fy(k2k—4) . . . Fkk—-1) Fy(kk—2)
Pk —
F3(k, k) F3(k,k - 1) . . . F3(k, 2) F3(k, 1)
L F3(k,k - 1) Fg(k,k - 2) . . . F3(k, 1) F3(k, 0)

Laplace agilimini ve determinantlarin temel 6zelliklerini kullanarak, asagidaki sonuglar

elde edilmektedir.

Teorem 4.2.1.

k > 3 bir tamsay1 olsun.

k(k+1)

det Q3 = 2, det Q = (—1)***vedet P, = (—-1)** 2 3

(Ozkan, Yilmaz, Wtoch, 2021).
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Teorem 4.2.2.

k = 3, n = 0 tamsayilar olsun.

Fs(k,n+2k—-2) . . . F;(k,n+ k) F3(k,n+ k — 1)
F3(k,n+2k_3) . . . Fg(k,n+k_1) F3(k,7’l+k—2)
Plercl =
F;(k,n+ k) Co F;(k,n+ 2) F;(k,n+1)
| Fs(kn+k—1) . . . F;(k,n+ 1) F5(k,n)

dir (Ozkan, Y1lmaz, Wtoch, 2021).
Ispat.

Eger n = 1 ise, F3(k, n)-distance Fibonacci say1 dizisinin genel tanimindan ve basit

hesaplamalarla ifadenin dogru oldugu goriilmektedir.

Yukaridaki ifadenin n i¢in dogru oldugunu varsayalim. Bu ifadenin n+1 i¢in bu ifadenin

dogru oldugu gosterilmelidir.

PQM = ( P.Qy )Qk , varsayimdan ve genel tanimdan

(Fs(k,n+2k—=2) . . . F(kn+k) Fkn+k—1)
PQptt =
F;(k,n+ k) Co F;(k,n+2) F;(k,n+1)
| F3(kbn+k—1) . . . F;(k,n+1) F;(k,n)
0 1 0 . . . 0]
o o1 . . .0
1 0 0 . . .0
0 0 O 1
1 0 O 0
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Fs(k,n+2k—1) . . . Fkn+k+1) F;(k,n+ k)
Fs;(k,n+2k—2) . . . F;(k,n+ k) F;(k,n+k—1)

F;(kon+k—-1) . . . F;(k,n+ 3) F;(k,n+2)

F;(k,n+ k) .o F;(k,n+2) F;(k,n+1)

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.2.3.

k = 3, n = 2 tamsayilar1 olsun.

k(k+1)
2

[2k+ —3]+n.(k+1)

det P,Qp = (—1)

dir (Ozkan, Y1lmaz, Wtoch, 2021).

4.3. F3(k,n)-Distance Fibonacci Say1 Dizisinin Pascal Ucgeni ile Iliskisi

F3(k,n)-distance Fibonacci say1 dizisinin Pascal iiggeni ile iligkisini incelemek icin
F3(k,n) dizisi ile ayn1 rekiirans bagintisina sahip baslangic kosullar1 farkli olan yeni bir

dizi ailesi tamimlanmaistir.

Tanim 4.3.1.
k > 1,n = 0 tamsayilar olsun.

In=k—i

Fé(k’n)={0n¢k—i’

n =0,1,2,..,max{2, k — 1} baslangi¢ kosullar1 olmak

lizere,
Fi(k,n) = Fi(k,n —3) + Fi(k,n — k)

rekiirans bagntisi ile verilen diziye Fi(k, n)-distance Fibonacci say1 dizisi denir (Ozkan,

Yilmaz, Wtoch, 2021).

Baz1 6zel n degerleri ve k = 5 igin, bu dizinin terimleri ile F5(5, n)-distance Fibonacci

say1 dizisi bazi1 terimleri Tablo 4.3’te gosterilmektedir.
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Tablo 4.3. F3(5,n) ve Fi(5,n)-distance Fibonacci sayi dizisi.

10 11 12 13 14 15
1 1

n
Fi(5,n)
F%(5,n)
F3(5,n)
F3i(5,n)
F3(5,n)
F3(5,n)

P, O O O O|o
_ O b O O O|FkF
R O O F», O O
R O O O kB O|lWw
m O O O O | &
N P O —, O O o
N O©O b O B OO
N ©O O b O | N

0 1
2 3
0 0
1 2
4 7

w — O - =B Ol

9
1
1
0
1
0
3

g = = N O
o o r = = DN
Qo N P W
o - kr W Pk Ww

Teorem 4.3.2.

k>4,n>0ve0<i<k— 1tamsayilar olsun. O halde,

Fy(k,n) = Ymax @1 gl ()

dir (Ozkan, Y1lmaz, Wtoch, 2021).

Q) matrisinin n. Kuvveti, Fi(k,n)-distance Fibonacci say1 dizisinin terimlerinden
olusmaktadir (Er,1984).

[ Fi(k,n+k—-1) . . . Fl(k,n—1) Fi(k,n) ]
F2(lkn+k—-1) . . . Fi(kn—-1) FZ(k,n)
Qk =
Fslkn+k-1) . . . F¥Fl(k,n-1) F¥Fl(k,n)
| F¥(kon+k—-1) . . . F¥kn-1)  F¥(kn) |

Q, matrisi Sekil 4.2°te goriilen 6zel bir D grafinin bitisiklik matrisi olarak

e o

¥ e B Hluk

yorumlanmaktadir.

Sekil 4.2. D Grafi.
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Qy matrisinin D grafindaki karsilik gelen koseler arasindaki n uzunlugundaki tiim farkli
yollarin sayisini i¢erdigi iyi bilinmektedir. Bu yorum kullanilarak asagidaki teorem

ispatlanmaktadir.

Teorem 4.3.3.

k>4, n>0ve0 <i<k—1tamsayilar olsun. O halde,

; a; +«a

Fl k — 3 k
k( , 1) ( as )

aS!ak
3a34ka; ="
. a; +a az; +a ,
Flé(k! n) — Z asz,ag ( 3“ k) i Z asz,ak ( 30,’ k) ,] = 2’3
3“3+kak=n_(3—j+1) 3 3a3+kak=n—(k—j+1) 3
ve
i az + ay .
Flkm) =%  wa ).3<js<k.
as

3a34kay =1 (k=j+1)
(Ozkan, Yilmaz, Wtoch, 2021).

Ispat. 1 < j < k icin, QF matrisinin g j1 elemani, v; tepe noktasindan v, tepe noktasina
kadar n uzunlugundaki farkli yonlendirilmis yollarin toplam sayisina esittir. Bu Sekil
4.2°de goriilmektedir. Bu tiir yollarin her biri baslangigta kisa bir P = v; — -+ — vy
yolunu ve ardindan 3 veya Kk uzunlugundaki dongiilerden olusan bir C dizisini

icermektedir.
Kisa yol P’ye bagli olarak n uzunlugundaki birkag yolu ele alalim.

Durum 1. P=v;—v,—v3—v; Veya P=v; — v, — V3 — UV, — = —V, —V;. BU
durumda P yolu sirasiyla C5 veya C), dongiisii olusturur. Tiim yol rastgele sirasiyla Cs
veya Cj dongiilerinin bir dizisidir; onun uzunlugu esitligi saglayan as, aj esitligi i¢in
n = 3as + kay, olur. Boylece,
asz + ag i
(255 = r

as,ay
3az+kap=n
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Durum 2. P = v; —vj 4y — - — vV — V1, 1 <j < k. P yolunun uzunlugu k — j + 1 ve
uzunlugun kalan kismi n — (k —j + 1) = 3a3 + kay, olur. C; veya C, dongiisiinden

olusur. Durum 1°¢ benzer sekilde

(a3 + ak)
a3
as,dg
3az+kap=n—(k—j+1)
olur.
Durum 3. P=v; —--—v3—v; , 1<j<3. P yolunun uzunlugu 3 —j+1 ve
3 —j+1=3a;+ ka; olur. Buradan
(a3 + “k)
a3
a3,k
3az+kag=n—(3—j+1)
olur.
Jj = 2,3 igin
j _ as + ag (a3 + ak)
Hew= > (O™ ) “
a3,k asz,ag
3az+kap=n—(3—j+1) 3az+kag=n—(k—j+1)
olur. 3 <j < kigin
as + (4% o
(%) = o
as,ag
3az+kap=n—(k—j+1)
olur.
Teorem 4.3.4.
k = 4, n = 0 tamsayilar olsun. O halde,
2 N k-1 N
_ a3 ak) (as ak)
reem=) > (B ) “
i=0 asz,ag 1= a3,ak
3az+kag=n—(3-i+1) 3az+kaz=n—(k—i+1)
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olur (Ozkan, Yilmaz, Wtoch, 2021).

Bu teoremden, F;(k,n)-distance Fibonacci say1 dizilerine esit olan toplamlari elde
edilmektedir. Binomlar1 kullanarak F;(k,n)-distance Fibonacci say1 dizileri i¢in yeni

formiiller tiiretilmektedir. Kolaylik saglamak icin grafiksel bir sunum kullanilmaktadir.

Ornegin, F;(4,25)- distance Fibonacci say1 dizisi,

() () () (2) (0)-(5) () (§)- () ve (). (2)-(6)-(5)-(0)

toplamidir veya F5(4,26)-distance Fibonacci sayi dizisi,

(6) () () ()(e)- () (0) (5) (D)= ). ) (). )

toplamidir. Bu binomlar Pascal liggeninin i¢inde geometrik desen olugturmaktadir, buna

merdiven denilmektedir.

F3(4,n) sayilarint Pascal iicgenini kullanarak hesaplamak kullanigli bir yontem

olmaktadir.

O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 0 0 0 0 0

6 4 1 0 0 0 0 0 0
5 10 105 1 0 0 0 0 0
6 15 20 15 6 1 0 0 0 0
7 2135 35 21 7 1 0 0 0
8 28 56 70 56 28 8 1 0 0
9 36 84 126 126 8 36 9 1 0
45 120 210 252 210 120 45 10 1
0O 0 0 0 0 0 0 0 0 0

r 0 o0 0o 0 0 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
3 r 0 0 0 0 0 0 0
4 6 4 1 0 O 0 0 0 0
5> 10 10 5 1 O O O 0O 0
6 15 20 15 6 1 0 0O 0O 0
721 35 3 21 7 1 0 0 O
8 28 56 70 56 28 8 1 0 0

9 36 84 12612684 36 9 1 0
10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

e e e e e e e e e i | i e e e
—
—_
o
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Yukarida sunulan merdiven her iki yonde sonsuza uzatilabilmektedir. Boylesine sonsuz
bir merdiveni bir siitun sola kaydirarak, bir sonraki F;(k,n)-distance Fibonacci say1
dizisini elde edilmektedir. Merdivenin neredeyse her adiminda bitisik iki binom var.
Asagidaki Sekil 4.3’te binomun asagida yazilan temel 6zelligini kullanarak hemen yeni
bir en basit merdiven elde edilmektedir.

() Gk ) =Gl )

0O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 1. 0 0 0 0 0 0 0 0
F 2 1 0 0 0 4 0 0o 0
4 6 4 1 0 0 0 0 0 0
5 10 10 5 1 0 0 0 0 0
6 15 20 15 6 1 0 0 0 0
7 21 35 35 1 0 0 0
8 28 56 70 56 28 8 1 0 0
9 36 84 126 126 84 36 9 1 0
10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

(LI N
[y
|

[ S e T e e e i e

Sekil 4.3. F3(k, n)-distance Fibonacci sayi dizisi igin bir merdiven yorumu.

4.4. Fa(k,n)-Distance Fibonacci Say Dizisi

Tanim 4.4.1.
k > 1,n = 0 tamsayilar olsun.
F,(k,n) =1,n€{0,1,2,3, .., max{3,k — 1}}
baslangi¢ kosulu olmak {izere,
F,(k,n) = F,(k,n—4) + F,(k,n — k), n = max{4, k}

rekiirans bagintisi ile verilen diziye F,(k, n)-distance Fibonacci say1 dizisi denir. Bu dizi,
(4, k)-distance Fibonacci say1 dizisi olarak da ifade edilmektedir (Y1lmaz, Wtoch, Ozkan
ve Strzatka, 2023).
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Bu sayi dizisinin, her bir eleman1 kendinden dnceki 4. elemant ile kendinden onceki k.

elemanin toplanmasi ile elde edilmektedir.

Baz1 6zel k ve n degerleri i¢in, F,(k,n)-distance Fibonacci dizisinin aldigi degerler
asagidaki Tablo 4.4.’teki gibidir.

Tablo 4.4. F,(k,n) -distance Fibonacci sayi dizisi.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
F,(lm) 1 1 1 1 2 3 4 5 7 10 14 19 26 36 50 69
F2mn) 1 1 1 1 2 2 3 3 5 5 8 8 13 13 21 21
F,3n) 1 1 1 1 2 2 2 3 4 4 5 7 8 9 12 15
F,(4m) 1 1 1 1 2 2 2 2 4 4 4 4 8 8 8 8
F,Gn) 1 1 1 1 1 2 2 2 2 3 4 4 4 5 7 8
F,6n) 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 4 4 5 5
Fu(7m) 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 4 5
F,n) 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3
FOm) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3
F,om) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3

Asagidaki Sekil 4.4’te bir diizlemin F, (8, n)-distance Fibonacci say1 dizisinin terimleri

ile kaplanmasini gostermektedir.

13

Sekil 4.4. F,(8,n)-distance Fibonacci sayisinin bir yorumu.

F,(k,n)-distance Fibonacci say1 dizisi lizerine c¢alisildiginda asagidaki ozellikler

gorilmektedir.
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F,(2,n) ve F,(8, n)- distance Fibonacci sayi dizilerinin terimleri, Fibonacci say1 dizisinin

terimlerinin 2 kere veya 4 kere tekrar edilmesiyle olugsmaktadir. Yani, F,(2,n) = F lg J ve
2

F,(8,n) = FPJ dir.

F,(6,n)- distance Fibonacci say1 dizisi, Padovan say1 dizisinin terimlerinin 2 kere tekrar

etmesiyle olusmaktadir. Yani, F,(6,n) = PUH dir.
2

F,(12,n)-distance Fibonacci say1 dizisi, Narayana say1 dizisinin terimlerinin 4 kere tekrar

etmesiyle olusmaktadir. Yani, F,(12,n) = N FJ
4

F,(1,n + 1)- distance Fibonacci say1 dizisinin terimleri, A003269 dizisini verir.
F,(3,n)-distance Fibonacci say1 dizisinin terimleri, A079398 dizisini verir.
F,(5,n)- distance Fibonacci say1 dizisinin terimleri, A103372 dizisini verir.

F,(10,n)-distance Fibonacci say1 dizisinin terimleri, A005686 dizisini verir (Sloane,
2023).

Tamm 4.4.2.
k € {1,2,3} i¢in
Fy(k,0) = Fy(k,1) = F,(k,2) = F,(k,3) =1
ve
FE(1-n)=FQ0,-n+4)-F,(,n+3)
F,(2,—m) =F2,—n+4)-F2,-n+2)

F4(3, —n) = F4_(3, -n+ 4‘) - F4(3, -n+ 1)
1
F4_(4', —Tl) = EF4(4, —-n+ 4’)

k = 4 i¢in F3(k,n) =1,n € {0,1,2, ..., k — 1} baslangi¢ kosullar1 olmak iizere,
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Fu(k,—n) = Fy(k,—n+ k) — F,(k,—n + (k — 4))

rekiirans bagintisi ile verilen diziye negatif tamsayilar i¢in tamimlanmis F, (k, n)-distance

Fibonacci say1 dizisi denir (Y1lmaz, Wloch, Ozkan ve Strzatka, 2023).

Asagidaki tablo 4.4.’de k ve n’nin aldig1 bazi 6zel degerlerde, negatif tamsayilar igin

tanimlanmus F, (k, n)-distance Fibonacci sayi dizisinin aldig1 degerler goriilmektedir.

Tablo 4.4. F,(k, n)-distance Fibonacci say1 dizisi.

n 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
F,(1,n) o 0 1 0 0 -1 1 0 1 2 1 -1 3 -3
F,@m) 100 1 1 -1 -1 1 2 -3 3 5 5 -8 -8 13

[EEN

F,B3m) 1 0 1 0 1 -1 2 -2 3 4 6 -8 11 . 21 -29
Fam I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

,n o —_ — — — — — - = - - — — —
4 1 2 2 2 4 4 4 4 8 8 8 8 16 16 16
F,Gbn) 1 0 0 0 1 0 0 0O -1 1 0 0 1 -2 1 O
F,6n) 1 0 0 0 0 1 1 0 0 -1 -1 1 1 1 1 -2
F(7m) 1 0 0 0 0 1 1 1 1 -1 -1 1 2 2 1
F,8n) 1 0 0 0 0 1 1 1 1 -1 -1 1 2 2 2
Teorem 4.4.3.

k = 1,n = 0 tamsayilar1 olmak iizere,

i) F,(4k,4n) = F,(4k,4n + 1) = F,(4k, 4n + 2) = F,(4k, 4n + 3)
iy  F.(2k,2n) = F,(2k,2n + 1)

dir (Y1lmaz, Wtoch, Ozkan ve Strzatka, 2023).
Ispat ).

Ispat n iizerinden tiimevarim yoluyla yapilmaktadir. F,(k,n)-distance Fibonacci say1

dizisinin genel tanimindan,
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F,(4k,0) = F,(4k,1) = - = F,(4k,4k—1) =1
olur. Eger n = 4k ise, F,(k, n)-distance Fibonacci say1 dizisinin genel tanimindan,
F,(4k, 4k) = F,(4k, 4k + 1) = F,(4k, 4k + 2) = 2
n = 4k + 1 olsun. vt < n igin
F,(4k, 4t) = F,(4k, 4t + 1) = F,(4k, 4t + 2) = F,(4k, 4t + 3)
dogru oldugunu varsayalim. n + 1 i¢in
F,(4k,4(n+ 1)) = F,(4k,4(n + 1) + 1) = F,(4k,4(n + 1) + 2) = F,(4k, (n + 1) + 3)
dogru oldugunu gosterelim.
F,(4k,4(n+ 1)) = F,(4k, 4n + 4) = F,(4k, 4n) + F,(4k, 4n + 4 — 4k)
= F,(4k,4n) + F,(4k,4(n + 1 —k))
F,(4k,4(n+ 1) + 1) = F,(4k,4n + 5) = F,(4k,4n) + F,(4k,4n + 5 — 4k)
= F,(4k,4n) + F,(4k, 4(n+ 1 — k) + 2)
F,(4k,4(n+ 1) + 3) = F,(4k,4n + 7) = F,(4k,4n) + F,(4k,4n + 7 — 3k)
= F,(4k,4n) + F,(4k,4(n+1—k) + 3)
Yukaridaki varsayimdan
F,(4k,4n) = F,(4k,4n + 1) = F,(4k, 4n + 2) = F,(4k, 4n + 3)
ve
F,(4k,4(n+1—k)) = F,(4k,4(n+ 1 —k) + 1) = F,(4k, 4(n+1—k) + 2)
=F,(4k,4(n+1—-k) + 3)

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

50



Ispat ii).

Ispat n iizerinden tiimevarim yoluyla yapilmaktadir. F,(k,n)-distance Fibonacci sayi

dizisinin genel tanimindan,
F4_(2k, O) = F4_(2k, 1) = 1

olur. Eger k > 2 ve n =2k ise, F,(k,n)-distance Fibonacci say1 dizisinin genel

tanimindan,

F,(2k,2n) = F,(2k,2n + 1) = 2
n = 2k + 1 olsun. vt < n igin

F,(2k,2t) = F,(2k, 2t + 1)
dogru oldugunu varsayalim. n + 1 igin
Fu(2k,2(n+1)) = F,2k,2(n+ 1) + 1)
F,(2k,2(n+ 1)) = F,(2k, 2n + 2) = F,(2k, 2n) + F,(2k, 2n + 2 — 2k)
= F,(2k,2n) + F,(2k,2(n + 1 — k))
F,(2k,2(n+ 1) + 1) = F,(2k, 2n + 3) = F,(2k, 2n) + F,(2k, 2n + 3 — 2k)

= F,(2k,2n) + F,2k,2(n + 1 — k) + 1)
Yukaridaki varsayimdan

F,(2k,2n + 2) = F,(2k, 2n + 3)
ve

F(2k,2(n+1-k)) = F,(2k,2(n+1—-k) + 1)

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 4.4.4.

i) Zn:F4(1,i)=F4(l,n+4)—1

i=0

i) Y F(20)=F@n+4)+F,@2n+3)-2

i=0

iii) Zn:F4(3,i) =F,3n+4)+F,(3,n+3)+F,(3n+2)-3

V) YRk =R (0 +k)+F (o +k—D)+ F(n+k—2)+ Fy(kn+k-3) -4,k >4
i=0

v) ' F, (L 2i) =F, (1, 2n +1) + F, (1, 2n —1)
i=0

vi)  3F,(2,2i) =F,(2,2n+5)-1
i=0

vii) n F,(k,2i) =F,(k,2n+k +1) + F,(k,2n+ k -1) — 2, k > 4ve k ¢ift tamsay ise.
i=0

viii) F,(3,3i) =F,(3,3n+4) -1

n
i=0

iX) F,(3,3i+1) =F,(3,3n+5) -1
i=0

X) F,(k,4i) =F, (k,4n+k) -1, k > 4ise.
i=0

(Y1lmaz, Wtoch, Ozkan ve Strzatka, 2023).

Teorem 4.4.5.

k =1, n > 0 tamsayilar1 olmak tizere, F,(k, n)-distance Fibonacci say1 dizisinin iireteg

fonksiyonu asagidaki gibidir:

0,k=1
_ 1+t - x, k=2
g(x)_l—x4—xk' o x+x% k=3

x+x2+x3k>4

(Y1lmaz, Wtoch, Ozkan ve Strzatka, 2023).
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ispat.

(X)) Yoo = Fy (k,n)x™ . F,(k,n)-distance Fibonacci say1 dizisinin genel tanimindan,

0k=1
a4 ok _ _ x, k=2
g —xtg() - g =1+t, =4 LT

x+x*>+x3k>4

dir. Buradan hareketle, g(x) = 1_9164;;,{ bulunmaktadir.

4.5. F4(k,n)-Distance Fibonacci Say1 Dizisinin Matris Ureteci

m = max{4,k} ve Q, = [qij]mxm bir kare matris olsun. 1 < i < k olacak sekilde g,
F,(k, i)-distance Fibonacci say1 dizisinin genel tanima uygun bir sekilde agildiginda sag
taraftaki katsayisina esittir. 1 < j <mve 1 <i <migcin,eferj =i+ 1ise, q;; = 1 ve

diger durumlarda q;; = 0 olur. Buradan hareketle matrisler asagidaki gibidir;

1 1.0 0 010 0 01 0 0
o o 1 0 1 0 1 0 oo 1 0
Q1_0001’QZ_0001’Q3_1001’

10 0 0 10 0 0 10 0 0

0 1 0 0 0 O
1100 [8(1)288] 00100 0
Q:0010Q200010Q_000100
40001’510001’6100010’
1 0 0 0 1000 0 000 0 0 1
1 0 0 0 0 o
010 0 0
1 0 0 0 0
Qr =
0 00 0 1
1 0 0 0 0.

Baslangi¢ kosulu olarak, P, kare matrisi tanimlanmaktadir;
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F,(k,2k —2) F,(k,2k—3) . . . F(kk) F(kk—1)
F4(k, Zk - 3) F4(k, Zk - 4‘) . . . F4(k,k - 1) F4(k,k - 2)
Pk =
F,(k, k) F(kk—1) . . . Fu(k?2) F (k1)
L F4(k,k - 1) F4(k,k - 2) . . . F4(k, 1) F4(k, 0)

Laplace agilimini ve determinantin temel 6zelliklerini kullanarak, asagidaki sonuglar elde

edilmektedir.

Teorem 4.5.1.
k = 1,n > 0 tamsayilar olsun.

(D™ k € {1,2,3}
(-2)" k=4
(D™ k € {6,810, ...}
1,k €{57)9,..}

detQy =

dir (Y1ilmaz, Wtoch, Ozkan ve Strzatka, 2023).

Teorem 4.5.2.
k > 1 tamsayi olsun.

—1,k €{1,2,3,4}

d = k-1
etk {(—1)lTJ,k > 4

dir (Yilmaz, Wtoch, Ozkan ve Strzatka, 2023).
Teorem 4.5.3.

k > 1,n > 1 tamsayilar olsun. O halde,
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F,(k,n+2k—-2) . . . F,(k,n+ k) F,(k,n+k — 1)
F4(k,n+2k_4‘) . . . F4(k,n+k_1) F4(k,n+k_2)
Pinrcl =
F,(k,n+ k) Co F,(k,n+2) F,(k,n+1)
| F,(kbn+k—-1) . . . F,(k,n+1) F,(k,n)

dir (Yilmaz, Wtoch, Ozkan ve Strzatka, 2023).
ispat.

Eger n =1 ise, F,(k,n)-distance Fibonacci say1 dizisinin genel tanimindan ve basit

hesaplamalarla ifadenin dogru oldugu goriilmektedir.

Yukaridaki ifadenin ni¢in dogru oldugunu varsayalim. Bu ifadenin n+ 1 i¢in bu

ifadenin dogru oldugu gosterilmelidir.

POt = (P,OMQ, , varsayimdan ve genel tanimdan,
k k y g

F,(k,n+2k—2) . . . F,(k,n+k) F,(k,n+k — 1)
PinrclH =
F,(k,n+k) Co F,(k,n+2) F,(k,n+1)
_F4_(k,n+k_1) . . . F4(k,n+1) F4(k,n)
0 1 0 07
o o1 .. .0
1 0 0 .. . 0
0 0 O 1
L1 0 O 0
-F4(k,n+2k_1) . . . F4_(k,n+k+1) F4(k,n+k)
F4(k,n+2k_2) . . . F4_(k,n+k) F4_(k,‘l’l+k—1)
F,(kkn+k—-1) . . . F,(k,n+ 3) F,(k,n+2)
F,(k,n+ k) .o F,(k,n+2) F,(k,n+1)
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Sonug¢ 4.5.4.

k > 1,n > 0 tamsayilar olsun.

( (-D™* k € {1,2,3}
(—D)™12n k=4

(—1)"+l%J,k € {6,8,10, ...}

detQy; = {
\ ol kesr9,.3

dir (Y1lmaz, Wtoch, Ozkan ve Strzatka, 2023).

4.6. Fa(k,n)-Distance Fibonacci Say1 Dizisinin Pascal Uggeni ile Iliskisi

F,(k,n)-distance Fibonacci say1 dizisinin Pascal {iggeni ile iligkisini incelemek icin
F,(k,n) dizisi ile ayn1 rekiirans bagintisina sahip baslangi¢ kosullar1 farkli olan yeni bir

dizi ailesi tanimlanmustir.

Tamim 4.6.1.
k>1,n>0,k =i =1 tamsayilar olsun.

IL,n=k—i

Fi(k,n) = {0 nek—i' = 0,1,2, ..., max{3, k — 1} baslangi¢ kosullar1 olmak

uzere,
Fi(k,n) = Ff(k,n —4) + Ff(k,n — k)

rekiirans bagintisi ile verilen diziye F/}(k, n)-distance Fibonacci say1 dizisi denir (Y1lmaz,

Wioch, Ozkan ve Strzatka, 2023).

Baz1 6zel n degerleri ve k = 5 icin, bu F} (5, n)-distance Fibonacci dizisinin terimleri ile

F,(5,n) -distance Fibonacci say1 dizisi bazi terimleri Tablo 4.5’te gosterilmektedir.
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Tablo 4.5. F,(5,n) ve F}(5,n) -distance Fibonacci say1 dizileri.

n

10 11 12 13

14

15

Fi(5,n)
Fi(5,n)
F3(5,n)
F3(5,n)
F5(5,n)
F,(5,n)

= B, O O O OO
= O B O O Ok
R O O Bk O ON
R O O O +—»r Ol Ww
R O O O O K|+~
N P P O O O o
N O©O kB b O Ol o

o 1 2

N ©O O - kO O N
N ©O O O b |0

9
1 0
0 O 2
0 1 1
1 2 0
1 1 0
3 4 4

A O B N R
(3 T N S = B S

~N NN W O

0 B W W = O

Teorem 4.6.2.

k>4,n>0ve0 <i<k—1tamsayilar olsun. O halde

max{3,k—1}

F,(k,n) =

Z Fi (k,n)

i=0

olur (Yilmaz, Wtoch, Ozkan ve Strzatka, 2023).

Er, F}(k,n)-distance Fibonacci say1 dizilerine benzer dizi ailesi iizerinde ¢alismistir (Er,

1984). Dizi ailesinin tamamlayict matrisinin n'inci kuvvetinin 6zel bir siraya gore bu

dizilerin girdilerinden olustugunu gésterdi. Bunun sonucundan Q; matrisi, asagidaki

gibi F}(k,n)-distance Fibonacci say1 dizisinin terimlerinden olusmaktadur.

[ Fl(k,n+k—1)
F2k,n+k—1)

FfFlk,n+k—1)
| Ff(k,n+k—1)

Q, matrisi Sekil 4.5.°te goriilen 06zel

yorumlanmaktadir.

Fi(k,n—1) Fi(k,n) T
F2(k,n—1) F2(k,n)

FfFYk,n—1) FF1(k,n)

Ff(k,n—1)  FF(k,n) |

bir D grafinin bitisiklik matrisi olarak
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L N

Y% ¥ %=k

Sekil 4.5. D Grafi

Qp matrisinin, D grafindaki karsilik gelen koseler arasindaki n uzunlugundaki tiim farkli
yollarin sayisini igerdigi iyi bilinmektedir. Yani, q;; girisi, D digrafindaki v; kdsesinden
v; kosesine kadar n uzunlugundaki tiim yollarmn sayisina esittir. Q; matrisinin bdyle bir

graf yorumunu kullanarak, 4.3.3 Teoremindeki gibi benzer sekilde kanitlanabilmektedir.
Teorem 4.6.3.

k>4,n>0ve0<i<k—1tamsayilar olsun. O halde,

a, +a
Fen+k—1) = * "),
ay
a4!ak
4as,+kag=n
i a, +«a a, t+a
Fl(kn+k—1) = (7% + (7% =234
ay Ay
X4,0k ®4,qk
4ast+kapg=n—(4—j+1) 4as+kag=n—(k—j+1)
ve
. a, +a
Fl(kn+k—1) = (4 k),4<j£k.
22

a4—!ak
das+kag=n—(k—j+1)

(Y1lmaz, Wtoch, Ozkan ve Strzatka, 2023).

4.6.2 ve 4.6.3. teoremlerine dayanarak agagidaki teorem yazilmaktadir.

Teorem 4.6.4.

k >4,n>0 tamsayilar olsun. O halde,

58



3 k-1
; a,t+a a,+a
dence-n=) 0 ) (M) 2 (ML)
4 c 4

i=0 X4,q) i=0 [ 23%
4as+kap=n—i das+kag=n—i

olur (Yilmaz, Wtoch, Ozkan ve Strzatka, 2023).

Bu teoremden F,(k,n)-distance Fibonacci sayr dizilerine esit olan toplamlari elde
edilmektedir. Binomlar1 kullanarak F,(k,n)-distance Fibonacci say1 dizileri i¢in yeni

formiiller tiiretilmektedir. Kolaylik saglamak icin grafiksel bir sunum kullanilmaktadir.

Ormnegin, F,(5,30)-distance Fibonacci say1 dizisi,

()G ()G (0)-(6) ) () ) () ()

toplamidir. Bu binomlar Pascal liggeninin i¢inde geometrik desen olusturmaktadir, buna
merdiven denilmektedir ve asagidaki Sekil 4.6.’da gosterilmektedir. ilgili girisler mavi

renkle gosterilmektedir, alti ¢izili girigler iki kez sayilmaktadir.

56 28 8 1 0 0
36 84 126 126 84 36 9 1 0
45 120 210 252 210 120 45 10 1

1 0 0 0 0O O O 0 0 0 ©0
1 1 0 0 0 O 0O 0 0 0 ©0
1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 3 3 1 0 0 0 0 0 0 0
1 4 6 4 1 0 0 0 0 0 ©0
P=1|1 5 10 10 5 1 0 0 0 0 0
1 6 15 20 15 6 1 0 0 0 0
1 7 21 3 35 21 7 1 0 0 0
1 8 28 56 70 :
1
1

= ©
=
S

Sekil 4.6. F4(5, 30)-distance Fibonacci say1 dizisinin bir merdiven yorumu.

Yukarida sunulan merdiven her iki yonde sonsuza uzatilabilmektedir. Boylesine sonsuz
bir merdiveni bir siitun saga kaydirarak, bir sonraki F,(k,n)-distance Fibonacci say1
dizisini elde edilmektedir. Merdivenin her adiminda bitisik iki binom var. Binomun
asagidaki temel 6zelligini kullanarak asagidaki Sekil 4.7.’de yeni bir basit merdiven elde
edilmektedir.

(Z)+(k:1):<211>
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1 0 0 0 0O 0 0 0O 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0O 0 O
1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 3 3 1 0 0 0 0 0 0 0
i 4 6 4 1 0 0 0O 0 0 0
P= | 4 5) 10 10 5 1 0 0 0O 0 0
1 6 15 20 15 6 1 0 0 0 0
1 7 21 35 35 21 7 1 0 O 0
1 8 28 56 70 56 28 8 1 0 0
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 0
|1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 |

Sekil 4.7. F,(k, n)-distance Fibonacci say1 dizisinin bir merdiven yorumu.

Formiiliin bu tiir doniisiimleri 4.6.3. ve 4.6.4. teoremlerini kullanarak su sonuca yol

agmaktadir.

Sonug 4.6.5.

k =5, n = 0 tamsayilar olsun. O halde,

n+2
4 ln+3_iJ
i=0

olur.

Yukaridaki sonucun sadece 6zel k degerleri i¢in saglandigi unutulmamalidir.

4.7. Fi(k,n)- Distance Fibonacci Say1 Dizisi

Tanim 4.7.1.

n>0,1<t< kolsun.

F.(k,n) =1,n €{0,1,2, ...,k — 1} baslangi¢ kosulu olmak tizere,

Fi(k,n) =F.(k,n—t)+ F(k,n—k) , n>k
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rekiirans bagintisi ile tanimlanan diziye F; (k, n)-distance Fibonacci say1 dizisi denir. Bu
dizi, (t, n)-distance Fibonacci say1 dizisi olarak da ifade edilmektedir (Y1lmaz, Wtoch,
Ozkan, 2024).

Bu say1 dizisinin, her bir eleman1 kendinden onceki t. elemani ile kendinden 6nceki k.

elemanin toplanmasi ile elde edilmektedir.

ke{1,23},t€{1,2,34,5,6}ve 0 <n <20 i¢in, F;(k,n)-distance Fibonacci dizisinin
aldig1 degerler asagidaki gibidir:

F,(1,n) = {1,2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024,2048,4096,8192, ..., 22°}
F(2,n) ={1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597,2584,4181}
F,(3,n) ={1,1,1,2,2,3,5,7,10,15,22,32,47,69,101,148,217,318,466,683,1001}
F,(1,n) ={1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597,2584,4181}
F,(2,n) ={1,1,2,2,4,4,8,8,16,16,32,32,64,64,128,128,256,256,512,512,1024}
F,(3,n) ={1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16,21,28,37,49,65,86,114,151,200}

F;(1,n) ={1,1,1,2,3,4,6,9,13,19,28,41,60,88,129,189,277,406,595,872,1278}
F;(2,n) ={1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16,21,28,37,49,65,86,114,151,200}

F;(3,n) ={1,1,1,2,2,2,4,4,4,8,8,8,16,16,16,32,32,32,64,64,64}

F(1,n) ={1,1,1,1,2,3,4,5,7,10,14,19,26,36,50,69,95,131,181,250,345}
F,(2,n) ={1,1,1,1,2,2,3,3,5,5,8,8,13,13,21,21,34,34,55,55,89}

F,(3,n) ={1,1,1,1,2,2,2,3,4,4,5,7,8,9,12,15,17,21,27,32,38}

F;(1,n) ={1,1,1,1,1,2,3,4,5,6,8,11,15,20,26,34,45,60,80,106,140}

F;(2,n) ={1,1,1,1,1,2,2,3,3,4,5,6,8,9,12,14,18,22,27,34,41}

F:(3,n) ={1,1,1,1,1,2,2,2,3,3,4,5,5,7,8,9,12,13,16,20,22}
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Fs(1,n) ={1,1,1,1,1,1,2,3,4,5,6,7,9,12,16,21,27,34,43,55,71}
Fs(2,n) ={1,1,1,1,1,1,2,2,3,3,4,4,6,6,9,9,13,13,19,19,28}
F¢(3,n) ={1,1,1,1,1,1,2,2,2,3,3,3,5,5,5,8,8,8,13,13}

Sonuc 4.7.2.

F;(2t,n)- distance Fibonacci say1 dizisi, t defa tekrar eden bilinen Fibonacci sayi

dizisinin terimlerinden olusup, bu terimler bir diizlemi kaplamaktadir.

Sekil 4.1. ve Sekil 4.4., F;(6,n) ve F,(8,n)-distance Fibonacci say1 dizisinin terimleri
ile bir diizlemin kaplanmasini gostermektedir. Asagidaki Sekil 4.8.’de F5(10, n)-distance

Fibonacci say1 dizisinin terimlerinin diizlemi nasil kapladigi gosterilmektedir.

13

Sekil 4.8. F5(10, n)-distance Fibonacci sayi dizisinin bir yorumu.

Tanim 4.7.3.

k>1k=+tven=>=1olsun.

F.(k,n) =1,n €{0,1,2, ...,k — 1} baslangi¢ kosulu olmak tizere,
Fi(k,—m) =F,(k,k —n) — Fi(k,k—t—n) ,n=>t

rekiirans bagntisi ile verilen diziye negatif tamsayilar igin tanimlanmis F; (k, n)-distance

Fibonacci say1 dizisi denir (Y1lmaz, Wioch, Ozkan, 2024).
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Teorem 4.7.4.
t>2,m=>1ven = 0 tamsayilar olsun.
F,(mt,nt) = F,(mt,nt + 1) = - = Fy(mt,nt + (t — 1))
dir (Yilmaz, Wtoch, Ozkan, 2024).
Ispat.
n tizerinden tiimevarim yolu ile ispat yapilmaktadir. m ve t sabit tamsayilar olsun.
F;(mt, nt) dizisinin biitiin baslangi¢ degerleri 1°dir. Yani n = 0 igin
F,(mt,0) = F,(mt,1) = --- = F,(mt,t —1) =1
dir.
Vi < nigin
F.(mt,it) = Fy(mt, it + 1) = - = F,(m¢, it + (¢ — 1))
ifadesinin dogru oldugunu varsayalim. n + 1 i¢in ifadenin dogru oldugunu gosterelim.
F.(mt,(n+ Dt) = Fy(mt,(n+ 1)t + 1) = - = Fy(mt,(n + Dt + (t — 1))
Buradan,
F.(mt,(n + 1)t) = F,(mt,nt) + F,(mt,(n + 1 — m)t)

Fiimt,(n+ Dt+ 1) =F(mt,nt+ 1)+ F(mt,(n+1-m)t+1)

F(mt,(n+ Dt + (t — 1)) = F,(mt,nt + (t — 1)) + F(mt, (n+ 1 —m)t + (t — 1))

Varsayimimizdan bu esitliklerin birinci terimlerinin ve ikinci terimlerinin kendi
aralarinda esit oldugu goriiliir. Buradan n+1 igin ifadenin dogru oldugu goriiliir ve ispat

tamamlanmis olur.

63



Teorem 4.7.5.

n > 0vel <t <k tamsayilar olsun.

n t—1
ZFt(k,n) - ZFt Gon+k—j)—t
i=0 =0

olur (Yilmaz, Wtoch, Ozkan, 2024).
Ispat.

n iizerinden tiimevarim yolu ile ispat yapilmaktadir. Eger n = 0 ise,

z F.(k,n) = Fy(k, 0) = 1
i=0

Diger bir deyisle,

~
|
Juy

F, (k,k—j)—t=F(kk) +F(k,k—1 + -+ F(kk—(t—1)) -t
0

J
=24+ (t-D1-t=1

dir. Varsayalim ki n > Oigin

n t—-1
ZFt(k,n) =ZF1(k,n+k—j) ¢
i=0 =0

ifadesi dogru olsun. n + 1 i¢in ifadenin dogru oldugunu gostermeliyiz.
Fi(lkkn+k+1)=F(kn+1)+Fkn+k+1-1t)
esitliginden
Filk,n+ 1) =F((k,n+k+1)—F(kn+k+1-1t)

elde edilir. Buradan
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n+1 n

Z F,(k,i) = ZFt(k, D)+ F(kn+ 1)

t—1
= ZFt(k’n+ k—j)—t+F(k,n+1)
j=0

=F(kn+k)+F(k,n+k—1)+ -

+Ft(k,n+k—(t—2)+Ft(k,n+k—(t—1)))

+F, (k,n+k+ 1) —F(kn+k—(t— 1)))-t

=F(kn+k+1)+Fkn+k)+- -
+F,(kn+k— (t—2))
=Fknm+D+k)+F(k 0+ +k—-1)+-
+F(k,(n+ D +k—(t—-1))—t

Boylece
1

t_
j=o

olur. Buradan ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.7.6.

1<t<k,n>=0 tamsayilar olmak tizere, F;(k, n)-distance Fibonacci say1 dizisinin

urete¢ fonksiyonu asagidaki gibidir:

g(x) — 1+z 7 = x,k.=2

1-xt-xk’

x+x2+x3++xtLk>t

(Y1lmaz, Wtoch, Ozkan, 2024).
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ispat.
g(x) = Yoo Fr(k,n)x™. F,(k,n)-distance Fibonacci sayi1 dizisinin genel tanimindan,

gx) =¥ o F(k,n)x™ =F.(k,0) + F.(k, 1)x+F,(k,2)x* + -

gx) = F(k,0) + Fe(k, Dx+X 0o Fe(k,n — Dx™ + Y0, Fr(k,n — 2)x™+...
g(x) = F,(k,0) + Fo(k, Dx+xt Y2, Fr(k,n)x™ + - + x* ¥ F, (k, n)x™
g(x) = F(k, 0) + Fy(k, Dx+x*(g(x) — F,(k, 0)) + x*g(x)

,g(X) - xtg(x) - xkg(x) = Ft(k’ 0) + (Ft(kl 1) - Ft(k' 0))x + -

Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa,

0,k=1
ot ok _ _ x, k=2
900 —xlg() —xgC) = 14z =1 00

x+x2+x3k>4

1+2z

90 =T

olur.

4.8. Fi(k,n)-Distance Fibonacci Say1 Dizisinin Matris Ureteci

1 <t < k tamsayilar olsun ve Q; = [ql-j] bir kare matris olsun. q;; elemani, F;(k, i)

kxk

-distance Fibonacci say1 dizisinin genel tanima uygun bir sekilde acildiginda sag taraftaki
katsayisina esittir. 1 <i < kveegeri =k ise, qq =1ve egeri=t ==k ise, q;; =2
ve diger durumlarda q;; = 0°dir. Ayrical <j < kvel <i < kigin,egerj =i+ 1ise,

q;j = 1 ve diger durumlarda q;; = 0 olur. Buradan hareketle matrisler asagidaki gibidir;

Q11 =1[2],Q12 = [1 é]'sz = [g (1) )

1 1 0 1 0 0 0 1 0
Qiz=1[0 0 1|,Q,3=10 0 1|,033=|0 0 1
1 0 O 1 0 0 2 0 0
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k > ticin

0 1 0 O 0

0 0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 O 0

Qw =

. 0

0O 0 0 O 1

1 0 0 O 0

olur.

Baslangi¢ kosulu olarak, P kare matrisi tanimlanmaktadir;

F,(k,2k—2) F.(k2k—3) . . . F(kk) F(kk—1)
F,(k,2k=3) F(k2k—4) . . . F(kk—1) F,(kk—2)
Py, =
F.(kk)  F(kk—1) . . . Fu(k?2) F.(k,1)
| F,(kk—1) F(ok—=2) . . . F(k1) F,(k,0)

Laplace agilimini ve determinantin temel 6zelliklerini kullanarak, asagidaki sonuglar elde

edilmektedir.

Teorem 4.8.1.

1 <t < kven = 1 tamsayilar olsun. O halde,

Fe(kbn+2k—-2) . . . Fi(k,n+k) Fi(k,n+k — 1)
Fe(kyn+2k-3) . . . F(kn+k—-1) F/(kn+k-2)
Py Qfy =
Fe(k,n+ k) Co Fi(k,n+2) Fi(k,n+1)
| F;(kn+k—-1) . . . Fi(k,n+1) Fi(k,n)

dir (Yilmaz, Witoch, Ozkan, 2024).
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ispat.

Eger n =1 ise, F,(k,n)-distance Fibonacci say1 dizisinin genel tanimindan ve basit

hesaplamalarla ifadenin dogru oldugu goriilmektedir.

Yukaridaki ifadenin n i¢in dogru oldugunu varsayalim. Bu ifadenin n + 1 i¢in bu ifadenin

dogru oldugu gosterilmelidir.

P QR = (P QR) Qi , varsayimdan ve genel tanimdan,

Fe(kbn+2k—=2) . . . Fe(k,n+ k) Fe(k,n+k — 1)
Fi(k,n+2k-3) . . . F(kn+k—-1) F/(kn+k-2)
Pu Q' =
Fe(k,n+k) . Fi(k,n+2) Fi(k,n+1)
| Fp(kn+k—-1) . . . Fi(k,n+1) Fi(k,n)
0 1 0 07
0 0 1 0
1 0 O 0
0 0 O 0
0 0 O 1
1 0 O 0-
Fe(kbn+2k—-1) . . . F(kkn+k+1) Fi(k,n+ k)
Fe(kyn+2k-2) . . . Fi(k,n+ k) F(lk,n+k—1)
Fi(k,n+k—-1) . . . F,(k,n+3) Fi(k,n+2)
Fi(k,n+ k) S Fy(k,n+2) Fi(k,n+1)
Sonug¢ 4.8.2.

1 <t < kven > 0 tamsayilar olsun.

(=2)*"Lt=k

det Q¢ = {(—1)k+1,t K
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ve

et
det Py, = (-2

dir.

4.9. F(k,n)-Distance Fibonacci Say1 Dizisinin Pascal Ucgeni ile iliskisi

F;(k,n)-distance Fibonacci say1 dizileri ile Pascal liggeni arasindaki baglantiy1 kesfetmek
icin, F;(k,n) dizisi ile ayn1 rekiirans bagintisina sahip baslangi¢ kosullari farkli olan yeni

bir dizi ailesi tanimlanmustir.

Tanim 4.9.1.

k>1,n=>0,1<t <k tamsayilar olsun.

Fi(k,n) =1, n=k—iveFi(k,n) =0,n € {0,1,...,k — 1} baslangic kosullart

olmak iizere,
Ff(k,n) = Ff(e,n—t) + Fi(k,n—k) ,n >k

rekiirans bagimtis1 ile verilen diziye F{(k,n)-distance Fibonacci say: dizisi denir (Y1lmaz,
Witoch, Ozkan, 2024).

Biitiin F/(k,n)-distance Fibonacci say dizileri aym matris iireteci olan Q, matrisini

paylagmaktadir.

Teorem 4.9.2.

1<t<k,n=>0ve0<i<k—1tamsayilar olsun. O halde,

k—1
FoGem) = ) Ff (km)
i=0

olur (Yilmaz, Wtoch, Ozkan, 2024).
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[ Fl(e,n+k—-1) . . . Fllkn—-1)  Fi(k,n) ]
Ffkn+k-1) . . . F2kn—-1) Fi(kn)
Qk =
FFlen+k—-1) . . . FFYken—-1) FFY(kn)
| Fr(k,n+k—-1) . . . FFkn-1)  FFk,n) |

Qp matrisi, Sekil 4.9.°da gosterildigi gibi bir D grafinin bitisiklik matrisi olarak

olusturulmaktadir.

Sekil 4.9. D Grafi

Q¢ matrisinin D grafindaki karsilik gelen koseler arasindaki n uzunlugundaki tiim farkli
yollarin sayismi igerdigi iyi bilinmektedir. Yani, g;; girisi, D grafindaki v; kosesinden V;

kosesine kadar n uzunlugundaki tiim yollarin sayisina esittir. Q;} matrisinin boyle bir graf
yorumunu Kkullanarak 4.3.3. teoreminin ispatina benzer sekilde kanitlanabilmektedir.
Ayrica, F}(k,n)-distance Fibonacci sayi dizilerinin ailesi benzer metotlar kullanilarak

olusturulmaktadir.

Teorem 4.9.3.

1<t <k,n >0 tamsayilar olsun. O halde,

+
Fllkn+k—-1) = z (at a")
at, ) at

tar+kag=n

j =23, .., tigin
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F/(kn+k—1) = z (“t*“k)+ 2 (at+ak>

a; e
ag, Ak ag,dk
tag+kag=n—(t—j+1) tagtkap=n—(k—j+1)
ve
t<j<kicn
. a +«a
Hlnei=v= > (.7
t

a, Ak
tar+kap=n—(k—j+1)

olur (Yilmaz, Wtoch, Ozkan, 2024).

Teorem 4.9.4.

1<t<k, n>0 tamsayilar olsun. O halde,

t—-1 n k-1 n
A T Ay Ay T g
a ag
i=1 A, Ak i=1 A, A
tag+kag=n—i tag+kagp=n—i

olur (Yilmaz, Wtoch, Ozkan, 2024).

Asagida F;(k,n)-distance Fibonacci dizisi ile iligkili Pascal benzeri bir tiggen

tanimlanmistir. Bu dogrultuda bazi teoremler verilip bu teoremler ispatlanmaistir.

Tanim 4.9.5.

t ve k sabit tamsayilar olsun. F,(k, n) dizisi, graf B,’nin {P;, P, } kaplamalarinin toplam

sayisina esittir. Kaplama kiimesi dahil edilen P, yollarinin sayisina gore alt kiimelerine

ayrilabilir. n > 1 i¢in, [n/m] graf B,’nin {P,, P,} kaplamalarmin sayisi olup, her

kaplamada tam olarak m tane P, yolu bulunur. Ayrica [0/0] = 1 kabul ediyoruz. Yani

bu demektir ki, baslangicta herhangi bir kaplama olmadiginda (bos grafik) bir tane

kaplama oldugunu varsayiyoruz (Y1lmaz, Wtoch, Ozkan, 2024).
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Teorem4.9.6.t > 1, k = t ve n > t tamsayilar1 olsun. O halde,

n
Fe(k,n) = Xoo ||
olur (Yilmaz, Wtoch, Ozkan, 2024).

Ispat: ny, yalnizca Py yollarin1 kullanarak P,’yi kaplayan tiim {P,, P} kaplamalarinin
say1st olarak tanimlanir. Kaplamalarin sayisini belirlemek i¢in P, nin geri kalaninin nasil
kaplanabilecegine bakalim. Geri kalan kaplamalar belirli bir desen izler: baz1 durumlarda
higbir kaplama olmayabilir. Bazen tek bir diiglim bazen de belirli bir diigiim dizisi

olabilir.

Yani geri kalan kaplamalar, R, = @,R, = v,,...Ve R; = vy, ...Un_t_1. Dolayisiyla,
n=itk+r ve r=0,1,..,t — 1 i¢in tam olarak boyle bir kaplama vardir ve r =

t, ...,k — 1 i¢in kaplama yoktur.

Bu teorem, Pascal’a benzer bir tiggenin ilk siitununu hesaplamaya yarar ve bu teoremden
Pascal’a benzeyen {liggenin ilk siitunun t tane 1 ve k — 1 tane 0’dan olusan ve tekrar eden

bir dizi oldugu ortaya ¢ikar.

Teorem 4.9.7. t > 1, k > t ve n > t tamsayilar1 olsun. O halde,

ol =[5 =5

olur (Yilmaz, Wtoch, Ozkan, 2024).

Ispat: Tanim geregi, n, yalnizca P, yollarim kullanarak B, grafinin tim {P,, P,}
kaplamalarinin sayisidir. Geri kalan kaplamalar su sekilde olabilir; , R, = @, R, = vy, ...,

Rt = vn, vn_t_l.
Sonu¢ 4.9.8. t > 1, k > t ve n > t tamsayilar1 olsun. O halde,

ol = (o = o =

olur.
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Teorem 4.9.7. ve sonu¢ 4.9.8., Pascal benzeri liggenlerin ilk siitunundaki sayilarin

diizenini ve bu diizenin ne sekilde tekrarlandiginin anlagilmasini saglar.
Teorem 4.9.9.t > 1, k > t ve n > t tamsayilari olsun. O halde,
ny_m-k n—t
ol = 1" 1+ [ ]
olur (Yilmaz, Wtoch, Ozkan, 2024).

Ispat: [77:1] tanimindan, B,  yolunun {P;, P;} kaplamalarinin sayisi oldugunu

bilinmektedir. Buradan, P, grafinin geri kalan kismimi1 m adet P, yolu kullanarak
kaplamak i¢in, n — km yol vardir. Eger B, nin ilk t diigiimiinii P, yolu ile kaplarsak, B,

nin kalan kismmmi n —tm —1 sekilde kaplayabiliriz. Temel sayma kuralindan,
ny_m-—k n—t
= [* 221+ [

bulunur.

Ornegin, t = 2,k = 5 alinirsa, F,(5,n) dizisine karsilik gelen [143] sayisini diigtinelim.

Bu her kaplamanin P, yollarindan dort tanesinin P, ;3 yolunun sekiz diigiimiinii kaplayacak
oldugu {P,, Ps} kaplamalarinin sayisina esittir. Geri kalan diigiimler Ps yolu tarafindan

kaplanir. Ciinkii bu bes sekilde elde edilebilir.
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Pascal’a benzer iiggenin birkag satir1 asagida verilmistir;

EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE R
COO0O00O000O000O00O—HHOO
CoococoocoCcOoOCcCOoOH—HOo OO
COO0O00O0CO0O0O0OH—HOOO WV
COoO0000O0OHHOOOININD OO
coocococo-Hooosxvooo g g
COO0O0OHHOOOMMOOO VYOO
COHOOONNOOOMNMMO OO
HHO OO A HOOO A —HO OO H—HO

Il

n

al

0

1

1 0 10 10 0 6
15
20 15

0 5 10

0

1

7

0

0

5
1 0 15 20

L0 6 15

21 7 0 1

0
35 21 0 8 1

0

P, 5, F,(5,n) dizisine karsilik gelirken, P, 3, F,(3,n) dizisine karsilik gelir.
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P, 1, F1(1,n) dizisine karsilik gelir ve bunun klasik Pascal tiggenini verdigi asagida

gosterilmistir.

1 0 0 O 0 0 0 0 0 O

11 0 O 0 0 0 0 0 O

12 1 0 0 0 0 0 0 O

1 3 3 1 0 0 0 0 0 O

P, = 1 4 6 4 1 0 0 0 0 O
’ 1 5 10 10 5 1 0 0 0 O

1 6 15 20 15 6 1 0 0 O

17 21 35 35 21 7 1 0 O

1 8 28 56 70 56 28 8 1 0

L1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Teorem 4.9.9., belirli bir yol kombinasyonunun belirli bir sayida diigiimii kapsayarak
nasil farkli kaplama yollar1 olusturuldugunu gosterir ve bu sayilar1 Pascal benzeri bir
ticgen seklinde de diizenler. Bu da karmasik problemlerde yol sayisini hesaplamay1

kolaylagtirir.
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5. SONUC

Bu tezde, hakkinda literatiirde ¢ok az arastirma yapildigi fark edilen distance Fibonacci
say1 dizileri ele alinmistir. Bu say1 dizileri incelenerek yeni dizi aileleri ve bu ailelerin

genellestirilmis hali tanimlanmustir.

Bu baglamda ilk olarak, F5(k, n)-distance Fibonacci say1 dizisi tanimlanmustir. Bu dizinin
ozellikleri incelenerek, bu dizinin Padovan ve Narayana sayi dizileri ile iliskileri ortaya
konmustur. Pascal iiggeni kullanarak bu dizilerin terimlerinin nasil olusturuldugu
gosterilmistir. Bu dizilerin tanimlar1 negatif tamsayilar i¢in genisletilmistir. Bu dizilerin
matris Uretecleri, iirete¢ fonksiyonlari bulunmus ve ¢esitli 6zellikleri gosterilmistir.
Akabinde, F, (k, n)-distance Fibonacci sayi dizisi tanimlanmis olup bu dizinin 6zellikleri
incelenmistir. Bu dizinin Padovan ve Narayana sayi dizileri ile iliskileri ortaya konmus
olup bu dizinin tanim1 negatif tamsayilar igin genisletilmistir. Pascal liggeni kullanarak
bu dizilerin terimlerinin nasil olusturuldugu gosterilmistir. Bu dizilerin matris tiretecleri,

iirete¢ fonksiyonlar1 bulunmus ve cesitli 6zellikleri gosterilmistir.

Son olarak, bu dizi ailelerinden yola ¢ikarak genellestirilmis F; (k, n)-distance Fibonacci
sayt dizisi tanmimlanmistir. Ayni adimlar bu dizi ailesi i¢in de tekrarlanmis olup
genellestirilmis dizi ailesinin 6zellikleri incelenmis, Padovan ve Narayana sayi dizileri ile
iligkisi ortaya konmustur. Bu dizi ailesinin tanimi negatif tamsayilar i¢in genellestirilmis,
Pascal iicgeni ile iliskisi ortaya konmus, matris iretegleri ile iirete¢ fonksiyonu

bulunmustur.

Ayrica bu tezde yapilan galismalar ile distance Fibonacci sayilarina yonelik genel bir
bakis acis1 kazandirilmistir. Distance Fibonacci sayilarina yonelik ele alian ve dnceki
kisimlarda belirtilen galismalar, arastirmanin kuramsal gergevesinin olusturulmasi adina
onemli kaynaklar olarak degerlendirilmektedir. Bu baglamda aragtirmanin igerikleri,
metodolojisi, bulgular1 ve beklenen c¢iktilari, belirtilen g¢alismalardan hareketle ve

bilimsel aragtirma yontemleri kullanilarak ortaya ¢ikarilmistir.
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6. ONERILER

Bu tezde yapilan c¢alismalar sonucu tanimlanan distance Fibonacci sayr dizileri,
Jacobsthal ve Pell gibi farkli say1 dizilerine de uygulanabilir. Bulunan yeni aile dizileri
bu alanda yapilan calismalari c¢ogaltabilir. Ayrica bulunan yeni dizi ailelerinin

polinomlar1 da ¢alisilarak literatiire ¢esitli alanlarda katki saglanabilir.
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