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Bu tezde, oncelikle esitsizlik teorisiyle yakindan iliskili konveks fonksiyon kavrami
ve konvekslik tiirleri tanitilmigtir. Konveks fonksiyon tanimi ile ortalamalar
arasindaki iligkiden yola ¢ikilarak bazi 6zelliklere yer verilmistir. Daha sonra zaman
skalas1 ve integrallerden bahsedilmis olup ardindan zaman skalasinda
diferansiyellenebilme ve integrallenebilme tanimlari verilmistir. Zaman skalasinda
yer alan integraller i¢in temel kavramlar yeniden hatirlatilmigtir. Skalada integraller
yardimiyla ispat edilmis ve literatiirde mevcut olan bazi esitsizlikler sunulmustur.
Aragtirma bulgularinda ise zaman skalasinda quasi-konvekslik tanimi yapilmistir.
Daha sonra zaman skalasinda Simpson tipi integral esitsizligine konvekslik, quasi -
konvekslik tanimlari, Ostrowski tipi integral esitsizlige ise m-konvekslik ve quasi-
konvekslik tanimlar1 uygulanarak bazi 6zel durumlari ihtiva eden yeni integral
esitsizlikleri elde edilmistir. Ayrica elde edilen esitsizliklerin  dogrulugunu
destekleyen oOrneklere yer verilmis ve bu esitsizlikler igin 6zel sonuglar elde

edilmistir.
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In this thesis, firstly convective function concept and types of convexity closely
related to the theory of inequality are introduced. Convex function definition and
averages have some features by way of relation. Then the time scale and the integrals
are mentioned and then the definitions of differentiation and integration in the time
scale are given. The basic concepts for the integrals in the time scale are reminded
again. Some inequalities are presented in the literature, proved with the help of scalar
integrals. In the research findings, m-convexity, convexity and quasi convexity are
defined in time scale. New integral inequalities are obtained by applying m-
convexity, convexity and quasi convexity definitions to Simpson-type integral
inequality and m-convexity and quasi convexity definitions to Ostrowski-type
integral inequality in time scales according to these definitions. In addition, results
were obtained that included some special cases for the inequalities obtained and

examples supporting these results were included.
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1. GIRIS

Konveksligin tanimi esitsizlikle ifade edildiginden ve geometrik olarak bir
karsilagtirma igerdiginden, konveks Fonksiyonlar Teorisinde esitsizliklerin dnemli
bir yeri vardir. Hardy, Littlewood, Podlya, Beckenbach, Bellman, Mitrinovic,
Pachpatte, Pecari¢ ve Fink gibi matematik¢iler Konveks Fonksiyonlar ile Esitsizlik
Teorisi’ni  bir arada inceleyerek c¢esitli kitaplar ve c¢ok sayida makaleler
yaymlamiglardir. Bu tiir esitsizlikleri konu alan ilk temel ¢aligma 1934’te Hardy,
Littlewood ve Pdlya tarafindan yazilan “Inequalities” adli kitaptir. (Hardy et al.
1952). Ikinci ¢alisma ise E.F. Beckenbach ve R. Bellman tarafindan 1961°de yazilan
1934-1960 yillar1 arasinda elde edilen yeni esitsizliklerin sonuglarini igeren ve yine
“Inequalities” adi verilen kitaptir. (Beckenbach and Bellman 1961). Daha sonra
Mitrinovi¢’in 1970 yilinda yayinladigi ve farkli konulara da degindigi “Analytic
Inequalities” adli kitabr ikinci kitap olarak yerini almistir. (Mitrinovi¢ 1970).

Esitsizligin konveks fonksiyonlar merkezli ¢alisilmas1 C.F. Gauss, A.L. Cauchy ve
P.L. Cebysev ile gelismeye baslamistir. 19.-20. yy’da bulunan esitsizliklerin bir
kism1 konveks fonksiyonlarla iliskilendirilerek temel esitsizlikler haline gelmistir.
Bunlarin en Onemlileri 1881 yilinda Hermite tarafindan elde edilen Hermite-
Hadamard esitsizligi ve 1938 yilinda Ostrowski tarafindan elde edilen Ostrowski
esitsizligidir. Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili ¢aligmalarin biiyiik bir kismi
S.S. Dragomir ve C.E.M. Pearce tarafindan 2000 yilinda yazilmis olan “Selected
Topics on Hermite-Hadamard Inequalitiesand Applications” isimli kaynakta bir
araya getirilmistir (Dragomir and Pearce 2000). Esitsizlik ve konveks fonksiyonlari
iliskilendirip bu alanda yogun c¢alismalar yapan bir¢ok matematik¢i vardir. Bu
isimler su sekildedir: J. Pecaric, P. Cerone, G. Anastassiou, G.V. Milovanovic, A.M,
Fink, A\W. Roberts, D.E. Varberg, R. Agarwal, N.S. Barnett, N. Ujevi¢, S.
Varo$anec, P.S. Bullen, G. Toader, M. Alomari, F. Qi, C.E.M. Pearce, M. Darus,
M.K. Bakula, M.E. Ozdemir, A.O. Akdemir, E. Set, U.S. Kirmaci, A. Ekinci, H.
Yildirim, M. Aver Ardig, M.Z. Sarikaya, H. Kavurmaci Onalan, M. Giirbiiz, C.
Yildiz.



“Several Inequalities of Hermite-Hadamard, Ostrowski and Simpson Type for s-
Convex, quasi — Convex and r — Convex Mappings and Applications” isimli
doktora tezinde s- konveks, quasi-konveks ve r —konveks fonksiyonun o6zellikleri
kullanilarak Ostrowski, Simpson, Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri elde

edilmistir ve bu esitsizlikler i¢in uygulamalar verilmistir. (Alomari 2011).

Alper Ekinci’nin ‘Klasik Esitsizlikler Yoluyla Konveks Fonksiyonlar i¢in Integral
Esitsizlikler’ isimli doktora tezinde konveks fonksiyonlar sinifinin daha genel bir hali
olan yeni bir smif tanimi yapilmis, bu smifin temel Ozellikleri ve bazi
fonksiyonellerle olan iliskisi agiklanmistir. Ayrica quasi-konveks fonksiyonlarla

ilgili esitsizliklere de yer verilmistir. (Ekinci 2014).

Merve Aver Ardig’in ‘Konveks Fonksiyonlarin Cesitli Smiflar1 igin Integral
Esitsizlikler’ isimli doktora tezinde yeni konveks fonksiyon tiirii elde edilmis, bu
fonksiyon tiirii i¢in yeni esitsizlikler yazilmigtir. Farkli konveks fonksiyonlar i¢in
Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipli integral esitsizlikleri elde edilmistir.
(Avci Ardig 2013).

Son zamanlarin en 6nemli ¢alismalarindan biri de zaman skalasi teorisidir. Zaman
skalasi, 1988 yilinda Stefan Hilger tarafindan ortaya atildi. Stefan Hilger diskret
analiz ile siirekli analizi birlestirmek amaciyla bu teoriyi ifade etti. Bunun i¢in diskret
analiz ile stirekli analizi kapsayan bir kiime ald1 ve bu kiimeye zaman skalas1 ismini
verdi. Sonra ki 6rneklerde de gbérecegimiz ilizere zaman skalasini reel sayilar olarak
aldigimizda siirekli analiz ile tam sayilar olarak aldigimizda da diskret analiz ile
kesisecektir.. Reel sayilarin bostan farkli kapali ve keyfi alt kiimelerine zaman
skalas1 denir ve T ile gosterilir. R, Z, N, Nj, Cantor kiimesi gibi R nin kapal alt
kiimeleri birer zaman skalasidir. Fakat Q , R/ Q ,C, (0,1) alt kiimeleri birer zaman
skalas1 degildir. Akillara neden “kapal1 alt kiimeler *” diye bir soru gelebilir. Bunun
sebebi reel sayilarin acik alt kiimelerinin yigilma noktalarinin hepsini ihtiva
etmemesidir. Siirekli analizdeki ve diskret analizdeki hemen hemen her sey

(stireklilik, tiirev, integral, sinir deger problemi) gibi kavramlar zaman skalasinda



yeniden tanimlanmigtir. Buradan da anlasilacagi gibi zaman skalasi bildiklerimizi

daha genele tasir. Yani zaman skalasinda T = 7Z ve T = R birer 6zel haldir.

Zaman skalas1 ayni zamanda diferansiyel ve fark denklemlerini birlikte ifade
etmemizi saglar. Zde tanimli fark denklemleri veya R de tanimli diferensiyel
denklemler icin bir sonu¢ vermek yerine, reel sayilar kiimesinin kapali bir alt kiimesi
olan T zaman skalasinda tanimlanan genel bir dinamik denklem ele alinabilir.
Bundan dolay1 zaman skalas1 sadece Z ve R icin degil ayn1 zamanda gNo gibi farkl

tanim kiimeleri i¢in de sonu¢ bulmamizi saglar.

Giiniimiizde zaman skalasi literatiiriiniin gelisimine katkida bulunan; M. Bohner, A.
Peterson, G. Anastassiou, B. Karpuz, R. Agarwal vb. bircok arastirmaci
bulunmaktadir. Bu tez ¢alismasinda zaman skalasi i¢in temel olarak; Advances in
Dynamic Equations on Time Scales (Bohner and Peterson 2003), Dynamic
Equations on Time Scales (Bohner and Peterson 2001) adli kaynaklar kullanilmustir.
Ayrica Zaman skalasindaki bazi esitsizlikler i¢in “Frontiers In Time Scales and

Inequalities” (Anastassiou 2015) adli kaynaktan yararlanilmustir.

Umut Mutlu Ozkan da zaman skalasinda integral esitsizlikleri alaninda calisma
yapmis isimlerdendir. (Ozkan 2007). Giiniimiizde zaman skalasinda daha g¢ok
dinamik denklemler konusu calisilmakla birlikte bu tezde sadece esitsizlikler ve

konvekslikle baglantil1 bir yontem izlenmistir.

Bu ¢alismada once zaman skalasi ile ilgili bilinmesi gereken en temel kavramlar
hatirlatilmistir. Daha sonra ispatlayacagimiz esitsizliklere temel olusturan teorem ve
lemmalar verilmistir. Sonrasinda ise konvekslik kavrami verilmis ve bu konu ile
ilgili temel tanim ve teoremler anlatilmistir. Son olarak buldugumuz Ostrowski ve

Simpson tipi esitsizlikler ispatlari ile verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Zaman Skalas1 ve Ozellikleri

Zaman skalas1 (Time scale) reel sayilarin bos olmayan kapali keyfi bir alt kiimesidir.
RI ZI N) I\IO = N U {0}’

Kiimeleri sirasiyla, reel sayilar, tam sayilar, dogal sayilar ve negatif olmayan
tam sayilar olarak adlandirilir. Zaman skalasina 6rnek olarak,

[0,1]U[2,3], [0,1] UN ve Cantor kiimesi gibi kapali alt kiimeler verilebilir.
Q,R\ Q,C, (0,1) kiimeleri zaman skalas1 degildir. Bir T zaman skalasl, reel
sayilarin standart topolojisine sahiptir. Zaman skalasinin ilk ele alinist Stefan Hilger

tarafindan yapilmistir. T iizerinde f2 delta tiirevi

I. Eger T = R ise f2 = f’
ii. Eger T = Z ise f2 = fA seklinde tanimlanir.
I. deki tiirev bilinen reel sayilardaki adi tiirevdir. (ii) deki tiirev ise, tam

sayilar iizerindeki fark operatoriidiir.

Tamm 2.1.1. T bir zaman skalas1 olmak {izere, t € Ticin o : T — T ileri sigrama

operatoru

o(t):=inf{s €T : s> t}

ile, p: T — T geri sigrama operatorii ise,
p(X) := supf{s €T :s <t}
ile tanimlanir. Bu tanimda,
inf 6 =sup (yanio(t) = teger T, bir t minimuma sahipse)
sup 8 =inf (yanip (t) =t,eger T, bir t maksimuma sahipse)
seklindedir. Burada 8 bos kiime olarak tanimlanir. Noktalarin siniflandirilmasi ise
o(t) > tiset sag yayillmis

p(t) <t iset sol yayilmis



o(t) = t iset sag yogun
p(t) = t ise t sol yogun
p(t) < t < o(t) ise tizole
p(t) =t = o(t)isetyogun
olarak tanimlanur.
t < supTve
o (t) = t ise t sag yogun,
t>inf Tvep()=t

Ise t sol yogundur. Eger bir nokta ayn1 zamanda hem sol yogun hem de sag yogun

ise bu noktaya yogun nokta denir.
Graininess fonksiyonu,
p: T - [0,0]
t->u):= a(t)-t
ile tanimlanir.

Simdi T kiimesinden tiiretilen T * kiimesi,

Tk = { T—{m} , egerT,solyaylmismax mnoktasina sahipse (sup T < o0)
T ) diger durumlarda  (sup T = o)

seklinde tanimlidir. (Baz1 fonksiyonlarin zaman skalasi tizerindeki tiirevi, tim zaman
skalalar lizerindeki her noktada 6zellikle zaman skalasinin sonlu en kiigiik ist sinir
noktasinda tamimli olmayabilir. Bununla birlikte, T * nin tiim noktalarinda zaman
skalas1 tiirevi tamimlidir. Ileride verecegimiz zaman skalasinda tiirev igin T*
kiimesine ihtiyacimiz olacaktir). Son olarak eger f: T — R fonksiyonunu her

t € T igin,

e =f@®)



seklinde tamimlayacagiz. Burada f° = foo seklinde ifade edilen bileske

fonksiyonudur. (Bohner and Peterson 2001).

Ornek 2.1.1. Simdi en iyi bilinen zaman skalalar1 olan reel ve tam sayilarda ileri

sigrama, geri sigrama ve Graininess fonksiyonuna bakalim.
I. T= R ise tamimdan Vt € R igin
o(t) = inf{s €T :s> t} = inf(t,0) = t (sag yogun)
ve benzer sekilde
p(t) = supf{s €T :s <t} = sup(—oo,t) = t (sol yogun)
olarak bulunur. Her t € R t sol yogun ve sag yogun nokta oldugundan yogundur.

Graininess u fonksiyonu

ut) =o(@)-t =0

seklinde olup, bu esitlik V& € R igin sagladigindan u(t) = 0 dir.
Ii.T= Z ise Vt € Z igin

o) =inf{s €eT:s> t} = inf{t+1,t+2,t+3,..} =t +1
ve benzer sekilde

p(t) = sup{s €T:s <t} = sup{.., t—3,t—-2,t—1} =t—-1
Vt € Z icin

p) <t <oal(b)
sagladigindan t izole noktadir. Graininess u fonksiyonu, Vt € Z igin
ut)y=oc@®)-t=t+1-t=1

esitligi saglandigindan u(t) = 1.

Yukaridaki iki durumda da (i) T = R ve (ii) T = Z i¢in u fonksiyonu sabit
fonksiyondur. Bu p fonksiyonu zaman skalasinda ¢ok onemli rol oynar. Birgok

formiilde u carpani igeren terimler vardir.



Tammm 2.1.2. f: Ty XT, - R bir fonksiyon olsun. Eger her a; € T, igin
f(ay,t;) fonksiyonu T, de sag-yogun siirekli ise, f fonksiyonu t, noktasinda sag-
yogun siireklidir.

Eger her a, € T, igin f(t;,a,) fonksiyonu T, de sag-yogun siirekli ise, f
fonksiyonu t; noktasinda sag-yogun siireklidir. (Bohner and Peterson 2001).

Tammm 2.1.3. T; X T, lizerinde tanimli f(t;,t,) fonksiyonlarinin sinifi C,, ile

gosterilir ve f(tq, t,) fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar.

I. f fonksiyonu t; noktasinda sag-yogun siireklidir.

ii. f fonksiyonu t, noktasinda sag-yogun siireklidir.

ii. X; Ve x, sag-yogun veya maksimum noktalar olmak iizere, eger (xq,x;) €
T, X T, ise f fonksiyonu (x,, x,) noktasinda stireklidir.

Iv. Eger (x1,x,) ve noktalarinin her ikiside sol-yogun noktalar ise(x, x;)

noktasi (t1,t;) noktasina yaklasirken f(ty,t,) fonksiyonunun limiti

RLL(XL X)) {(t,t):t € [a,x] N Ty, t, € [c,x5] N Ty}

bolgesinin herhangi bir kisminda mevcuttur. (Bohner and Peterson 2001).

2.2. Diferensiyellenebilme

f:T - R fonksiyonunu goz 6niine alalim ve bir t € T *noktasinda f fonksiyonun

delta tlirevini (Hilger tlirevini) tanimlayalim.
Tamim 2.2.1. Kabul edelim ki
f:T >R

bir fonksiyon ve t € T* olsun. O zaman V,>0 ve tninbir U= (t—6,t+

6)N'T nin § > 0 komsulugundaki her s elemant igin

If(e@®) = F()] = f2O)-[0(®) = s]| < e.|o(®) — 5]

olacak sekilde bir f2(t) sayis1 mevcut ise, bu sayrya f fonksiyonun t noktasindaki
delta tiirevi veya Hilger tiirevi denir. Bununla birlikte t € T* icin f2(t) meveut

ise f ye T* da delta diferensiyellenebilirdir denir.

fA:']I'k >R



Fonksiyonu finT* daki tiirevi (delta tiirevi) olarak adlandirilir. (Bohner and
Peterson 2001).

Ornek2.2.1. f:T -» R
f@© = ¢
olarak tanimlanan fonksiyonun Vt € T i¢in delta tiirevini bulalim.

Coziim. Ve >0, Vs € (t—¢,t+¢€),0(t) # si¢in

[f(e@®) = f(s) = fA®).[a(t) = 5| = |(0* (©) = s?) = (D). (a(®) = 3)]

< elo(t) —s|

lo(®) —sl.[(a(®) +5) = fA@®)] < ela(®) — sl
= [(e®+s)=—f20)| < ¢

dir. & keyfi pozitif bir say1 oldugundan mutlak deger dzelliginden f2(t) = a(t) +

t olarak bulunur.
Teorem 2.2.1. Kabul edelim ki
f: T->R
bir fonksiyon ve t € T ¥ olsun. O zaman asagidakiler gegerlidir.

I. f, t de diferensiyellenebilir ise f , t de siireklidir.

ii. f, t de siirekli ve t sag yayilmis ise o zaman f , t de

fe®)-f®
u(t)

fAm =
seklinde diferensiyellenebilirdir.

iii. Eger, t sag yogun ise f , t de diferensiyellenebilir olmasi ancak ve ancak,

Y f@®) = f(s)
im——————=

st t—s

limitinin sonlu olmastyla miimkiindiir. Bu durumda

fA(t) — Ll_r}gf(tz_:f(S)
dir.



iv. f ., t de diferensiyellenebilir ise

fle@®) = f®) + u(®).f4t)
dir. (Bohner and Peterson 2001).

Ornek 2.2.2. T= R ve T = Z durumlarina bakalim
I. Eger T = R ise Teorem 2.2.1. (iii) dent € R igin

) @) —f(s)
fQ =lim=——-—= A

s—t

limitinin var olmasindan delta diferensiyellenebilir oldugunu ifade eder. O halde f

nin delta tlirevi
-
Ao = imBL8 =

olarak bulunur.
ii. T = 7Z ise
f:Z - R

fonksiyonu t € Z de delta diferensiyellenebilir ve

fe@®)-f® _ e+ - f®)
u(t) 1

fim = = f+1D-f(O) = Af(®

Ornek 2.2.3. Teorem 2.2.1. yardimiyla, f : T - R fonksiyonu igin asagidaki

taninmu kullanarak £2(t) yi bulalim.

f) = a(), T: = {%:nEN} U{0},teT

Cozim. f(t)=o0(), T: = {% inE N} U {0},t € T\ {0} icin her nokta

izole oldugundan sag yayilmistir.

1 t
O'(t)= Y =1_—t
t



p)=o()—t

_t
(o) = k= i
1-t

olur. Teorem 2.2.1. in (ii) kismindan,

a(a(t)) — a(t)
u(t)

(1) =

t ot
1-2t 1-t

bulunur. Ozel olarak t = 0 i¢in

) = il QSO

. a(s)
= lim——=
s—0 S

Teorem 2.2.2. Kabul edelim ki f,g:T — R fonksiyonlari t € T* de

diferensiyellenebilir olsunlar. Bu durumda

i. f+g9: T = R, tdediferensiyellenebilir ve
F+980® = f4+ g°
dir.

ii. Va sabiti igin af : T — R fonksiyonu t de diferensiyellenebilir ve

(af)*(0) = a.f4(t)

10



dir.
iii. f.g: T = R, tde diferensiyellenebilir ise
.9 ) = fA®-9® + f(a(®).g%(®)

=f(©).9°@®) + 2. g(o(®)
dir.

iv.  Bger f(t).f(a(t)) #0ise % , t de diferensiyellenebilir ise

I FA0
7) ©= ONICO))

V. Eger f(£). f(o(t)) #0ise g , t de diferensiyellenebilir ise

(i)“ o - 2090 - F®.6°0
g g(t).g(a (1))

dir. (Bohner and Peterson 2001).
Ornek 2.2.4. x, y, z fonksiyonlar1 t de diferensiyellenebilir ise t noktasinda

(xyz)* = (xy)*z+ (xy)° 2
= (x%y + x7yz + x%y°z"
=x%yz + x99z + x%y°z8
dir.

Simdi bu formiilii n tane fonksiyonun ¢arpimu i¢in genellestirelim.
(X1 X3X3 e Xp)® = xBxy o xty + XTx5 Xy + o+ xIxS L xT_ XA

olur. Bunu daha kisa olarak,

11



([1+) - &(T) (11

1 \i=

seklinde gosterebiliriz.

Teorem 2.2.3. a keyfi bir sabit ve m € N igin
I. f) = (t—a)™ ise

m—1
fA(t) = Z (a(t) — a)? .(t — a)m—v—1
v=0
dir.

o e 1 .
ii. gt) = o ise

1
— (a(t) —a)™ V. (t —a)vt!

9°(t) = -

dir. (Bohner and Peterson 2001).

Tamm 2.2.2. Bir f: T —» R fonksiyonun ikinci delta tiirevinden bahsetmek icin,
nn (TF*=T k*  deki delta tiirevinden bahsedecegiz. f4 nn (T*)* =T k2
deki delta tirevi f24 = (f2)2: Tk - R seklinde tanimlanir. Benzer sekilde
daha yiiksek mertebeden tiirevler, f A% T* 5 R seklinde tammlanur. Ayrica t €
T igin,

a(a(®) = o2(t)
ve

p(p(D) = p*(t)

veya genel olarak n € N i¢in p™(t) ve o"(t) yukarida ifade edildigi gibi

tanimlanabilir. Ayrica yukaridaki tanimlamalar i¢in,
P = o) =t

12



=
TK =T
esitlikleri vardir. (Bohner and Peterson 2001).

Ornek 2.2.5. f(t) = t3,T: = Ny: = {gn € NO},t € T fonksiyonun

ikinci tiirevini bulalim.

1

Coziim.  f(t) = t2,T:= NZ, f2(t) =2t+

o(t) = t+ -
@ = Ao

[+

=240

= 2

Teorem 2.2.4. ( Leibniz Formiilii) . S,E") ile k tane ¢ ,n — k tane A iceren tiim

kombinasyonlarin kiimesini gosterelim. Eger, VA € S ,En) icin f2 mevcut ise Vn €

N i¢in,
n

G =D D e

k=0 \ aes™

saglanir. (Bohner and Peterson 2001).

2.3. Integrasyon

Bu bagslik altinda integrallenebilen fonksiyonlar1 tanimlamak i¢in, iki temel

tanim verecegiz.
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Tamim 2.3.1. Eger f: T — R fonksiyonun T deki tiim sag yogun noktalarda sag
tarafl1 limitleri var(sonlu) ve T deki tiim sol yogun noktalarda sol tarafli limitleri
var(sonlu) ise bu f fonksiyonuna regulated fonksiyon denir. (Bohner and Peterson
2001).

Tamm 2.3.2. Eger f: T — R fonksiyonu, T deki sag yogun noktalarda siirekli ve
sol yogun noktalarda sonlu limite sahip ise f ye rd-continuous fonksiyon denir.

f:T - R rd-continuous fonksiyonlarin kiimesi

Cra = Crqg (T) = Crqg = Cgq(T,R)

ile gosterilir. f: T — R fonksiyonlarinin kiimesi, tiirevlenebilir ve tlirevi rd-

continuous fonksiyonlardir. Bu kiime ise,

Cra = Cra(T) = G4 (T, R)

seklinde ifade edilir. (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.3.1. f: T — R bir fonksiyon olsun.
I. f sirekli ise, f rd-stireklidir.
ii. f rd-siirekli ise, f regulatedtir.
iii. o operatorii rd-siireklidir.
2 Eger f regulated veya rd-siirekli ise o zaman f? ayni dzelliklere sahiptir.
V. Kabul edelim ki f stirekli olsun. Eger g: T — R fonksiyonu regulated
veya siirekli ise, fog bileske fonksiyonu ayni 6zellige sahiptir. (Bohner
and Peterson 2001).
Tammm 2.3.3. f: T - R, D (diferensiyellenebilme bdlgesi) bolgesinde siirekli bir
fonksiyon olmak iizere, T ¥\ D kiimesi sayilabilir ve sag yayilmis nokta icermiyorsa
fye te D de pre-diferensiyellenebilir denir.(D < T*). (Bohner and Peterson
2001).

Teorem 2.3.2. Kompakt bir aralik iizerinde tanimli her regulated fonksiyon sinirhdir.
(Bohner and Peterson 2001).
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Teorem 2.3.3. ( Ortalama Deger Teoremi). Kabul edelim ki f ve g fonksiyonlar
T de tanimhi ve ikisi de D de pre-diferensiyellenebilir reel degerli fonksiyonlar

olsunlar.
Bu durumda vV t € D i¢in
It )< g*©®
denherr,s e T, r <s igin,
lf(s) = f(MI<g(s) — g(r)
esitsizligi saglanir. (Bohner and Peterson 2001).
Sonuc 2.3.1. Farzedelim ki f ve g, D bolgesinde pre-diferensiyellenebilir olsun.

i. Eger U ug noktalar1 r,s € T olan kompakt bir aralik ise , 0 zaman

-l = { sup [rA@l}1s -7
reuknp

dir.
ii. vteD igin f2(t) = 0 ise, f sabit bir fonksiyondur.
Iii. VteD icin f2(t) = g* (t) ise, o zaman tiim t € T icin
g =fO+C
dir. Burada C sabittir.
Teorem 2.3.4. (Pre-Anti Tiirevin Varhgi). Kabul edelim ki f regulated olsun.
OzamanVt € D icin
FA(H) = f(B)

Olacak sekilde D diferensiyellenebilme bolgesine sahip pre-diferensiyellenebilen bir

F fonksiyonu vardir. (Bohner and Peterson 2001).

Tamm 2.3.4. Kabul edelim ki f: T — R fonksiyonu regulated olsun. O zaman
Teorem 2.3.4. de ifade edildigi gibi, F fonksiyonuna f nin pre-anti tiirevi denir. Bu

durumda bir regulated belirsiz integrali,
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ff(t)At =F(t)+ C

seklinde tanimlanir. Buradaki C keyfi bir sabit, F de f nin pre-anti tiirevidir.

Cauchy integralini tim r,s € T igin

f FOAE = F(s) = F()

olarak tanimlayacagiz. Bir

f:T->R
fonksiyonu, vt € T ¥ igin

FA() = f(D)

sagliyorsa F fonksiyonuna f: T — R fonksiyonun anti tiirevi denir. (Bohner and
Peterson 2001).

Ornek 2.3.1. T= Z ve a # 1 olmak iizere

jatAt

belirsiz integralini hesaplayalim.
Coziim. T = Z oldugundan
FA(8) = Af(D)

yazilir. Buna gore @ # 1 sabiti i¢in

at A_A at _at—l _at_ ,
a—1) a—1) a—1 - ¢

esitligi yardimiyla,

at
JatAt= + C
a—1

olur. Burada C keyfi bir sabittir.
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Teorem 2.3.5. (Anti Tiirevin Varhgi). Her rd-siirekli fonksiyon anti tiireve sahiptir.

Ozel olarak t, € T ise, t € T i¢gin f fonksiyonun anti tiirevi olan F fonksiyonu,

t
FA() = | f()Ar
to

seklinde tanimlanir. (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.3.6. Eger f € C,4 vet € T* ise 0zaman

a(t)
f@AT = u(O)f ()

to
dir. (Bohner and Peterson 2001).
Teorem 2.3.7. Eger f2(t) > 0 ise f azalmayandir. (Bohner and Peterson 2001).
Teorem 2.3.8. Egera,b,c € T,a € R ve f,g € C,4 iSe 0 zaman

I.
b

b b
f [F(0) + g(O)]At = j £ AL+ j () At

a

b b
J (af)(t)At = aJ f(tHAt

b a
!f(t)At= —bjf(t)At

be(t)Atz ch(t)At+ ff(t)At

17



b b
[ rle)g*©ne = go®) - tp@ - [ rogwar

Vi.
L F(Dg Dbt = (F@)B) — (Fg)(@) — [2 FAD)g(a(®))At

Vil.

f af(t)At =0
viii.  Eger, [a, b) lizerinde

lfF@®1 <g@®)
ise

b b
f fOAt| < f g(At

esitsizligi dogrudur.

iX. Eger, tima < t < b igin f(t) = 0 ise

b
J f(HOAt =0
a
dir. (Bohner and Peterson 2001).
Teorem 2.3.9. a,b €T ve f € C,q oOlsun.

i. T = Rise

fa Foac = j o

18



dir. Burada sag taraftaki integral bilinen Riemann integralidir.

ii. Eger [a, b] yalnizca izole noktalar igeriyorsa,

z u(OF () a < bise

b tela,b)
f fOAt= 10 a = bise
“ _ Z u@OF(®)  a>bise
k te[a,b)

dir.

iii. Egerh > 0i¢in T = hZ = {hk:k € Z} ise,

(P-1
2 F(kh)h a < bise
b k=%
jf(t)At=<0 a=bise
a %_1
- 2 F(kh)h @™ b ise
b
\ k=g
dir.
v. Eger T = Z ise
(b—l
Z f) a<bise
b t=a
ff(t)At=<O a=bise
a a—1
- z f() a>bise
\ =

dir. (Bohner and Peterson 2001).

Ornek 2.3.2. « € T alalim. Burada, T keyfi bir zaman skalas1 olmak {izere, f; 1As

integralinin degeri,
[[las=t—a (t—a)lb=tt—at=1-0=1)
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dir. Ayricat € T, olmak iizere T = R, i¢in

t , o
fa sAs integralinin degeri,

dir. T = Z iken

t -
JysAs = Xilhs
=04+1+2+34+({t—-2)+(—1)

(=D .(t-1+1) _ t.(t-1)
~ 2 T2

dir. T = hZ iken

sAs = Zf(sh)h

o\ﬁ

:hZ E_l

k=0%

=h?[0+1+2 43+ + (G- 1)

SIE
:é (t — h)t.

Tanim 2.3.5. a € T,sup T = oo ve f, [a, ) da rd-siirekli ise [a, o) araliginda

has olmayan integral
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) b

f f(OAt: = gim ff(t)At

a a
seklinde tanimlanir. Buradaki limit sonlu ise integrale yakinsak, sonsuz ise integrale
iraksaktir denir. (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.3.6. (Zincir Kurah). Farzedelimki g:R - R sirekli, g:T - R
T ¥ iizerinde delta diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f : R = R siirekli

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda
(fog)* (®) = f'(g(c)) g*(®)
olacak sekilde [t,o(t)] araliginda bir ¢ sayis1 vardir. (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.3.7. (Zincir Kurali). f:R — R siirekli diferansiyellenebilir olsun ve
g:T->R

fonksiyonunun delta tiirevlenebilir oldugunu kabul edelim. Bu durumda f o g: T —
R delta

diferansiyellenebilir ve

1
(Fo9r* @ =1 [ 1 (900 + hu(g*®) dh g*0)
0

formiilii saglanir. (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.3.8. (Zincir Kural). Farzedelim ki v: T — R kesin olarak artan bir

fonksiyon, T = v (t) bir zaman skalas1 ve w : T > R olsun. Egert € T

icin v2(t) ve wi(v(t)) mevcut ise

(wov)® = (wPov)v?

dir. (Bohner and Peterson 2001).
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Teorem 2.3.9. (Ters Fonksiyonun Tiirevi). Kabul edelim ki v: T — R kesin

olarak artan bir fonksiyon ve T : v(T) bir zaman skalas1 olsun. Bu durumda,

dir. Burada v® # 0 dir. (Bohner and Peterson 2001).
Teorem 2.3.10. (Degisken Degistirme). Farzedelim ki v: T — R kesin olarak
artan bir fonksiyon ve T = v(T) bir zaman skalas1 olsun. Eger f: T — R rd-

stirekli bir fonksiyon ve v de rd-siirekli diferansiyellenebilirise a,b € T i¢in

v(b)

b
jf(t)UA (t) At = f (fov™) (s) As
a v(a)

dir. (Bohner and Peterson 2001).

2.4. Zaman Skalasinda Polinomlar

0 1 bir anti tiirevi 1, 1 in bir anti tiirevi t, fakat keyfi bir zaman skalas1 i¢in t nin anti

. . P - . o1 g
tiirevini bulmak neredeyse imkansizdir. ¢ nin anti tiirevinin > oldugu kesin degildir.

tz2 . .
Py nin turevi

2

tzA_t+0(t)_ u(t)
5 - 24

dir. Burada u(t), o(t) ye bagh o(t) de zaman skalasinin tanimina bagli olarak

2
degisir. % fonksiyonu
t

f o(7) At

0
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seklinde mi ya da
t

fO'AT

0

seklinde mi olacak. Simdi agsagidaki tanimlara bakalim.

g ve h, fonksiyonlar sirasiyla

9:(t,5) = f (0(1) - 5) A
0

ve

t
h,(t,s) = | (t—5s)AT
/

seklinde tanimlayalim. Bu durumda g, ve h, fonksiyonlar1 arasinda,

t

92(,9) =f<a(r)—s>Ar
0

=J[(a(r)+r)—T—S]AT
0

J(O‘(T)-I—T) OJTAT ISAT

N

= f(r )Ar+fr At —s(t—ys)

N
N

= fTA‘L’+ t? —s?2—s(t—ys)

Zf(T—t)AT

= h,(s,t)
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seklinde bir iliski buluruz. Genellestirilmis polinomlar , Taylor formiiliinden ortaya

cikmistir. Bu fonksiyonlar k € N, olmak iizere
Johe: T2 > R
seklindedir. g, ve hy hers,t € T igin
9o (t,s) = ho(t,s) =1

olup, k € N igin g, ve h; verilsin. Bu durumda gy, ve hy, fonksiyonlar: her

s,t € T i¢in

t
Gera(s,) = f 9e(0(2),5) At

ve

t
hi+1(s,t) = fhk(r, S)AT
S

esitlikleriyle tanimlanir.

s yi sabit diisiiniip hy (t, s) nin t ye gore tiirevi h2(t,s) ve k € N,t € T* icin
P (t,5) = hiea (8,5)

dir. Benzer sekilde k € N,t € T* i¢in

9 (t,s) = gr_1(a(t),s). (Bohner and Peterson 2001).

Ornek 2.4.1. Yukaridaki tamimlara gore asikar olarak her t,s € T igin

gl(t,S) = hl(t;S) =t—s.
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2.5. Konveks Fonksiyonlar ve Esitsizlikler

Bu ¢alismada kullanilacak bazi temel tanimlar asagida verilmistir.

Tamim 2.5.1. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak

lzere
B={zeLz=tx+ (1-1t)y, 0<t<1}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = tx + (1 — t)y esitligindeki
x Ve y’nin katsayilari i¢in t + (1 — t) = 1 bagintis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime tanimindaki t, 1 —t yerine t + k = 1 sartin1 saglayan ve negatif
olmayan t, k reel sayilari alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 x ve y
olan bir dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan
ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir. (Bayraktar
2000).

Sekil 2.5.1. Konveks Kiime

Sekil 2.5.2. Konveks Olmayan Kiime
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Tamim 2.5.2. (Konveks Fonksiyon). I, R’debir aralik ve f: 1 — R bir fonksiyon

olmak tizere her x,y € Ive a € [0,1] igin,

flax+ 1 -a)y) s af () + 1 - )f (¥)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.” (Pecaric¢ et al. 1992).

Eger a € (0,1) araliginda alinirsa bu durumda

flax+ (1 =)y) <af(x)+ (A -a)f ()

olur. Bu f fonksiyonuna da strictly konveks fonksiyon denir.“—f” konveks (strictly

konveks) ise 0 zaman f’ ye konkav (strictly konkav) denir. (Pecari¢ et al. 1992).

<y

a ta+(1-)b b

Sekil 2.5.3. Konveks fonksiyon
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Geometrik olarak ta + (1 —t)b noktasinda; f’nin egri lzerinde aldigi deger

(a,f(a)) ve (b,f(b)) noktalarmi birlestiren dogru pargasinin {izerinde aldigi
degerden her zaman daha kiiciiktiir, yani bu iki noktay1r birlestiren kiris (dogru
parcas1) her zaman egrinin [a,b] aralifinda kalan kismimin {izerinde veya

ustiindedir.

Sekil 2.5.3. den de goriildiigi gibi t € [0,1] oldugundan tf (a) < f(a) dir. Benzer
sekilde (1 — t)f(b) < f(b) dir. Yani tf(a), f(a)’ nn (1 —1t)f(b) de f(b)’ nin

altindadir.

Dolayisiyla tf(a) + (1 —t)f(b), f(a)ile f(b) arasinda olur. Konkav fonksiyon

icin kiris f’ nin grafiginin [a, b] araliginda kalan kisminin tizerinde veya altindadir.

Teorem 2.5.1. (Ucgen Esitsizligi): Herhangi bir x, y reel sayilari icin

lx +y| < x| + |y,
lIx| = Iyl < lx =y,
lIx| = Iyl < |x + yl,

ve tiimevarim metoduyla

|X1 + et xnl < lel + -t |xn|

esitsizlikleri gegerlidir. (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.5.2. (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu). f, [a, b] araliginda

stirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b b
[ reoar| < [ reolar @<n

esitsizligi gecerlidir. (Mitrinovi¢ et al. 1993).
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Ornek 251. f:1 c R- R, f(x) = |x| fonksiyonu I  iizerinde  konveks

fonksiyondur.

Coziim: f’nin konveks oldugunu gdstermek i¢in x,y € I ve a € [0,1] igin

flax+ (A -a)y) s af(x) + 1 —a)f(y)

oldugunu gostermeliyiz. Buna gore

flax+ (1 - a)y) = lax + (1 — a)y|
< |ax| + |(1 —a)y| (iicgen esitsizliginden)
= alx| + (1 - a)lyl
=af(x)+ (1 - a)f(y)

elde edilir. Ilk ve son ifadeden f fonksiyonunun konveksligi ispatlanmis olur.
f(x) =|x| fonksiyonu x =0 da tireve sahip olmamasina ragmen konveks

fonksiyondur.

v

Sekil 2.5.4. Aralik lizerinde konveks fonksiyon

Sonu¢ 2.5.1. x,y € Rve p + q > 0 olmak lizere

f(px+qy) <pf(x)+qf(y)
p+q /) pt+q

dir. (Mitrinovi¢ 1993).

28



Teorem 2.5.3. (Holder Esitsizligi). a = (a4, ...,a,) ve b = (by, ..., b,) reel veya

kompleks sayilarin iki n —lisi olsun. Bu takdirde
1 1
“+-=1
P q

olmak lizere

@p>1 ise

1
q

(S

k=1

> b, < (i|ak|v>%

n
k=1 k=1

(b) p < Oveya g <0 ise,
1 1
n n E n E
D by > (Zmup) <2|bk|q>
k=1 k=1 k=1
esitsizlikleri gegerlidir. (Mitrinovi¢ 1970).
Teorem 2.5.4. (Integraller icin Holder Esitsizligi): p > 1 ve % +$ = 1 olsun. f ve

g, la, b] araliginda tanmimhi ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun.|f|P ve |g|9,
[a, b] araliginda integrallenebilenfonksiyonlar ise

b b % b %
j |f(x)g(x)|dxs(j If(x)lpdx> (f |g(x)|qu)

esitsizligi gecerlidir. (Mitrinovi¢ et al. 1993).

2.5.1. Farkh Tiirden Baz1 Konveks Fonksiyon Siniflari
Cesitli konveks fonksiyon tiirleri vardir. Bunlardan en ¢ok bilinen ve literatiirde bu

konuda ¢alisanlar tarafindan sik kullanilan konveks fonksiyon tiirleri sunlardir:

Tanmm 2.5.1.1. (Quasi-Konveks Fonksiyon). S ¢ R"™ bostan farkli bir kiime
ve f:S — R bir fonksiyn olsun.vx,y € Sve a € [0,1] igin
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flax + (1 = a)y) < max{f (x), f(y)}
ise f’ye quasi —konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).
Eger
flax + (1 - a)y) <max{f(x),f(»)}
ise f ye strictly quasi —konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda
flax + (1 — a)y) = max{f(x), f(y)} isef’ye quasi —konkav fonksiyon ve
flax + (1 = a)y) > max{f(x), f ()}
isef’ye strictly quasi —konkav fonksiyon denir. (Dragomir and Pearce 1998).

Tammm 2.5.1.2. f hem quasi—konveks hem de quasi—konkav ise f’ye

quasi —monotonik denir. (Greenberg and Pierskalla 1970).

Sonu¢ 2.5.1.1. Herhangi bir konveks fonksiyon quasi —konveks fonksiyondur.
Fakat tersi her zaman dogru degildir. Yani quasi —konveks olup konveks olmayan

fonksiyonlar vardir.
Ornegin g:[-2,2] » R

(1, te[-2-1]
g(t)_{tz, te(=12]

fonksiyonu [—2,2] araliginda konveks degildir. Fakat g fonksiyonu [—2,2]

araliginda quasi —konveks fonksiyondur. (lon 2007).

Tamm 2.5.1.3. (Log-Konveks Fonksiyon). [I,R’de bir aralik ve f:1 - R bir

fonksiyon olsun. Her x,y € Ive t € [0,1] igin

flex+ (A —-0y) < f{Of ' B)
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sartin1 saglayan f fonksiyonuna Log-konvekstir denir. (Pecaric¢ et al. 1992).

Tamim 2.5.1.4. (m —Konveks Fonksiyon). f:[0,b] = R ve b > 0 olsun. Her
x,y €[0,b], a € [0,1] vem € [0,1] igin

flax +m(1—a)y) < af (x) + m(1 - a)f(y)

sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna m —konvekstir denir. (Toader 1984).

—f fonksiyonu m —konveks ise bu takdirde f fonksiyonu m —konkavdir. Ayrica
f(0) < 0igin [0, b] araliginda tanimli tiim m —konveks fonksiyonlarin sinifi K, (b)
ile gosterilir. Eger m = 1 almirsa [0, b] tizerinde m —konveks fonksiyon bilinen

konveks fonksiyona dontistir.

Tanim 2.5.1.5. (Starshaped Fonksiyon): b > 0 olmak tizere f:[0,b] —

R fonksiyonu, her

x € [0,b] ve a € [0,1] i¢in

f(ax) < af(x)

sartin sagliyorsa bu fonksiyona starshaped fonksiyon denir. (Toader 1984).

Tammm 2.5.1.6. (Geometrik Konveks Fonksiyon). f:I ¢ R, —» R, fonksiyonu
verilsin. Eger f fonksiyonu, her x,y € I ve t € [0,1] igin

fOty™) < [FOIFIF OO

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir. (Zhang
et al. 2012).
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Tammm 2.5.1.7. (Harmonik Konveks Fonksiyon). lc R/{0} bir a¢ik aralik

olsun. f:I - R bir fonksiyon olmak iizere eger Vx,y € I ve @ € [0,1] i¢in

xy
Harazay) 90 +a-are

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir.

Tammm 2.5.1.8. (Ortalama Fonksiyonu). M fonksiyonu M: (0, o) X (0,0) =
(0, 00) seklinde verilsin. Eger

(DM(x,y) = M(y,x)

2)M(x,x) =x

B)x<Mx,y) <y, x<y

() M(ax,ay) = aM(x,y), a >0
sartlar1 saglaniyorsa M fonksiyonuna ortalama fonksiyonu denir. (Anderson et al.
2007).

Ornek 2.5.1.1.

X

(1) M(x,y) = Ax,y) = =2 Aritmetik ortalama

(2) M(x,y) = G(x,y) = \/xy Geometrik ortalama
(3) M(x,y) = H(x,y) = 1/A(1/x,1/y) Harmonik ortalama

_ _ Xy . B .
4 M(x,y) =L(x,y) = Togr—ioay’ * # yicin ve L(x,x) = x Logaritmik ortalama

(B) M(x,y) =1(x,y) = (3) (x—x)E x#y ve I(x,x) =x Identrik ortalama

e yy

(Anderson et al. 2007).
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Konveks Fonksiyonlar i¢in Temel Esitsizlikler

Teorem 3.1.1. (Hermite-Hadamard esitsizligi). I, R’ de bir aralik a,b € [ ve a <

b olmak lizere f:I < R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b
b 1 b
f(a; )sb_aff(x)dxsf(a);f()

esitsizligi literatiirde konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi olarak

bilinir. (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 3.1.2. (Ostrowski Esitsizligi). f:1 c [0,1) — R, I°(I'nin ici) iizerinde
diferansiyellenebilen bir fonksiyon, f' € L[a,b] ve a,b € I igin a < b olsun. Eger
If' ()| < M ise

b
1 (x —a)? + (b — x)?
- <
fo0—5— [ rode| < 57— y
a
esitsizligi elde edilir.

Bu esitsizlige Ostrowski Esitsizligi denir. (Alomari et al. 2010).

Teorem 3.1.3. (Simpson Esitsizligi). f:[a,b] —» R, (a,b) tlizerinde dordiincii
mertebeden tiirevi siirekli olan bir fonksiyon ve ||f®|| = supreanl||f @] <o

olsun. Bu durumda

b
1[f(a) + f(b +b 1 1 \
e G | P WOT B [ ROE

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik literatiirde Simpson Esitsizligi olarak

bilinmektedir. (Dragomir et al. 2000).
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3.2. Zaman Skalasinda Integral Esitsizlikleri

Tammm 3.2.1. (Konveks Fonksiyon). S =T bostan farkli bir kiime ve f: T = R
fonksiyonu Iy kiimesi lizerinde tanimli bir fonksiyon olsun. Vx,y € T ve a € [0,1]

icin
flax+ 1 —a)y) < af(x)+ (1 -a)f ()

sart1 saglaniyorsa f’ye konveks fonksiyon denir. (Dinu 2008).

Teorem 3.2.1. (Holder Esitsizligi). h, f,g € C.q4([a, b], [0, ) ve

b
fh(x)gq(x)Ax >0

olsun. Eger
p>1ve lyiz=1
P q
ise
1

q

b b % b
| h(x)f(x)g(x)Axs< | h(x)fp(x)Ax> ( | h(x)g%x)Ax)

esitsizligi gecerlidir. (Wong et al. 2006).

Lemma3.2.1. a,b,s,t € T,a <b ve f:[a,b] » R diferansiyellenebilen bir

fonksiyon ise
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olmak lizere

b 1
F@ =5 [ e+ — j k(6 )f*(s)as

esitligi saglanir. (Ekinci 2018).

Teorem 3.2.2. T ve T birer zaman skalas;, T = v(T),v = E olmak iizere,

f: Iy = R fonksiyonu Iy tizerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
Egera < bve a,b,s € I i¢in |fA| fonksiyonu Iy iizerinde konveks ise her c € T

i¢in

1
/11=jsﬁs ,ul=j(1—s)ﬁs
C

0

c 1
Alzfszﬂs ,uzzf(l—s)zﬂs
0 c

olmak tizere asagidaki esitsizlik yazilir:

) b
F© - 5— | roeom
<(b- a){(lz + Uy — .Uz)lfA(b)l + (pp + A4 — Az)lfA(a)l}

(Ekinci 2018).

Teorem 3.2.3. T ve T birer zaman skalas;, T = v(T),v = Z_Tz olmak iizere,

f: Iy = R fonksiyonu Iy iizerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
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Egera <b, a,b,t €EIpiginp > 1 ve %-{- i = 1sartiile |fA|q fonksiyonu Iy

iizerinde konveks ise her ¢ € T icin

c 1
/11=fsAs ,u1=f(1—s)ﬁs
0 c

c 1
Alzfszﬂs uzzf(l—s)zﬁs
0 c

olmak iizere asagidaki esitsizlik saglanir:

) b
f() - mjfa(u)Au

1 l
< (b—a)(Ay +pu? + {(/12 + U — #z)lfA(b)lq + (e + 41 — AZ)lfA(a)rI}q'

(Ekinci 2018).

Lemma 3.2.2. (Montgomery Ozdesligi). a,b,s,t € T,a<b ve f:[a,b] > R

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ise

s—a, ass<t
p(t's)_{s—b, t<s<bh

olmak tizere asagidaki esitlik saglanir:

b b
F0 = [ rons + [ pe.s) )ns

(Bohner and Matthews 2008).
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Teorem 3.2.4. (Ostrowski Esitsizligi). a,b,s,t € T,a<b ve f:[a,b] > R

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve M = sup |f2(t)| olmak iizere
a<t<b

! [ 9(s)As| < M h h,(t, b
F©O - 5= | F7685| < 5 (hatt,@) + o))

esitsizligi elde edilir. (Bohner and Matthews 2008).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Tamim 4.1. (Quasi - Konveks Fonksiyon). S = T bostan farkli bir kiime ve f: T —
R fonksiyonu I} kiimesi tizerinde konveks bir fonksiyon olsun. Vx,y € T ve a €
[0,1] i¢in

flax + (1 = a)y) < max{f(x), f(»)}

ise f’ye quasi —konveks fonksiyon denir.

Baz1 sonuglarin ispati i¢in agsagidaki lemma kullanilacaktir.

Lemma4.l. abx €T, a<b, T =uv(T)vet e T olmak iizere v(t) = Z_TZ
dontisiimii igin eger f: [a, b] » R fonksiyonu diferansiyellenebilen bir fonksiyon

ise,

1 1
t—g, 0<t<=

k(t) = 5 1
t—g, —<t<1

olmak tizere asagidaki esitlik saglanir:

(b —a) j k(t) fA2(th + (1 —t)a)At
0

b
2 by 1 1
=3/ () U@ @) -5 [ o

ispat. Oncelikle x € Ticin [, p(x)f®(x)Ax integralinde
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x—a 1 a+b

- <
poy={ b-a & s
x—a 5 a+b< <b
b—a 6’ =*=
olarak alinirsa, asagidaki esitlik yazilir:
b
[ perenx
a
atb
2 b
xX—a
= f (b — —— fA(x)Ax + f ——— fA(x)Ax
a atb

2

Yukaridaki esitlikte A integralleri hesaplanirsa asagidaki sonug elde edilir:

b

f PO FA(0)Ax

a

a+b

b
- (maa) W (a5 g [ s

6

b
2 b 1 1
—2r (A7) +z 0@+ 1) - = [ r7Goax

a<b,T=v(T)vev = Z_TZ olmak iizere, v fonksiyonunun tersi, v~ elde edilir ve

x =v~1 olur. vfonksiyonunun tersi yukaridaki esitligin sol tarafina uygulanirsa

Teorem 2.3.10. (degisken degistirme) den

(b —a) f k(@) fA(ut(x))A¢
0
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b
2 b 1 1
2 (550) + 2@+ 7 @) 5= [ roCon

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

4.1. Konveks Fonksiyonlar icin Simpson Tipli Esitsizlikler

Teorem 4.1.1. T ve T birer zaman skalas;, T = v(T),v = Z:—Z olmak iizere,

f: Iy = R fonksiyonu Iy iizerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.

¥ 5a+b a+b 5b+a
Egera <bve a, S e

b € Iy igin |f2| fonksiyonu Iy iizerinde konveks

)

ise, asagidaki esitsizlik saglanir:

3| e

1
= x0+4xg+xn]—
6 2

5

J=1

< o= {(tner = 1) (51 = 6) + (1, — %) (51 + 6))

veburadaT=Z a=0,b=n, t =1ive f(k) = x dir.

Ispat. Lemma 4.1. ve k(t) fonksiyonunun tanimindan (4.3.) den, asagidaki

esitsizlik yazilir:

Lo (52) 1] rrom

=(b—a) J k(O f2(th + (1 — t)a)At
0

<(b-a) J|k(t)fA(tb +(1-0a)lAt
0

40



|f2| fonksiyonu konveks fonksiyon oldugundan,

1
(b—a) f|k(t)fA(tb + (1-0ta)|At
0

1
< [Ik@I(elr* @]+ 1 - 0l @]) e
0

: )
(z-¢) Celre®] +a - ol @)ae

O'\ml’_‘

+ [ (e- %) (t|fAB)| + (1 - O|F2@)|)At

- )
+ [ 2=¢) (ertml+ a - ol @])ae

NIH\O\IU‘I G\IH\N“_‘

5 ]
(te=2) (elre@] + (- D] @))ae

+
G\Im\’_‘

(1 t) tAt + (t 1) tAt + (5 t> tAt +
6 6 6

I
St oI
CNH":NIH
NP —— it
CJ\I(J‘IR”‘_k

<t2>tﬁt) ol
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(——t)(l—t)&t

+
—
o\cﬂ»—k

+ (t —%) (1-t)At

ml»—\\’ N

+ (E— t) (1 - )&t + (t —%) (1-0 Et\ [FA ).

6

NIH\ ol
cxlt.n\n_k

T=7Zigin a=0,b=n, t =ive f(k) = x; olarak alinirsa 1. integral i¢in

asagidaki sonu¢ bulunur:

1
6
1 _ 1 j\j n?®-36
f(E_t)tAt_, <€_E>5_ 1296n
0

Bu islemler sirasiyla elde edilen tiim integrallere uygulanir. T = Z i¢in | f A(b)| =
Xp41 — Xp VE | f A(a)| = x; — X, oldugundan esitsizligin sag tarafi asagidaki

gibidir:

RHS = 2 ((tns — %) (51— 6) + (11 — %) (5n + 6)}

Sol taraf i¢in ise
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b
b
1 (52) 42 (@ + £ ®) - [ FoConx

3 2
n
0.5

j=1

SIP—‘

1
= 6[x0+4xn+xn]—

sonucu elde edilir ve ispat tamamlanir.

Ornek 4.1.1. Teorem 4.1.1. de T=7Z, f:Z - R ve f(x) = x? olmak iizere a =

Ove b = 12 degerleri i¢in esitsizligin saglanip saglanmadigina bakalim.

Coziim. f(x) = x? oldugundan, x, = 0,x, = 36 ve x;, = 144

12": 1 (121325) "y
2__ - 6 B

x13 —x12| - 169 — 144 = 25 ve |x1 —xOI =1

ven = 12 i¢in

= {Gns = X (51— 6) + (11 — %) (5n + 6)} = 236

hesaplanan tiim degerleri teoremde yerine yazarsak |—6,16| < 236 sonucu elde

edilir ve esitsizligin dogrulugu 6rnek {izerinde de saglanmis olur.

Sonug 4.1.1. Teorem 4.1.1. de M = sup |f2(¢)| olarak kabul edilirse, asagidaki

a<t<b

sonug ortaya cikar.
1 1% 5n?
s x0+4x%+xn]—£ E Xi| £ =—M.
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Sonug¢ 4.1.2. Teorem 4.1.1. de T=hZ ise a=0, b=hnvet =i olsun. Bu

durumda asagidaki esitsizlik saglanir.

2 (mhy 1 1Y
3 (F)+ 5@+ Fam) - 2> £
j=1

nh?
< —A(f(nh + h) = f(h))(Shn — 6) + (f (h) = £(0)) (5hn + 6)}.

Ispat. T=hZ ise a=0, b =hnvet =i igin

FA®)| = (F(nh + h) = f(nh))h,
£ @] = (f(h) = £ (0))h.

Elde edilen tiim degerler esitsizligin sag tarafina yazilirsa,

hZ
RHS = 7—2{(f(nh + h) — f(nh))(5hn — 6) + (f(h) — £(0))(5hn + 6)}.

Ayni durum sol taraf i¢in de uygulanirsa,

b
b
~r(5) + 5@+ F®) - [ fo

2 _mhy 1 1
T (5)+ 5@+ fam) =5 £y
j=1
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esitligi elde edilir ve ispat tamamlanur.

a+b
2

Sonug 4.1.3. Teorem 4.1.1.de f(a) = f( ) = f(b) olarak alinirsa su sonucu

elde ederiz.

n
X

j=1

NI:
3|>—‘

< 2= {Ctns = 1)(5n = 6) + (1 = x0) (51 + 6)

Teorem 4.1.2. T ve T birer zaman skalasi, T = v(T),v = Z_TZ olmak iizere,

f: Iy = R fonksiyonu Iy tizerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.

Egera <bve a, Sa;b,% s ,b € It icinp > 1ve —+—— 1 sart1ile |fA|

fonksiyonu Iy tizerinde konveks ise

T=7Z a=0,b=n, t=ive f(k) = x; olmak lizere asagidaki esitsizlik saglanir.

n

j=1

SIF—‘

1
—|xg + 4xn + xn]
6 2

2 1 1
< 5105{(%““ — %, D) (5n = 6) + (x,9 — x,9) (51 + 6)}P.

Ispat. Lemma 4.1. ve Holder Esitsizliginden,

@+ ar (52) + 1] -5 j fo @t

<(b-a) f|k(t)fA(tb + (1- talAt
0
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1 1
q

<(b—-a) f |k(t)|At flk(t)||fA(tb+(1—t)a|pEt

| f A|p fonksiyonu konveks fonksiyon oldugundan ikinci integralde

f lk@I|f2(tb + (1 - t)a|” At < f lk®I(E|FAB)|° + 1 =0l @]")

elde edilir. Teorem 4.1.1. ispatina benzer yontem uygulanarak asagidaki esitsizligi

elde etmek mumkundur:
f k@I 2B + -0l @)
0

< = {(tna = D51 = 6) + (11 = %)(5n + 6))

1. integralde ise Lemma 4.1. den,

1
1 2 1
J Ik(t)lﬁt—”t 1|Et+”t 5|Et—5n
B 6 6l 36
0 0 %

elde edilir ve teorem 4.1.2. de yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

Ornek 412 T=7Z, f:Z - R ve f(x) = x? olmak iizere Teorem 4.2.1 te a =

Ove b =12,p = q = 2 degerleri i¢in esitsizligin saglanip saglanmadigina bakalim.

Coziim. f(x) = x? oldugundan, x, = 0,x, = 36 ve x;, = 144
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1¢n .2 _ 1 (121325) _
12 Zf:l] T 12 ( 6 ) = 54,16
n =12 i¢in

x13 - x12| = 169 - 14‘4 = 25 ve |x1 - xol = 1 ve
n2 1 1
—109{(xp417 = %, DG = 6) + (1,7 — %) (5n + 6)}7 = 75,24+/10.
1
3 [0 + 144 + 144] — 54,16| = 6,16.

Buradan 6,16 < 75,24v/10 sonucu elde edilir ve esitsizligin dogrulugu drnek

izerinde de saglanir.

Sonug 4.1.4. Teorem 4.1.2. de M = sup |f2(¢)| olarak kabul edilirse, asagidaki

a<t<b

sonug saglanir:

12

1 1 Snp
g[xo + 4x% + xn] _EZ x| <

j=1

a+b

Sonug 4.1.5. Teorem 4.1.2.de f(a) =f (T) = f(b) olarak alinirsa su sonucu

elde ederiz.

n
DX

j=1

NI:
3Ii—‘

n? 1 1
< 51090t ? = 2, (G = 6) + (117 — 2%T) (5n + 6)3P.
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4.2. Quasi-Konveks Fonksiyonlar icin Simpson Tipli Esitsizlikler

Teorem 4.2.1. T ve T birer zaman skalas;, T = v(T) ,v = Z:—Z olmak iizere,

f: Iy = R fonksiyonu Iy iizerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.

g Sa+b a+b Sb+
Egera <bve a, a6 ,aT, 2 b el icin |fA| fonksiyonu Iy tizerinde quasi-

konveks ise
T=Z a=0,b=n, t=ivef(k)=x, olmak iizere asagidaki esitsizlik saglanir.

n

1 1
6 Xo T 4x% + xn] - EZ x| = max{lxn+1| | xn 1, |21 — xo0l}-
i

Ispat. Lemma 4.1. ve k(t) fonksiyonunun tamimindan asagidaki esitsizlik yazilir:

@ +ar (52) + )] - f Fo()nx
=(b-a) fk(t)fA(tb + (1 -t)a)At
0

1
<(b-a) f|k(t)fA(tb + (1 - t)a)|At.
0

|F2| fonksiyonu quasi-konveks fonksiyon oldugundan,

(b—a) f|k(t)fA(tb +(1-0a)At
0

< [ Ik@max{|r* @) [r* @I} A
0
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1
:7naxufﬂ<bn,Vﬂ(an}j}k<@|5t
0

Yukaridaki esitlikte [ Ollk(t)l At integralinin degeri,

f |k(t)|At—f‘t——‘At+f‘t——‘Et—

T=7Zic¢in a=0,b=mn, t =ive f(k) = x; olarak alinirsa esitsizligin sol tarafi

asagidaki gibidir:

i@+ a7 (50) + )] - fﬁmm
= %[xo + 4x% + xn] %zn: ;|-
j=1

|F2(B)| = xps1 — x5 Ve |f2(a)| = x; — x¢ olacagindan sag taraf ise,

5n
RHS = Z=max{lns1| = laul, by = o[}

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Ornek 4.2.1. Teorem 42.1. de T=7Z, f:Z > R ve f(x) = x? olmak iizere a =

0 ve b = 12 degerleri i¢in esitsizligin saglanip saglanmadigina bakalim.
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Coziim. f(x) = x? oldugundan, x, = 0,x, = 36 ve x;, = 144

1 z": L1 <12.13.25) eae
1227 12\ ¢ )7O"
j=1

x13 —x12| = 169 - 14‘4 = 25 ve |x1 —x0| = 1

ven =12 i¢in

n
1 1
g[xo + 4xg+xn] —;ij = |—6,16|
j=1
ve
o el — [, 1 — %ol} = e (25,1}
3¢ Maxnal =l Iy = xol} = —=—max{25,

= 41,6.

Sonug olarak, |—6,16| < 41,6 elde edilir ve esitsizligin dogrulugu 6rnek iizerinde de

saglanmis olur.

Sonug 4.2.1. Teorem 4.2.1. de M = sup |f2(t)| olarak kabul edilirse, asagidaki
a<t<b

sonug ortaya cikar.

1 1w 5n
E[XO+4X%+XTL]—EZXJ' S%M

a+b

Sonuc¢ 4.2.2. Teorem 4.2.1.de f(a) =f (T) = f(b) olarak alinirsa su sonucu

elde ederiz.
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n
DX

j=1

hﬂ:
zlb—k

n
%max{lxn+1| |xn|r|x1 _XOI}'

Teorem 4.2.2. T ve T birer zaman skalas;, T = v(T) ,v = Z:—Z olmak iizere,

f: Iy = R fonksiyonu Iy iizerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.

o 5a+b a+b 5b+a
Egera <bve a, PR

,b € It icinp > 1ve —+—— 1 sart1 ile |fA|

fonksiyonu I lizerinde qua3|-konveks ise,

T=7Z a=0,b=n, t=ivef(k)= x, olmak lizere asagidaki esitsizlik saglanir.

1 1%
3 Xo + 4x% + xn] EZ Xj
j=1
2 1
< o [max{|xniq — %17, [x1 = x0[P3]P.
36
Ispat. Lemma 4.1. ve Holder Esitsizliginden,
@+ ar(52) 4 rw)] - f Fo(OAL

I
O — uin

1 ~ g 5 -
|t - g| |F2(eb + (1 — alAt + f |t - 8| |F2(eb + (1 — D)alAt
1

2

11

1
q

IA
—
OK__—WBMH

|t——| IFAth + (1 - t)al” At) kﬂt—— )
0
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<SR

1

+<f|t—g| |fA(tb+(1—t)a|pEt> <f|t——|At> .

| f A|p fonksiyonu quasi-konveks fonksiyon oldugundan,

—
o\n\)lr—x

1
2
|t——| IFAth + (1 - t)a|At | | Of|t——

J A

i)
/ 1
<£t||fA(tb+(1t)a| At) <£|t )

max{|fA(b)|p,|fA(a)| t)

t—l
6

IA
—
o

—
Nlr—‘\'_‘

+k t2max{|fA(b)|p,|fA(a)|p}Et)
1 5 /1
max{fA(b)|p,|fA(a)|p}’1’(j2 té|5t) (f
0 0

1

1 1 ’ 1

+max{[f*w[" @[] |-
1
2

T = Z oldugundan yukaridaki integralleri kritik noktalarina gore hesaplayalim.
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: oy
[C-a- S E-1)-18
6 -~ 4 \6 /T8

.

1 n-1

j(t S)Et— (] 5>_n—6

6 4 n 6) 72 °

5 _5n

3 1=

T=7Z a=0,b=n, t=1ivef(k) = x; olmak {izere esitsizligin sol tarafi,

@ +ar(52) s - f o
= %[xo + 4x% + xn] %Zx]

T = Zigin |fA(b)| = Xp41 — X V€ |fA(a)| = X; — X olacagindan sag taraf ise,

5n+6 5n-—6 1

RHS = n( =t 3 ) [max{|xns1 — xal?, |1 — x0[P}]P
5n 1
- 36 — [max{|xns1 — 0P, [x1 — x0[P}]P
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sonucu elde edilir ve ispat tamamlanir.

Ornek 4.22. T=17, f:Z > R ve f(x) = x? olmak iizere Teorem 4.2.2 de a =

Ove b =12,p = q = 2 degerleri i¢in esitsizligin saglanip saglanmadigina bakalim.

Coziim. f(x) = x? oldugundan, x, = 0,x, = 36 ve x;, = 144

1 n .2 1 12.13.25\ __

Lot =5 (BR) = 5416

n =12 i¢in

x13 - x12| = 169 - 144’ — 25 ve |x1 - x0| = 1 ve

5n? 1
36 —— [max{|xp41 — %417, [x1 — %0|P}]P = 500

1
¢ [0+144 + 144] — 54,16| = 6,16

6,16 < 500 ifadesi elde edilir ve esitsizligin dogrulugu 6rnek tizerinde de saglanir.

Sonuc¢ 4.2.4. Teorem 4.1.1. de M = sup | f A(t)| olarak kabul edilirse, agagidaki
a<t<b

sonug ortaya ¢ikar.

1
—|x9 + 4xn + xn]
6 2

SI'—‘

< —
fo <3¢ M

j=1

a+b

Sonuc 4.2.5. Teorem 4.2.2.de f(a) = f( .

) = f(b) olarak alinirsa su sonucu

elde ederiz.
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5n?

1

< ——[max{lxp11 — %417, [x1 — xo|p}]5-

36

4.3. m-Konveks Fonksiyonlar i¢cin Ostrowski Tipli Esitsizlikler

Teorem 4.3.1. T ve T birer zaman skalasi ve T = v(T),v = E olmak iizere,

f: Iy = R fonksiyonu Iy iizerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.

Egera < bve a,b,s € Iy igin |f2| fonksiyonu Iy iizerinde m-konveks ise ¢ € T igin

c 1
Alzfsﬁs ,ulzf(l—s)ﬂs
0 c

C
/11=]szﬁs r— f(l—s)zﬁs.
0

olmak iizere asagidaki esitsizlik saglanir.

1 b
F© - 5= | £oanu

(4.1)

< (b= ) [ + 1 — mD|FAB) + Ml + 20 = 2D |2 ()|}

Ispat. Modiiliin 6zelligi ve lemma 3.2.2. den,

1 b
F© -5— | rr©ac
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c 1
< (b—a) <f|sz[sb + (1—s)a]|As + f|(s —1)f2%[sh+ (1 — s)a]|ﬁs>
0 c
| f Al fonksiyonu m- konveks fonksiyon oldugundan,

c 1
(b—a) <f|sz[sb + (1 —s)al|As + f|(s —1Df%shb+(1— s)a]|ﬁs>
0 c

< (Js [s|F2®)| +m(1 - 5)| 2 (%)”As)
1
+ (fls —1] [SlfA(b)l +m(1—ys) |fA (%)”Es)

c

= <] s2 As+f(1 —5)555> |fA(b)|
0 c
m(f(l —5)5554‘[(1 _S)ZES> |fA (%)|

0 c

c 1
=<f5255+f[(1—s)—(1—5)2]55> |f2(b)]
0 c
oo fo-staesfaora oo

0 c

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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Sonug 4.3.1. (Discrete Form). Teorem 43.1de T=Z a=0,b=n,s=j,t =

ive f(k) = x; alinirsa,

gw)=vlw-1)QRv—-1)
h(v) =v(v—1)3n—-2v—-1)

olmak tizere asagidaki esitsizlik saglanir.

1
== x| < gD + hn = Dllnss — %l

j=1

BIP—‘

mlg(n — i) + h(D]lx, — x0l}-

Ispat. T = Z oldugundan, f(t) = f(i) = x; ve

[fA(D)| = Ixns1 = xal,
[fA(@)] = |x1 = xol-

Eger (4.1.) deki 4 integral T = Z i¢in hesaplanirsa ispat tamamlanr.

Ornek 43.1. T=7Z, f:Z > R ve f(x) = x? olmak iizere Sonu¢ 4.3.1 de a =

Ove b = 12 ve m = 1 degerleri icin esitsizligin saglanip saglanmadigina bakalim.

Coziim. f(x) = x? oldugundan,

1 (12)(13)(25)
2

'2

1 C =2 =2
_sz] = |i? = 162,5] = 162,5 — i

j=1

ve
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1
o L9 @ + h(n = Dllxnsy — 20| +mlgn =0 + A(DO]1x, — xol}

1
= o> {lg(D) + h(n — DI(25) + [g(n — ) + R(D](1}

1
= = (39336 — 528i — 844i” + 961°)

sonucu elde edilir. Boylelikle esitsizligin sol tarafta aldig1 degerin sag tarafta aldigi
degerden kiiciik oldugu goriiliir, sonucun dogrulugu 6rnek iizerinde de saglanmis

olur.

Teorem 4.3.2. T ve T birer zaman skalas;, T = v(T) ,v = Z_Tz olmak iizere,
f: Iy = R fonksiyonu Iy tlizerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
Egera <b, a,b,t € Iyiginp > 1 ve %+$ = 1 sart1 ile |fA|q fonksiyonu Iy

lizerinde m-konveks ise her ¢ € T igin
C

1
)llzfsﬂs ,ulzf(l—s)ﬁs
c

0

[of 1

/11=J5255 Uy = J(l—s)zﬁs

0 [4

olmak iizere asagidaki esitsizlik saglanir.

1 b
£ -5— | Foeo
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1
< (b—a)(hy + 1)P + {@2 + 1 = p) A+ muz + Ay — 25) |4 (%)rl}q'

Ispat. Modiiliin 6zelligi ve Lemma 3.2.1. den,

b 1
1 -
() — mff"(u)Au <(b-a) flk(t,s)”fA[sb + (1 - s)al|As.
a 0
Holder Esitsizligini kullanacak olursak,

]Ik(t,s)l|fA[sb + (1 —s)a]|As
0

1 1
P

1 1
A f ke, 5)| As f ke, )I|f2sb + (1 — s)a]|"
0 0

Buradan,

c

1 1
!Ik(t,s)IAs = fsAs+Cf(1—s)As

0
= Al +U1.

| f Alq fonksiyonu m- konveks fonksiyon oldugu i¢in asagidaki esitsizlik yazilir:

1
flk(t,s)”fA[sb +(1-s)a]|” As
0

< !Ik(t,s)l [s|fA(b)|q +(1-s5)m |fA (%)r] As.

59



Teorem 4.3.1. ispatinda kullanilan metodlar burada da kullanilirsa,
1
flk(t s)| [s|fA(b)|q +(1—-s)m |fA (£)|q] As
' m
0

= (o + 11— )| 2D + Mz + 23 — 1) |2 (%)rl

Son olarak A;,v; A, u, integralleri de hesaplanirsa ispat tamamlanir.

Sonug 4.3.2. Teoremde M = sup |fA(t)|q vem = 1 almirsa,
a<t<b

(a+b

1 b
)i [ ot < @ - o+ v

Sonu¢ 4.3.3. (Discrete Form). Teorem 43.2. de T=Z a=0,b=n,s=j,t=

i ve f(k) = x; alinirsa,

gw)=vw-1)QRv—-1)
hw)=vv—-1)3n—-2v-1)
r(v) =v(v - 1).

olmak tizere asagidaki esitsizlik elde edilir.

1 n
i T &j=1Yj
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1
< 7(5) (gD + h(n = D][xnss — xn]?

mlg(n— 0 + h(D]lx; - xolq}%[r(i) +r(n— i)]%-

Sonug 4.3.4. (Siirekli Durum). T = R i¢in asagidaki sonug yazilir.

b
F) - [ e

1

(x—a)?+ (b - x)2}5

<b- a)l_g{ >

i

4.4. Quasi-Konveks Fonksiyonlar icin Ostrowski Tipli Esitsizlikler

Teorem 4.4.1. T ve T birer zaman skalasive T = v(T),v = E olmak iizere,

f: Iy = R fonksiyonu Iy iizerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.

Egera < bve a,b,s € Iy igin | 2| fonksiyonu Iy iizerinde quasi-konveks ise her

c € T igin

c 1
Alzfsﬁs ,ulzf(l—s)ﬂs
0 c

olmak tizere asagidaki esitsizlik saglanir.
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b
1
F© - 5= | £onu

<b-a){1 + ﬂl}max{lfA(b)l, |fA(a)|}'

Ispat. Modiiliin 6zelligi ve lemma 3.2.1 den,

b
F@O -5 [ Fon

<(b-a) <f|sz[sb + (1—s)a]|As + f|(s —Df%sb+ (1 - s)a]|ﬁs>.
0 ¢

| f Al fonksiyonu quasi- konveks fonksiyon oldugundan,

c 1
(b—a) <f|sz[sb + (1 —s)al|As + f|(s —1Df%sh+(1— s)a]|ﬁs>
0 c

<(b—a) (j smax{|fAb)|, |f2(@)|}As + fls — 1| max{|f2(b)|, |fA(a)|}Es>
0 c

c

max{|f2(D)|, |2 (@)} (f SES) + max{|f2(D)|, | FA (@)} <f|s —1| Es)

0

max{|fA(b)|,|fA(a)|}<jsﬁs+j|s— 1|As>

0

sonucu elde edilir ve ispat tamamlanur.

Sonug 4.4.1. Teorem4.4.1.de M = sup |fA(t)| alinirsa,
a<t<b
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b
b 1
F(557) 5= [ roae| < - i+ mim.

Sonug¢ 4.4.2. (Discrete Form). Teorem 44.1. de T=Z a=0,b=n,s=j,t =
ive f(k) = xi

(i —1)i
R

g@) = h(i,n) =—%(i—3n+3)(i—n)

olmak iizere agagidaki esitsizlik elde saglanir.

SIP—‘

— =" 5| < 19D + G WImax{ln — ) + - %)

j=1

Ispat. T = Z olacagindan esitsizligin sag tarafi igin,

,~
|
=

c .
x _(i—1)i

fSAS— S = >

0 0

N

n-1-i

](1—5)— Z 1—(5+L)———(L—3n+3)(l—n)

j=0

yazilir. T =7 de f(t) = f(i) = x; ve

|FAB)| = 1xns1 — xal,
|fA(a)| = |x; — xol.
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Esitsizligin sol tarafinda ise

H n
f(a;b)_biaffo(t)At = xi_%zxj

Jj=1

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu caligmada farkli tiirden konveks fonksiyonlar igin delta integraller iceren
esitsizlikler elde edilmistir. Ayrica bu esitsizliklerin 6zel durumlart igin farkli
sonuglar elde edilmistir. flgili arastirmacilar tez ¢alismasinda kullanilan yontemleri
kullanabilir veya gelistirebilir. Tezin kendisi bu konu hakkinda bir 6n g¢alisma
niteligine de sahiptir.
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