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Bu tez calismasinda, nétrosofik fuzzy G-metrik uzaylar (NFGMS) iginde ¢ift dizilerin
istatistiksel yakinsamasi, istatistiksel limit noktalar1 ve istatistiksel yigilma noktalari
incelenerek, notrosofik fuzzy metrik uzay kavrami genisletilmektedir. ilgili teoremler ve
ornekler kullanilarak elde edilen sonuclar desteklenmis, istatistiksel yakinsamanin temel
ozellikleri analiz edilmistir. Ayrica, ¢ift dizilerin lacunary istatistiksel yakinsamasi ve
giclii  lacunary yakinsamasi1 ele alinarak, bu kavramlar arasindaki iligkiler
degerlendirilmistir. Calismanin bir diger amaci, NFGMS’lerde ideal yakinsama kavramini
tanitarak, J,-Cauchy ¢ift dizileri ve J,-tamhk kavramlarini incelemektir. Ideal
yakinsamanin temel Ozellikleri analiz edilerek, J,-limit ve J,-yigilma noktalar: detayh
olarak degerlendirilmistir. Ayrica, I7,-istatistiksel yakinsama, J,-lacunary istatistiksel
yakinsama, giiclii 7,-Cesaro toplanabilirlik ve gii¢lii 7,-lacunary toplanabilirlik kavramlari
tanimlanmis ve bunlara ait Ozellikler incelenmistir. Elde edilen bulgular, cebirsel ve
topolojik perspektiften ele alinarak, NFGMS'lerde ¢ift dizilerin yakinsama teorisine katki

saglamaktadir.

Anahtar Kelimeler: J,-yakinsaklik, lacunary istatistiksel yakinsaklik, neutrosofik fuzzy

G-metrik uzaylar
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This thesis investigates the statistical convergence, statistical limit points, and statistical
cluster points of double sequences in neutrosophic fuzzy G-metric spaces (NFGMS),
thereby extending the concept of neutrosophic fuzzy metric spaces. Theoretical results are
supported by relevant theorems and illustrative examples, and the fundamental properties
of statistical convergence are analyzed. Additionally, the study explores lacunary statistical
convergence and strong lacunary convergence of double sequences, examining the
relationships between these concepts. Another objective of this research is to introduce the
notion of ideal convergence in NFGMS and to analyze J,-Cauchy double sequences and
J,-completeness within these spaces. The fundamental properties of ideal convergence are
examined, and the relationships between 7,-limits and 7,-cluster points are discussed in
detail. Furthermore, the notions of J,-statistical convergence, J,-lacunary statistical
convergence, strong 7,-Cesaro summability, and strong J,-lacunary summability are
introduced, and their properties are investigated. The findings of this study contribute to
the theory of convergence of double sequences in NFGMS from both algebraic and

topological perspectives.
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1. GIRIS

Dizilerin yakinsakligi, matematigin temel yap1 taslarindan biri olup yalnmizca bu o6zelligi
tastyan dizilerin incelenmesiyle siirlt degildir. Ayn1i zamanda, yakinsaklik kriterini
dogrudan karsilamayan dizilerin de belirli matematiksel ¢erceveler i¢inde analiz edilmesi
Oonemli bir arastirma alan1 olusturmustur. Bu tiir diziler iizerinde yapilan ¢alismalar, ¢esitli

yakinsaklik kavramlarinin ortaya ¢ikmasina ve gelismesine zemin hazirlamistir.

Yakinsaklik kavramina 6nemli bir katkr saglayan bir diger temel yaklasim ise istatistiksel
yakinsakliktir. Pozitif dogal sayilarin dogal yogunluguna dayali olarak tanimlanan
istatistiksel yakinsaklik, ilk kez 1951 yilinda Fast tarafindan literatiire kazandirilmistir
(Fast, 1951). Bu kavram c¢ercevesinde, reel ve kompleks say1 dizileri lizerinde cesitli
ozellikler detayli sekilde aragtirllmistir (Schoenberg, 1959; Fridy, 1985). Cift dizilerde
istatistiksel yakinsakligin uygulanmasina yonelik ilk calisma ise Mursaleen ve Edely

(2003) tarafindan yapilmistir.

Fridy ve Orhan (1993), lacunary diziler kavramini temel alarak, istatistiksel yakinsaklikla
giiclii baglantilar kuran ve yakinsaklik teorisinde 6nemli bir yere sahip olan lacunary
istatistiksel yakinsaklik kavramimi ortaya koymuslardir. S6z konusu c¢aligmalarinda,
ozellikle istatistiksel yakinsaklik ve diger toplanabilirlik yontemleri ile lacunary
istatistiksel yakinsaklik arasindaki iliskiler ayrintili bir sekilde ele alinmistir. Ote yandan,
Cakan vd. (2009) ¢ift lacunary yogunlugu iizerinde galismis ve ¢ift dizilerde istatistiksel

yakinsaklik ile lacunary istatistiksel yakinsaklik arasindaki baglantilar1 aragtirmiglardir.

Kostyrko vd. (2000-2001), istatistiksel yakinsamanin daha genel bir formu olan J-
yakinsaklik kavramini gelistirmislerdir. Das vd. (2008), bu fikri metrik uzayda ¢ift diziler
icin modelllemis ve bu yakinsama tiirliniin temel oOzelliklerini detayli bir sekilde
incelemislerdir. Ayni temel iizerinde, Das vd. (2011) kavram1 daha da derinlestirerek J-
istatistiksel yakinsama olarak yeni bir bigimde ele almiglardir. Bu alandaki gelismeler,
ozellikle Diindar ve Altay’in (2014) katkilarinin yani sira, birgok arastirmacinin bu
kavramin teorik ve uygulamali yonlerini detayli bir sekilde incelemesiyle onemli bir

ilerleme kaydetmistir.



Gaéhler (1963), 2-metrik uzaylar kavramini incelemis ve bu tiir uzaylarin, klasik metrik
uzaylarin dogal bir genislemesi oldugunu savunmustur. Ancak, bazi arastirmacilar, 2-
metrik uzaylar ile geleneksel metrik uzaylar arasinda belirgin bir iliski bulunmadigini iddia
etmislerdir (Ha vd., 1988). Takip eden yillarda, Dhage (1992), D-metrik uzaylar olarak
bilinen yeni bir metrik smifin1 tanimlamistir. Bununla birlikte, Mustafa ve Sims (2004)
tarafindan yapilan ¢alismalarda, D-metriklerin bazi sinirli yonleri oldugu vurgulanmistir.
Son olarak, Mustafa ve Sims (2006), G-metrik uzaylar olarak adlandirilan farkli bir
genellestirilmis metrik uzay sinifin1 sunmuslar ve bu yeni siifin, geleneksel metrik

uzaylardan daha genis bir ¢erceve sundugunu kanitlamiglardir.

Bulanik mantik, matematik, tip ve miihendislik gibi pek c¢ok disiplinde onemli katkilar
saglamistir. Bu kavram, ilk kez Zadeh tarafindan 1965 yilinda literatiire kazandirilmistir.
Zadeh'in bu calismasi, belirsizligin Ol¢iilmesi agisindan bir donliim noktasi olarak kabul
edilmistir. Zadeh, bu c¢alismasinda, kesin olmayan sinirlarla tanimlanan nesneleri igeren
bulanik kiimeler teorisini gelistirmis ve bu kiimelerin matematiksel yapisini detayli bir
sekilde incelemistir. Giinliik yasamda karsilastigimiz belirsizliklerin daha etkili bir sekilde
ele alinabilmesi i¢in bulanik kiimeler 6nemli bir yontem sunmaktadir. Kramosil ve
Michalek (1975) ise, geleneksel metrik uzaylarin daha genel bir versiyonu olarak bulanik
metrik uzaylar kavramini Onermislerdir. Kramosil ve Michalek (1975), George ve
Veeramani (1994) tarafindan gelistirilen bulanik metrik uzaylar {izerinde ¢esitli
diizenlemeler yapmustir. Ayni donemde, Atanassov (1986) sezgisel bulanik kiimeler
kavramini tanitmis ve Park (2004), George ve Veeramani (1994) tarafindan atilan temelleri

gelistirerek bu kavrami sezgisel bulanik metrik uzaylara genisletmistir.

Smarandache (2005), giinlik yasantimizda karsilagilan bir¢ok uygulamali problemin
¢Ozlimiinde ortaya ¢ikan belirsizliklerin daha hassas bir sekilde ele alinabilmesi amaciyla,
bulanik kiimeler, sezgisel bulanik kiimeler ve aralik degerli sezgisel bulanik kiimeler gibi
yapilara bir genelleme getiren notrosofik kiime kavramini incelemistir. Karar verme
stireglerinde, dogrudan yaklagimlarin (6rnegin evet ya da hayir) 6tesinde, karar vericilerin
cogu zaman tereddiit yasadig1 durumlar ortaya ¢ikabilmektedir. Ayrica, spor karsilasmalari
veya oylama prosediirleri gibi bazi gercek yasam olaylarinda {i¢ bilesenli sonuclar
gozlemlenebilmektedir. Tiim bu durumlan dikkate alarak, Smarandache, sezgisel bulanik

kiime teorisini genisletmis ve noétrosofi adimi verdigi, diisiincenin tarafsiz bilgisine dayali



yeni bir yaklagim tanimlamistir. Bu ¢ercevede, "nétr" kavrami ile nétr, bulanik ve sezgisel
bulanik kiimeler ile mantik arasindaki temel farklilik vurgulanmistir. Tiim bu durumlar goéz
oniinde bulundurularak, Smarandache, sezgisel bulanik kiime teorisini, belirsizlik {iyelik
fonksiyonu adi verilen yeni bir bilesen tanimlayarak genisletmistir. Buna gore, bir
notrosofik kiimeye ait her bir eleman, dogruluk iiyelik fonksiyonu (D), belirsizlik tiyelik
fonksiyonu (B) ve yanlishk iyelik fonksiyonu (Y) olmak iizere ii¢lii bir bilesenle
tanimlanmaktadir. Bir nétrosofik kiime, evrendeki her bir elemanin D, B ve Y degerlerine
sahip oldugu bir kiime yapisidir. Bu ii¢ fonksiyon nétrosofik kiime yapisinda birbirinden

bagimsizdir.

Sezgisel bulanik kiimelerde belirsizlik, iiyelik ve iiyelik disilik derecelerine bagli olarak
tanimlanirken; noétrosofik kiimelerde belirsizlik, dogruluk ve yanlislik degerlerinden
bagimsiz sekilde ele alinmaktadir. D, B ve Y degerleri arasinda herhangi bir kisitlama
bulunmadigindan, noétrosofik kiimeler sezgisel bulanik kiimelere kiyasla daha genel bir

yaptya sahiptir.

Kirisgi ve Simsek (2020), siirekli liggensel normlar ve konormlar kullanarak nétrosofik
metrik uzaylar1 yapilandirmistir. Notrosofik metrik uzaylarin gesitli topolojik ve yapisal

Ozellikleri lizerine bir¢ok calisma gerceklestirilmistir.

Diger yandan, Menger (1942), metrik uzayin bir genellemesi olarak olasiliksal metrik uzay
kavramimi tanitmistir. Ote yandan, Choi vd. (2018), iki nokta arasindaki mesafe kavramini
iki yerine g + 1 nokta dikkate alarak genisletmis ve q mertebesinde g-metrik kavramini
ortaya koymuslardir. Bu kavram iizerine insa ederek, Abazari (2021), Menger olasiliksal
G-metrik uzayin bir genellemesi olarak Menger olasiliksal g-metrik uzayini tanimlamis ve
giiclii topolojiye gore istatistiksel yakinsamayi, N kiimesinin g-boyutlu asimptotik
yogunlugu kavrami kullanilarak incelemistir. Bu gelismeler, g-metrik kavraminin
notrosofik bulanik ortamlara genisletilmesi yonilinde arastirmalar1 tesvik etmektedir.
Ayrica, bu genellestirilmis cercevede, g-boyutlu asimptotik yogunluk dikkate alinarak

istatistiksel yakinsamanin gecerliligi izerine de bir sorgulama ortaya ¢ikmaktadir.

Bu tez c¢alismasinda, literatiire yeni kazandirilan nétrosofik fuzzy G-metrik uzaylar

(NFGMU) gergevesinde ¢ift dizilerin istatistiksel yakinsamasi, istatistiksel limit ve kiime



noktalar1 gibi kavramlar ele alinarak, notrosofik fuzzy metrik uzay anlayis1 genisletilmistir.
Calismada elde edilen bulgular, ilgili teoremler ve oOrnekler 1s1ginda desteklenmis,
istatistiksel yakinsamanin temel nitelikleri ayrintili bir sekilde incelenmistir. Ayrica, ¢ift
dizilerin lacunary istatistiksel yakinsamasi ve gii¢lii lacunary yakinsamasi konularna da
yer verilerek, bu iki kavram arasindaki baglantilar analiz edilmistir. Arastirmanin bir baska
hedefi ise, NFGMS igerisinde ideal yakinsama kavramini tanitmak ve bu baglamda J,-
Cauchy cift dizileri ile J,-tamlik kavramlarim1 detayli sekilde arastirmaktir. Ideal
yakinsamanin karakteristik ozellikleri tartisilmis; J,-limit ve J,-y18ilma noktalar1 ayrintili
bi¢imde incelenmistir. Bunun yaninda, J,-istatistiksel yakinsama, J,-lacunary istatistiksel
yakinsama, gii¢lii 7,-Cesaro toplanabilirlik ve giiglii J,-lacunary toplanabilirlik gibi yeni

kavramlar tanimlanmis ve bunlarin temel 6zellikleri kapsamli sekilde analiz edilmistir.



2. TANIMLAR VE KAVRAMLAR
Bu boliimde temel tanim, teorem, ve kavramlara yer verilmistir.
Tamm 2.1. (Schweizer vd., 1960) .: [0,1] X [0,1] — [0,1] fonksiyonu

(1) - islemi hem degismeli hem de birlesmelidir,

(2) Her G € [0,1] igin G = G - 1 saglanur,

(3) Her 0 <G3,G5,G3,G4 <1 igin, eger G; <Gz ve G, <Gy ise Gy =Gy <G54 Gy
saglanir,

(4) - islemi siireklidir,

kosullarini sagliyorsa siirekli t-norm olarak tanimlanir.
x:[0,1] X [0,1] — [0,1] fonksiyonu

(1") * islemi hem degismeli hem de birlesmelidir,

(2") Her § € [0,1] i¢in § = G * 0 saglanur,

(3") Her 0<G;,G,,G5Gs <1 igin, eger G; <G3 ve G, <G, ise G; xG, < G3xG,

saglanir,
(4") * islemi stireklidir,

kosullarini sagliyorsa siirekli t-conorm olarak tanimlanir.

U < N olsun. U kiimesinin dogal yogunlugu d (W) ile gosterilir ve
d) = Zh_)ngoa{t < z:t e}
ifadesiyle tanimlanir (eger bu limit mevcutsa).
Bir reel say1 dizisi (w,), her » > 0 igin
d{zeN:|lw, —wy| >0}) =0

sart1 saglantyorsa wy € R sayisina istatistiksel yakinsaktir denir. st — w, = w, sembolii ile

gosterilir.



N kiimesinin g-katli Kartezyen carpimu N7 = []7_, N” olarak tammlansin. Y € N9 olmak

tizere her z € N i¢in

V(@) = {($y 8 8,) € Vibp by By < 2
kiimesi tanimlansin.

Bu durumda, q. dereceden asimptotik yogunlugu
. q
dy(¥) = lim 2 ¥(2)|
seklinde verilir (limit mevcutsa). Burada
Y(u) = {(ul,uz, ...,uq) € K%:uq,u,, wUg < u}
Boylece, Y kiimesinin g-boyutlu asimptotik yogunlugu
q!
dq(Y) = lim — |Y(w)]
u—oco 119
seklinde verilir.

K < N olmak iizere K kiimesinin g-boyutlu asimptotik yogunlugu
q!
dq(K) = lim — | K(w)|
u—co 119
bigimde tanimlanir. Burada,

K(u) = {(ul,uz, ...,uq) € K%:uq,uy, wUg < u}
olarak almnir.
Tamm 2.2. (Mustafa ve Sims, 2006) Bos olmayan Q kiimesi verilsin. Eger, G: Q X Q X
Q - R* fonksiyonu
1. Egerm=n=piseG(mn,p) =0,
2. m # n olmak iizere, tim m,n € Y i¢cin 0 < G(m, m, n);
3. p#nicintimm,n,p €Y i¢cin G(m,m,n) < G(m,n, p),

4. G(m,n,p) = G(m,p,n) = G(n,p,m) = ---, (tim degiskenlerde simetrik),



5. Timm,n,p,t €Y icin G(m,n,p) < G(m,t,t) + G(t,n,p), (dikdortgen esitsizligi)

kosullarin1 sagliyorsa, genellestirilmis metrik ya da G-metrik olarak adlandirilir ve (Q, G)

sembolii ile gosterilir. Asagidaki tanim, bu yapinin q € N dereceli bir genellemesidir.

Tamm 2.3. (Choi vd. (2018) Bos olmayan Q kiimesi verilsin. g: Q9%1 — R, fonksiyonu

1. my =my = =m, ancak ve ancak g(moy, my, ..., m,) = 0 ise,

2. Herhangi bir {0,1,...,q} tlzerindeki m permiitasyonu i¢in g(mo,ml,...,mq) =
g(mn(o),mn(l), . ...,mn(q)) ise,

3. Tim (mo,ml, ...,mq), (no,nl, ...,nq) € Qi1 ve {mj:j =0,1, ...,q} c
{nj:j =0,1, ..., q}, igin g(mo,ml, ...,mq) < g(no,nl, ...,nq) ise,

4. ) Her my,my, ..., mg, Ny, Ny, ..., N, ¥ EQVEes+t+1=qicin

g(my, my, ..., mg, Ny, Ny, ..., Ny)

< g(my,my, ..., mg, %%, ...,%) + g(ng, Ny, .., Ne, 6, %, o, %)

kosullarini sagliyorsa, g € N derecesine sahip bir g-metrik olarak adlandirilir.



3. NOTROSOFIK FUZZY G-METRIK UZAYLARDA
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde, cift dizilerin nétrosofik fuzzy genellestirilmis metrik uzaylarda istatistiksel
yakinsama, istatistiksel limit noktalar1 ve istatistiksel yigilma noktalar1 incelenmektedir.
Notrosofik fuzzy metrik uzayin daha genel bir yapiya genisletilmesi ele alinarak,
istatistiksel yakinsama kavraminin bu uzaylardaki temel 6zellikleri arastirilmaktadir. Son
yillarda, belirsizlik igeren matematiksel yapilarin analizi, hem teorik hem de uygulamali
bilimlerde giderek daha fazla ilgi gormektedir. Klasik metrik uzaylarin genisletilmis
versiyonlari, 6zellikle fuzzy ve nétrosofik yapilarin entegre edildigi metrik uzaylar, veri
belirsizligi ve karmagikligin yiiksek oldugu problemlerde énemli bir ¢ergeve sunmaktadir.
Elde edilen teorik sonuglar, uygun teoremlerle desteklenmis ve aciklayict orneklerle
detaylandirilmistir.

Tamim 3.1. Bos olmayan rastgele bir Q kiimesi, siirekli bir t-norm .., siirekli bir t-conorm
x, ve QIt1 x (0,0) iizerinde tanimli bulanik kiimeler &, ®,$ ele alindiginda, altili
(Q,% 6,9, %) ifadesi, eger asagidaki kosullar tim u,» € (0,0) i¢in saglaniyorsa, q.
dereceden olan bir notrosofik fuzzy genellestirilmis metrik uzay (kisaca NFGMU) olarak

adlandirilir:

(NFGMU-1) Her £, £, ..., #, € Q isin

F(F0, #1 - r B 0) + O(F0, F1, oo s B 0) + S(F0, $10 s Fgo0) < 3
saglanir.
(NFGMU-2) #, # #, ve her #, #, € Q icin
§($o, fo, -, $0, $1,0) > 0

sart1 saglanir.

(NFGMU-3) ¥ ($, 6y, -, #,)» (00, b1, -, B) € Q%% ve {§o, 8, o6y} © (Do D By}

i¢in

%(#Ot #1! ...,#q,n) = 8; (bol blﬂ '"'bqln)



esitsizligi gecerlidir.

(NFGMU-4)

F(Bo. b1, s fpr) =1 fo=f1 =" =4,
gecerlidir.

(NFGMU-5) Herhangi bir {0,1, ..., q} lizerindeki m permiitasyonu igin

F($0, 1, s B 0) = F(Fr(0) Fr1)s -+ » Fre(g)r ©)
sart1 saglanir.

(NFGMU-6) Her £, f,, ... #,, 90, D1, -, D ¥ €Q Ve g +f+ 1 = q igin
& (15‘0,75‘1, ...,#g, L YT u) ‘fy(bo,bl, P T PR n)
< (1, -+ $ o D, o By 1 +0)

esitsizligi saglanir.

(NFGMU-7)

F($0, 1) s Bgp-): (0,00) — [0,1]
stirekli bir fonksiyondur.

(NFGMU-8) Her £, §,, ..., §, € Q igin

I (5 ) =
saglanir.
(NFGMU-9) #, # #, ve her #, #, € Q i¢cin

6(#01 #0’ '"1#0’ #LD) <1

sart1 saglanir.



(NFGMU-10) ¥ (f4, - #, ) (00,1, -, Bg) € Q7% ve {$o, #, .. $,} € (B0 D, -, By}
icin
& (fo, 1 +r B ) < 6 (B, By, r b 0)

esitsizligi gecerlidir.
(NFGMU-11)

&(f0, $1, s b)) =1 fo =1 = =§,,
gecerlidir.
(NFGMU-12) Herhangi bir {0,1, ..., q} tizerindeki  permiitasyonu i¢in

&(Fo, F1, -+r» Fg:0) = O(Fr0ys Fr1)s -+ » Fr(q)r D)
sart1 saglanir.

(NFGMU-13) Her #, £, s $ Do, b1, DT EQVE g+ f+1=gqi¢in

6 (g 1y s By e %1) * 6B, By, 0, By W, e, %, 0)
> 6 (4,1, » Do D, -, By 1+ 0)

esitsizligi saglanir.
(NFGMU-14)
6(#0,$1, -, Fg,-): (0,0) — [0,1]
stirekli bir fonksiyondur.
(NFGMU-15) Her #, #,, -, §, € Qigin
lim (#0,#1, ...,#q,n) =0
saglanir.

(NFGMU-16) #, + #, ve her #,,#, € Qi¢in

10



'6(#0'#0' ""#0'#1'”) <1
sart1 saglanir.
(NFGMU-17) v (#0,#1, ...,#q), (90, 1, .., bg) € Q7+

ve

{$0 81 8} S (D0, D1, - D)
i¢in
$($0,#1, - $00) < (69,5 b, )
esitsizligi gecerlidir.
(NFGMU-18)
S(F0,$1, s Fp0) =1 S fo =1 = - = $,,
gecerlidir.
(NFGMU-19) Herhangi bir {0,1, ..., q} lizerindeki 7 permiitasyonu i¢in
(0, #1, - $q:0) = H(Fr(0ys Fr(1)r - » Fr(q) ©)
sart1 saglanir.
(NFGMU-20) Her #, £, ..., f .00, D1, .. Dp ¥ € Qve g +f+ 1 = g igin
) (#0, £ ...,#g, )y B, u) * 55(1)0,1)1, P oL A JR n)
2 5 ($o, 1 - $ D0 b1, -, B + 0)
esitsizligi saglanir.
(NFGMU-21)
H(Fo, $1, s B0 ): (0,00) — [0,1]

stirekli bir fonksiyondur.

11



(NFGMU-22) Her §,4,, ..., §, € Q igin

1im$ (#5,,, ) f00) = 0
saglanir.

Ayrica, (g, ®, $) tgcliisiine @ lizerinde ndtrosofik fuzzy G-metrik olarak adlandirilir.
Ornek 3.1. (Q, g), q. dereceden bir g-metrik uzay olsun. » > 0 i¢in vG;,G, € [0,1] icin

Gy~ G, =G, -G, veG, *xG, = min{G; + G,, 1} tanimlansin.

5 (fu b By0) = n
ob by _D_I_g(#o’?j’—l,...,fq),

g(#o by 8y)
o+8(Fo by by)

G ($o by, wrBgp0) =

ve

D

g(#o by r8y)

9 (By By Bp0) =

olarak alinirsa (Q, &, ®, 9, ~,*) bir NFGMU belirtir.

Ispat. (NFGMU-6) ,u>0ve g +f+ 1= q i¢in £, 4,, s B D0, D1, e, by, ¥ € Q oOlsun. Bu

durumda

g(Fo0,B1, e B0 Dy Bys o B) < 8B, 1, s By %, o ¥) + 8 (B By s B s¥)  (3)

saglanir.

Bununla birlikte

12



D

T+ g(F0, $1, r By ¥ s ¥)

(B0, 10 oo r B ¥ s 5,0) = F (I)O,I)l, o B B, u)
u

u+g (I)O,I)l, ...,I)f, ¥, ...,w)

nu
<
ou + n.g(bo,bl, s B ¥, ...,X) +u.g(Fo, #1, oo r By T) o) ¥)
— 1 J—
1+g(b01b1;-..1;bf)7f;...;7r +g(f0,/ﬁ1,...;#g,x,...,'8‘)
1
T )
g bolbl,---,bf,%---,f g(#o,#l,...,#g,x,...,x)
1+ p+u + p+u
p+u

Cotu+t g(bo,bl, D%, ...,x) + g(f0, #1) - By ) s )

yazilir.

(3.1) esitsizligi kullanilirsa

(B0, #1soer B ¥ s 0) = F (I)O,I)l, L . ¥ u)

p+u

o+u+ g(bo,bl, o Do, ...,x) + g(fo, #1, s By B0 o) ¥)
= 5 (fo 1, -» By Doy By s B0 +11)

<

elde edilir.

(NFGMU-13) Ayni kosullari saglayan o,u, g, f igin

g (g B1s s BP0 Do 07) < 8 (B By s ¥, s ) + 8(B0, Dy o B, W)

saglanir. Bu durumda

p+u

- 8 (#or #1150, B, o, By)

p+u

=1+ .
g(’ﬁo! #11 '"’#g’ v, ...,'Zf) + g(bo'bp ...,I)f, Y, ...,'?S')

13



8 (#0110, D, o, By)
o+ u+g (o h1r e By oD, )
g(#o,#l, ...,#g,w, ...,w) + g(bo,bl, o D5 ...,x)

<
pt+g (#0,#1, ...,#g,x, ...,x) +u+ g(bo,bl, e D, ...,'b‘)

=1+

< g(’foi#y""’fgﬂx""'x) n g(bo,bl,...,bf,'lf,...,'lf)
B v+ g (#0'#1' ...,/ﬁ’g,?{', ...,'K') u+ g(bO' bl! ""bfr ¥, ...,'K')

elde edilir. Bu durumda
® ($o By, s Do D, o, B0 + 1)
<6 (#0,75‘1, s B By wens n) + (o, by, N T JR u)

bulunur.

(5(#0'#1' ""#g’bolbll W o +u) <1

oldugundan

G ($0#15 - B D0, e, o D0 + 1)
< min{® (#0,#1, By ¥, ...,x,n) + 6 (Do, Dy, -, by, s, 0), 1

= (ﬁ (#OI #1: L] #g! T ) T, U) * (ﬁ(bo, bl, ey bf, T, ., T, 11)
saglanir. Benzer sonug (NFGMU-20) gz 6niinde bulunduruldugunda saglanmis olur.

Ayni 6rnek, islemler VG4, G, € [0,1] i¢in G; -~ G, = min{G;,G,} ve G; * G, = max{G;,G,}
seklinde tanimlandiginda da gegerliligini korur. (Q, &, ®, H, ~,*) uzay1 g-metrikten iiretilmis
olup standart NFGMU belirtir.

Onerme 3.1. Her G € [0,1] icin -~ =G ve $*xG =G i¢in (Q,%, G, %, ,*x) NFGMU
yapist altinda

(a)
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RO 2 7Y 20

z-Kez

@(f, #» ---;#,27,

z-Kez

SHEH b P o

z-kez

(b)

RICR AN 2

z-Kez

(6(7?1 75)" ---,75)',#7,

z-kez

SHEL P

z-kez

esitsizlikleri gegerlidir.

Ispat. a) (NFGMU-6) kosulu yardimryla

C&(f,«f,...,f‘,#?,...,#?,n) = c&(ﬁ,ﬁ---,#,ﬁ,

(z—1)-kez

25 b 5P,

(z—2)-kez

z-Kez

Her § € [0,1] i¢in G - § = G oldugundan

&b b2 p0) 28E 5, 8,2

(z—2)-kez

= L&(#:’ﬁf ---;’ﬁ;ﬂ?,

(z—3)-kez

25E b 8P

(z—3)-kez

z-kez

2,9 >5 (8,
,39,13) < 6(#'39'

' #0) <55(Mo,---

,}7,0) > %(p,#,---
,p,0) <

2.0 <9 (2.5,

® (p, £ ...

wr ) %) L E (ﬁ, P,

--m,%) -5 (.2,

D

,;7,2—2) A i} (#,ﬁ,
D

...,,19,2—3) o (ﬁ, D,

D
...,;),2—3) o F (#, Dy o

D
23

D
,47.?

.2 & (#,gg, o %) TR (#, PP %)
=3

(ﬁ, P, ...,ga,F

elde edilir. (NFGMU-13), kosulu yardimiyla

.zv,—) %(Mz s )

)

D
22

)



& f otV Y, 0) <64 F P

z-kez (z—1)-kez

<6#f ... p -

(z—2)-kez

23+ 6 (f,2,

P,

D
22

elde edilir. Her § € [0,1] i¢in G * § = G oldugundan

& f .tV Y, 0) <64 F P

z-kez (z—2)-kez

<G b fr P, -

(z—3)-kez

>G4 b p) -

(z—3)-kez

D

,#7,?

) *® (#,;7,
D
,W,ﬁ) * ® (#,p,

D
;p:ﬁ) * (6(#,%,...

22)

)46 (8,2, 2,55) * 6 (£,

D
,}7,?

.29,%) *® (#,p,

D
,}7.5

: o o
< (5(#,19, ;WJF) & (ﬁ(#'p' ""59’22—1)

bo)
= (Y)(?ﬁ, P P F)

saglanir.

Benzer sekilde

Sj(#l#""’#’y""’y’n) < 5(#'%""’?'

z-kez
esitsizligi de elde edilir.

(b): (a) sikkindan yararlanilarak

7

&t b0 0) = (0 P, P, F1 o $10)

z-Kez

6(151’#»---’#’#9,---,;9,13) < G)'(ﬁ,«]f',,?ﬁ

z-kez

ve

S b s b 200 20) < 5 (24,

z-kez

esitsizlikleri gegerlidir.

(q+1—-2z)-kez

> (2, b))
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Tanmm 3.2. (9,%, 0,9, ) bir NFGMU ve #, € Q olsun. » > 0 icin #, merkezli » €

(0,1) yarigapl agik yuvar

B;f’(ﬁ’g))(n; r) = {Tl €Q: C&(#O' M e 1 D) >1-r, (5(#0’ PO e 1L D) <7
ve 55(#0, MM - rt,n) < fr‘}

seklinde tanimlanir.

Uyan 3.1. (9, %, ®, 9, ~,*) bir NFGMU olsun.
7369 = {S c Q: V§, €3J,3r € (0,1) ve v > O igin
syleki B (v,7) < 3}

kiimesi (&, ®, $) tarafindan liretilen topoloji tanimlar.

11
e )
Y mm

kiimesinin #, € Q igin yerel bir baz olusturdugu agiktir. Bu durum T° @69 topolojisinin

birinci sayilabilir oldugunu gosterir. Ek olarak, her agik yuvar 7 &®9) topoloji i¢inde agik
kiime belirtir.

Tamm 3.3. Bir (9, &, ®, 9, ~,*) NFGMU iizerinde tanimh (&, ®, ) t¢liisii eger her v > 0
ve (/ﬁO' #11 (ALY ﬁq): (bO: bl: ey bq) € Qq+1 lgln

{#01 #11 ) ’ﬁq} = {bo: bl' e bq}
esitligi saglandiginda

%(#0) #11 R 'ﬁql D) = ?f(bo' bl' e bq' D);
6(#, $1, » $00) = 6(0, by, ..., By D)

ve

5(#0) #11 '"i'ﬁql D) = 55(1)01 bll ""bqln)

esitlikleri saglaniyorsa, lineer bagimsiz olarak adlandirilir.

Onerme 3.2. 9,%06,9,~*) bir NFGMU olsun. Baz1 d€[0,1] ve >0 igin
%(#01#11"';#an) >1-0D, @(#O,#l,...,#q,n) <b ve .Sf)(;ﬁo,;ﬁl,...,#q,n) < b kosullar

saglantyorsa asasidaki kosullar saglanir:
a) Eger a({fo, #1, . #,}) > 3iseherj € {0,1, ...,q} i¢in #; € Bg,(ﬁ,g)(n, ) saglanr.

b) Eger (&, ®, ) lineer bagimsiz ve q({#o,#l, ...,#q}) > 2 ise herj € {0,1,...,q} icin §; €
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Bg’(ﬁ'g) (v, 7) saglanir.

NFGMU'ya iliskin tanim ve temel 6zellikler sunulduktan sonra, konunun derinlemesine

anlasilmasini destekleyecek temel tanim ve teoremler ele alinacaktir.
Tamm 3.4. (Q,F, ®, 9, %) bir NFGMU ve (#,,), Q'da bir dizi olsun. Eger her b € (0,1)

ve hel’ p>0 1@11’1 91,92, ...,Sq P fh«o ve W4, MW,, ...,U:)q > /h’O Oldugunda

g’(#' #slwlj #szmzf r’ﬁsqmq' D) >1-b, (5(#' #slnolr #sznozr r’ﬁsqmq' D) <b

ve

55(#) ’ﬁslmlﬂ ’ﬁszmzi ---”ﬁsqmq: U) <D

kosullarin1 saglayan bir £, € N sayisi bulunuyorsa (15”'1)3) dizisine # € @ elemanina

(& ©, H) normuna gore yakinsaktir denir.

Teorem 3.1. (9, &, ®, 9, --,*) bir NFGMU ve T @69 9 uzay1 iizerinde bir topoloji olsun.

(#%) dizisinin # € Q elemanina yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kosul her » > 0 i¢in
n,3 = 0 iken %(15‘%, Fozr oo oo B> n) -1, (ﬁ(ﬁ%, Fozr e B B> n) -0 ve
35(15‘%, For s Frop B n) — 0 saglanmasidir.

Ispat. (#%) dizisi # € Q elemanina yakinsak olsun. Bu durumda, her d € (0,1) ve her o >

0 i¢in vy,3 > A, iken £, € B?’(ﬁ’g) (v,d) kosulunu saglayan £, € N sayis1 mevcuttur. Bu

durumda v, 3 > 4, igin

T(Bogy Bogr - » o B:0) > 1= 0, 6B, By o, B £,0) <, and H(Hry, Fogy -, By $,0)
<D

elde edilir. Buradan

1- g(fna' Fos ""#na'#'”) <D, 6(#1)3' oz ""#na'#'n) <bve 5(#1)3'#%' s By B v) <D

yazilir.

Sonug olarak, y,3 — oo iken

18



F(Bop By - Bz $.0) = L 6(Bu, By -, B $,0) > 0

ve $(#yy Fozr - Fo3 £, 0) = 0 bulunur.

Tersine, her v > 0 igin 1,3 — oo iken

F(Bop By - By $.0) = L 6(Bu, By -, B $,0) > 0

ve $(#y Foz - » Fop $,0) — 0 Olsun. Buradan, her b € (0,1) ve her o > 0 igin 1,3 > A,

iken
1- 3(#%' Fogr s By 5 v) <, 6(#03' Fog s B 0) <d

ve 55(#03, 75‘%, ...,)ﬁ%,#, n) < b kosulunu saglayan £, € N sayisi mevcuttur. Sonug olarak,
n,3>hy iken £, € B?’&Sj) (v,d) olur. Boylece, (75‘%) dizisinin # € @ elemanina

yakinsaklig: elde edilir.

Tamm 3.5. (9, %, ®, 9, --,*) bir NFGMU ve (15‘%), Q'da bir dizi olsun. Eger her d € (0,1)

ve her p>0 lgln 91,92, ...,Sq > /h'O ve W4, Wy, ...,mq > ho Oldugunda

%(ﬁSOmol 75}'510311 B #sqmq' D) > 1 - b' 6(#50030’ #51031’ e #sqmq' D) < b

ve

5(#501‘1)0! #511‘01’ "'Jﬁgqmq, D) < b

kosullarini saglayan bir 4, € N sayis1 bulunuyorsa (15‘%) dizisine (&, ®, $) normuna gore

Cauchy dizisi denir.

(2, 6,9, ) NFGMU iginde her (#,,) Cauchy dizisi yakinsak ise uzaya tam NFGMU

denir.

Teorem 3.2. (9, &, ®, , --,*) bir NFGMU olsun. Bu durumda, Q'da her yakinsak dizi bir
Cauchy dizisidir.

Tamm 3.6. (Q,F, ®, $, %) bir NFGMU ve (#,,), Q'da bir dizi olsun. Her b € (0,1) ve her
v > 0 i¢in # € @ nun (&, ®, H) normuna gore (v, d)-komsulugu
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VEOD (0,0) =(($1, B2, . B0) € O F(£, b1, B20 -, oy 0) > 1= D
ve 6(#' )ﬁl' #2' '"I'ﬁq' D) < b' 5(#' #1’ #2; ""#q' U) < b},

seklinde tanimlanir.

Tamm 3.7. (Q,F, ®, 9, %) bir NFGMU ve (#,,), Q'da bir dizi olsun. Eger her b € (0,1)

ve her v > 0 igin

d, ({((sl, S9, ...,5q), (ml,mz, ...,mq)) € N9 x NQ:‘{(;(#, Foywyr Foprwys ...,:ﬁsqmq,n) <1-»
o8 60 s ) 2056 o o) 32) =0,

veya denk olarak

n,laigloo w| {((51,52, w1 5)s (W1, 03, ...,mq)) € NI X N%:5y,5,,...,5, <D,
Wy, Wy, ..., Wy < 3,‘8(#, Foywyr By ...,#gqmq,n) < 1-—Dbyada

(5(#, #slml' #szmzl e ﬁsqmq: U) > b,g(#' #51031' #52032' L /ﬁg’me' D) > b}| =0,

kosullar1 saglaniyorsa (15‘%) dizisine # € Q elemanina (g, ®, $) normuna gore istatistiksel

st2—(5.0.9)
yakinsaktir denir ve f,, 5 # ya da st; — lim £, = #(&, ©, 9) olarak gosterilir.
1),3—)00

S'v(ﬁ!g))

NFGMUda tiim istatistiksel yakinsak diziler uzayi sté ile ifade edilir.

Lemma 3.1. (Q, %, ®, 9, --,*) bir NFGMU olsun. Her b € (0,1) ve her v > 0 i¢in asagidaki

ifadeler denktir:
(a) st — t)laiinooﬁog =& 6,9).
(b)

d, ({((51 52, .., 5q ), (101, W5, ...,mq)) € N9 x Nq:{g(f, Ferwops Boyioys ...,#Sqmq,n) >1-b%
Ve §(#, Furoy Fopgs -+ Bogiog ©) < 0.5(F Bevioys Brginys o Bogwyr®) < 2)) = 1,

(©)
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d, ({((sl, S,, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N9 x N4 ‘{(;(#, Foywyr Foprwys ...,:ﬁsqmq,n)

<1—b})=0,

ve

d, ({((sl, 9, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N9 x N9: (5(#, Forwy Foymnys ...,ﬁsqmq,n) > b})
=0,

do ({((s51,52 r50), (01,2, .., 1,) ) € NO X N §(, B0 Brgungs o By ) > 0}
=0.

(d)

d, ({((sl,sz, wer5q)s (W, 03, ...,mq)) € N9 x N%: 8-(75‘, Forwyr Foprwys ...,ﬁgqmq,n)

>1-— b}) =1,
veya

dq ({((Sl’ 527 wee SQ)’ (ml’ W2, ""mQ)) € N> N 6(#' #slmlr#szmz. = #sqmq’ D) < b})
=1,

o ({((Grr5215). (1,2 0)) €N X N S8 iy o o 0) <))
=1.

Teorem 3.3. (Q,%, ®, $, -, x) bir NFGMU ve (#,,), Q'da bir dizi olsun. Her b € (0,1) ve

her o > 0 i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(@) st; — I)Liinoo#% = £ 6,9);

(b) d, ({((sl,sz, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N7 x N¢: (#51m1,#52m2, ...,ﬁsqmq) &
V59 (0,m)}) = 0.

Ispat. Ispat, istatistiksel yakinsaklik tanimimndan dogrudan elde edilir.

21



Teorem 3.4. (Q,%, 6,9, bir NFGMU olsun. (#,,) dizisi Q’da st, — lim #,, =
I),S—)(D

£(&, ®, $) olsun. Bu durumda, her d € (0,1), o > 0 ve keyfi m € {1,2, ..., q} igin

d, ({((51,52, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N9 x N¢: #smmm ¢ B?’(ﬁ‘g)(n, b)}) =0
saglanir.

Ispat. Her » € (0,1), v > 0 ve her m € {1,2, ..., q} igin

K(v,d) = {((51,52, w1 5)s (W1, 103, ...,mq)) € N9 x N¢: i}’(#, Ferwoys Bsymy ...,#sqmq,n) >1-b
and 6§, Buyum,s By -+ Bognys 0) < B B(F Fayiogs Brymys s By 2) < 0},

ve

L(0,5) = {((s1.52 -, 50), (01,05, .., ) ) ENT X N £, € BEOD (0,0}
tanimlansin.

Sty — llinoo/ﬁ% =35 #(%' ®, 5)

IJIS
oldugundan d,(K(v, b)) = 1 yazilir. (sl,sz, ...,sq), (ml,mz, ...,mq) € K(v, d) alinsin.

Bu durumda
F( Ferions Bopys = Foguogr ) > 1= 0, 6(F, By, Brguags o By 0) < D Ve

f)(#, #slmlﬂ #szmz: ---”ﬁsqmq: U) <D

olur. Onerme 3.2°e gére her m € {1,2,...,q} i¢in Fe,w,, € B?’(ﬁ'g)(n,b) elde edilir.
Dolayisiyla, (51,52,...,sq), (ml,mz,...,mq) € L(v,d), ve bu nedenle K(v,d) S L(v,b)

yazilir. Bu durum, d,(IL(v,d)) = 1 esitligini saglar ve istenen sonucu verir.

Teorem 3.5. (9, 6,9, ~*) bir NFGMU olsun. (#,,) dizisi # € Q elemanma (g, ©, H)

normuna gore yakinsak ise st, — lim £, = #(&, ®, H) saglanir.
I),a—)OO

Ispat. (#%) dizisi # € Q elemanina yakinsak olsun. Bu durumda, her d € (0,1) ve her o >
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0 igin 84, 83, ..., 54 = A9 V€ W1, Wy, ..., W, > A oldugunda

F( B, Forwons Bogogs = Fogogr ) > 1= 0,68, Bayros Frgungs s By ©) <

ve

$($,Bevrons oy - Bogwys?) <

kosullarini saglayan bir £, € N sayis1 bulunur.

K(y,3) = {((51, Sq, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € NI X N%sy,5,...,5, <,
W4, Wy, "-qu < 3 c&()ﬁ' )ﬁslml) )ﬁszmzt -":’ﬁsqmqﬂn) >1- b'
Ve O(f, Buyunys Feyinys s Brgiogs ) < 0 S( Freyinys B o By 0) < D)

kiimesi tamimlansin. Bu durumda

%—ha q!<%—%6_
IK@@N>< ay £ (@JKde S iewer] R Rl

elde edilir. Boylece

(Da)qu .3) =0,

bulunur. Bu ise st, — lim £,, = #(&, ®, $) sonucunu verir.
I],ﬁ—)OO

Teorem 3.5'in tersinin gegerli olmadigini géstermek igin asagidaki 6rnegi sunuyoruz.

Ornek 3.2. Ornek 3.1'de tanimlandig: gibi (Q, &, ®, 9, ~,*) NFGMU alinsin. Burada, @ =
R olsun ve g:RI*t — R* fonksiyonu g(#o,#1,..,#;) = max {If, —#,|} seklinde
o<<u,v<q

tanimlansin. R’de (#%) dizisi, u, v € N i¢in

P, _P& efery = u?,3 = v?,
% (1, diger durumlarda,

alinsin. Bu durumda, st, — lim £, = 1(&, ®, $) oldugu halde yakinsak degildir.
0,3—)%
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Teorem 3.6. (Q,%, 6,9, *) bir NFGMU olsun. (#,,) dizisi # € Q elemanma (g, ®, $)

normuna gore istatistiksel yakinsak ise st, — lim #,, istatistiksel limiti tektir.
t),g—)oo

Ispat. Kabul edelim ki #,¢4 € Q igin st, — lim fo; = F(& 6, 9) ve st, — lim £, =
93— p,3—>00

2(F, 6, 9) olsun. # = g oldugu gosterilecektir. d € (0,1) i¢in (1 —2¢) ~ (1 —bd;) >1—
b ve by * by < b kosullarini saglayan b; € (0,1) secilsin.

Simdi, » > 0 i¢in asagidaki kiimeler tanimlansin:

D
A(p,d,) = {((sl,sz, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N9 x NCI:‘&(#, ﬁglml,ﬁgzmz, ""#sqwq'i)
D
<1- b1 ’ yada ® (’ﬁ) ’ﬁslmlﬂ ’ﬁszmzﬂ "ﬁsqmq' E)

> bl:g) (ﬁ' ﬁslmll ﬁszmzl ---r’ﬁsqmq'g) = bl}r

D
B(v,0,): = {((51, o, ...,5q), (ml,mz, ...,mq)) € N x N%: & (g, Fowp Fopros ...,ﬁsqmq,z)
D
<1- t)1 ’ yada ® (g" )ﬁslml) )ﬁszmz' sy ’ﬁsqmq' E)

> Db, 9 (g" 75}'511131'#521132’ - #Sqmq 2) }'

A€(v,d,):= {((sl,sz, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)> € N9 x N%g(#, #511131'#5211‘)2' ﬁsqmq 2)
D
>1=0,ve 6 (. fuyw,0 oy - Fooy5)

< bl'b (’ﬁ': ’ﬁslmlf ’ﬁszmzf ---"ﬁsqmqr;) < bl}'

B¢(v,0,): = {((51,52, ...,Sq), (ml,mz, ...,mq)) € NI x N©: & (g" #511131'#5211’2' ’ﬁsqmq 2)
>1—bdve (g" #51m1'#52m2‘ - #%mq 2)

< 01,9 (8 Boysns Frsins - By 5) < D1}

st, t)lalrn Fo = $(& 6, 9) ve st, — hm 1 £y, = ¢(3, 6,9) oldugundan d «(A(p,,)) =0

ve dq(]B%(n, bl)) =0 elde edilir. Lemma 3.1’den dq(AC(n, bl)) = dq(IBSC(n,bl)) =1

yazilir. Boylece
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d,(A(v,5,) UB(p,d,)) =0,
dolayisiyla
dy((A(o,d1) UB(0,0))°) = dy(A(p,0,)¢ N B(v,d,)°) = 1
olur.
(51,52, -, 5q), (01, W5, ..., w,) € A(p,d,)¢ N B(v,d,)¢ almsmn.
(NFGMU-3), (NFGMU-6), ve Tanim 2.1’in 3’iincii maddesinden

?f('ﬁr P 0 P D) > (’ﬁ': ’ﬁslmli ’ﬁszmzi ---J’ﬁsqmq:%) & (’ﬁ'gqmq' P 0 P g)

D D
> ¥ (’ﬁ) ’ﬁslmlt #5211)21 e )ﬁsqmq' E) -8 (g" ’ﬁslmlt )ﬁszmz' e ’ﬁgqmq' E)
>(1-2d)~(1-bd)>1-b
elde edilir.

(NFGMU-10), (NFGMU-13), ve Tanim 2.1’in (3")’tincii maddesinden

(5((#' @ s P D) <6 (#' 75&511331' 75&521332' - ’ﬁsqmq 2) *® (#5qmq' Pr e g"g)
< ® (#: 75&511331' #szmzﬂ " ’ﬁsqmq 2) * ® (g" ’ﬁslml' ’ﬁszmz' " ’ﬁsqmq 2) b1 * b1

<b
bulunur.
Ayni zamanda (NFGMU-17), (NFGMU-20), ve Tanim 2.1’in (3')’iincii maddesinden

(5.9, .9,0) <D

yazilir. € (0,1) keyfi sabit degeri ve Vo > 0 igin

%(#! G D) = 1ve (5((#' P Py D) = O’g)((#' @ ...,g»,n) =0,

elde edilir ki bu da # = g olmasi demektir. Boylece st, — lim #,, istatistiksel limitin
I),a—)(x)

tekligi gosterilmis olur.
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Tamm 3.8. (Q,§, 6,9, %) bir NFGMU ve (#, . ), (#,;) dizisinin Q'da bir alt dizisi
olsun. {(v,,,3,):m,n € N} indeks kiimesi N?’de istatistiksel yogun ise yani

d,({(m,3,):m,n €N}) =1 saglanyorsa (#me) dizisine (75‘%) dizisinin Q'da

istatistiksel yogun alt dizisi denir.

Teorem 3.7. (9, %, ®, $, --,*) bir NFGMU ve (#,,), Q'da bir dizi olsun. Asagidaki ifadeler
denktir:
1) st; — Dlaiinoo#na = $(&6,9).

(2) Hemen hemen 1,3 icin #,; = p,, olacak sekilde Q’da yakinsak (p%) dizisi
mevcuttur.
(3) ()ﬁ%) dizisinin, istatistiksel yogun ve yakinsak olan (#Um«’m,) bi¢iminde bir alt dizisi

vardir.
Ispat. (1) = (2) st, — lim #,, = #(&, 6, $) ve # € Q olsun. Lemma 3.1°¢ gore bazi b €
I)‘ﬁ—)m

(0,1) ve o > 0 i¢in

d, ({((51,52, s 5q)» (W, 03, ...,mq)) € N x NO: i}’(ﬁ, Ferwop Boyoys ...,#Sqmq,n) >1-b%
ve (5(75&' ﬁslmll ﬁszmzl ---:’ﬁsqmqfn) <D, Sf)(/ﬁ, ’ﬁslml' ’ﬁszmz; ""#sqmq'v) < b}) =1,

elde edilir.

Her 1 € N i¢in

1
S, p) = {((sl,sz, ey, (w1, 0, ...,mq)) € N9 x N9 g(ﬁ, Bercops Boyioy ...,#Sqmq,n) >1-=

1 1
ve (5(#1 ’ﬁslmlﬂ #szmzﬂ "ﬁsqmq' D) < Eﬂg)(’ﬁ' ’ﬁslml' ’ﬁszmz' LN ’ﬁsqmq'n) < F}

kiimesi tanimlansin.

Her 1 € N i¢in (v, + 1) kiimesi S (v, ) kiimesinin bir alt kiimesi oldugu ag¢iktir. st, —

lim #,. = (&, 6, $) oldugundan,
t),3—)00

d,(S(o,1) =1 (3.2)
esitligi saglanir.
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il’l’l i,ras €l S€ 11’1’11 61,95, ..., %5 ), ml,m ) o, O D, alimsin. m
my = max{51 51 S } n = max{ml w U:)l}
1 122y = Rqfr 'l 1) V20 0 Mg
0|SU||.

(3.2) saglandigindan (s?,53, ...,52), (w?, w3, ..., w2) € S(v,2) olacak sekilde m, > my,

and n, > n; saglayan
m, = max{s?,s3, ...,5¢},n, = max{w?, w3, ..., w2}
mevcuttur ve vy > my, 3 > n, degerleri igin

lim
n3~0 (93)9

| {((sl,sz, s 5)» (W, 03, ...,mq)) € NT X N%: 54,5, ...,5, <D,
1
W1, 105, ., 0 < 3 F( Foyroys By o oo ®) > 1= 3
1 1 1
Ve G(F, Buyiys Buyis s o 2) < 50 5(B Buyiys By Fo0) < 5} > 5
yazilir.

Bu siireg, (3.2) kullanarak devam ettirilirse, (s3,s3,...,5%), (w3, w3, ..., w3) € §(v,3)

olacak sekilde,

mz = max{s},s3, ...,50} > m, ve nz = max{w;, w}, ..., w3} > n,
sartlarini saglayan elemanlar bulunur.
Tim y > m3,3 > n3 i¢in,

lim
v3-0 (p3)9

{((sl, 52, we) 5q)» (W1, Wy, ...,mq)) € NT X N 5;,5,,...,5, < 1,

1
Wy, Wy, ..., Wy < 3,‘8’;(#, Forwy Foprys ...,ﬁsqmq,n) >1-3

1 1 2
and Gj(#, #51&31’#521”2' ...,#5qmq, D) < g,g)(#, #51‘(1)1' #52‘(1)2' ---:#sqnoq; D) < §} | > §
elde edilir.

T ro R i (! n . _
Bu siireci siirdirerek, (sl,sz,...,s ), (ml,mz,...,mq)ES(n, M) olacak sekilde m, =
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max{s}, s}, ...,52},11[1: max{m?,m;,...,mg} bi¢iminde tanimlanan dogal sayilar

kiimesinde artan (m,,) ve (n,) dizileri elde edilir.
Timy > my,3 > n, icin

lim
n3=e (93)¢

{((sl, 52, ., 5q ), (101, W5, ...,mq)) € NY X N%:sy,5,,...,5, <D,

1
Wy, Wy, ..., Wy <3 3}(#' )ﬁslml) )ﬁszmzl -"l’ﬁsqmqﬂn) >1 _E ve

1 ) p-1
6(#) #slml' ’ﬁszmz' -""Iﬁlsqmqfn) < E'g(#' #slnolr #sznozr "-r’ﬁsqmq'n) < _} | > —

bulunur.
Simdi ise
Ti={(ce)EN?1<c<m,l<e<mn}

ve

I, = U {c = max{nl,nz, ...,nq},e

nEN

= max{?)p 325 =0y 3q}: (1)1; D2, - :I)q): (31' 325 s aq) € 'S(Dr “)rmp <S¢

< Mg, My < € < Mg }
kimeleri tanimlansin.
Son olarak, T = 7; U 7, kiimesi ve

_ {#ce, eger (c,e) €T
Pee = #,  diger durumlarda,

dizisi tanimlansin.

D € (0,1) degeri igin % < b kosulunu saglayan p € N secilsin. Bu durumda 1 — i >1-D

olur. Bu ise (p..) dizisinin (&, ®, $) normuna gore #’e yakinsadigini gosterir.

Sabit v, 3 € N degerleri i¢in ve m, <y < My4q, 1, < 3 < Myyq oldugundan
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{((51,52, s 5q), (01, W3, ...,mq)) € N9 x N¢:
51,59, ) 5q < D, W1, Wy, ..., Wy < 3, Fs,m, # Ps,yw, M1 € {1,2, ..., q}}
c {((51,52, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € NI X N:51,5,...,8, < D, W, Wy, ..., W < 3}

\ {((sl, 52, .., 54 ), (01, W5, ...,mq)) € N7 x N%:5,5,,...,5, <,

1
Wy, Wy, ..., Wy < 3,‘{9(#, Foywyr By ...,#sqmq,n) >1 _E ve

1 1
6 (8. Bryoy Bryos - Bogog ©) < 0SB Bopiss Boyiys By 0) < E}
elde edilir.
Buradan

0,1313100 03 {((51,52, wer5q), (W, 03, ...,mq)) € N9 x N¢:

51,52, ) Sq < D, W1, W, oo, Wy < 3,Fe w, F Ps,m, M1 € {12, ..., q}}]
< lim

1,300 (1)3)Q| {((51'52’ ""SQ)’ (mlile ...,mq)) € N9 x N9

51,52, ) $g < D, Wy, Wy, ..., W, < 3}

m
v3~0 (93)9

1
W4, W3, ..., Wy <3 C&(#' #slmlt #szmzt "-"ﬁsqmqin) >1 _E ve

| {((51,52, w1 5q), (W, 03, ...,mq)) € NY X N%:5y,5,,...,5, <D,

(. Feynys Fegings s Bouys ) < %,55(#, By Bty o Boguoys ©) < r_11}|

<1- lim
ng=c0 (13)"

{((51152, ...,5q), (ml,mz, ...,n:)q)) € N9 x N¢:

1
51,92, ) Sq < D, W1, Wp, ..., Wy < 3, (#,#slml,#SZmz, ...,ﬁsqmq,n) >1 _E ve

1 1 1
(5(#' #slmlr #szmzﬂ ey #sqmqﬂn) < Eﬂg)(’ﬁ' ’ﬁslml' ’ﬁszmzi ey ’ﬁsqmqﬂn) < E} | <-<D

yazilir.

D > 0 keyfi deger oldugundan

d, ({((sl, 59, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N9 x N9

§1,5, ) Sq < D, W1, W, .., Wy < 3, F5, 0, F Ps,w, M1 E{L2,...,q}}) =0
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bulunur. Béylece hemen hemen v, 3 degerleri igin #,, = p,, elde edilir.

(2) = (3) Hemen hemen v,3 icin £,; = p,, olacak sekilde Q’da yakinsak (p%) dizisi
alimsimn. Bu durumda, A = {(t), 3) € 1\12:75‘lja = p%} kiimesi i¢in d,(A) =1 olur. Sonug

olarak, (p%) (v3)cA dizisi (#03) dizisinin yakinsak istatistiksel yogun alt dizisidir.

3= 1) (fomﬁn) dizisi, (’ﬁna) dizisinin istatistiksel olarak yogun bir alt dizisi olup # €
Q elamanina istatistiksel yakisak olsun. K = {(v,,,,3,): 7,7 € N} indeks kiimesi i¢in

d,(K) = 1 saglanir. Baz1 b € (0,1) ve o > 0 degerleri i¢in

{((sl,sz, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € NI X N:5,5,...,5, <Y, 01, W3, ..., W,
F(B, Ferioss Bopys = Frgiogr ) > 1= Ve 6(F, Faron Buguags o By )
<0, 9(#, Foygs Fegings s By 0) < b}
2 {((sl,sz, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € K X K%: 54, 5,, ..., 5
< D), Wy, Wy, ..., Wy < 3:‘8(15% Foywy0 Fopmys ---rﬁsqmq'n)
> 1= 0 Ve G(£, fuyuy Fegungs s Bonys )

< b,é(f» ’ﬁslmll’ﬁszmz' '"”ﬁsqmq’v) < b}

elde edilir. Boylece

3_)00 (%)q |{(( 51,5, v, 5q), (W01, 05, ...,mq)) € N9 x N 51,55, ..., 5, < D, Wy, Wy, ..., W,

F(#, By Begngs s Boguns0) > 1= Ve B, Fryays By o B )
<0, 9(, Feyuoys B o Foguy0) < D]

I)lﬂignoo (%)q |{((sl,52, . ,sq), (ml,mz, ...,mq)) € K9 X K%: 54,57, ..., %4
< D, 04, W3, ..., II)q < 3 %(’ﬁ; ’ﬁslmlﬂ #szmz' e ’ﬁsqmq' D)
> 1= 0 Ve G(f, fuyuy Fegungs s By )

<0, 9(#, ey Fegungs s By ®) < |
yazilir. Boylece, st, — llm 15'% £(&, ®,9) bulunur.
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Teorem 3.7 dogrudan asagidaki sonucu vermektedir.

Sonug 3.1. (9, &, 6, %, *) bir NFGMU ve (£,,), Q'da istatistiksel yakinsak bir dizi olsun.

Bu durumda, (#03) dizisinin yakinsak bir alt dizisi vardir.

Yukaridaki ifadenin tersi genel olarak gecerli degildir; bagka bir deyisle, yakinsak bir alt
dizi igeren ancak istatistiksel yakinsak olmayan diziler mevcuttur. Asagidaki 6rnek bu

durumu agiklamaktadir.

Ornek 3.3. (R, g) uzay
g(#o: #11 ) ﬁq) = 0<mma1§<q{|#m - #nl}r V#O: #11 ) #q ER

q. dereceden bir g-metrik uzay olsun.

Omek 3.1°de tanimlanan (F, ®, %) icliisiinii ele almsin. Vd;,d, € [0,1] i¢i by ~ by =
min{d;,d,} ve d; * b, = max{d,,d,} islemleri tanimlansin. Bu durumda, (Q, %, ®, , --,*)
NFGMU olusturmaktadir. Simdi m,n € N igin (#%) dizisi
1 < 2 2
$,, = % egery = m°,3 = n’,
(p3)?, diger durumlarda,

seklinde tamimlansin. Boylece (#,,2,2) dizisi (15‘%) dizisinin bir alt dizisini olusturmakta

olup, 0'a yakinsaktir. Ancak (#%) dizisinin istatistiksel yakinsak olmadigi aciktir.

Simdi, (Q,%,®,9,~,*) NFGMU’larda ¢ift diziler i¢in istatistiksel Cauchy dizi kavrami
tanimlanacak ve bu kavramin temel 6zellikleri ayrintili olarak incelenecektir.
Tamm 3.9. (Q, &, ®, 9, -~,*) bir NFGMU ve (15‘%), Q'da bir dizi olsun. Eger her d € (0,1)

ve o > 0 i¢in
d, (((51,52, s q), (01, W3, ...,mq)) € N9 x N% ‘{y(#slml,#szmz, ...,#Sqmq,#w,n)
< 1-—byada 05(#5111)1,75‘5211,2. ---,#sqmq,#w'n)

> b,g(#slml, #5211)2) ---p#Sqmq' #[UV! D) > b) =0
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kosulunu saglayan U =U(d) € N,V =V(d) € N varsa (#03) dizisine Q'da (&, ®, %)
normuna gore istatistiksel Cauchy dizisi denir.
Simdi ise NFGMU’larda istatistiksel yakinsak diziler ve istatistiksel Cauchy dizisi

arasindaki iliski verilecektir.

Teorem 3.8. (Q,%, G, 9, %) bir NFGMU ve (#,,), Q'da istatistiksel yakimsak bir dizi
olsun. Bu durumda, (#,,) Q'da istatistiksel Cauchy dizisidir.

Ispat. st, — lim £, = #(% ©,9) olsun. Verilen b€ (0,1) sayist igin (1—10;) ~
1),3—)00

(1—-b;)>1—Dbvebd; *d; <dkosulunu saglayan bir d; € (0,1) segilsin. Keyfi biro > 0

i¢in
P00 = (530 9095 0)) NS (o ) <
1- b1 yada ® ()ﬁslmlﬂ )ﬁszmzﬂ R ’ﬁsqmq' ’ISL: %) P bl:g) (’ﬁslmlﬂ ’fszmz' "ﬁsqmq' ’ﬁ' 2) > bl}a

ve

v
Pe(d,) = {((51,52, s 5q), (w1, 03, ...,mq)) € N x N%: & (#Slml,#gzmz, ...,fsqmq,ﬁ,z)

D
> 1=, Ve 6 (Foyuys Fryys o ooy B15)

D

< blﬂ f) (#slmlﬂ #szmzt e ’ﬁsqmq' ’ﬁ' 2) < bl}
kiimeleri tanimlansin.

st, — lim £, = £(&, ®, H) olmasindan dq(P(bl)) =0ve dq(PC(bl)) = 1 olur.
1)’3—)“)

(kl,faz, ,/aq), (bl, by, ..., I)q) € P¢(d,) alinsin. Bu durumda

D
% (#fklbﬂ #f&zbz; ey ’ﬁkqbqi #I E) >1- bl,

ve

D D
(5 (#&1b1’ #f(xzbz’ " #kqbq’ #’ E) < bl’ Sj (#%41)1' #/&2[)2’ " #kqbq’ #' E) < bl
yazilir.
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Baziy,3 € {1,2, ..., q} i¢in sabit £,, b, € N degerleri igin,

S (Bape B rb5) > § (Brasns Btanas o Brggy Br5) > 1= 21

2
ve
6 (F,50 8. 8r5) < O (Brusys Bosnar - By 15) < D,
D D
9 (B B 8:5) < S (Brinss Braer o B 1) <1
elde edilir.

(51, %2, ...,Sq), (ml,wz, ...,mq) € Pc(bl) 1(}111

% (’ﬁslml' ’ﬁszmz' L fsqmq: ﬁknng D) > % (#slmlr #szmzr nocd] ’ﬁsqmqr #' %) 8: (fl&&)y ’ISL' L) 75&: 3)
>(1-d)~(1—-d)>1—b

ve

6 (Boyirs Bogns ooy By ) < 6 (B B s By 15) * O (B 1 8.5)
< kD <D

D D
9 (Formys Frspr 1 Bogogs B3y 0) < 5 (Bovwss By s By $:5) * S (Bryo #1815
<D *D <D

saglanir. Boylece
Pe(b,) C {((51,52, w1 5q), (w1, 03, ...,mq)) € N9 x N9: & (#slmy#smz' ---rfsqmq'fknby”)

> 1= 0 Ve 6 (uyuy Fegngs o By Fypys )

<Db9 (#511131» PR #Sqmq’ ’ﬁ/&nba’ D) < b}

yazilir.

Sonug olarak
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d,(P¢(vy)) < d, (((51,52, s 5q), (W, 03, ...,mq)) € N9 x N¢:
& (’fslmlr #szmzi STy )ﬁsqmq: #&053; U) >1—bve
® (#51&)1' #52m2' ey ﬁsqmqr ﬁ&nbsrn) < D,Sj (#slnol' #sznoz' Ly ’ﬁsqmq' #/&1)1)3' D) < b)

elde edilir.
Dolayistyla
d, (((51,52, w1 5q), (W, 03, ...,mq)) € N9 x N¢:

C& ()ﬁslmlr )ﬁszmzl R ’ﬁsqmqﬂ ’ﬁ/(,nba; U) >1—bve
(5 (’ﬁslml; ’ﬁszmz; ey #Squl ﬁf&nbsl D) < b; 5 (#‘31’1’1' #52'332’ ey #sqmq, #kl)b3' D) < b) = 1

olup

d, (((51,52, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N x N9
g (’ﬁslml' #szmzl ey /ﬁsqmql #knba’ D) <1-b» yada
6 (ovrons Fopgs - B By ®) = 005 (Barinss Bryiys s Brgms Brgo0) = 1) = 0

saglanmis olur. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.8'nin tersi genellikle gecerli degildir. Bunu gdstermek i¢in asagidaki ornegi ele

alinsin.

Ornek 3.4. Q = (0,1] olsun. (9,%, ®, $, ~,*) uzayi Ornek 3.2°de tanimlanan NFGMU

olsun. (#,,) dizisi

1, egery=k3,3=15

’ﬁna = l N
7’ diger durumlarda, (Vk,l € N)

seklinde tanimlansin. Bu durumda, (#%) dizisi Q’da istatistiksel Cauchy dizisidir ancak

istatistiksel yakinsak degildir.

Tanmm 3.10. (Q, &, ®, 9, ~,*) uzayinda her istatistiksel Cauchy dizisi istatistiksel yakinsak

ise uzaya istatistiksel tam uzay denir.
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Teorem 3.9. Eger (Q, %, ®, 9, -~,*) istatistiksel tam uzay ise tam uzaydir.

Ispat. (0, &, 6, 9, -,*) istatistiksel tam uzay olsun. Eger (75‘%) dizisi Q’da bir Cauchy dizisi
ise, bu durumda (#%) dizisi Q’da istatistiksel Cauchy dizisidir. (Q, &, ®,$, ~,*) uzay1
istatistiksel tam uzay oldugundan istatistiksel yakinsaktir. Sonug 3.1.’e gore (15”'%) dizisinin
(’ﬁnmﬁn) yakinsak bir alt dizisi vardir. (’ﬁnman) dizisi #’e yakinsak olsun. Verilen d € (0,1)
sayist igin (1 —9,) ~ (1 —92,) >1—D9q, D3*Dd3<d;, (1—0y)~(1—D0dy)>1—D> ve

D, * Dy < D kosullarini saglayan d4,d,, 3,4 € (0,1) degerleri mevcuttur.

ds = min{d,,d3} olsun. (#%) Cauchy dizisi oldugundan verilen » >0 igin

0, $1) $25 1 S 2= Do V€ W1, Wy, ..., W > 3o oldugunda

D
% (ﬁsomor 757'51031: ﬁszmz' vy #sqmq' Z) >1- DS'

ve
D
6 (ﬁgomol ﬁslmli ﬁgzmzl ooo p #gqmq; Z) < b5,

D
55 (#Somoi #slmlf #szmz, eny #Sqmq’Z) < DS

kosulunu saglayan 3v,3, € N mevcuttur. Ayn1 zamanda, (#nman) dizisi #’e yakinsaktir.

Budurumda s, ,s,,, ey Sy, > D1 Ve W, , W, ., W0, >3y oldugunda

D
3; (ﬁsnlmall #snzmszl vy ﬁanma’l #: Z) > 1 —_ b4,

ve
® —D
(#531”"31’ /ﬁst)zmsz’ "'f’fanmaq' £, 4) < Dy,

D
55 (’ﬁsnlmslf /ﬁsnzmsz’ Iy ’ﬁanmaq' ’ISL' Z) < b4-

kosullarin1 saglayan y4,3; € N mevcuttur.

U = max{ny,v,}, V = max{3p,3;,} olarak tanimlansin. s,$;,5,, ..., $q, Sy, Sy, -, Sy = U,
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Wy, Wy, oo, Wy, Wy, Wy, oo, Wy > V ig¢in (NFGMU-3) ve (NFGMU-6) kullanildiginda

D
g(#ﬁmy #szmz’ v #sqmq’ #’ D) > 8 (’ﬁsomof ’ﬁslmll #Szwz' . #Sqmq’i)
o D
g’ (#501300' #501300; ey #501300' #) E) > % (/ﬁanmsql ’ﬁanmaq, ey #anmﬁq' #; Z)
D
g’ (#501300' #501;‘00; .- /ﬁSomoi ﬁanmaq 4) . (/ﬁsomoi Jﬁ51m1' #‘527332’ e #sqmq’z)
D
> g (/ﬁﬁnlmall )ﬁsnzmaz, ey /ﬁﬁnqmaql #l Z)

§ (B Bevym Bongsy By 7) * & (Bruor By = Boginr 7)

>(1=0y) » (1=05) ~ (1 =05) > (1—=0y) ~ (1-0z) =~ (1—0)
>(1=0y)~(1=0y)>(1-0)

elde edilir.

Benzer sekilde (NFGMU-10) ve (NFGMU-13) kullanildiginda

T S A2
D
(6 (#5011)0’ #5111)1’ #5211)2’ - #SQIDQ 2) * (6 (#5011)0’ #5011)0’ e #5011)0’ ﬁ' E)
D D
< ® (’ﬁanmmt #St)qt%q’ ey 75Lsst)qno3 ’ ’ﬁ' _) *® (’ﬁsomoi ’ﬁsomoi ey ’ﬁsomo' ’ﬁanmaq' Z)
(5 (#501’1)0’ #511’1)1’ #521’1)2’ h #SQIDQ 2)
D
<6 (#501‘”31’ ﬁ%zmsz’ B #anmﬁq' 5, Z)
D D
*® (’ﬁsomoi #501‘”31’ /ﬁ%zmsz’ s ’ﬁst)qmaq' Z) *® (’ﬁ‘somor ’ﬁsomor L #anmsq; Z)

<Dy *Dg ¥ Dy <Dy *xD3 *D3 < Dy *xdDy <D
bulunur.

Benzer sekilde

b(#ﬁlmlf #521332’ "t ’ﬁsqmq' #’ D) < b
yazilir.
Boylece (75‘%) dizisi #’e yakinsaktir ve sonug olarak (@, &, ®, 9, --,*) uzay1 tam uzaydir.

36



Tamim 3.11. (Q,, 6,9, %) bir NFGMU ve (#,,), Q'da bir dizi olsun. Eger baz1 £, € Q

igin,

d, (((sl, 52, .., 5q ), (01, W5, ...,mq)) € N9 x N¢:
g(fslmlr #szmzr ---;'ﬁgqmq, ’ﬁo, Uo) < 1- bO and
(5(#51&)1; #521302; -""Iﬁlsqmq' 7§O: D0) = DO» 5(#51031' #szmzr "-r’ﬁsqmq' #O'DO) = bo) =0

kosunu saglayan b, € (0,1) ve b, > 0 mevcut ise (#03) dizisine Q'da istatistiksel smirli

dizi denir.

Teorem 3.10. Eger (15”'%) dizisi Q NFGMU’da istatistiksel Cauchy dizisi ise, istatistiksel

smirlidir.

Ispat. (15‘%) dizisi Q’da istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Bu durumda, her » € (0,1), 0 > 0
ve U =U(d) € N,V = V(b) € N i¢in asimptotik yogunlugu 1 olan

K(o,b) = {((sl,sz, wer5)» (W, 03, ...,mq)) € N9 x N4 C&(#slml'#szmz’ s Psgwy Py n)
>1—bor (5(/ﬁ51m1’ ”ﬁgzmz; ---xﬁsqmq' #[UW; D)

< b' g(ﬁslmli ’ﬁszmzf ---"ﬁsqmqf #MW'D) < b}

s; is \'4 is \'4 )16 Wrﬁ 12 a;
( U 0) e U 0 )
[6 15 \'2] is \'2] ) 6 \'2] ﬁ ) 2 ) )

9 (#tuw' fuv, - Fuvs ﬁo,g) =y

biciminde tanimlansin. ,y,y € (0,1) oldugundan (1 —9) ~a>1—-F,d*xy <5 ve § *
Y<t kosullarini saglayan p,6,7t € (0,1) degerleri mevcuttur.

(sl, 9, ...,sq), (ml,mz, ...,mq) € K(v, b) alinsin. Bu durumda
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H(Favions Braas B Br0) > § (Favins B By )
‘&(ﬁm’ﬁw: s Fuvs #0:;) >1-d)~a>1-p,

(5(#511331; #szwzj e #sqmq' 7?0» D)

<6 (#Slml’#Szmz’ ---»fsqmq,’ﬁw: %) * ® (fw, Fovs - Fuvs 15"0’%) <bx*y

<34,

ve benzer sekilde H(fi,uw, B o Fogmy Forv) < T OIUL. Dy = max{p, 8,7} olarak

alinirsa

K(v,d) S {((sl,sz, w1 5q)s (01, 03, ...,mq)) € N9 x N¢: ‘&(ﬁlml,zﬁgzmz, ...,ﬁgqmq,#o,n)
>1- DO yada (ﬁ(’ﬁslmlﬂ #szmzﬂ '#sqmq' ’ﬁO' D)

< DO' g)(#slmli #szmzi "-J’ﬁsqmq' #O'U) < bO}

saglanir ve dolayisiyla

d, (((sl,sz, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)> € N x N9
%(#511331’#52032' "'l’ﬁsqmq: ’ﬁO'D) >1- t)0 ve
(5(#511331' #szwzt -""ﬁsqmq' ’ﬁO'D) < bO' g)(’ﬁslml' ’ﬁszmz' -""ﬁsqmq' #O'D) < b0) =1

olur. Sonug olarak

d, <((sl, 52, .., 5q ), (101, W5, ...,mq)) € N9 x N¢:
8(#5111)1! #szmzﬂ SN #sqmq' #0' D) <1- b0 ya da
Gj(#slmll ’ﬁszmzl "ﬁsqmq' #Of D) > bOf b(’ﬁsqmy ’ﬁszmzl "ﬁsqmq' #0' D) > t)0) =0

elde edilir. Dolayisiyla, (15‘%) istatistiksel sinirlidir.
Sonug 3.2. NFGMU’larda her istatistiksel yakinsak dizi istatistiksel sinirhdir.
Teorem 3.7'ye ek olarak asagidaki teoremi de ifade edebiliriz.

Teorem 3.11. (Q,%, 6,9, %) bir NFGMU ve (#,,), Q'da bir dizi olsun. Bu durumda
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asagidaki ifadeler denktir:
(a) (#,;) dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

(b) (#y;) dizisinin istatistiksel yogun (#,, , ) alt dizisi Q’da Cauchy dizisidir.

Simdi, NFGMU’larda seyrek alt dizi, seyrek olmayan alt dizi, istatistiksel limit ve
istatistiksel y1gilma noktalar1 kavramlar1 tanimlanacaktir.

Tanm 3.12. (Q,%, 6,9, *) bir NFGMU ve (#,,), Q'da bir dizi olsun. Eger (#,,)
dizisinin # € Q elemanina yakinsayan (#nman) bir alt dizisi mevcut ise, # € @ noktasi
(& ®,9)’e gore (#%) dizisinin limit noktasi1 olarak adlandirilir. (15‘%) dizisinin tiim limit

noktalar1 kiimesi (§®9) (75‘1)3) sembolii ile gosterilir.

Tamim 3.13. (Q,F, ®, $, =) bir NFGMU ve (#,, . ), (#,;) dizisinin bir alt dizisi olsun.
K = {(9,,3,,):m,n € N} c N? olarak tanimlansin. Eger d,(K) = 0 ise (#szm) dizisine
(#,;) dizisinin seyrek alt dizisi denir. Eger d,(K) # 0 ise (#,,,, ) dizisine (#,,) dizisinin

seyrek olmayan alt dizisi denir.

Tamm 3.14. (9, %, ®, 9, --,*) bir NFGMU olsun. Eger (75‘%) dizisinin # € Q elemanina
yakmsayan (#,, . ) seyrek olmayan bir alt dizisi mevcut ise, # € Q noktasi (&, ®,$)’e
gore (#%) dizisinin istatistiksel limit noktas1 denir. NFGMU’larda tiim istatistiksel limit

noktalar1 kiimesi A®®9) (#03) ile gosterilir.
Tamim 3.15. (Q, &, ®, 9, -~,*) ile belirtilen NFGMU’da eger tim b € (0,1) ve » > 0 igin
d, (((sl,sz, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N9 x N9

§(Fuymss Foywyr 1 oy $0) > 1= b yada
65(#51&)1! #szmzf -""ﬁsqmq' ’ﬁ' D) <D, 5(#5111)1, #52'(1)2; ---,#%mq,#, D) < b) =0

kosulu saglanirsa # € Q noktasma (§,®,$)’e gore (f,,) dizisinin istatistiksel yigilma
noktast denir. NFGMU’larda tiim istatistiksel yigilma noktalar kiimesi T&®9 (£, ) ile

gosterilir.
Teorem 3.12. (9, %, G, $, -, %) bir NFGMU ve (#,,), Q'da bir dizi olsun. Bu durumda
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ABSD)(f,.) S TEOD(f ) € GO (f, )

kapsam iligkisi gegerlidir.

ispat. # € AG®D(4, ) ise (#,,) dizisinin (#,,, ) alt dizisi mevcuttur, ve bu alt dizinin
indeks kiimesi W = {(v,,,3,):m,n € N} € N? sifirdan farkli g-boyutlu asimptotik
yogunluga sahiptir. Dolayisiyla

. q!
d,(W) = lj'lalz)noo (%)q| {((nl,t)z, wr0q)s (31,32, ...,3q)) EWI X W

51,92, ) $g < D, W1, Wy, ..., W, < 3}| =y >0,
yazilir ve (#Umﬁn) dizisi # € Q elemanina yakinsaktir.

Ozellikler nedeniyle tiim d € (0,1) ve v > 0 igin,

(0092 90), Guzrnr30) ) € WI X W F(Fi31, Bysys s Bosr $0) > 1=
ve 6(By,5, Fosys - Bogser B n) < 0,9 (Fous0r Frasas ...,#%aq,#,n) <v}

< {((s1,52 - 50), (03,12, ..., w,)) € NOX N F(£y50 By o g £:0) > 1= D
Ve 6(Fyy5,0 B o Bogsor B0) < 05 (Fousir Fosszr By :9) < 0}

saglanir ve

(292, -90), Gu 3z -130)) EWT X Wity 3, € Nuww = 12, .,

\ {((1)1,1)2, ...,nq), (31,52, ...,3q)) EWIxWS: g’(#mayﬁnzsz' ...,#nqaq,#,n) <1-D»
yada 6(fy,5,. By s Brosr $0) 2 0 5(Fousys Bossyr o o B:0) > )

c {((51,52, wer5q), (w1, 03, ...,mq)) € N? x N %(#‘0131’#‘0232’ o B B n) >1-b9
Ve 6(Foys0s Bossyr s Bz B:9) < 0,9 (Bysss By o Fogsor $0) < 1)

yazilir.

Bununla birlikte, (#t)mﬁn) alt dizisi # € Q elemanina yakinsak oldugundan
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{((1)1! D2, ey Dq)' (31) 325 ees 3q)) EWIX W %(#1)131' #1)232' e #nngl #' U)
<1l-bya da (5(#13131’#0232' e #UqSQ' #' D)

X S S S EL)

kiimesi N9 nun sonlu bir alt kiimesi olur.

Sonug olarak
d, ({((sl, 9, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N7 x Nq:ﬁ(#slml,#sm, ...,#sqmq,ﬁ-, n) >1—9
Ve O(Fiyunys By o Brgiogr B0) < B S(Beyron Fegungs s By $:0) < 1))
> dg (((01;02, w00, (B2 o 030) ) € WO X W03, ENuv = 1,2, q)
—d, (((sl,sz, wer5q), (W1, 03, ...,mq)) e W9 x W 3(#51%,#52%, ---,fsqmq,ﬁ,n)
< 1= ya da®(fuymy Feyoys o By $0) > 0 5(Fsiogs Brgings - By ) > )

>d, (((1)1,1)2, ...,oq), (51,32, ...,5q)) EWIxXWiy,3, ENuv=12, ...,q) —-0=y

>0

yazilir. Boylece # € F(g'&b)(#%) elde edilir. Dolayisiyla A(g'(ﬁ'g)(tw) cT (?f'(ﬁ'g)(#%)

saglanmis olur.

Simdi ise y € T®®9)(# ) alinsin. Bu durumda tim » > 0 ve b € (0,1) igin

d,(S(v,d))
dq ({((51’52’ o 5‘1)’ (ml'mz' ""mCI)) € N¥ x N¥: %(#slml’#SZmzl ---r#sqmq’y’n) >1-0
or (ﬁ(ﬁslmll ﬁszmzl ---:’ﬁsqmqf Y, D) <D, g(ﬁslmlr ’ﬁszmzt ---,#gqmq, Y, U) < b}) >0

yazilir.

(t)l,t)z, ...,I)q), (31,32, ...,3q) € S(v,d) alinsin. Bu durumda Onerme 3.2’e gore tiim m, 1 €

0,1, ...,q} i¢cin € 23(%‘6‘5) v, D) yazilr.
Dmdn y y

,0,
B = {3 €N 4, , € BT (0,0)}
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kiimesi tamimlansm. Buradan d,(B) = d,(S(v,b)) > 0 oldugu goriiliir, bu da B i¢inde
(#nman) dizisinin (75”-%) seyrek olmayan bir alt dizisi oldugunu gosterir. B, sonsuz sayida

pozitif tam say1 icerdiginden y € &9 (75‘%) sonucu elde edilir. Dolayisiyla

[ @&6.9) (15”'%) c @69 (75‘%) saglanmis olur.

Teorem 3.13. 9, &, ©, $, ~,*) bir NFGMU olsun ve st, — lim £,, = #(F, ©, $) saglansin.
1),3—)00

Bu durumda, A&®9) (¢ ) = TE®D(4 ) = {#} elde edilir.

Ispat. st, — Dlﬁiinoo#% =#(F 0,9) saglansm. Tanim 3.7 ve Tanmm 3.15 birlikte
diisiiniildiigiinde # € T®®9 (g ) elde edilir. ##y icin y € TE®D (g ) olsun. Bu
durumda o > 0 ve d € (0,1) icin
dy(F (v,0))
d, ({((51,52, w1 5q), (w1, 03, ...,mq)) € N9 x N4: %(#Slml,#gzmz, ...,ﬁsqmq,ﬁ,n) >1—-b
Ve O(Fiyunys Foyioys s Bogor B 2) < B S(Fosogs Beguags o Boguoy #:9) < }) £ 0,

ve

dq(G (v, D))

dq ({((51’52’ B SQ)’ (ml’mz’ ""mQ)) € N7 x N9 %<#51m1’#52m2’ ""#sm,mq'y'n) >1—-D>
ve (ﬁ(#slmlr #szmzt ---'#sqmqﬂy' D) < b, 35(75‘5111,1, ’ﬁgzmz, ...,#Sqmq,y, D) < b}) =0

elde edilir.

# #y oldugundan F(v,d) N G(v,d) = @ yazilir. Boylece F°(v,d) 2 G(v,d) kapsam
iligkisi gecerlidir. Dolayisiyla

{((51, 52, .., 5q ), (101, W, ...,mq)) € N7 x Nq:‘{f;(fslml,fSZmz, o Fogwg B n) <1-b%
yada 6( By, Begings s By §:0) > 0,9 (Feyunys Fopioys s oo 0) > 0}

2 {((sl, 59, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N7 x Nq:i}(#slml,#szmz, ...,15‘5qmq,y,n) >1-»
Ve 6(fuyuays Frgings s Bong ¥ 2) < 09 (Foogs Brguogs o Foguoy 20) < b}

bulunur. Ayn1 zamanda
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d, ({((sl, 55, ...,5q), (ml,mz, ...,mq)) € N7 x Nq:‘{?(#slmllfszmz: v Foqwer B D) <1l-b»
yada 6(fuy, Frgngs s Bogg B:9) 2 0,9 (Fayioys Foyioys s By $0) > b))
() o 90) XS b 2) <1

¥ada O fiy 0y, Boginys s Bogings 720) 3 0, 9 (Bayings Brgings - Bognyp 920) > 0}).

elde edilir. st, — lim #,, = #(&, ©, $) saglandigindan
1),3—)03

d, ({((sl, Sq, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N7 x Nq:ﬁ(#slml,#sm, wor Bsgugr B n) <1-»
yada (5(#51&)1' Formy "-»ﬁsqmql £, D) > D, 55(75lem11 Frwy ---r#sqmq' ’ISL'D) > b}) =0

olur. Sonug olarak

do ({((s0,52, = 54), (w1, 05, ., 0,)) € NO X N F( ey Fryinys s oy 720) < 1= D
Y242 O fiy 10, Begunys - Bogings720) 3 0, 9 (Bayungs By o, 9,0) > 0}) = 0

bulunur. Bu durum, yE€ F(%@'@)(»ﬁ%) oldugu iddiasiyla gelisir. Dolayisiyla,

r@&®9(4 ) = {#} sonucuna varilr.

Simdi, st; — lim #,, = #(&, 6,9) olsun. Tanim 3.14 ve Teorem 3.7°ye gore, f €
'[),3—)0()
ABOD (g ) oldugu goriiliir. Oyleyse, Teorem 3.12¢ gore, AG®D($ ) = {#} sonucuna

ulaglir.

Teorem 3.13’nin tersi gecerli degildir. Baska bir deyisle, Q ig¢inde A(?f'(ﬁ'g)(#%) =
r@&®9(# ) = {#} esitligini saglayan ancak istatistiksel olarak yakinsak olmayan bir (#,,)

dizisi mevcuttur.
Ornek 3.5. Ornek 3.1°de tanimlanan (R, §, ®, 9, -.,*) NFGMU ele alinsin. (75’-1)3) dizisi

1, e8ery= 24,3 =24

’ﬁ% = {2, diger durumlarda, (Vi,7 EN)

biciminde tanimlansin. Bu durumda, A(&G"g)(zﬁ%) = F(%'(f"g)(;ﬁ%) = {1,2} olmasina

ragmen (#%) dizisi istatistiksel yakinsak degildir.
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Teorem 3.14. (Q,§,®,9, %) bir NFGMU ve (#,,) ve (b,;) Q i¢inde iki dizi olsun.
Hemen hemen tiim v, 3 igin #,; = b,, saglansin. Bu durumda A&5) (75”'1)3) = A&65) (I)%)

ve F@O9) (g ) = r@OD)(p ) esitlikleri gegerlidir.

Ispat. Hemen hemen tiim 1,3 igin $y; = by; saglansin. Buna bagh olarak, T; =
{(1), 3) € Nz:#% * I)%} kiimesinin g-boyutlu asimptotik yogunlugu sifirdir, dolayisiyla
d,(T;) = 0 gegerlidir. Eger # € AG®S) (75‘%) ise, (#%) dizisinin # noktasina yakinsayan
(#Umﬁn) bir alt dizisi vardir ve indeks kiimesi T, = {(9,,,,3,): m,n € N} sifirdan farkli g-

boyutlu asimptotik yogunluga sahiptir, yani d,(T,) # 0 gegerlidir. Simdi
Ts ={(0m3,) ETmneNF . #b, .}
kiimesi tanimlansin. Agiktir ki d,(T5) = 0 gegerlidir, yani

q!
lim
n3-o (n3)¢

{((1)1'1)2' '"'I)q): (31»32' ---'3q)) €T, xT;:

D1, D2, ---:Uq < D, 31,32, ---r3q < 3 #I)man * bnmgn}l =0
saglanir. Dolayisiyla

q!
lim
93> (93)¢

(0092 -90), Guzrr30) ) €T X T3

D1, D2, "'iI)q < D,31,32, ---:5q < 3 #“)m&n = b‘f)m?m}l > Or

veya denk olarak

de(Q) = dq({(l)m' 3n) € Toify,, = b0m3n}) >0
gecerlidir.

Simdi, (b,,,,) € Q dizisi almsm. Bu dizi, (b,,) dizisinin seyrek olmayan bir alt dizisi
olup, #’e yakinsaktir ve dolayisiyla # € AG®D(p ) yazilir. Bu durum, A& (g ) c
A(g'&s)(b%) iligkisinin gegerli oldugunu gosterir. Simetrik olarak A(&@'@(b%) c
ABOD (g ) esitligi de saglanir. Sonug olarak, A®®D)(p ) =AGES (£ ) oldugu

sonucuna varilir. Benzer sekilde, I'&®9) (I)%) =r@&69 (f%) esitligi de gosterilebilir.
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4. NOTROSOFIK FUZZY G-METRIK UZAYLARDA LACUNARY
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde NFGMU icinde ¢ift dizilerin lacunary istatistiksel yakinsakligi ve giiglii
lacunary yakinsaklig1 incelenerek, bu kavramlar arasindaki iliskiler sistematik bir sekilde
analiz edilecektir. Ayrica, NFGMU’larda lacunary istatistiksel yakinsaklik ile istatistiksel
yakinsaklik arasindaki kapsama iligkileri ortaya konulacak ve bu baglamda lacunary
istatistiksel Cauchy dizisi tanimlanarak, lacunary istatistiksel yakinsama ile olan baglantisi

detayli olarak degerlendirilecektir.

Tanim 4.1. (Q,, 6,9, ~,*) ile belirtilen NFGMU ve (#,;,) Q’da bir dizi olsun. Eger b €
(0,1) ve o > 0 i¢in

(1)5)" Z Z F(#, By Brgungs -r Bogup0) > 1=,

$1,92,48q=1 W1,W3,..,Wg=1

ve

(I)S)q Z z 75& Bsrwrr Foywys - rﬁsqmq,v) <b,

$1,%2,- Eq—l wq,Wo,.. mq—l

(ns)q Z Z S(# Foymns By o By ®) <

$1,%2,- Eq—l wWq,Wo,.. mq—l

kosullar1 saglaniyorsa, (#03) dizisine # € Q elemanina (g, ®, ) normuna gore Kuvvetli
R . ) [C11]-(F6.9)
[C,1,1] toplanabilirdir denir ve [C,1,1] — lim #,, = #(&, ©,9) yada #,, -
[),3—)00

ile gosterilir.
Teorem 4.1. (9, , 6, %, -,*) bir NFGMU ve (#,,), Q*da bir dizi olsun. Bu durumda,
. [C,1,1]—(&®,5§) . StZ_(g:(ﬁvg))
) Eger £, - £ ise #y, - # saglanir.
. . .. Stz_(gl(ﬁl‘g) . [C’l’l]_(§’®l‘5) ...
i) Eger (15‘%) sinirlt bir dizi ve £, - £ ise £y, - # gecerlidir.

Tamim 4.2. Eger her d € (0,1) ve her v > 0 igin
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dgz ({((51,52, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N9 x N¢: ?j(#, Foywyr Foyroys ...,#sqmq,n) <1-9
¥2da 6($, Buym,s Bgmgs - Bogmys 0) 3 B 5(F vy Brgiys o Bogwer0) 3 ) =0,

veya denk olarak

lim —q {(St; mt) € Iu/m 1 <1t < q: g’(#; #slnolr #sznozr "-r’ﬁstmtrn) < 1-» yada
U0 (buv)

O (8, Foymy Foywys -+ Fogmgr 0) 2 0, 9(F) Boymys Foymys - r Bopmer ©) = 0} =0,

kosullar1 saglantyorsa (’ﬁna) dizisine # € Q elemanina (&, ®,$) normuna gore lacunary
592_(%}'6!5{))
istatistiksel yakinsaktir denir ve #,, - f yadaSg, — lim £, = #(&, 6, 9) olarak
9,300
gosterilir. NFGMU’da tiim lacunary istatistiksel yakinsak diziler uzayr S gg,@,g) ile ifade

edilir.

Tamim 4.3. Eger her d € (0,1) ve her v > 0 igin

q!
(b )q %(#; #slmlr #szmzr -"rﬁstmt'n) >1-b
o (st!mt)61u0!1<t<q
ve

q!

(b )q (ﬁ(ﬁ’ #5111)1’ #521?02’ ""#Stmt'n) < b’
w (5£,w£)ELyy, 1<t
ql

(b )q 5(#’ #511’1)1' #521’1)2' ""#Stmt’n) < b'
uv

(5£.0£)€ELyy, 1<ELq
kosullar1 saglaniyorsa, (#03) dizisine # € Q elemanina (g, ®, ) normuna gore Kuvvetli

: , [No,|-@6.5)
lacunary yakinsaktir denir ve [Ngz] — 01312100#% =£$(&,6,9) yada £, - F ile

gosterilir.
Teorem 4.2. (9, , 6, %, -,*) bir NFGMU ve (#,,), Q*da bir dizi olsun. Bu durumda,

_ [No,|-®65) S6,~(5,6.9) .
Q) Eger £, - 1 ise £, - # gecerlidir.
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. So,~&6.9) [No,]-(%6.9)
(i)  Eger (#03) sinurl bir dizi ve £, - 1 ise £, - # saglanir.

Simdi, NFGMU’larda ¢ift dizilerin istatistiksel yakinsama ve lacunary istatistiksel

yakinsama arasindaki kapsama baglantilar1 verilecektir.

Teorem 4.3. Her 6, = 6, ,, lacunary dizi igin, eger lim infq,, > 1 ve liminfq, > 1 ise, bu
u v

durumda

st — lim ’ﬁng ’ﬁ(% ®, 5) = SG llm ’ﬁns ’ﬁ(% ®, 5)

D3

saglanir.

Ispat. lim infg,, > 1 ve liminfg, > 1 olsun. Bu durumda, yeterince biiyiik w, v degerleri
u v

icin q, > 1+ p ve q, > 1+ ¢ esitsizlikleri saglanacak g, ¢ > 0 sayilart mevcuttur. Ayn

zamanda

Duw o¢
LS d+0d+9)

gecerlidir. Eger st, — lim £, = #(&,®,9) ise her b € (0,1),0 > 0 igin ve yeterince
1),3—)00

bliyiik «, v degerleri i¢in

q!
O] {((51,52, w1 5q), (W, 103, ...,mq)) € N7 x N%:5,,5,, ...,5, < ky,
uvr

Wy, Wy, ..., Wy < lv,‘&(#, Foywyr By ...,#Sqmq,n) <1-9

yada 68, By B v oo 2) > 0. 5B oy iy g ) 3 |
(,;W)q {Gr ) €Ly, 1 <2 < G F(F Foyoys Foprogs s Fopwor0) < 1 —

vada G(£, fu,mp Boywyr s Fopopr 0) = 0 D(F, Fermys Foymys oor Fopopr 0) = D}

> (%)qﬁ {(sr,0¢) €1y, 1 < < G F(F Foywoys Foyoyr o r Fopwpr ) < 1 — D

yada @(#, #slmlrfszmzf - #stmttn) > D, 5(# #51m1'#52m2' - #stmtﬂn) b}l

¢ q.
>(a+ex1+o><mww
yada Gj(’ﬁ' ’ﬁslmll ’ﬁszmzﬂ . ’ﬁstmt' D) >0, b(’ﬁ #slmlﬂ #szmzﬂ ’ﬁstmt' D) b}l

gegerlidir. Dolayisiyla, Sg, — lim #,, = #(&, ®, ) saglanir.
t)‘a—)w
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Teorem 4.4. Her 6, =6, , lacunary dizi i¢in, eger limsupgq, < o,limsupgq, < o

u v

gecerli ise

SG — lim ’ﬁng £(& ©,9) = st;, — g!;inm#% =$(&6,9)

D3

saglanir.

Ispat. imsupg,, < o,limsupgq, < oo olsun. Bu durumda, her «, v > 1 i¢in q, < M ve

u v

q, < N olacak bigimde M, N' > 0 sayilar1 mevcuttur.

Sp, — lim 7511)3 #(&, 6, H) olsun ve
93—

Tu,v: — |{(St' mt) €l,1<t<q %(ﬁ #slmlr ’ﬁszmzr .- #stmt'n) <l-bor
(5(751' fslmlrﬁszmzr" #stmtrv) >0, 5(# #slmlr’ﬁszmzr-- #stmttn) b}l

tanimlansin.

Lacunary istatistiksel yakinsaklik tanimindan,
562 - nlaiinoo#% = ’ﬁ(%; ®, 55)

uvq

(5,0)"

ise, keyfi & > 0 sayisi1 igin © > 1y, v > 1y oldugunda —==5 < & olacak bi¢imde ., v €

N mevcuttur.
W= max{Tum: I<u<uylKvr< vo},
kiimesi tanimlansin.

pves, k.1 <p<k,vel, 1 <3<, sartlarini saglayan herhangi birer tam say1 olsun.

Bu durumda,
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ql
(%)q| {((51,52, wer5q), (01, 03, ...,mq)) € N9 X N5, 55, ...,5, < 1,

w1, Wy, ...,th < 3 g('ﬁ) 'ﬁslmlﬂ 'ﬁszmzﬂ '"')ﬁsqmqln) < 1-»
yada 6(F, Fuyuop Feyings - Beyogr ) > 9(B Foyioys Brgiags s By 0) > 0|

q!
S Gy ) {((51'52' 0150)s (W1, @2, ---'mq)) € NT X N5y, 55, ..., 80 < Ka,
Uu—1"v—

Wy, Wy, ..., Wy < lv' {g()ﬁ' 'ﬁslmll )ﬁszmzl T ’ﬁsqmqﬂ D) < 1-0

yada 6(F, Fuyuop Feyings - Begogr ) 3 9(B Foyioys Begiags s By 0) > 0|
___ ¢«
B (k/u 1l4r 1)q

D 3
ql
(k,u 1l4, 1)q § § 51 $2,-45q)W1,W02,..,Wq

$1,92,-48q=1 W1,W3,.. mq—l

{Tll + T12 + T21 + T22 + -+ T’“O”O + -+ T’LL,’D’}

3

§ T51,52,...,Sq,ml,mz,...,mq

91,92, 5q—1 Wq,03,..,0q=1

- Wuiq! N
= (ku—llv—l)q (ku 1l4r 1)q

< +
(ku—llv—l)q (ku 1l4r 1)q

Dsy 50,501,102,
51,52,8q= U +1 W1, W5,..,Wq=1(+1 i e

21 ? T b
Wuoq. : : : : 61,952,448, 01, W2, W0 /51,92,...,8,001,W2,..,Wg

W/u%q! T51 52,4050 1,102, Wg
Sl AT AR R o~
u—1%v-1 u—1%v-1 $1,52,--49q U0, W1,W2,..,Wq 2V b51 $2,-9Sq01,W02,..,Wg

9

X ; E bsl,sz,...,sq,ml,mz,...,mq

$1,92,-49q=Uo+1 Wq,W3,...,Wg=0vp+1
) 3

e by Y <ML e
S Teumilo el (i TR S

51,52,...,5q=%0+1 ml,mz,...,mq=vo+1
yazilir.

Burada vy,3 — oo iken k,,_;1,_; = o olacagindan her b € (0,1) ve v > 0 degerleri igin

((51,52, s 8q), (07, W3, ...,mq)) € N9 X N 54,5, ...,5, <D,

Wy, Wy, ..., Wy < 3,‘{‘;(#, Forwy Foymns ...,#5qmq,n) <l-—bor
(5(#1 #51[)31) #szmz, -.-,#sqmq, D) > b}b(#, #51101'75&521202' ""#sqmq’ D) > b}| = 0,

lim
9,3—00 (1)3)“

elde edilir. Boylece, st, — lim f,, = £(&, ©, $) saglanr.
I),a—)OO
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Teorem 4.5. 8, = 6,, ,, lacunary dizi olsun. S(?’(ﬁg) st(?’(ﬁ@) olmasi i¢in gerek ve yeter
sart
1 < liminfq, < limsupgq, < w0 and 1 < liminfq, < limsupgq, < oo
u u v v
saglanmasidir.

Teorem 4.6. Eger (#%) € stg&@’g) N Sg,@,g) ise Sp, — lim #,, = st, — lim #,, saglanr.
t)“a‘—)OO 1),3—)00

ispat. (£,;) € st n ST olsun. st, - Jim £, = $0(3,6,9), So, — lim fi; =

#1.(8, ©,9) ve £, # #, olarak kabul edilsin.

Fo # #1 oldugundan, d > 0 i¢in d < %hfo — #1| alinabileceginden

((51,52, wer5q), (W, 03, ...,mq)) € N9 x N%:51,5,,...,5, < 1,

w1, Wy, ---rmq <3 %(ﬁl' #slmll ﬁszmzr = #sqmq' D) < 1-dor
(6(#1: )ﬁslmlt )ﬁszmzﬂ e ’ﬁsqmqﬂn) > bg)(’ﬁl' #5111‘)1: #szmzt R ’ﬁsqmq'n) > b}| = 1'

lim
D300 (1)5)“

elde edilir. Istatistiksel limit ifadesinin k,, L, inci terimini dikkate alinirsa,

ql
03" {((sl,sz, s 5q), (W, 03, ...,mq)) € N9 X N¥: 53,55, .., 5, < 1),

ml’ m2r "t mq < 3) %(#1’ ﬁSlmll ﬁSzmzl e #sqmq' D) < 1 - b
yada (5(#1' #slmlt ’ﬁszmzﬂ e #sqmqﬂn) > bg(’ﬁli ’ﬁslml' ’ﬁszmz' e ’ﬁsqmqin) > b}|

mn

(k l )CI| {(Sq' Q) € U Iuv!c&(#p#slml'#gzmz,...,«ﬁsqmq,n) <1-b

w,v=1,1

yada (5(#11 Forwrs Foywy ""’ﬁsqmq’ D) > b,@(’fl' Forwrs Foywys ---"ﬁsqmq: D) = b}|

1
< Zmn— Z buvpu,v

w,v=1,1 buv

uwwv=1,1
| mmn
q!
= (k l )q Z {(Sqi mq) € I’LM)’: g(#l’ #51'(1)1’ #Szmz’ ""’ﬁ'sqmq' D) < 1 - b
mm wr=1,1

yada G(f1, Foymy Fops s Brgiog ®) > D9(F1, Fayunys Brgunys s By ) 32

elde edilir.
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S, — lim £, = #,(&, 6, H) oldugundan,

R

Puv

| {(50: ) € Lot B(F1 Feywops Boyoys = Foguoy®) < 1D
or (’ﬁl» ﬁslml' ﬁszmz' r’ﬁsqmq'n) > b,gj(#lr #slmlr #sznozr Ed #sqmq' D) > b}|

q!
(500"

Pringsheim sifir dizisidir. Cift lacunary dizi 6, , Pringsheim sifir dizisini baska bir
Pringsheim sifir dizisine doniistiiren dort boyutlu matris doniisimii i¢in gerekli tiim

kosullar1 sagladigindan, son denklem Pringsheim anlaminda sifira yakinsar. Ayrica

{((51,52, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € NI X N:5,5,...,8, < 9, 01, Wy, ..., Wy,

q!
{(na)q
<3, B(F1 ey Fepioys - Fogiogs )
<1

—Dor (5(#1' ’ﬁslml' )ﬁszmz' '#sqmq: D) > b.f)(#l, ’ﬁslmlt ’ﬁszmzi e ’ﬁgqmq'n)

o)

biciminde bir dizi olusturur.

Ancak, bu dizi Pringsheim anlaminda 1'e yakinsamaz. Bu ¢eligki, #7 = #; esitligini

gerektirir.

Tamm 4.4. (Q,§, 6, %, ~,*) bir NFGMU ve (#,,), Q’da bir dizi olsun. Eger her (9,,,3,) €
lyo i¢in (F, 6, 9H) — lim £, . = # saglayacak bigimde (15‘%) dizisinin (ﬁ%&r) seklinde
U, —>00

bir alt dizisi varsa ve her » € (0,1) ve v > 0 igin

42 <((51,52, er5q), (01, 05, ...,mq)) € N7 x N4: g(#slml,#smz, ...,ﬁsqmq,#wv,n) <1-9
yada (5(#51my #52m2' ---'#sqmq' #‘[)ugvl D) > D, 55(15‘51m1,15‘52m2, ...,ﬁsqmq,#nusv,n) > b) =0,
veya denk olarak

lim
U0 (bwzr)q

yada (5(’5-51m1: ’ﬁszmzf ---”ﬁsqmq» ’ﬁt)uawn) >0, g)(’ﬁslml' ’ﬁszmz' ---"ﬁsqmq' ’ﬁt)uav;n) > b}| =0

{(st' mt) € Iuv: 1 <t < a, cl}(#slmli ’ﬁszmzﬂ R #sqmq' #t)ufwi D) < 1-b

o1



saglaniyorsa, ()ﬁ%) dizisine (&, ®,9) normuna gore lacunary istatistiksel Cauchy (ya da

Sg‘@‘b)-Cauchy) dizisi denir.

Teorem 4.7. (Q,%, ®, $, -, %) bir NFGMU ve (#,,), Q’da bir dizi olsun. Eger (#,,) dizisi

(& ®, H) normuna gore lacunary istatistiksel yakinsak ise S g‘@‘g)-Cauchy dizisidir.

Ispat. Sg, — lim £,, = #(§, ®,$) olsun ve her v > 0 ve f,g > 0 i¢in
t),g—)oo

1
K 9):= {(St; w,) €L, 1 <t < @F(F Fowp Foywyr s Foywp ) > 1 — = ve

1 1
(ﬁ(’ﬁ ’ﬁslml' ’ﬁszmz' .- ﬁstmtrn) < 55(7? ’ﬁslmlr ’ﬁszmzr - r#stmtrn) < E}

olarak belirlensin. Bu durumda
@KF+1g+1) cK(g);ve

(b) IK(1.9)N]yol

ur

-1, u,1v >

iligkileri gegerlidir.

|K(1,1)NL,,|

Simdi « > k(1) ve v > (1) iken > 0, yani K(1,1) n1,, # @ olacak sekilde

uv

k(1) ve I(1) secilsin. Bir sonraki se¢imde, 2 > k(2) ve v > [(2) iken K(2,2)n1,, # @
olacak bigimde k(2) > k(1) ve [(2) > 1(1) olsun. Daha sonra k(1) < u < k(2) ve
[(1) < v < I(2) kosulunu saglayan her (u«, v) igin (v,,3,) € K(1,1) N 1,,, yani

%(/ﬁ’ #511’1)1’ #521’1)2’ ) ﬁsqmqﬂ #t),ua,vl D) > 1;
6(#’ #511331’ #521)32’ b ’ﬁsqmq' #1)“31,' D) < OI

(8, Feruwss Fepwys o Begwogs Bruer ) < O,

saglayacak bigimde (,,3,) € ., secilsin. Tim bu se¢imlerin sonunda, « > k(f+ 1) ve
v>1(g+1) iken Kf+1,g+1)NnI1,, # @ olacak bicimde k(f+ 1) > k(f) ve I(g +
1) > I(g) alinsin. Bu durumda, k(f) <u < k(f+1) ve I(g) < v <l(g+ 1) saglayan
(uw) gifti igin
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1
?‘f(f; ﬁslmy ﬁszsz L] ’ﬁsqmq' ’ﬁt)u&,r D) >1——ve

fg

1
(5(#, #slml' 'ﬁ-szmz) v 7ﬁ’qmq’ Jﬁt)u&r' D) < 5'

1
(8. Burrosr Fopngs s oo Bz ®) < =,

esitsizlikleri saglayacak bi¢cimde (y,,3,) € 1, secilebilir.

Boylece, her bir «, v i¢in (v,,3,) € 1., olur ve son esitsizliklerden dolay1 (&, ®, H) —
limf, . =# elde edilir. Her bir >0 igin (1-m) ~ (1-m)>1—-dve m*m<Dd

kosullarini saglayan m > 0 sayisi segilebilir. Her » > 0 i¢in

A:={(50,0¢) € L 1 < £ < 0T (Feyunys By s Frgiogs B ) > 1D

yada ©(fs,w, Foywy. ...,#Sqmq,#%ﬁv,n) < b,g(ﬁlml,stmz, ...,#gqmq,#%wn) < b},
B:= {(st, W) €L, 1<t q,‘{(;(#,)ﬁslml,ﬁzmz, ...,#stmt,n) >1—m

yada 68, fuyun,s Feyioys +r Begwoor Bousor ) < M D(F: Beyogs Begings s Bognys Braser ) < ).

C:={(96,3¢) € Lo, 1 < £ < 0, F(#, Fo130 Fozsa ""#ntat'”) >1-m
yada 05(#’ #1)131’ #0232’ ’#Ut?)t’n) < m,Sf)(#, #0131'#1)232’ T #Utﬁt’n) < m}’

alinirsa (B N C) c A bulunur, boylece A¢ € (B€ U C°) elde edilir. Sonug olarak

Mljrriloo m {(545' wy) €L, 1<t<q %(#slmlr Forwy ---rﬁsqmq' ﬁl)ugmrn) <1-b»

<
yada G fuym,s B - Brgiog Bruser ) 3 0 5(Ferioys Boyivys s Bogings Bousor ) = O]

< ul/Leroo W {(54?: mt) € Iwm 1 < 1 < q, %(ﬁr #slml' #szmz' ---'#stmt;n) < 1-

yada (5(’#1 ’ﬁslml' #szmzi ] ’ﬁstmtf D) =>m, ‘5(#1 #slml' #szmz' ] #stmy D) > m}l

+ ul/Llrr—r>loo (b/uv)q {(% 3¢) €lupy 1 << q,%(# Possr Pozsar - ’#Ut?)t’n) <1l-

yada 6(#' Fyi30 Foazar ""#Ut?)t’n) > m,ﬁ(#, Fyi30 Foaser ""’ﬁntat'n) > m}|,

yazilir.

So, = lim fu, = $(5,6,9) ve Sp, — lim £, ;, = $(F 6,9) oldugundan (#,;) dizisi

D3~
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S é?'(ﬁ'g)-Cauchy dizisi oldugu gosterilmis olur.

Tersine (#%) dizisi (&, ®, $) normuna goére ng’(f"g)-Cauchy dizisi olsun. Tanima gore, her
(D 30) € Ly i¢in (§,6,9)— lim #, . =F saglayacak bigimde (#,;) dizisinin
U —00

(»ﬁ%ﬁv) seklinde bir alt dizisi vardir ve her d € (0,1) ve » > 0 i¢in

|
4/,41)1100 m {(St; mt) € Iu/w 1<t< L&(#slml' #szmzﬂ L ’ﬁsqmq' #1)4/,30’ D) <1-b

or (5(#511301;#52%, . #sqmq $o,3,0 0 ) > D, 55(1%11:01'15&521102' . '#Sqmq'#nufny’n) > b}| =0

saglanir.

Daha once gosterildigi gibi

lim q {(St; mt) € Iwm 1 <t < a, %(#r #slmlr #szmzr ""’ﬁstmt'n) < 1-
=0 (bw)

yada (5(#, #513’1’ #52’332’ ) /ﬁstmt’ D) > b, 5(#1 #slml' #Szmzl . #Stmt' D) b}l
|

q: D
u141,v—>oo m| {(St'mt) € Iww 1<t < a, %(’ﬁslml' ’ﬁszmzt ---"ﬁgqmq' ’ﬁr)u34,'n) <1- E
>3]

2

yada 6(fuyu, Fegngs s By Frusar? ) T (A S A S

lim
+ U—00 (b/mr)q

yada (ﬁ(#’ #1)131’ 75&0232’ e #Ut?)t’ D)

{(Ut' 36) € Luws 1 <t < 0, T Fouzer sz o Bz ®) <1 =

35(75‘, Fouser Boaser o0 Boeaer D) > ;}| )

NIO’ v

l\JICY //\

esitsizligi vardir. (§, ®,9) — lim #, . = # oldugundan
U,V —00

ul/llrllloo m {(st' mt) € Iwm 1<t<q, %(ﬁslmlr #szmzr e ’ﬁ‘sqmqr ’ﬁnuav; D) <1-b»

O & (Fiyunys B o Bogis Brasar ) 3 0SBy Begings s Beyiogs Fouse 2) >0} = 0

g0z oniinde bulunduruldugunda Sy, — lim #, . = #(&, 6, ) elde edilir.
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5. NOTROSOFiK FUZZY G-METRIK UZAYLARDA IDEAL
YAKINSAKLIK

Bu bolimde, NFGMU’larda c¢ift diziler igin q. dereceden ideal yakinsama kavrami
tanimlanmaktadir. ideal yakinsamanin temel oOzellikleri incelenmekte, 7,-Cauchy cift
diziler analiz edilmekte ve NFGMU’larda J,-tamlik kavrami arastirilmaktadir. Ayrica,
ideal yakinsamaya sahip dizi oOrnekleri verilerek bu yapilarin cebirsel ve topolojik
Ozellikleri tartisilmaktadir. Calismada ayrica, dizilerin J,-limit ve J,-yigilma noktalar1 ele

alinmaktadir.

Tamm 5.1. (Q, &, 6, $, %) bir NFGMU, 7, uygun ideal ve (#,,), Q'da bir dizi olsun. Eger
her d € (0,1) ve her v > 0 igin

{((51, 52, .., 5q ), (101, W5, ...,mq)) € N9 x N%‘{g(ﬁ, A ...,#sqmq,n) <1-b»
yada 6 ($, Fuyuop Feyings s Beyiogr0) 3 DS(F Fopiogs Begings s Bognyp0) > b} € 72,

veya denk olarak

d‘j‘z ({((Sl’ SRR SQ)’ (ml’mz' " mQ)) € N7 X N%: %(f' Forwyr Foyrogs o #sqmq’ D) <1-»
yada (5(75&' ﬁslmll ﬁszmzf -'-:’ﬁsqmqf D) > b,g)(’ﬁ" fslmlr ’ﬁszmzt ---,fgqmq,n) > D}) =0

kosullar1 saglaniyorsa (#03) dizisine # € Q elemanina (&, ®,$) normuna gore ideal
. 72_(i§!®!5) ) .
yakimnsaktir denir, ve £,, —  # ya da J, — lim £, = #(&, ©, %) olarak gosterilir.
I),a—)OO
NFGMU’da tiim ideal yakinsak diziler uzay 75> il ifade edilir.
Bu bolimde, NFGMU uzaylarinda c)(F, ®, $), c2(F, 6, $) ve [2(F, 6, $) dizi uzaylan

tanimlanacaktir. Bu uzaylarin cebirsel ve topolojik 6zellikleri incelenecektir. Bu uzaylar,

2 (3,6,9) = {§ = (#,;)
€Q: {((51,52, s 5q), (W, 103, ...,mq))
€ N X N F(Fi 0, B o Foging 0) < 1= 0, O(Faions Frgings - Boyuogr0)

> b,g(#ﬁmyﬁszmz' ""ﬁ%ma’n) > b} € :]2}’
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¢(3,6,9) = {f = ()
€ 0:{((s0,52, - 5), (w1, 0z, .. ;)
€ N9 x N9 ‘Z’;(#, Forwy Fopwys ---'#sqwq'n)
< 1=, 6(f, Fuyunys Foyoys s ooy ) 2 0,98, ey Frgings s Bonys )

> b} € 72};

[2(5,6,9) = {# = (f,) € Q.3T
> 0:{((51,52, -, 50), (03,13, .., m,))
€ N x N9 i‘;(ﬁslml;ﬁszmz» ---'#sqwq'o)
<1 =T, O(Fups Begiagy o Bogoy ©) > TS (Foioys Brgiagy o Fogoy ©) > T}

€ 7,}.
Teorem 5.1. ng (§ 6, 9) ve c’2(F, ®, H) uzaylari lineer uzaylardir.

ispat. Bilindigi iizere c2(F 6, %) C c’2(F,6,H) bagmtis1 saglanmaktadir. Simdi,
c’2(§, ©, H) icin ilgili sonucu gostermek amaglanmaktadir. cgz (&, ®,9) uzaymn lineerligi
ise benzer yontemle ispatlanabilir. # = (75‘1)3) €c(§,6,9), p= (p%) € c’2(§,6,9)
dizileri alinsin. Bu durumda, 7, — OLiLnOO#% =p(%6,9) ve 7, — t)L’ii‘nmp% = p, (& 6, 9H)

saglanmaktadir. Keyfi y ve n skaler degerleri i¢in 7, —I)’lsiinoo(y#%+np%) =yp, +

np2(F, ®,9H) oldugu gosterilecektir.

CA(%'®:5): = {((51’ 525 sy sq); (ml, Wy, ..., mq))

D
€ NI x N%: & (Pv#slml'ﬁzwz' ""ﬁlsq"““zlyl>

D
<1-506 (Pl'#slmﬂ#ssz v Bagmy 2|Y|)

D
> b,g) (pl’ #Slmll #Szmz' ""#sqmq; m) > b} (S ,72,
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B6,5): = {((sl, S0y wes Sq), (ml,mz, ) mq))

D
€ N9 x N % (,02» Psiwyr Psywys s psqmq' m>

D
< 1- b) ® (pZ' pslmlf pSzrDzl ---:psqmq' m>

D
> b,gj (,02; pslml; pszmzr ---rpsqmq: m> > b} € :]2

kiimeleri ele alinsin. Bu kiimelerin tlimleyenleri sirasiyla

ﬂ&?,@i,@) = {((511 S0y vy 5q); (ml, mw,, ..., mq))

D
€ NX N (1 oy o o o 17
D
>1-26 (Pl:fslml'#ﬁsz w1 Bequy 2|)/|>

D
< D‘Sf) (,01: #slmll #szmzr "-r’ﬁsqmqr T)/l) < b} € T(:]Z);

BE‘%,@,@) = {((51, 52, - ail gq), (ml, mz, ey mq))

D
€ N9 x N¢: & (,02: P wyr Psymyr oo ,psqmq,m>

D
>1-956 (pz,vslml'%wz' o gy ZInI)

D

< bf) <p2' Ps w7 Py, -"'psqmq' Tnl> < b} € T(:]Z)

bi¢imindedir.

Buna bagli olarak, Cg6,6) = A 6.9 Y B6,s) kimesi tanimlanmakta olup, Cg,6.6) € J>

kosulunu saglamaktadir. Sonug olarak Cfy ) € F(7;) olur. # = ($,,) € c%2(§,6,9),p =
(Py3) € €”(8, 6, 9) igin
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Clz,5)(0,0) © {((sl,sz, ...,sq), (wy, 0, ...,mq))
€ N9 x N%: g’(ypl + npa2, Vﬁslml + npslml' )/#sznoz + npszmzr ) Vﬁsqmq

+ MPeyny )

>1
- b' (5(}/.01 + np2, y’ﬁslml + npslml' Y’ﬁszmz + Tlpszmz' R Vﬁsqmq + npsqmq' D)
< b' E(Vpl + npa2, Vﬁslml + npslml' )/#sznoz + npszmzr ey Vﬁsqmq + npsqmqr D)

<}
gosterilecektir.

Bunun i¢in f, g € C(z 5 ¢ (0, d) alinsi. Bu durumda,

D
& (pl’)ﬁf191’#f292’ "")ﬁfng' 2|)/|) >1-pdve

D
(5 (pl, #flgﬂﬁfZQZ' ey #fng,m> < by

D
35 (pl’#ﬁgﬂﬁfzgz’ '"'#fng’ 2|V|> <>

ve
& (pz,pflgl,pfzgz, ""pfng'%m) >1-—bdve
® (Pz;pflgl'pfzgz' ""pfng'%m> <D,
$ (Pz'Pflgl'szgz, ""pfng’%fﬂ> <D,
saglanmaktadir.
Dolayisiyla

§(1p1 + 192 Vhriay + MPrsaw Viagy + My o Vg + MP1g00)

D D
> § (V01 Vb0 VBrsgsr - Vhia) = 8 (102 M0, P10 o P10 5)

0 0
=8 (pl’ #fmyﬁfzng ’#fng’m> B (pz'pflgl’pfzgz' e pfq%'Tﬁl)
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yazilir. Sonug olarak

F(p1 + 102 VBry0, + MPr00 Vs + Mgy s Vg, + MPpigp) > 1 =D
elde edilir.
Bununla birlikte,

(ﬁ(ypl + 102, Y $i00 F P00 VBiag, + MPhager 0 ¥V iggy + MPigggs D)

D D
< 6 (yP1 Y Frisgur Vhrsar Vi) * © (192 P00 P10 - MP1 00 5)

v D
=® (pl' fflgllﬁfzgz, . #fng'_ZH/l) *® (Pz; pflgl' pfzgzl ,pfng: 2|T]|)
<D*dD=0D

yazilir. Dolayisiyla
(ﬁ(m + 102,V Bt19, + MPf1a00 VBiagy T MPigr =0 VBiggq T MPrgy D) <b
elde edilir.

Benzer sekilde

(Y01 + 102V g, + MPisgur Ve, + MPrags o Vg, + MPig0) <

bulunur. Sonug olarak

ng’cﬁ,g)(n, b) C {((51, 52, ey Sq), (mlﬂ IDZ, . mq))
€ N9 x N9: i‘s(ypl + Tlpz,stlml + r)pslml,yﬁgzmz nal/} S ...,yqfsqmq

+ sy )

>1
-0, (ﬁ(ypl + P2, y#slml + NPs w47 y#szmz + NPs,w,7 = 'y#sqmq + npsqmq' D)
<b, 3(VP1 + 102,V Fsiw;, + MPsywp Vspw, T MPsymyr s Vs, + nvsqmq.v)

<}

gosterilmis olur. C(%’@’g) (v,d) € F(J,) oldugundan

59



{((s152 r50), (w1, 05, ..., m,))
€ N9 x N g’(ypl + npa2, Vﬁslml + npslml' )/#sznoz + npszmzr ) Vﬁsqmq

+ npsqmq; D)
>1

- b' (5(}/.01 + np2, y’ﬁslml + npslml' Y’ﬁszmz + Tlpszmz' R Vﬁsqmq + npsqmq' D)
< b' E(Vpl + npa2, Vﬁslml + npslml' )/#sznoz + npszmzr ey Vﬁsqmq + npsqmqr D)

< b} € F(7,)

yazilir. Bu ise J, — lim (V’ﬁna + r]p%) =yp; +1p2(F 6,9) oldugunu ifade eder.
I)’a—)OO

(Y#o; + 1Py;) € c”2(§, 6, 9) elde edilir. Sonug olarak ¢’2(F, ®, $) lineerligi gosterilmis

olur.

Teorem 5.2. (9, %, ®, , --,*) bir NFGMU olsun. Bu durumda

(5, 6,9) € ¢%(3,6,9) © 12(3,6,9)
kapsam iligkisi gegerlidir.

Kapsama iligkisinin tersi gecerli degildir. Bu durumu desteklemek i¢in asagidaki ornegi

sunuyoruz.

Ornek 5.1. Q =R, ||f]l = sup|15‘%| kosulunu saglayan bir NFGMU olsun. by ~ b, =
[)13

min{b,,d,} ve d; ® b, = max{d;,b,}, Vd;,d, € [0,1] islemleri tanimlansin. R? X (0, o)

tizerinde (&, ®, H) normu

D
8’(#5111)1:#521?02’ e #Sqmq'n): - T”’Iﬂl’

I £1]1l
(5(#511131! #Szmz’ '"’#sme'D): - m’

35(#51m1:#52m2' Ly #%ma’n): - ”ﬁ;ﬁ
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seklinde tanimlansin. Bu durumda, (Q,&, ®, 9, ~,*) NFGMU olusturmaktadir. (75"%) =

(1,0,0, ...

($y) € C(g)z (&, 6,9) olur.

) dizisi i¢in (#,;) € ¢2(§,6,9) ve I,

— lim £, = 1(F, ©, H) saglanir, fakat
I),a—)OO

Ornek 5.2. Q = R olmak iizere, (F, ®, %) normu Ornek 5.1.’de tanimlanan norm ile

birlikte (9, ©®,9, %) NFGMU tanmlasin. (#,,) = (—1)"* dizisi i¢in, () €

12(%, ©,$) saglanirken (#,,) € c”2(F, ©, $) olur.

Lemma5.1. (Q, %, ®, 9, -~,*) bir NFGMU olsun. Her b € (0,1) ve her v > 0 i¢in asagidaki
ifadeler denktir:

(€)

a) 72 " hm ’lg—na ﬁ(?f ®, 35)
{((51,52, ey 8q), (07, W5, ...,mq)) eEN'XN:F (ﬁ, F ooy By 7

b} € 7,,

((sl,sz, ey 8q), (01, W2, ...,

E Ui

{ (51,92, -, 5¢), (01, 09, ...,

€ 7.

{((s1.52 %), (wy, 05, .,

#5qmq’n) <1-

w,)) € N'X NG (£, 8, 1y 1 B pryr s B ?) > b}}

w,)) ENTX NS (£.4, B ...,#sqmq,n) > b}}

mq)) € N9 x N¢: ‘-{y(#, Beonr Bopion ...,ﬁsqmq,n) >1-—

D, (£, Feymys Feyuwys s Beywogr ) < 0,98 Beyrops Begngs s By 0) < B} € F(I,).

{((51,52, w0r8q), (W01, 07, .. ,mq)) € N? x N %(#, F oo Boyumyr 0

b} € F(3),

ﬁsqmq,n) >1-—

{(Grszr50), (1,2, 0 00) ) € NOX NG (.8, 1By s B 0) < b}}

€ F(7y),

{ {((s1,52, 01%), (w1, 02, 0y Q) ) ENTX NS (B8, 1y By oor B D) < b}}

€ F(7,).
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7, — limi‘y(#, Borcons Bony ...,#Sqmq,n) = 1ve
:72 - hm@(#' )ﬁslml' )ﬁszmzﬂ L ’ﬁsqmqﬂn) =0,
I, — limg(?ﬁ ’ﬁslmlf ’ﬁszmzr "-r’ﬁsqmq'n) =0

Ispat. (a), (b), (c) ve (d) ifadelerinin esdegerligi acik bir sekilde gosterilebilir. Burada, (b)

ile (e) ifadelerinin esdegerligini ispat etmeye odaklanilacaktir.

(b) ifadesinin gegerli oldugunu kabul edilsin. Her » € (0,1), » > 0 igin

{((51,52, w1 5q)s (W1, 03, ...,mq)) € N x N |i§(1§ Forwoys Bsymy ...,#Sqmq,n) - 1| > b}
={((s0.52 1 50), (1,5, .., 0,)) € N X N F($, Fipioys Begangs - ooy ©) 2 1+ D)
U {((sl,sz, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N9 x N9 i}(#, Foywy0 By ...,#sqmq,n) <1- b}

ve her d € (0,1) icin

{((51, 52, .., 5q ), (01, W5, ...,mq)) € N9 x N¢: %(#, Ferwp Foyroys ...,ﬁ,qmq,n) >1+ b} =0

€ 9,,

sart1 saglandigindan, (b) ifadesiyle birlikte

{((51,52, s 5q), (W1, 05, ...,mq)) € N9 x N°: |{§(ﬁ A ...,#sqmq,n) — 1| > b}

€ 7,

sonucu elde edilir. Dolayisiyla

9, = WMF(, ey Begiogy = Fogwoyr0) = 1
bulunur.
Benzer sekilde, her d € (0,1), » > 0 icin
{((s1,52 r50), (3,05, ., ) ) € N N |6($, £y Begings s Bonys0) — 0| = b}

= {((s1,52, = 50), (01,05, ., 1,) ) € NI X N G(£, Frym,s By o Fogiogs ©) 2 D
U {((51, 52, .., 5q ), (101, W, ...,mq)) € N9 x N9 (6(#, Forop Foyoys ...,ﬁsqmq,n) < —b}

ve
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{((s1.52 r50), (3,5, .., 1)) € NO X N G, Bayroy Fyinys oo ) < —0) = 0

€7,

sart1 saglandigindan

I, — lim@(’ﬁ' ’ﬁslmlf ’ﬁszmzr "-r#sqnoqrn) =0

bulunur.

Bununla birlikte, 7, — limsb(#, Forwyr Foyrys ...,#Sqmq,n) = 0 saglanmaktadir. (e) ifadesinin

(b) ifadesini sagladig agiktir.
Teorem 5.3. (Q,%, G, %, =) bir NFGMU olsun. Eger (#,,) dizisi Q’da J,-yakmsak ise

J, — lim #,, limiti tektir.
t),a—)OO

Ispat. Kabul edelim ki #,g€Q icin 7, — lim #,, = 4% 6,9) ve 7, — lim #,, =
1),3—)00 1’),3—)00

2(F,6,9) olsun. £ = g oldugu gosterilecektir. d € (0,1) i¢in (1 —d¢) ~ (1 —bd;) >1—
D ve d; * d; < b kosullarini saglayan d; € (0,1) secilsin. Simdi, » > 0 i¢in

Ay(v,0y) = {((51,52, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)> € N9 x N%g(#, #511131'#5211‘)2' ﬁsqmq 2)

<1-1y,

D
A,(0,d,) = {((51,52, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N9 x N9: & (#, Forwy Foywys ...,ﬁsqmq,z)

> bl},

Az(v,dq) = {((sl,sz, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)> € N7 X N9 § (ﬁ, Foywys Boyrogs - #sqmq 2)

> bl},

B1(v,d,) == {((sl,sz, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N7 x N%: (g, #5111)1'#521132' ﬁsqmq 2)

<1-1dy,
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D
By (v,d,) = {((sl, 52, .., 5q ), (101, W5, ...,mq)) € N9 x N: G (g, ooy Foyroys ...,#sqmq,z)

>, ),

D
B3(v,d;) = {((51,52, wer5q), (w1, 03, ...,mq)) € N7 x N%: § (g, ooy Foymy ...,#gqmq,z)

>, }
kimeleri tanimlansin.

Bununla birlikte,

U(v,d1) = (A1(v,5;) UB;(v, 1)) N (Az(,d1) U B3(v,d,)) N (A3(v,d1) U B3(v,y))

tanimlansin.

J — lim £, = (& 6,9) ve I, — lim £, =g(F 6,9) oldugundan A;(v,d;) € 7,
‘[),3—)00 IJ’a—)CD

A,(v,d,) €75, Az(v,d,) €75, By(v,01) €7,, By(v,d;) €T,, Bz(v,d;) €T, sartlar
saglanmaktadir. Dolayisiyla, U¢(v,d;) € F(J,) elde edilir ki bu da U°(v,d,) # 0

sonucunu Verir.
((51,52, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € U°(v,d4) olsun. O halde asagidaki durumlardan biri

saglanir:
((51,52, w1 5q), (w1, 03, ...,mq)) € A N B,

((51,52, w1 5q), (w1, 03, ...,mq)) € AS N BS

ve
((sl,sz, s 5q), (01, W3, ...,mq)) € AS N BS.

(51,52, 150), (01, w5, ..., w,) ) € AS N B olsun. (NFGMU-3), (NFGMU-6) ve Tanim

2.1'nin (3) numarali kismini kullanilirsa
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B s 900 2 T (B By B oo Bogoy) = 5 (Brgog 80183

> % ($, foross By ...,»ﬁsqmq,%) - & (8 Furmss By ...,fsqmq,%)
>1=b)~(1=5)>1—b

ifadesi elde edilir.

((51, 530 e 5q), (01,105, ..r, mq)) €ASNBS olsun. (NFGMU-10), (NFGMU-13) ve
Tanim 3.1'nin (3') numarali kismini géz 6niinde bulundulursa

v v
@((f; G Py D) < ® (TSL' ﬁslmli ﬁszmzi Ly #sqmq' E) *® (#sqmq' G r Py E)

D D
< ® ﬁ' ﬁslmﬂ ﬁsZmzl ""'ﬁsqmq' E) * ® (g'r #slmlr #szmzr sialy #sqmql E) < t)1 * t)1

<b

ifadesi elde edilir.

((51,52,...,sq),(ml,mz,...,mq))EAkgnlBg olsun. (NFGMU-17), (NFGMU-20) ve

Tanim 3.1'nin (3') numarali kismini kullanarak
9((#. 9, ..,9,0) <Dd
bulunur.

d € (0,1) rastgele se¢ildiginden, her v > 0 i¢in F(#, ¢, ...,¢,0) =1, 6((#,4,...,¢,0) =0
ve H((#, ¢, ...,¢,v) = 0 elde edilir. Dolayisiyla, her durumda # = g oldugu goriiliir. Bu

daJ, — lim #,, limitinin tekligini gosterdigini kanitlar.
1),3—)00
Teorem 5.4. (9, , 6, 9, -,*) bir NFGMU ve (#,,), (b,;) € Q olsunlar. Bu durumda,

a) Eger (§,6,9) — lim £, = fiseJ, — lim #,, = £(5, 6, 9) gecerlidir.
I),a—)OO [),3—)&3
b) Eger 7, - Dlaifloo#na =£(&.6,9) ve I, — 1)13i£noob1)3 =& 6, 9) ise I, — Dlsiinw (fna +
b%) = § + b gegerlidir.
c) EgerJ, — lim £, = £(& 6,9) vek € Rise J, — lim x#,, = kf(F, ®, H) gecerlidir.
1),3—)00 1),3—)00

Ispat. Eger (§,6,9) — lim #,, = a ise her d € (0,1), v > 0 i¢in 5,5,,...,5, > Ao Ve
0,3—)%
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Wy, Wy, ..., W, > A, oldugunda

F( B, Forwons Bogogs = Fogogr ) > 1= 0,68, Bayros Frgungs s By ©) <

ve

$($,Bevrons oy - Bogwys?) <

kosullarini saglayan bir £, € N sayis1 mevcuttur.

A= {((51,52, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N9 x N¢: 8-(75‘, Fowyr Foyrwys ...,ﬁgqmq,n)
< 1=, 6(F, By Brgngs o> Foguog ©) > DS(F Feyioys Foyioys -+ Fogwogr )

b} € {12, . g — 1} X {12, ..., g — 1}
kapsam iliskisi gegerlidir.

Bu durumda, 7, uygun ideal oldugundan

{((51,52, wer5q)s (W1, 03, ...,mq)) € N9 x N¢: i}(#, Ferwys Bsymy ...,#Sqmq,n)
1-bp, (ﬁ(’ﬁ; ’ﬁslmll ’ﬁszmzl ) ﬁsqmq' D) > D,Si)(#r #slmlr #szmzr ) ’ﬁsqmqr D)

>} e,
saglanir. Dolayisiyla 7, — llm ﬁ'% F(&, 6, 9) elde edilir.

b) b € (0,1) igin (1 —b;) ~ (1 —0;) >1—D2 Ve d; *d; <D kosullarim saglayan b; €
(0,1) secilsin. Her v > 0 igin

Kg, 1 (0,0;) = {((sl, S5, wer) 5q)» (W1, Wy, woe) mq))

€ N9 X N (£, feyunys Feyinys o Begung 2) 1-,},

Kg,1(0,by) = {((sl, 52, ey 5q)» (W1, Wy, e, mq))

€ N XN 6 (£, Bupys Py o Boginy5) 2 D1}
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Kg,1(0,01) = {((sl, Gy eees sq), (ml, Wy, ..., mq))

D
€ENTXN©:H (’TSLJ ﬁslml' ’ﬁszmz' "-'ﬁsqmqrz) = bl}r

D
K&z(n, D) = {((sl,sz, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N9 x N9: & (I), b51m1’b52m2’ ""bsqmq’z)

<1 —bl},

Kg,2(0,01) = {((sl, 52, e, 5q), (01, W3, .0, mq))

q q 0
€N X NG (b» bslmlr bszmzr ---rbsqmqrz) = bl}'

)
Kg,,(0,0,) = {((51, 52, .., 5q ), (01, W5, ...,mq)) € N x N%: § (I), Be,wy> Deym,s ...,bgqmq,z)

> bl}

ve

Ky 6,5(0,01) = (Kg1(0,51) U Ky 5(0,51)) U (Kgy 1 (0,0) U K2 (0,03) )
U (Kg,1(0,01) U Kg 5(0,0,))

kiimeleri tanimlansin.

J, — lim £, = $(F.6,9) ve I, — nlaiinoobnﬁ =bH(F, ©,9) oldugundan her b, € (0,1) ve

p3—o™

p>0 igin ]Kim(v» Dy) €y, Kg,z(nfbﬂ €%, Kg1(0,01) €T, Kgo(o,01) €7y,
Kg,1(0,01) €7, ve Kg,(v,01) €7, saglanmaktadir. Bu durumda @ # Kg g ¢(v0,0,) €
F(J,) olur.

K% 5,5(0,01) © {((sl,sz, ...,sq), (ml,mz, ...,mq))
€ N9 x N% ?‘)‘(f +D, #slml + bslmlf #szmz + bszmz' ""#5qmq + bsqmqrn)
> 1 - b' 6(# + b' ’ﬁslml + b51m1' #52'&)2 + bSZmz' R #sqmq + bsqmq' D)

<D, g)(# + b: #slml + bslml' #szmz + bszmz' ""’ﬁ'sqmq + bsqmqrn) < b}

oldugu ispatlanacaktir.
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Bunun i¢in s, w € ]K%’@'g (v,d,) alinsin. Bu durumda

D

g (#: #slmlr #szmzi vy ’ﬁsqmq' E) >1- blﬂ % (bl bslmlﬂ bszmzﬂ . bsqmq 2) >1- bl!
D

® (#r #slmli fszmzﬂ T )ﬁsqmqf E) < bl) ® (I), bslmlﬂ bszmzﬂ . bsqmq 2) < bll
D

55 (#r #slmli fszmzﬂ T )ﬁsqmqf E) < blﬂ 5 (bl bslmlﬂ bszmzﬂ . bsqmq 2) < bll

elde edilir.

g(# + I)' #Slml + bslml) ﬁSzmz + szmz’ s 'ﬁsqmq + bsqmq' D)

= % (757" ﬁslml' ﬁszmz' R #sqmq'%) 8: (br bslml' bszmzr ey bsqmq' %)
>(1-9)~(1—-0d)>1-b,

6(# + b’ )ﬁslml + bSlml’ #5211)2 + I)Szmz’ b #sqmq + bsqmq' D)
D
<6 (’f: )ﬁslml' ’fszmz' '#sqmqt E) *® (b' bslml' bszmzﬂ bsqmq 2) < b1 * b1

<D,

5(# + b’ #5111)1 + bSll’Dl’ #521’1)2 + I)Szmz’ et #SQIDQ + bSqTDq' D)
< ($ Forwns Brgyr -+ Bogwers) * 5 (5, Derimss @ryags o Deyoyr2) < By #D
— ' VsS4 VsSomyp Sqg’ 2 $1Ww1q2 Uy ) %172 2 1 1

<D
bulunur.

Sonug olarak,
C&(# + b' ’ﬁslml + bslmlt ’ﬁszmz + bszmz' SR ’ﬁsqmq + bsqmqin) >1-0,
6(# + b’ #511]31 + I)51m1’ #521]32 + I)Szmz' R #SQIDQ + bsqmq' D) < b’

5(% + I)’ #5111)1 + b51m1' #5211)2 + szmz’ "ﬁsqmq + I)Sqmq’n) < b

saglanir.
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K$ 5,6 (0,01) € {((sl,sz, s 5q)» (W, 103, ...,mq))
€ Nq X Nq: g(ﬁ + b' ﬁslml + bSlml’ #5211)2 + szmz’ b "ﬁsqmq + bﬁqmq’n)
>1-b, 6(# + I)r ’ﬁslml + bslml' ’ﬁszmz + bszmz' ) #sqnoq + bsqmq' D)

<0,9(F + 5, Feym, + eyunys By, + Deguogy o By + Doy ) < D)

kapsam iliskisi gegerlidir. Kg g ¢(0,0;) € F(J,) oldugundan J, — lim (#% + I)%) =f+
1),3—)00

b elde edilir.
¢) Aciktir, ve bu nedenle ispat ihmal edilmistir.

Asagidaki 6rnek, Teorem 5.4'{in (a) ifadesinin tersi'nin gegerli olmadigini gostermek icin

verilmigtir.

Ornek 5.3. Ornek 3.1'de tanimlandigr gibi (Q, &, ®, 9, -,*) NFGMU alinsin. Burada, @ =

R olsun ve g:R™! — R* fonksiyonu g(fo, #1, -, #s) = ,max {|#. — #»1} seklinde
SU,VLq

tamimlansi. R’de (#%) dizisi, u, v € N i¢in

f = {na, egery = u’,3 =v?,
% (1, durumlarda,

alnsin. Bu durumda, 7, — lim #,, = 1(§, ®, $) oldugu halde yakinsak degildir.
[),3—)00

Tamm 5.2. (Q, %, ©, 9, %) bir NFGMU ve (#,,), Q'da bir dizi olsun. Eger her b € (0,1)

ve o > 0 i¢in
{((51, 52, .., 5q ), (01, W5, ...,mq)) € N9 x N¢: ‘{f;(ﬁslml,ﬁsmz, e Baguog Fuvs n)
<l-bor (5(#51031’ #52032’ e #Sqmq' #[UW' D)

> bp 5(#511I)1) #5211)2' seny #Sqmql #[UW, D) > b} E :72'
kosulunu saglayan U =U(d) € N,V =V(b) €N varsa (f,,) dizisine Q'da (g ,$)

normuna gore J,-Cauchy dizisi denir.

Teorem 5.5. Eger (£,,), Q'da J,-yakinsak dizi ise J,-Cauchy dizisidir.
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ispat. 7, — lim £, = #(%,,$) olsun. b € (0,1) igin (1—b;) ~ (1 —0d;)>1—b ve
0,3—)00

Dy * D; < b kosullarini saglayan d; € (0,1) segilsin. Simdi, v > 0 i¢in
D
P(d) = {((51,52, w1 5q), (W, 03, ...,mq)) € N9 x N%: & (#, ooy Foymoy ""#5qmq’z)

D
<1- blﬂ ® (’ﬁ) ’ﬁslmlﬂ ’ﬁszmzﬂ '#sqmql E)

D
> bl,g) (’ﬁ) )ﬁslml' ’ﬁszmzﬂ ey )ﬁsqmql E) > bl}

ve

D
P¢(d,) = {((51,52, ) Sq), (ml,mz, ...,Ui)q)) € NTx N9: ¥ (’ﬁ' ’ﬁslwl’#—‘:zmz' ""ﬁsme'E)
D
> 1 = bl, (6 (’ﬁ, #511731’ #521])2) '"J'ﬁﬁqmq’z) e

)
<019 (B Foymss By o Bogirg) < 1)
kiimeleri ele alinsin.

J, — lim #,, = $#(&, ©, H) oldugundan P(d,) € J, ve P°(d,) € F(J,) saglanir.

p3—>o

(#1, %3, e, #5), (51, B2, ., By) € PE(Dq)

alinsin.
Bu durumda,
D
8; (ﬁ’klbl’ #f&zf)zy ey #’kqbq’ #I E) >1- bl,
ve
D )
@ (#’klbl’ ﬁkzbzl I#/kqbql #) E) < bl;b (#’klbl' ’szbz, ’ﬁl"'qbq’#’ E) < bl
elde edilir.

Baziy,3 € {1,2, ..., q} i¢in sabit #,,b; € N degerleri igin,

S (B b 8:5) > § (Beasss Bosnsr o Brp B5) > 11
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ve

D D

® (#/Lnbs' ﬁl' ---,'ﬁ', E) < ) (#&151' ’ﬁ/&zbz' "ﬁ/&qbq' Jﬁ' E) < bl'
D D

9 (#&nba,#, ...,#,5) <9 (#&151'7?&252, o By B E) <b;

elde edilir.

(51,52, -, 5q), (01, W5, ..., W) € P€(by) igin
% (’ﬁslml' ’ﬁszmz' L fsqmqr ﬁknbsr D) > % (#slmlr #szmzr R ’ﬁsqmqr ’ISL' %) 8: (fl&&)y ’ISL' L) 75&: 2)
>(1-9)~(1—d)>1—b

ve

® (’ﬁslml' ’ﬁszmz' oo fsqmqr ﬁ/&nbgr D) < ® (ﬁslmlr ’ﬁszmzr ) #sqmq' 75}': %) L& (fl&&)y 75&: R 75&: E)
<b;*d; <D

D D
g) (fslml' ’ﬁszmz' noggd fsqmq: ’ﬁknbs' D) < g) (ﬁslmll #szmzr sy #sqmq' ’ISL' E) g) (’ﬁknbsl 75&: SR ’ISL' _)
<D %Dy <D

saglanir. Boylece
Pe(b,) C {((51,52, w1 5q), (w1, 03, ...,mq)) € N9 x N9: & (#slmy#smz' ---rfsqmq'fknby”)

> 1= 0 Ve 6 (uyu Fegngs o By Fypys )

<09 (’ﬁslmli ’ﬁszmzf S ’ﬁsqmq: #kt)%’ D) < b}

yazilir.
Sonug olarak
{((51, Sy wee) sq), (ml,mz, ey mq)) € N9 x N¢: & (#511171’ #szmz' '#5qmq' ’ﬁkr)ba'n)

> 1-— b ve Gj (#511)31) #Szmz' LI #Squ’#kt)bS’D)

< 0,9 (Foyops Begings s Beywoys By ©) < D} € F(3),
veya
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{((51, S0y vy Sq), (tDl, mw,, ..., mq)) € Nq X Nq: % (#glmll ’ﬁszmz, ey #Sqmq’ #kgba’ D)
<1-dve® (’ﬁslml' #SZmz' ) 75lf’qma’75&4;‘1)53']3)
= 5;5 (#51031'#52032' ""ﬁsqmq’#’%bs’n) = b} € 72
elde edilir. ispat tamamlanmis olur.

Teorem 5.5'n tersi genellikle gegerli degildir. Bunu gostermek igin asagidaki o6rnegi ele

alinsin.

Ornek 5.4. Q = (0,1] olsun. (9,%, ®, $, ~,*) uzay1 Ornek 3.2’de tanimlanan NFGMU

olsun. (#,,) dizisi

1, egery=k33=15

fis =11 ..
o’ diger durumlarda, (Vk,l € N)

seklinde tanimlansin. Bu durumda, (ﬁ%) dizisi Q’da ideal Cauchy dizisidir ancak ideal
yakinsak degildir.

Tanmim 5.3. (9, %, ®, $, ~,*) uzayinda her J,-Cauchy dizisi J,-yakinsak ise uzaya J,-tam

uzay denir.

Teorem 5.6. (Q, %, ®, $, -, x) bir NFGMU ve (#,,), Q'da bir dizi olsun. Her b € (0,1) ve

her o > 0 i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(@7, - D‘laiinoo’ﬁna =$@&.6,9).

(b) {((51,52, w1 5q), (w1, 03, ...,mq)) € N9 x N¢: (fslml'#s’zmz’ ...,#Sqmq) ¢
VO (0,0)} € ,.

Ispat. Ispat, dogrudan 7,-yakimsaklik tanimindan elde edilir.

Teorem 5.7. (9,% 6,9, bir NFGMU olsun. (#,,) dizisi Q’da 7, — lim #,, =
1,30

£(&, ®, $) olsun. Bu durumda, her d € (0,1), o > 0 ve her m € {1,2, ..., q} igin
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{((s1.52 %), (wy 5, ) ) ENOX N £, o, € BEOD (0,0)} €9,
saglanir.

ispat. Herd € (0,1),0 > 0 ve her m € {1,2, ..., q} i¢in

K(p,d) = {((51,52, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N x N9 {g(#, Forwy Foymns ...,ﬁsqmq,n) >1-D
Ve O£, Fuyunys Bugngs - Bayogs ) < B S(F Baguons By - Bogm0) < 1,

ve

L(p,d) = {((51,52, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) ENIXNu:f ., € B?’Gj'g)(n, b)}
tanimlansin.

72 r ligloo)ﬁna — ’f(%: ®, g))

9.3
oldugundan K(v,b) € F(J,) yazilir. (51,5, ..., ), (w1, 03, ..., w;) € K(v,d) alinsin.

Bu durumda

g(#’ #511331' #521?02’ i ’ﬁsqmq' D) > 1 - b ve (ﬁ<#' #5111)1’ #521?02’ i ’ﬁsqmq' n) < b

g(ﬁ’ #511?01’ #521,‘02' "'l/ﬁsqmql D) < b
5 > . . (&,6,9) .
olur. Onerme 3.2°¢ gore her m € {1,2, ..., q} i¢in §; v, , € By (v,d) elde edilir.

Dolayistyla, (81,55, ...,5,), (01,0, ..., ;) € L(v,d), ve bu nedenle K(v,d) € L(v,b)

olur. Bu durum, L(v, d) € F(J,) esitligini saglar ve istenen sonucu verir

Tamm 5.4. (Q,F, 6,9, %) bir NFGMU ve (#,,), Q'da bir dizi olsun. Eger baz1 #, € Q

i¢in,
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(51,52, ...,sq), (ml,mz, ...,mq) € NI X N F( Foywy Foprys s Fo w0 For 0
{( o,
<1- bOr G)(ﬁslml' ﬁszmz' "-r’ﬁsqmq' ’TSLO'D)

= DO' gj(#slml' ’ﬁszmzi bR ﬁsqmq' #OID) = b0} € 72
kosunu saglayan by € (0,1) ve o > 0 mevcut ise (#%) dizisine Q'da J,-sinirl dizi denir.
Teorem 5.8. Eger (#,,) dizisi Q NFGMU’da J,-Cauchy dizisi ise, J,-sinirlidur.

ispat. (#,;) dizisi ’da 7,-Cauchy dizisi olsun. Bu durumda, her b € (0,1) ve » > 0 i¢in
K(v,d) = {((sl,sz, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N9 x Nq;g(#slml,#g,zmz, ...,ﬁgqmq,#w, n)
>1-D ya da (6(#511:01: )ﬁszmzﬂ 208 ’ﬁsqmq' ’ﬁ[UV' D)

<0, 9(Fayioys B = Foguoy Fuws 0) < B} € F(T,)
kiimesii¢in U = U(d) € N,V = V(d) € N vardir.
Sabit bir £, € Q degeri igin
v
i} (ﬁuw:fw: o Fuws 15'015) =a

® (#IUV' #[UW' ey #[UW' #0' ;) =Y

»
9 (#w' fuv, -, fuv, Fo, E) =y
biciminde tanimlansin.

a,7,¥Y € (0,1) oldugundan (1 —D2)~a>1—-f, dxy <4 ve &y <t kosullarim
saglayan f,8,7 € (0,1) degerleri mevcuttur. (51,52,...,sq), (ml,mz,...,mq) € K(v,d)

alinsin. Bu durumda

g(#slwy #52m2' '#5qmq: #0: D) > CLTf (#51m1' #52m2' HR] #sqmq' #[UW' ;)
%(ﬁuw,f{uw: o BV, #o'g) >{A=-d)~a>1-p,
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(ﬁ(#slmli #szmzi T #sqmqf ’ﬁO) D)

< ® ﬁslml' ﬁszmz' -""Iﬁlsqqu ’TSL[UW'B * ® ’ﬁ[UW: ’ﬁ'[UW' ---"ﬁ'[UW' 75)'0:2 <Dbx 14
2 2

<5,

ve benzer sekilde 55(#511,31,#521,32,...,#sqmq,:ﬁo,n) <t olsun. d, = max{B,d,t} olarak

alinirsa

K(D, b) c {((51, Sy ey Sq), (ml,mz, vy mq)) € N9 x N¢: 3(#51501; #52;;02; ey #5qmq’ #Or D)
> 1— by yada @(ﬁslml,ﬁszmz, ...,#sqmq,#o,n)

< bOr g)(#slml» #szmz' ---»ﬁsqmql #0:0) < D0}'

ve dolayisiyla

{((sl,sz, w1 5q)s (01, 03, ...,mq)) € N9 x NO: ‘&(zﬁglml,zﬁgzmz, ...,ﬁqmq,#o,n)
>1- bO yada (6(#5111)1' ’ﬁszmzﬂ '#sqmq' ’ﬁO' D)

< DO' 55(#51mli )ﬁszmzt "-t’fgqmq' #O'U) < bO} E ?(72):

yazilir. Sonug olarak

{((51,52, s 5q), (w1, 03, ...,mq)) € N9 x N%: %(ﬁslml'fszmz' ---'#sqmqr#mn)
< 1= yada 6(fu,um,, Frymys s Bryog For0)

> bO: ‘6(#51m1' #szmzl e ’ﬁsqmq' #0' D) = b0} € *72
elde edilir. Dolayisiyla, (#na) J,-siirhdir.
Sonug¢ 5.1. Bir NFGMU’larda her 7,-yakinsak dizi J,-simirhdir.

Tamm 5.5. Eger (#,,) dizisinin Q’da

si:Li)irLloo %(#511131' ’ﬁszmz' ) #Sqmq’ /ﬁ’ D) =1

(s, w)EM,(i=1,2,...,9)
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Sbg{l}w (S(ﬁslmy ﬁszmzr ey ’ﬁsqmq' £, D) =0,
(s1,0;) €M, (1=1,2,..,9)

Si’!ti)irgoo 5(#51031’#52“)2’ ...,#sqmq, #l D) = 01

(spmp)eM, (i=1,2,...,q)

olacak sekilde bir alt dizisinin indeks kiimesi M € F(J,) (H = N2\ M € 7,) mevcut ise
(#,;) dizisi #°e J;-yakinsaktir denir, 73 — lim £, = #(&, 6, $) ile gosterilir.
1),3—)00

Teorem 5.9. J, kuvvetli uygun ideal olsun. Eger J; — lim £, = #(&,©,9) ise J, —
1),3—)00

lim £, = #(&, ©, $) saglanmaktadir.
t),a—)oo

Ispat. 7; — lim #,, = #(&, 6, $) oldugundan
1),3—)00

Si;g{rgoo %(’ﬁslml' #Szmz' e ﬁ’qmq’ #' D) =1

(s, w1 €M, (1=1,2,...,9)

Si;!i’ii)irgoo (6(#5:“1)11 #521;02, --.,#5qmql #F U) = OF

(s, 0;) €M, (1=1,2,..,9)

Si,!:é){rgoo 5(#51m1' 'ﬁ"szmz’ o #Sqmq’ #' D) =0,

(s, wpEM, (i=1,2,..,9)
olacak sekilde bir alt dizisinin indeks kiimesi M € F(J,) (H = N? \ M € 7,) mevcuttur.

Bu durumda, her b€ (0,1), her (s,w;) e M,(i=1,2,..,q) ve her >0 i¢in

91,92, ey Sq > ho ve W4, 10,, ...,mq > /ﬁo Oldugunda

F( B, Frions Bogops = Fogiogs ) > 1= 0,6, Bayros Fegungs s By ) <

ve

g)(#’ 75l51m1’7$l52mz’ '#sqmq' D) <bd

kosullarini saglayan bir £, € N sayis1 mevcuttur.

Bu durumda,
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A(v) = {((sl, 52, ., 5q ), (101, W5, ...,mq)) € N9 x N ‘{(;(zﬁ, ey Boyoy ...,#Sqmq,n)
<l-bor G)(’ﬁ' ﬁslmlf ﬁszmz' "-r’ﬁsqmq'n)
> 0, 5(#, Feyoys Frywys s By ®) >0

CHU (M N ({12, ..., (g — DIXN) U (N X {1,2, ..., (Ao — 1)})))
kapsam iligkisi gecerlidir.

J, kuvvetli uygun ideal oldugundan
H U (M N (L2, (o = DIXN) U (N X {12, (o — D)) €7,

elde edilir, ve A(v) € J, olur. Boylece 7, — lim #,, = #(&, ©, H) elde edilir.
1),3—)00

Jp = lim #,. = (&, 6, 9) oldugunda 7; — lim £, = £(F, ©, H) saglanmaktadr.
IJ’a—)OO

p3—™

Tamim 5.6. 7, kuvvetli uygun ideal olsun. Eger her b € (0,1), her (s, w), (1, 0) € M ve her
v > 0i¢in s, w,1,0 > A,(v) oldugunda

F(Berinys Fopioys = Beguoy B ®) > 1= 008 6(Fryua,, Foays o By B )
<0, 9(Fesop Fegings -r Beyuogs o) < D

saglayacak sekilde /4, (v) € N sayis1 ve M € F(7,) (yani H = N? \ M € J,) olacak
sekilde bir indeks kiime mevcutsa (15‘03) € Q dizisine NFGMU’larda J;-Cauchy dizisi

denir.

Bu durum

dim o BB ey o Frgy B ®) = 1

(s;,mp),(,p)EM, (i=1,2,...,q)

si,m!,iur,lt‘)laoo 6(/ﬁf’ﬂ’%’ #Szmz’ o /ﬁsme' Buos D) =0,

(spwp), (w,0)EM, (1=1,2,...,9)
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Sbm!,iur,{)l—»oo gj(#f’lmﬂ #Szmz' o #sqnoq' Buws D) =0,

(s;,wp),(u,0)EM, (i=1,2,..,9)
biciminde de ifade edilebilir.
Teorem 5.11. Eger (#,;) € Q dizisi 7;-Cauchy dizisi ise J,-Cauchy dizisidir.

ispat. (#,) € Q dizisi J;-Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her b€ (0,1), her

(s,w), (u,0) € M ve her o > 0 igin s, w,u, 0 > #£(v) oldugunda
F(eymns Fopivgs s Bogngs Buw®) > 1= Dyada 6By, Fryings s Boganys Fuwr )
< b’ 5(#5111)1’ #5211)2’ g ’ﬁsqmq' #110’ D) < b

saglayacak sekilde #,(v) €N sayis1t ve M € F(J,) (yaniH = N?\ M € J,) olacak

sekilde bir indeks kiime mevcuttur.

A(v) = {((sl,sz, wer5q)s (W, 03, ...,mq)) € N x N¢: i}(#glml,#SZmz, ...,#sqmq,ﬁun,n)
< 1-9 ya da (ﬁ(#slmlﬂ ’ﬁszmzﬂ "ﬁsqmq' ’ﬁunﬂn)
> 0, 9(Beyunys Feyinys ooy B ©) > 0}

CHU (M N ({12, o, (g — DIXN) U (N X (1,2, ..., (Ao — 1)})))
kapsam iligkisi gegerlidir.
J, kuvvetli uygun ideal oldugundan
H U (M N ({12, ..., (o — DIXN) U (N X {1,2, .., (ho — 1)}))) €7,
elde edilir, ve A(v) € 7, olur. Dolayistyla (#,,) € Q dizisi J,-Cauchy dizisidir.

Lemma 5.2. {P;}icy, N? kiimesinin sayilabilir alt kiimelerinden olusan bir ailesi olsun ve
F(J,), (AP2) 6zelligine sahip giiglii uygun bir 7, ideali i¢in bir siizge¢ olsun. Her i € N
icin IP; € F(J,) saglaniyorsa, P € F(J,) olan bir kiime mevcuttur ve her i € N i¢in P \ P,

sonludur.
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Teorem 5.12. 7,, (AP2) o6zelligine sahip kuvvetli uygun ideal ise J;-Cauchy dizisi ve 7,-
Cauchy dizisi ¢cakigsmaktadir.

Ispat. Teorem 5.11°de 7, idealinin (AP2) &zelligini tasimadigi durumda, her J;-Cauchy
dizisinin aym1 zamanda bir J,-Cauchy dizisi oldugu kanitlanmistir. Simdi, 7, idealinin

(AP2) dzelligine sahip oldugu varsayimi altinda, her J,-Cauchy dizisinin ayn: zamanda bir
J;-Cauchy dizisi oldugu gbsterilecektir. (#,,) € Q dizisi 7,-Cauchy dizisi olsun. Bu

durumda, her d € (0,1) ve v > 0 i¢in
K, 0) = {((51,52, - 5), (01,05, ., 0,)) € NOX NGB0, Fayys o B B )
<1=0, 6(Feyuy Feyuys o Beyungs B )
> 0, 9(Feywys Foyings s Boguoy Fuwr®) >} € Ty,

kosulunu saglayan u = u(d) € N,» = v(d) € N vardur.

1 1 A
u=1u (7), ;=D (T) olmak tizere

1

P, = {((51, Sy wee) sq), (ml, Wy, ... ,mq)) € N9 x N9: C&(fslml,fgzmz, ,’fgqmq: ’ﬁuivi; D)
1
>1-— T, (Y)(’ﬁglml; #szmzl bR ’ﬁsqmq' #uini' D)
1 1
< 2 8(Fuyon By o oo i) < 1

tanimlansin.

Her i € N i¢in P; € F(J,) oldugu agiktir. 7,, (AP2) 6zelligine sahip oldugundan, her i € N

icin P \ IP; sonlu ve P € F(J,) olan bir kiime mevcuttur.

Simdi, tiim (s;, w;), (1, 0) € P igin

l]m q) %(#51[)31) #Szmzi -..,’fsqmq’ #uvl D) = 1'

s3,03,1,0-00,(i=1,2,...,

hm q) 6(#51m1) ’ﬁszmz; vany ’ﬁsqmq' #unl D) = 0'

5;,W0;,1,000,(i=1,2,..,,

l]m q)g(’ﬁglmlﬁ ’ﬁszmz, -..,#sqmq’ #ut)l D) = O;

5;,03,1,0000,(i=1,2,...,
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oldugu gosterilecektir.

§ (B oo - B B s) = @ Ve 6 (B o o Fuiny B ) = ¥
uipy Pugor =0 Duyop Duvs uivy? Pugopy == Pugopy Dunr ’
bo
L) (#l—lini' fuini' ""#uivi' Fuo E) =1.
olarak iade edilsin.

a,y7,Y € (0,1) oldugundan (1 —v) ~a>1—L,0*xy < Jveo*y < tsaglayanf,6,T €

(0,1) sayilar1 mevcuttur.

((51,52, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € K¢(b, ) alinsin. Bu durumda

e(fslml' ﬁgzmz’ "t #sqmq' #UU’ D)

D
= %()ﬁslmlt #5211)2’ e ’ﬁsqmq' )ﬁu{nil D) < i} (’ﬁuiny ’ﬁuini' b ’ﬁuini' ’ﬁunf E)
>S(1-v)ca>1-8,

(5(#51m1' #5211)2’ . ) ’ﬁsqmq' #UD’ D)
D
< OByt Fogngs s By s ®) * 6 (B oy = B ror5)

<v*xy <94,
ve benzer sekilde
(Beops Brgings o Boguoy Buwr®) < T
bulunur.

b = max{p, §, t} olarak segilirse,

O(Feyuoys Feginys s Begungs B ©) > 1= 0,6 By Fegungs s Bonys B ®) < D
ve $(Fayiops Foyioys s Boguny Buwr©) < D

elde edilir Dolayistyla, (ﬁ%) € Q dizisi J;-Cauchy’dir.

Tanim 5.7. (Q, %, 6, 9, ~,*) bir NFGMU ve (#,,), Q'da bir dizi olsun. Eger (#,,) dizisinin

# € Q elemanina yakinsayan (#t)mﬁn) bir alt dizisi mevcut ise, # € Q noktast (&, ®,H)’e
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gore (#03) dizisinin limit noktas1 olarak adlandirilir. (75‘%) dizisinin tiim limit noktalar1

kiimesi £&®9) (#%) sembolii ile gosterilir.

Tanim 5.8. (Q,§, 6,9, %) bir NFGMU ve (#, . ), (#,,) dizisinin bir alt dizisi olsun.
K = {(9,1,3,): m,n € N} € N? olarak tanimlansin. Eger dgz (K) = 0 ise (75”-%3%) dizisine
(#,,) dizisinin J,-seyrek alt dizisi denir. Eger d22(K) # 0 ise (f,,, ) dizisine (#,,)

dizisinin J,-seyrek olmayan alt dizisi denir.

Tanmm 5.9. (9,%, 6,9, ~,*) bir NFGMU olsun. Eger (#%) dizisinin # € @ elemanina
yakmsayan (£, . ) J,-seyrek olmayan bir alt dizisi mevcut ise, # € Q noktasi (&, ®,$)’e

gore (#%) dizisinin J,-limit noktas1 denir. NFGMU’larda tiim J,-limit noktalar1 kiimesi

Aj(%@'g) (f%) ile gosterilir.
Ornek 5.5. (9, , 6, 9, ,*) bir NFGMU olsun. (#,,) dizisi

4 = {1, eger v, 3 tek ise
% |0, egery,;ciftise

seklinde tanimlansin. R, tim tek sayilardan olusan kiime olsun. Bu durumda, d(R) =%

olur. 7, kuvvetli uygun ideal oldugundan dgz R) = % elde edilir. Boylece, (#szm), (75‘%)

dizisinin J,-seyrek bir alt dizisidir. Ayn1 zamanda, dizi (&, ®,$) normuna gore 1’e

yakinsaktir. Dolayisiyla, 1, (15‘%) dizisinin J,-limit noktasidir.

Tanim 5.10. (9, ¥, ©®, 9, -~,*) ile belirtilen NFGMU’da eger tiim d € (0,1) ve v > 0 i¢in

d[;lz (((51, 52, ...,5q)' (m1,m2, ...,mq)) € N9 x NO:
g(#slwy #Szmz; ,/ﬁsqmq, #, D) >1—59or
(6(#51031’#521132' ey #5qmq’#’ D) < b,g)(/ﬁﬁmﬂ ’ﬁszmzf Ty #sqmq, ’f, U) < b) * 0,

kosulu saglanirsa # € Q noktasmna (&, ®, $)’e gore (#03) dizisinin J,-yigilma noktasi

denir. NFGMU’larda tiim J,-y181lma noktalar1 kiimesi F(gi;,(ﬁ,ﬁ) (f%) ile gosterilir.

Ornek 5.6. (9, , 6, 9, %) bir NFGMU olsun. (#,,) dizisi
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$ = {1, eger 1, 3 tam kare ise
% |0, aksihalde

seklinde tanimlansin. R, tiim tam kare sayilardan olusan kiime olsun. Bu durumda, d(R) =

0 olur. 7, kuvvetli uygun ideal oldugundan dgz (R) = 0 elde edilir.

Simdi, her » € (0,1) ve her » > 0 igin

{((51,52, s 5q), (01, W3, ...,mq)) € N9 x N¢: ‘J;(#Slml,#s,zmz, oo Botogs 05 n)
> 1= 0, 6(Fayuoys Byoys = Fogiogs 0:9) < 0.9 (Feyioys B o By 0,0)

<b} = (N x N9\ R
oldugu agiktir. dzz((Nq x N9) \ Q) = 1 oldugundan

dgz (((51,52, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N7 x N¢: ‘L‘y(#slml,ﬁzmz, ...,#Sqmq,o,n)

> 1 4 b’ 6()ﬁS]_I'I)]_’ #5211)2’ i ’ﬁsqmq' 0’ D) < b,g(#ﬁlml’ #5211)2’ i ’ﬁsqmq' 0' n)

< b) #0
olur. Boylece, 0 € F(gg»,@,g) (75‘1)3).
Teorem 5.13. (Q, &, G, $, -, %) bir NFGMU ve (#,,), Q'da bir dizi olsun. Bu durumda

A 6.5 (F) € T (Br) € EFOD($,)

kapsam iligkisi gegerlidir.

ispat. NFGMU (9,%,®, 9, -, *) cercevesinde (75‘%) dizisi ele almsm. # € Aj(%'(ﬁ'g) (75‘%) ise,

(#,;) dizisinin (#,, , ) alt dizisi mevcuttur ve (£, . ) dizisi #’e yakinsaktur.

(#U/m?)n) dizisi #’e yakinsak oldugundan, tiim d € (0,1) ve v > 0 i¢in
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K(d,0) = {((ljl,t)z, w0q)s (31,32, ...,3q)) € N9 x Nq:‘{(;(zﬁml,#ozaz, o Bz B n)
<1-bya da (5(#13131’7%232' ""#Uq%’#' D)

> 0, 9(Fy,00 Fosar By ) >0}

kiimesi sonludur. Ayni zaman da

{((51,52, s 5q), (w1, 03, ...,mq)) € N9 x N %(#9131'#9232' ""#t)cﬁq'#'n)

>1—Dbve (5(7510131'7510232' ""#oqaqlfln) < b’g)(#l)ﬁl’#nz?ﬂ’ ""’ﬁnqaq"ﬁ'”)
<}

= {(((Ull D2, ---,I)q), (31152' )3q)) EKI XK. Du 3 € N, u,v

=1,2, q)} — K(b,0)

kapsam iligkisi gecerlidir.

Buradan

T(d,0) = {(((1)1,1)2, :0q)s (31,32, ...,3q)) EKIXK"v,,3, ENuv=12 ...,q)}

al (CESESHCHLIINEN)
€ N X N g(#nlﬁl’/ﬁt)zsz’ ""#Uq?’q'#' D)

>1-—Dbve ®(ﬁ0131’ /ﬁ0232’ T #Ucﬁq’ ?, D) <D, S’;:)(/15]‘0131' #1)232’ o #nqaq’ L D)
<v}UK(®v).

Eger

dgz (((sl, o, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N9 x N¢: ‘L’(’;(#slml,#szmz, ...,#5qmq,0,n)

>1-p, 6(#51501,#521102, ) #sqmq' O'D) < b,g)(#slml'#szmzr L #sqmq' 0, D)

<b)=0

ise dgz (T(b, n)) = 0 elde edilir, bu ise bir geliskidir. Dolayisiyla # € F(%,(ﬁ,g) (15‘%) olur.
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Dolayistyla A2 (3.6,9) (#%) cr g ,9) (75‘%) saglanmis olur.

Simdi ise T, (732,(5,55)(#1)3) c E(&(ﬁ'g)(#%) kapsam iliskisi gosterilecektir. Bunun i¢in # €

I’

(3.6,9) (75‘%) alinsin. Keyfio > 0ve d € (0,1) i¢in

R(b,v) = {((sl, Sq, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N9 x Nq;g(#ml,#nzaz, ...,#%Sq,#,n)
>1-bve (5(#0131'#0232' ""#oqaqlfln) < b’g)(#l)ﬁl’#nz?ﬂ’ ""’ﬁnqaq"ﬁ'”)

<}

tanimlansin. dgz (R(b, D)) # 0 oldugundan, R(d,v) sonsuz bir alt kiimedir ve R(d,0) =

{(m,3n):m,n € N} olur. (#,,) dizisinin {#}¢ alt dizisi (§,®,$) normuna gore #’e
yakinsaktir ve bdylece # € £&®9 (£ ) elde edilir. Bu kapsam iliskileri birlikte

diisiiniildiiglinde
(g@ss) (#na) = F(gz;csg)(#r)s) T (f%)
bulunur.
Teorem 5.14. (9, &, ®, 9, --,*) bir NFGMU olsun ve 7, — n}gglm#ns = £(%, ©®, H) saglansin.
Bu durumda, A% ¢ o (£;) = T2, (£55) = (£} elde edilr.

Ispat. 7, — llm 75‘03 F(& ®,9) saglansin. Tanim 5.1 ve Tamim 5.10 Dbirlikte

diisiiniildiiginde # € F(g’(ﬁ's)(#na) elde edilir. ##y igin y € Fgg,%)(ﬁ%) olsun. Bu

durumdao > 0 ve d € (0,1) i¢in

dy? (F(v,))

dgz ({((51’52’ ""SQ)’ (ml’mz’ ""mq)) € N% x Nf: %(/ﬁ%my#szmz’ ---:fsqmq’#’n) >1-D
O(Beyumys By - Bogogs B:0) < B By Bogunys -+ By $,0) <0}) # 0

ve
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dg?(G(0,))
d? ({((51,52. wer5q), (w1, 03, ...,mq)) € N9 x N49: g(ﬁslml,#SZmz, oo Bogogr V) n) >1—19
(ﬁ(#slml' #szwz' ---"ﬁsqmq' Y D) <D, 5(7§slm1' #sznoz' ""’ﬁsqmq' vy, U) < b}) =0

elde edilir.

# #y oldugundan F(v,d) N G(v,d) = @ yazilir. Boylece F(v,d)¢ 2 G(v,d) iliskisi
gecerlidir. Dolayistyla

{((sl,sz, w1 5q)s (W1, 10, ...,mq)) € N7 x Nq:‘&(#ﬁlml,ﬁzmz, . n) <1-b»
yada 6(fuyu, Fegngs s By B:0) > 0,9 (Feyunys Fopioys s B 0) > b}

D {((51, 52, .., 5q), (01, W5, ...,mq)) € N9 x Nq:i}’(#slml,#gzmz, ...,ﬁ,qmq,y,n) >1-—9
Ve 6(Fuyuans Frgings s Bong ¥2) < 05 (Fooys Begiogs o Foquog 20) < b}

bulunur. Boylece

dg‘z ({((51’52’ ""SQ)’ (ml’mz’ ""mQ)) € NY X N%: 8:(#511301’#521?02’ ""#Sqmq'#’ D) <1-»
Y242 6oy, By s Bourogs B:0) 3 0 S(Frioys Boyiys o Bognys $:0) > 0}

d ({((s2,52,r50), (01,3, 0) ) € N X NG T, By s By ,0) <1
yada (S(ﬁslml,ﬁszmz, ...,ﬁsqmq,y, n) > b,@(ﬁslml,ﬁsmz, ...,#sqmq,y,n) > b})

elde edilir. 7, — lim #,, = #(&, ©, H) saglandigindan
0,3%“)
dy? ({((sl,sz, wer5q), (w1, 03, ...,mq)) € N7 x N¢: ‘{y(#slml,#smz, o Boguogr B n) <1-b»
yada 6 fuyuy Fegings s By §0) 2 0,9 (Feyioys By oo $0) > }) = 0

olur. Dolayisiyla

dgz ({((51’52’ " SQ)’ (ml’mz’ ""mq)) € NY X N%: %(#51101’#5211)2’ ---"ﬁsqmq’y’n) <1-»
yada By, By o Bogogs 720) 3 0, D (Bayunys By s oy 900 3 0}) = 0

7. o sq7q- .. 7
bulunur. Bu durum, y € Tz  « (#%) oldugu iddiastyla celisir. Dolayistyla, T(Z g o (#%) =

{#} sonucuna varilir.
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I, — t)liinoo)ﬁn‘,) = £(& ®,9) olsun. Tamim 5.9’a gore # € AZ%‘(&@) (#03) saglanir. Teorem

5.13’e gore A@(ﬁ %) (#%) = {#} sonucuna varilir.

Bununla birlikte, Teorem 5.14’in tersi gecerli degildir. Daha spesifik olarak r{gw ($3) =

(3(5 ) (#%) = {#} olmasina ragmen (75‘%) dizisi #’e J,-yakinsak degildir.

Ornek 5.7. Ornek 3.1’de tanimlanan 9, %, 6,9, ) yapist bir NFGMU olarak ele alinsin.
(#%) dizisi

1, egery=2m,3=2n ise,

B3 = {2, aksi halde mmneN

seklinde tanimlansin.

Bu durumda A(%(ﬁ 55)(ﬁ%) = (7%?,(5,55)(#%) = {1,2} saglanirken, (15‘%) dizisi J,-yakinsak

degildir.

Teorem 5.15. (Q,%,®,$, ) bir NFGMU ve (#,),(by;) € Q dizi olsunlar. Hemen

hemen tiim p,3 icin dgz ({(1), 3): Fy; # bna}) = 0 saglansin. Bu durumda A%%'@@(#%) =

(%655) (bos) ve Fgg 6.5) ($3) = (7?;@,55) (I)%) esitlikleri gecerlidir.
iSpat. Q € Fggz,’(f)',g) (#1)3) ahnSln. Bu durumda, tum b (= (0'1) ven > 0 1g1n
dé‘]z (((51: Sy wee) Sq), (ml,mz, vy mq)) € N9 x N9:

%(ﬁslml' ’ﬁszmzf L ’ﬁsqmq: 9, D) >1—bve
(5(#511’1)1’ #521’1)2’ i ﬁSqL‘Oq’ Q’ D) < b’ 5(#511’1)1’ #521’1)2’ i #SQIDQ’ Q’ D) < b) i 0’

saglanmaktadir.

W = {(»,3): f; = by,} oldugunda dgz (W) = 1 olur. Dolayisiyla

d(gf ({((sl,sz, ...,sq), (ml,mz, ...,mq)) € N9 x N9
%(bslmlf BDsymy0 s Degmgs Q,D) >1-—bve
®(b51w11 bszwzr s bsqmq: o, D) <D, g)(bglml, bgzmz, ey bsqmq' o, D) < D} n W) =0
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yazilir.

7 , 7 9 <
Sonug olarak p € F(Ti.(ﬁ,s)) (I)%) olur. Boylece I‘(g‘@’g) (;ﬁ%) ( F(%Z’&g) (b%) saglanir. Benzer
. 7 7 ege 1. . . 7
sekilde, F(g‘&g) (I)%) c F(L’i(ﬁ $) (75‘%) kapsam iliskisi de gecerlidir. F(%Z’@,g) (#%) =

(ws)(b%) elde edilir.

(%(5 ) (#03) A(%(ﬁ ) (b%) esitligi gosterilecektir. @ € A(%(ﬁ %) (#1)3) alinsin. (15”'%)
dizisinin @ € Q elemanina yakinsayan (foman) J,-seyrek olmayan bir alt dizisi mevcuttur.

W ={(W,.,3,): m,n € N} alinsin.

dcgcz ({(U' 3): o 7 bnmsn}) =0

oldugundan

dcgcz ({(17' 3): By = bnmsn}) #0

yazilir.

Sonug olarak, {#},, seklinde {#},, ’nin J,-seyrek olmayan bir alt dizisi bulunur. Sonug

olarak, @ € A% g ¢ () elde edilir. Dolayisiyla Af g o (Fy;) © A 5 (By;) bulunur.

Benzer sekilde A(g@g) (by;) © A(Ty@sﬁ) (#,,) elde edilir. Az%,(ﬁ,sﬁ)(b%) A(%(%) (75‘%)

gosterilmis olur.
Ornek 5.8. (9, , 6, 9, *) bir NFGMU olsun. (#,,) ve (b,,) dizileri sirastyla

g = {1, eger y,3 tam kare sayilar ise,
% |0, aksihalde

ve

{2, eger 1,3 tam kare sayilar ise,
|0, aksihalde

bigiminde tanimlansin.

T tiim tam kare sayilarin kiimesi olarak tanimlansin. Bu durumda d(7T) = 0 olur. 7, uygun

ideal oldugundan dgz (T) = 0 elde edilir. Sonug olarak
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dZZ ({(1)) 5):#1)3 * b%}) = dcg'z (T) =0

elde edilir.

Sonug olarak, F(g‘;;,(s,ss) (#5) = F(jz?,(ﬁ,g) (by;) = {0} ve Az%,(ﬁ,g) (by;) = Az%,(ﬁ,ss) (#35) = {0}

yazilir.
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6 NFGMU’LARDA IDEAL YARDIMIYLA ELDE EDILEN GENELLESTIRILMIS
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu bolimde, NFGMS iginde J,-istatistiksel yakinsaklik, J,-lacunary istatistiksel
yakinsaklik, Kkuvvetli J,-Cesaro toplanabilirlilik, kuvvetli J,-lacunary toplanabilirlilik

kavramlar1 ele alinmaktadir. Ayrica, bu kavramlarla ilgili ¢esitli 6zellikler incelenmektedir.

Tanim 6.1. (Q,F,®, %, ~,) bir NFGMU ve (#,,) Q’da bir dizi olsun. Eger » >0, b €
(0,1) ve o > O icin

qg:
{(1)» 3) EN ( )q| {((sl,sz, w1 5q)s (01, 03, ...,mq)) € NT X N%:sy,5,,...,5, <,
Wy, Wy, ..., Wy < 3,‘&(#, Foywys By ...,#Sqmq,n) <1-b,yada

(. ey Fegtngs s Bogings 0) = 0 B(B Foyioys B = Fogos ) = 0} 12 0} €75,
5(s559
saglaniyorsa ()ﬁ%) dizisi #'e J,-istatistiksel yakinsaktir denir. #,, — # veya
5(72(%'6'5)) — lim #,, = #(& 6, %) olarak gosterilir. NFGMU’da tiim J,-istatistiksel
1),3—)00

j(‘&@,ﬁ))

yakinsak diziler uzayi S ( 5 ile ifade edilir.

Tanim 6.2. Eger v > 0, b € (0,1) ve ¢ > 0 i¢in

{(u v) E NZ (b )q| {(stﬁ mt) E I’LL’U" < ;t < q:g(#' #5111)1' #521?02' ""#Stmt’n) < 1 - b or
uv

(5(#' #5111)1' #szmzﬂ - #stmt'n) b g)(’ﬁ ’ﬁslml' ’ﬁszmz' - ’ﬁstmtin) b} |> Q} € :]2

$0, (1999

saglaniyorsa (#na) dizisi #'e J,-lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. #,, - F

veya Sg, (72(%'(5"6)) llm #% F(&, ®,9) olarak gosterilir. NFGMU’da tiim J,-lacunary

istatistiksel yakinsak diziler uzayi Sg, (72(%‘6‘5)) ile ifade edilir.

Tanmim 6.3. Eger v > 0, d € (0,1) i¢in
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3 €eN (%)q Z Z # Fs iy By - ,#Sqmq,n) < 1—Db yada

51, 52 28q=1w1,03,..,0g=1

(Uﬁ)q Z Z (#’ Forwy Pepwys ---,#sqmq,n) =D

$1,52,48q=1 W1,W3,..,Wg=1

(1)5)q Z Z # Bymys Boymy - ,#g,qmq,v) >dp €7,

$1,92,:48q=1 101,103,..,0q=1

Ci[s B0
saglaniyorsa (#03) dizisi #'e kuvvetli J,-Cesaro yakmsaktir denir. £,, — £ veya

C; [172@'@'5)] hm 75‘% F(F, ®, H) olarak gosterilir. NFGMU’da tiim kuvvetli J,- Cesaro

7@'(5'@] ile ifade edilir.

yakinsak diziler uzay1 C; [ ,

Tanmim 6.4. Eger v > 0, d € (0,1) icin

q!
(u, v) € N2 B g(ﬁ, Forwyr Bsywy: ...,#%mt,n) <1-—xor
“3 (st!mt)EIuUJ1<t<q
q!
(b )q (ﬁ(#’ #511’1)1’ #521’1)2’ " ’ﬁstmt' D) 2 b
wr (5¢,04)€L,1<ELq
q!
(b )q 55(#: ’ﬁslmll ’ﬁszmzl e ’ﬁ‘stmt'v) brE 72'
uv

(st,mt)EIM,,lgtgq

6.9
Ngz [72 ]
saglaniyorsa (#%) dizisi #'e kuvvetli 7,-lacunary yakinsaktir denir. £, - # veya

N, [72(%’6’5)] — lim £, = #(& 6,9) olarak gosterili. NFGMU’da tiim kuvvetli 7,-
1),3—)00
lacunary yakinsak diziler uzay1 Ny, [:72(3"@'5)] ile ifade edilir.

Teorem 6.1. Eger liminfg,, > 1 ve lim infq, > 1 ise, bu durumda
u v

G, . G, :
S(75F°D) — lim £, = $(5.6,9) = Sp, (77°9) - lim £, = 45,6, 9)
937X D3>0
saglanir.
Ispat. liminfq, > 1 ve liminfg, > 1 olsun. Bu durumda, yeterince biiyiik 1, v degerleri
u v
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icing, > 1+ pveq, > 1+ ¢olacak sekilde g, ¢ > 0 sayilart mevcuttur. Bu durumda,

b/mr> oS
fouw~ (L+0)(1+0)

gecerlidir. Eger 5(75‘”5"5’5))— lim #,, = #(%,,9) ise her b€ (0,1),0>0 icin ve
1),3—)00

yeterince biiylik «, v degerleri i¢in

q!
3] (s oe5), (w2, 00)) € N X N5, 55,5, <
uv

W4, W3, ..., Wy < lv' c’}()ﬁ' ’fslmli )ﬁszmzi -"J’fsqmqﬂn) < 1-b»
yada ®()ﬁ’ )ﬁslmlr #5211)2’ ""#Sqmq’n) > b’ ‘6(#’ #5111)1’ #5211)2’ ""’ﬁsqmq' D) > b}|

(/&W)q
yada (5(#» ’#slml' ’ﬁszmz' o ﬁstmt'n) > D, 55(# #slml' #szmz' o #stmtrn) b}l

Due)! ¢!
>(3%) 6oy
yada (ﬁ()ﬁ: )ﬁslmlr )ﬁszmzi .- ’ﬁstmyn) > D, 5(# ’ﬁslmlt #szmzt - ’fstmtﬂn) b}'

{(5t; mt) € szr' <t < q: %(#' #slmlr #szmzl "'lfstmtﬁn) < 1-

{(Str mt) € Ltuﬂ <1< q:g(ﬁ: #slml' #szmz' ""’ﬁstmtrn) <1-

{(St: mt) € me 1 < 1 < q: 8:(#: #slml' #szmz' "-"ﬁstmttn) < 1-

o¢ q!
> ((1 o+ c)) Do)
yada (5(75&' ﬁslmll #szmzl - ’ﬁstmt: D) >0, 55(# ’ﬁslmlr ’ﬁszmzr - #stmt' D) b}l

gecerlidir. Bu durumda, ¢ > 0 i¢in

{(u v) € N2 @ )q| {(st,mt) €l,,,1<t< q:?;(ﬁ, Foywyr By ...,#stmt,n) <l-bdor
ur

(5(#1 #slwl' #sznoz' - ’ﬁstmt: D) > D, 35(’15}' ’ﬁslml' ’ﬁszmz' - ’ﬁstmt'n) b} |= Q}

c {(1),3) EN ( )q {((51,52, . ,5q), (ml,mz, ...,mq)) € NI X N%sy,55,...,5, <1,
Wy, Wy, ..., W5 < 3§ (#, Forwp By ...,#5qmq,n) <1-b,yada
el
€7y,

® (#, #slmli #szmzi "'J#sqmqin) = D,Sf) (#; #slmlr #szmzr "-"ﬁsqmq'n) = b} |= 0 (m

elde edilir. Dolayisiyla Sy, (72(%’6’5)) — lim £, = #(&, 6, 9) saglanir.
t),a—)OO

Teorem 6.2. Eger limsupgq,, < o,limsupgq, < oo gegerli ise
u v
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So, (75°9) = 1im £, = £(%6,9) = S (7577 - lim £, = $(F, 6, %)

D3 3=

saglanir.

Ispat. llmsupqu < o, lim supqv < oo olsun. Bu durumda, her «,v» > 1 i¢in q,, < M ve

q. < N olacak bicimde M, N' > 0 sayilart mevcuttur.
Se, (72(%'(5’5)) — lim #,, = #(&, ©, $) olsun ve
I)'a—)OO

Tuoi= |{(5tr we) €Ly, 1 < C&(’ﬁ ’ﬁslmlﬂ ’ﬁszmzﬂ - ’ﬁstmt: U) <l-bdor
(ﬁ(#r ’ﬁslml' ’ﬁszmz' - ’ﬁstmt' D) d, g)(’ﬁ' ’ﬁslml' ’ﬁszmz' - "ﬁstmt'n) > b}l

tanimlansin.

So, (37°%) = lim #,, = $(5,6,5)

isehero > 0,d € (0,1) ve o > 0 igin

{(u v) € N (b )q {(st,mt) €l 1<t q:?j(#, Forwy Foprys ...,#gtmt,n) <l-bdor
(5(75&' ﬁslmll ﬁszmzl - ’ﬁstmtfv) >0, 35(# #slmlr #szmzr - ﬁstmt'v) b} |= Q}
T’u’lf
{(u v) € N2 (bqu > Q} €7,

yazilir.
Boylece, 1y, vy € N olmak tizere, tim 1« = g, v = v i¢in

T, wq! <o
(o )?

esitsizligini saglayan pozitif tamsayilar secilebilir. Simdi
Hi=max{T, ,:1 < u < uy 1< v < vy}
tanimlansinve k,,_; <y <k, vel,_; <3 <I, saglayan p, 3 tamsayilar se¢ilsin.

Bu durumda, » > 0, € (0,1) ve o > 0 i¢in
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ql
(%)q| {((51,52, wer5q), (01, 03, ...,mq)) € N9 X N5, 55, ...,5, < 1,

Wy, Wy, ...,th < g('ﬁ) 'ﬁslmlﬂ 'ﬁszmzﬂ '"')ﬁsqmqln) < 1-b

yada 6($, fuyu,s Foyioys s Fogiogr ) > 0,98, ey Fegings s B 0) > 0]
q!

S Kaaly )0

W1, Wy, ..., W, < lv,‘{(;(:ﬁ, Foywyr Foprsys ...,#sqmq,n) <1-»

yada 6($, fyu,s Boyioys s Fogiogr ) > 0,98 ey Fegings s B 0) > 0]
q!

" (kumalo—r)"

D 3
ql
(k,u 1l4, 1)q § § 51 $2,-45q)W1,W02,..,Wq

$1,92,-48q=1 W1,W3,.. mq—l

{((sl,sz, s 5q)s (W, 03, ...,mq)) € N7 x N%:sy, 5, ...,5, < ky,

{Tll + T12 + T21 + T22 + -+ T’“O”O + -+ T’LL,’D’}

3

§ T51,52,...,Sq,ml,mz,...,mq

91,92, 5q—1 Wq,03,..,0q=1

- Wuiq! N
= (ku—llv—l)q (ku 1l4r 1)q

< +
(ku—llv—l)q (ku 1l4r 1)q

Dsy 50,501,102,
51,52,8q= U +1 W1, W5,..,Wq=1(+1 i e

21 ? T b
Wuoq. : : : : 61,952,448, 01, W2, W0 /51,92,...,8,001,W2,..,Wg

W/u%q! T51 52,4050 1,102, Wg
Gl Tnle ey
u—1%v-1 u—1%v-1 $1,52,--49q U0, W1,W2,..,Wq 2V b51 $2,-9Sq01,W02,..,Wg

9

X ; E bsl,sz,...,sq,ml,mz,...,mq

$1,92,-49q=Uo+1 Wq,W3,...,Wg=0vp+1
) 3

< Waga! +¢ Z Z < Wauga! +EMN
= (eyoily—1)" Devsarsmonmarmg (S G0 T '

51,52,...,5q=%0+1 ml,mz,...,mq=vo+1
yazilir.

Burada vy,3 — oo iken k,,_;1,_; = o olacagindan her d € (0,1) ve v > 0 degerleri igin

((51,52, s 8q), (07, W3, ...,mq)) € N9 X N 54,5, ...,5, <D,

Wy, Wy, ..., Wy < 3,‘{‘;(#, Forwy Foymns ...,#5qmq,n) <l-—bor
(5(#1 #51[)31) #szmz, -.-,#sqmq, D) > b}b(#, #51101'75&521202' ""#sqmq’ D) > b}| = 0,

lim
9,3—00 (1)3)“

elde edilir.
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{(D’ D €N Gy

W4, Wy, .., mq <3 %(#' ﬁslmli ’ﬁszmz' R #sqnoqrn) <1- b' yada
(. ey Foyings s Bogns 0) 2 0, 5(B Feyroys By = Fogogr ) 2 0} 12 0} €75,

{((sl,sz, w1 5q), (w1, 03, ...,mq)) € N7 x N%:51,5,,...,5, < 1,

Boylece, S (3559 - Jlim £, = $(8,6,9) clde edilmis olur.

Teorem 6.3. Sy, (72@"5'55)) =S (72(%"5'55)) olmast i¢in gerek ve yeter sart
1 < liminfq, < limsupq, < ©ve 1 < liminfq, < limsupg, < o
u w v v
saglanmasidir.
Ispat. Teorem 6.2 ve Teorem 6.3’den dogrudan agiktir.

Teorem 6.4. Eger liminfq, >1 ve liminfq, >1 ise C; [72(3'6’55)] C Ny, [72(3’(5‘5)]
u v

saglanmaktadir.

Teorem 6.5. Eger limsupq, < o ve limsupq, < o ise Ng, [72@’6'5)] c ¢ [72(%‘6’5)]
u v

saglanmaktadir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calisma, NFGMS ic¢inde c¢ift dizilerin yakinsama teorisine yonelik kapsamli bir
inceleme sunmaktadir. Oncelikle, istatistiksel yakinsama, istatistiksel limit noktalar1 ve
istatistiksel yigilma noktalar1 analiz edilerek, NFGMS baglaminda bu kavramlarin temel
Ozellikleri ortaya konulmustur. Daha sonra, ¢ift dizilerin lacunary istatistiksel yakinsamasi

ve giiclii lacunary yakinsamasi ele alinarak, aralarindaki iliskiler degerlendirilmistir.

Calismanin  6nemli katkilarindan biri, NFGMS’lerde ideal yakinsama kavraminin
tanitilmas1 ve bu baglamda J,-Cauchy c¢ift dizileri ile J,-tamlik kavramlarinin detayli bir
sekilde incelenmesidir. Ideal yakinsamanin temel 6zellikleri analiz edilerek, 7,-limitler ve
J,-y1gilma noktalari arasindaki iliskiler agikliga kavusturulmustur. Ayrica, J,-istatistiksel
yakinsama, J,-lacunary istatistiksel yakinsama, gii¢lii 7,-Cesaro toplanabilirlik ve giiclii 7
2-lacunary  toplanabilirlik  kavramlar1  tanimlanmis  ve  bunlarin  &zellikleri

degerlendirilmistir.

Elde edilen bulgular, NFGMS baglaminda ¢ift dizilerin yakinsama teorisini genisletmekte
ve bu uzaylarda yakinsamanin cebirsel ve topolojik yapisina dair yeni perspektifler
sunmaktadir. Bu calisma, gelecekte yapilacak aragtirmalar ig¢in bir temel olusturmakta
olup, NFGMS’lerde farkli yakinsama tiirlerinin daha ileri diizeyde incelenmesine olanak

saglamaktadir.
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