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1.GIRIS

Geometri (eski adi ile Hendese), Yunanca Tewpetpia “Geo”(yer) ve
“metro”(0l¢ctim) kelimelerinin birlesiminden tiiretilerek kelime anlami olarak “yerin
Olclilmesi” anlamma gelen; uzay ve uzayda tasarlanabilen (nokta, dogru, dizlem vs)

bigimleri ve bunlarm birbirleri ile olan iliskilerini inceleyen bilim dalidir (Anonim 2024).

Geometrinin baslangic1 ¢cok eski zamanlara dayandigindan ¢alisma alanlar1 ¢ok
genistir. Ilk zamanlar sadece fiziksel ihtiyaglarin karsilanmasi igin calismalara yer
verilirken, eski Yunanlilar zamaninda matematiksel gercekler tizerinde ¢aligmalar baslar
ve buna yonelik tartismalar ile geometri, matematiksel bir sistem olarak ele alinir. Daha

sonrasinda bu sistemi gelistirmeye yonelik slire¢ baglamis olur.

Oklid, giiniimiizden yaklasik 2000 yil 6nce aslinda bugiin yakmdan bilinen
geometriyi aksiyomatik bir sistem olarak ele almistir. Oklid geometrisi, diizlemlerde ve
egikligin dikkate alinmadigi kii¢iik olan 6lgeklerde ne kadar dogru islemis olsa da giinliik
hayatta karsilastigimiz problemlerde eksik kalmistir. Boylelikle Oklid dis1 geometriler
varligmi ortaya koymustur (Can 2018). Gerek Oklid geometrisi gerekse Oklid dis1
geometri kalkiiliis araglar1 kullanilarak ¢alismaktadir. Olusan bu sisteme diferensiyel

geometri ad1 verilir.

Gauss, diferensiyel geometrinin kurucusu olarak kabul edilir. Egrilerin ve
yuzeylerin diferensiyel geometrisine dair c¢alismalarda bulunup Onemli Kkatkilar
sunmustur. Ayrica yaptigir caligmalar modern diferensiyel geometrinin temelini
olusturmustur (Unal 2022).

Diferensiyel geometri fizik ¢aligmalarinda da 6nemli bir yere sahiptir. Son
ylizyilda bir¢ok arastirmalarda buna rastlamak miimkiindiir. Bu fiziksel kavramlardan
birisi de Fermi-Walker tirevidir. Fermi, giinimiizden yaklasik 100 yil dnce Fermi
tiirevini tanimlamis daha sonra ise bu tiirev tizerinde ¢alismalarina agirlik veren Walker,

Fermi tiirevini genisleterek Fermi-Walker tlirevini tanimlamistir. Bu tiirevin ortaya ¢ikis



streci fiziksel agidan agiklanabilir. Fiziksel deneylerde, bir cismin konumunu ve
hareketini inceleyebilmek icin cisim ile ayn1 hareketi yapan bir gozlemciden yararlanilir.
Cismin t zamanindaki hareketinin geometrik agidan yorumlanabilmesi i¢in gozlemcinin
hareket ettigi egri boyunca merkezi ve sabit yonlere sahip uygun bir ¢at1 se¢cimine ihtiyag
duyulur. Cisim serbest diisme hareketi yapiyorsa gozlemci uzayda Levi-Civita paralellik
vasitastyla hareket ettirilir. Hizlanan cisimler i¢in ise gézlemcinin hareket ettigi uzayda
Levi-Civita paralellik kullanilamaz. Bu sebeple arastirmacilar hizlanan cisimler igin
Fermi-Walker tiirevini gelistirmislerdir (Ugar 2019). Benn and Tucker (1989), Fermi-
Walker tlrevi ve Fermi-Walker anlaminda paralel olma kavramlarini kapsamli bir sekilde
calismalarmma eklemislerdir. Hehl et al. (1991), Fermi-Walker tlrevinin uzaysal bir

oteleme oldugundan bahsetmislerdir.

Yapilmis olunan arastirmalar incelendiginde Fermi-Walker tlrevine dair
geometrik uygulamalara cok fazla rastlanmamistir. Karakus ve Yayl (2012), Fermi-
Walker tdrevini diferensiyel geometri agisindan uygulamalarini ¢alismalarinda konu
edinmis ve diferensiyel geometride kullanilan bir¢ok kavramin yeniden bu tiireve gore
tamimlanacagmi gostermistir. Ucar (2019), “Genellestirilmis Fermi-Walker TUrevi ve
Geometrik Uygulamalar” adli doktora calismasmnda n —boyutlu Oklid uzayinda
genellestirilmis Fermi-Walker tiirevi {izerine caligmalarda bulunmustur. Ardindan
genellestirilmis Fermi-Walker tirevini referans alarak hiperyuzeyler (zerinde bulunan
egriler boyunca genellestirilmis Fermi-Walker tiirevini tanimlamis ve literatiire 6nemli
katkida bulunmustur. Kilig (2019), “3 —Boyutlu Minkowski Uzayinda Fermi-Walker
Tirevi” adl yiiksek lisans ¢alismasinda Fermi-Walker tirevini 3 —boyutlu Minkowski
uzayinda incelemistir. Bunun yani sira Bishop ¢atisi altinda Fermi-Walker tdrevini
tanimlayip hangi durumlarda verilen bir vektor alaninin Fermi-Walker anlaminda paralel
oldugunu inceleyerek literatiire katkida bulunmustur. Karatas (2019), “Baz1 iliskili
Egriler i¢in Fermi-Walker Tiirevi” adh yiiksek lisans calismasinda 3 —boyutlu Oklid
uzaymnda W —y0n egrisinin Serret-Frenet vektor alanlarinin Fermi-Walker turevini
hesaplamistir. Hangi durumlarda bu vektor alanlarinin Fermi-Walker anlaminda paralel
oldugu ile ilgili ¢aliymalara incelemelerinde yer vermistir. Ayrica Bishop catisina gore
tanimlanmis olan egrilerde Fermi- Walker tiirevini literatiire kazandirmigtir. Kaya (2022),

“Minkowski Uzaymda Manyetik Egrilerin Fermi-Walker Tiirevi” adli yiksek lisans



calismasinda Minkowski uzayinda Bishop ¢atisini tanimlamistir. Ardindan da Spacelike
ve Timelike manyetik egrilerin Lorentz kuvvetlerinin Fermi-Walker tdrevini
hesaplayarak onemli bulgular elde etmistir. Altuntas (2023), “Oklid Uzaymnda Bazi
Egrilerin Fermi-Walker Tiirevi” adli yiiksek lisans calismasinda 3 —boyutlu Oklid
uzayinda Serret-Frenet catisina gore T —manyetik, V' —manyetik ve B —manyetik
egrilerinin Fermi-Walker tlrevlerini hesaplamistir. Bunun yan1 sira bu egrilerin normal
Fermi-Walker tlrevileri ve modifiye Fermi-Walker turevlerini hesaplayarak Serret-
Frenet catis1 altindaki bazi vektor alanlarmmn enerji denklemlerini literatiire

kazandirmistir.

Arastirmacilarin diferensiyel geometri alaninda agirlik verdigi caligmalardan bir
digeri de egriler teorisidir. Egriler teorisinde, 6zel egrilerin incelenmesi biyltk bir 6nem
arz eder. Bu 6zel egrilerden paralel egri, noktalar1 belirli olan bir egriden normal boyunca

sabit uzaklikta olan bir egri olarak ifade edilir.

Aldossary and Gazwani (2020), yapmis olduklar1 ¢alismalarinda paralel egriler
iizerinde durmuslar ve paralel egrilerde tanimli Serret-Frenet catisini caligmalarina
eklemislerdir. Kurt (2022), “Bir Egrinin Paralel Egrisinin Olusturdugu Regle Yiizeyler”
adli yiiksek lisans ¢aligmasinda bir egrinin binormal vektoriiyle olusan paralel egrileri
incelemistir. Daha sonra paralel egrinin Serret-Frenet vektor alanlarinin regle yiizeylerini
aragtirmalarma eklemistir. Epik (2023), “3 —Boyutlu Kompakt Lie Gruplarinda Paralel
Egriler Uzerine” adli yiiksek lisans calismasinda 3 —boyutlu Lie grubunda bazi dzel
egrileri incelemistir. Ardindan da literatiirde ilk kez Lie grubunda yer alan bir egrinin V'
ve B vektorlerinin lineer birlesimi olan vektor yoniinde, V' yoniinde ve B yonundeki

paralel egrisinden bahsetmistir.

Bu tez calismasinda 3 —boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin paralel egrisi
tanimlanip paralel egrinin Serret-Frenet vektor alanlar1 boyunca Fermi-Walker tirevi
hesaplanmistir. Daha sonra ayni vektor alanlarinin Fermi-Walker anlaminda paralel olma

durumlar1 incelenmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bolimde diger boliimlerde kullanilacak olan temel tanim, teorem ve
Ozellikler asagida belirtilmistir.
2.1 Afin Uzay1

Tamm 2.1.1. (Afin Uzay): A bostan farkli bir kiime, V ise K cismi tGizerinde bir vektor

uzayi olarak ele alinsin. A X A kiimesinden V uzayina,
f: AXA >V (P9 - f(PQ9)

biciminde bir fonksiyon var ve asagidaki sartlar saglaniyor ise A kiimesine V vektor

uzayi ile birlestirilmis bir Afin Uzay denir.

() VP,Q,R € Alcin f(P,Q)+ f(Q,R) = f(P,R),

(id)VP € A ve Zev icin f(P,Q) = 5 olacak bicimde bir tek Q € A noktasi
mevcuttur (Ekici 2021).

Tanim 2.1.2. (Afin Koordinat Sistemi): V, X cismi iizerinde bir vektor uzayi, A
kiimesi de V vektor uzayi ile birlestirilmis bir afin uzay olarak ele alinsm. o =
{P1, P, ..., P, } kimesi, A afin uzaynin bir afin ¢atis1 olmak iizere herhangi bir Q €

A noktasi i¢in;
n
PoQ = Z 9. PPy,
£=1

olmak Uzere q, € K vardir. Burada (q4, ..., q,,) Ye £ catisina gore afin koordinatlar

denir.



g A- K, Q- x(9) =g

Seklinde tanimli ¥; fonksiyonlarna da, A nin g c¢atisma gore, koordinat
fonksiyonlarn denir. x; koordinat fonksiyonlarinin olusturdugu {xq,%, ..., %,}

sistemine Afin koordinat sistemi denir (Ozdemir 2020).

Tamm 2.1.3. (ic Carpim Uzay1): V vektor uzayi A kiimesi ile birlesen bir afin uzay

olsun.

() VXV >R
(x,4) > (Oxy) ={x,y)

ile ifade edilen fonksiyon Va, & € R icin;

(1) Simetrik:
(x,4) = (y,x)

(i4) Pozitif tanimlilik:

(,2) =20;(x,2) =0 x=0

(ii4) Bilineerlik:
(ax +y,2) = alx,z)+ (y,3)
(x,y + 63) = (x,y)+ 6(x,3)

Ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢carpim veya skaler ¢carpim denir. Boylelikle

V ye de i¢ carpim uzayi denir (Ekici 2021).

Tanim 2.1.4. (D1s Carpim): 3 —boyutlu uzayda tanimh x = (x4, %x,,%3) Ve ¢ =
(41, 42, ¥3) olmak lizere herhangi iki vektor ele alalim. x ile ¢ nin vektorel ¢arpimi

veya dis carpim ;



x X Y = (X2, Y3 — X3Y2, X3Y1 — X1Y3 X1Y2 — X2Y1)

ile ifade edilir. Benzer sekilde herhangi iki vektoriin dis carpimi determinant

kullanarak bulunabilir. Bu durum;

€1 € ¢€3
X, Xy X3
Y1 Y2 Ys3

XX Yy =

esitligi ile miimkiindiir (Ekici 2021).

Tammm 2.1.5. (Karma Carpim): 3 —boyutlu uzayda tanimli herhangi x, 4,z
vektorleriyle ifade edilen;

Xy Xy %3
(x,4,2) =(x,y X2)=|Y¥1 Y2 Y3
21 2 33

degere bu ti¢ vektoriin karma ¢arpim denir (Ekici 2021).

Tamm 2.1.6. (Diferensiyellenebilir Manifold): M, topolojik n —manifold olsun. M
uzerinde ¢* smifindan bir diferensiyellenebilir bir yap1 tanimlanabilir ise M ye C¥

simifindan bir diferensiyellenebilir manifold denir (Salimov ve Magden 2008).

Tamim 2.1.7. (Riemann manifoldu): M bir diferensiyellenebilir manifold olmak

Uzere M Uzerindeki C* vektor alanlarinin uzayi x(M) olsun.
g: x(M) X x(M) - C*(M,R)
olmak iizere seklinde tanimli olan simetrik, pozitif ve 2 —lineer g Riemann metrigi ile

birlikte M ye Riemann manifoldu denir. (M, g) ile gosterilir (Kobayashi et al.
1996).



Tammm 2.1.8. (Afin Koneksiyon): M, n —boyutlu diferensiyellenebilir manifold

olmak lizere M Uzerindeki C* vektor alanlarmin uzay: x(M) olsun.

2-lineer

Vix(M) x x(M) — x(M)

ifadesi VX,9),3 € x(M) ve V#, g € C® (M, R) olmak lzere;

(D) V(D + 3) = Vi + Vi3
(44) Vyzig93 = $(Vx3) + ¢(V93)
(i) Vx($#D) = #V:D + X(£)Y

ozellikleri saglantyor ise V ya M de bir Afin Koneksiyon denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.1.9. (Levi-Civita Koneksiyonu): (M, ¢) n —boyutlu Riemann manifoldu,
V da M de bir afin koneksiyon olsun. VX,%9), 3 € x(M) olmak lzere;

(4) VxD — VyX = [X, 9]

Ozellikleri saglaniyor ise V ya M de sifir torsiyonlu Riemann Koneksiyonu veya M

nin Levi-Civita Koneksiyonu denir (Hacisalihoglu 2000).

2.2. n —Boyutlu Oklid Uzay

Tamim 2.2.1. (Oklid Uzay1): A bir reel afin uzay, V ise bu afin uzayla birlesen bir

vektor uzayi olsun. V de, p = (p4, ..., Pn) V€ g = (g4, ---, ) Olmak lzere,

(Y: VXV - R

(»,q) = (p,q) = Zm qi
i=1



Oklid i¢ carpmmi ile tanimlanirsa A da ag1 ve uzaklik gibi metrik kavramlar
tanimlanabilir. Béylece burada bulunan A ya Oklid Uzay denir ve E™ ile ifade edilir
(Sabuncuoglu 2010).

Tanim 2.2.2. (Metrik): X kiimesi bostan farkli olmak iizere;

d:X XX >R
(x,9) = d(z,v)

ile verilen fonksiyonda Vx,1,3 € X icin;

(4)d(xp) =0

(i) d(x,p) =0 x=1
(iid) d(x,9) = d(y,x)

(1v) d(x,p) < d(x,3) +dG,1)

seklinde ifade edilen 6zellikler saglaniyorsa d fonksiyonu X kimesi Gzerinde bir
metrik olarak ifade edilir. Burada olusan (X, d) ye de metrik uzay denir (Ekici 2021).

Tamm 2.2.3. (Oklid Metrigi): n —boyutlu Oklid uzay1 E™ olacak sekilde;

d:E" x E" - R
(x,4) = dx,y) = |lx4ll

bi¢iminde tanimli olan d fonksiyonuna n —boyutlu Oklid uzaymda Oklid metrigi
denir (Ekici 2021).

Tamim 2.2.4. (Oklid Catis1): n —boyutlu Oklid uzaynda sirali olan {3, 31 ..., 3}

nokta n + 1 —lisine R™ de karsilig1 olan {Jo3J1, I3 -, J03n} VEKLOr (n + 1) —lisi
R™ igin ortonormal baz ise {3, 31 ..., I,,} ile ifade edilen sistem E™ in bir Oklid catis1

veya dik ¢atisi olarak tanimlanir (Ekici 2021).



Tamim 2.2.5. (Standart Oklid Catis1): n —boyutlu Oklid uzayinda {E,, E; ..., E,}
sistemine Standart Oklid ¢atis1 denir (EKici 2021).

Tamim 2.2.6. (Oklid Koordinat Fonksiyonlar): n —boyutlu Oklid uzaymnda P =

{01,102 .., P} icin (1 < i <n) olmak Uizere;

x: E" - E, 5(P) =p;

seklinde tammli olan x; fonksiyonlarma Oklid koordinat fonksiyonlar1 denir

(Ozdemir 2020).

Tanmmm 2.2.7. (Norm): n —boyutlu Oklid uzaymda f(t) = (f,(t),f,(t), ..., T,,(t)

vektor degerli fonksiyonun normu;

Ol = (7O + B+ + )

esitligi ile tanimlanir (Ozdemir 2020).

2.3. Oklid Uzayinda Egriler ve Frenet Formiilleri

Tamim 2.3.1. (Egri): {:1 = 3 < E" ile verilen fonksiyon eger siirekli ise {(I) ya yani

I araliginin ¢ altindaki goriintiisiine egri adi verilir (Sabuncuoglu 2010).



\‘

Sekil 2.1 Egri

Tamim 2.3.2. (Parametre Doniisiimii): {:/ € R — E™ egrisi verilsin. J ac¢ik bir
aralik olmak tiizere h:J = [ ya , { egrisi i¢in bir parametre doniisiimii denir

(Sabuncuoglu 2010).

IE'H

m

\/

Sekil 2.2. Parametre Doniisiimii

Tamim 2.3.3. (Skaler Hiz Fonksiyonu ve Skaler Hiz): {: I — 3 < E" olacak sekilde

bir egri kabul edilsin.

N'll:1->R
s = IT"1I(s) = IT" ()l

ifadesinde tanimli olan fonksiyon egrinin skaler hiz fonksiyonudur. 3 egrisinin {(s)

noktasindaki skaler hiz1 ||{’(s)|| reel sayisi ile ifade edilir (Sabuncuoglu 2010).
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Tamm 2.3.4. (Birim Hizh Egri): {:1 € R — E" egrisi verilsin. Burada Vs € I da
{'(s) hiz vektoriinii birim vektor olarak kabul edilirse yani [|{'(s)|| = 1 olursa bu
durumda ¢ ya birim hizh egri ad1 verilir. Burada { nin s € I parametresine de yay

parametresi denir (Ozdemir 2020).

Tanim 2.3.5. (Regiiler Egri): R uzayinda bir I agik araligi kabul edilsin. {: 1 — E™
de vt € I olmak Uzere {'(t) # 0 saglaniyorsa { ya regiiler egridir denir (Ozdemir
2020).

Tamm 2.3.6. (Yay Uzunlugu): {: I € R — E" olacak sekilde bir egri kabul edilsin.

Burada a, b € I olmak izere ¢ nin {(a) ile {(b) arasindaki uzunlugu

b
f g Ol de ¢ €1

seklinde ifade edilen reel sayisidir (O’Neill 1966).

Tanim 2.3.7. (Vektor Alani): (: I ¢ R — E" olacak sekilde bir egri kabul edilsin. [

araligmin her bir s noktasma, S;E" uzaymin bir X(s) e karsihk gelen X

fonksiyonu, ¢ egrisi tistiinde bir vektor alamdir denir (Sabuncuoglu 2010).

11
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Sekil 2.3. Vektor Alani

Tamm 2.3.8. (Birim Teget Vektor): {:I c R — E3 olacak sekilde ¢, birim hizli

kabul edilsin.

S(s) = {'(s)

seklinde verilen G(s) e, { egrisinin {(s) noktasindaki birim teget vektorii denir
(Sabuncuoglu 2010).

Teorem 2.3.1. {:I c R — E3 olacak sekilde {, birim hizli kabul edilsin. Burada s €
1, {(s) te {T', V', B} Serret-Frenet vektor alanlari;

T(s) = ¢'(s)
vektorii birim teget
()
N = @D

vektord asal normal

B(s) = T(s) x N(s)

12



vektori ise binormal olarak ifade edilir (Ekici 2021).

N(s)

1

¢(s) I— T(s)

B(s)

Sekil 2.4. Serret-Frenet Vektor Alanlarn

Tamm 2.3.9. (Egrilik ve Burulma): {: I - M < E™ ile verilsin. Burada s € I olmak
uzere {(s) icin Serret-Frenet r —ayaklisi {J;(s), ..., I, (s)} olarak ifade edilsin. Buna

gore,

o R1I<i<r
s = £,(5) =(3',(5),IJ;41(s))

biciminde tanimlanan £, ye M nin 4 —yinci egrilik fonksiyonu ve burada s € I olmak
Uzere £, ye de {(s) te M egrisinin 4 —yinci e@riligi denir. E3 te 1 —inci egrilik olarak
ifade edilen £,(s) = » = (J',(s),T,(s)) degerine sadece egrilik, 2 —inci egrilik
olarak ifade edilen %£,(s) = = (J',(s),J3(s)) degerine ise burulma (torsiyon)
denir (Ekici 2021).

Teorem 2.3.2. {:1 ¢ R — E3 olacak sekilde { y1 regiiler bir egri olarak ele alinsin.

Burada ¢ egrisinin Serret-Frenet vektor alanlar1 {77, V', B} olarak kabul edilsin.

13
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degeri egrinin egriligi

. ((,; (H, (III)
g < <117

degeri ise egrinin torsiyonu ya da burulmasi olarak ifade edilir (Sabuncuoglu 2010).

Tamm 2.3.10. (Serret-Frenet formulleri): {:1 ¢ R — E3 olacak sekilde ¢, s yay
parametreli ve birim hizli bir egri olarak kabul edilsin. { egrisinin Serret-Frenet t¢liisi
{T,N,B} olsun.
T'(s) = #(s)N(s)
N'(s) = —n(s)T(s) + t(s)B(s) (2.2)
B'(s) = —1(s)N'(s)

seklinde ifade edilen denklemlere Serret-Frenet formulleri denir (O’Neill 1966).

Tammm 2.3.11. {:1 € R - E3 olacak sekilde ¢, birim hizli bir egri olarak kabul

edilsin. { egrisinin Serret-Frenet tclist {77, V', B} olsun. Burada;

T’ 0 » O[T
N'|=]-» 0 71||N (2.3)
B’ 0 -7t O0ILB

olarak ifade edilir (Aldossary and Gazwani 2020).

Tamm 2.3.12. {:] ¢ R — E3 olacak sekilde {, s yay parametreli ve birim hizli bir

egri olarak kabul edilsin. { egrisinin Serret-Frenet Gcliisii {77, V', B} olsun.

SpiT(s), W (s)}

14



dizlemine {(s) noktasindaki oskilator diizlem veya dokunum diizlemi;

Sp{T(s),B(s)}

dizlemine {(s) noktasindaki rektifiyan dizlem veya dogrultma diizlemi;

Sp{V(s), B(s)}

dizlemine ise {(s) noktasindaki normal dizlemi veya dik duzlem denir
(Sabuncuoglu 2010).

-
A
¥
I
~
=
=
I
=1
w
L
N

X = (x, 352;353)//
— —

N
Sekil 2.5. Oskiilator, Rektifiyan ve Normal Diizlem

Teorem 2.3.3. {:1 c R — E3 olacak sekilde ¢, birim hizli bir egri olarak kabul
edilsin. ¢ egrisinin egriligi yani » degeri sifir ise {(I) kiimesi E3 te bir dogrunun alt
kiimesidir. Karsit olarak {(I) kiimesi E3 te bir dogrunun alt kiimesi ise { egrisinin

egriligi yani » degeri sifirdir (Sabuncuoglu 2010).

Teorem 2.3.4. {:1 c R — E3 olacak sekilde { egrisi diizlemsel ise { egrisinin

torsiyonu yani t degeri sifirdir ve egrinin her bir noktasindaki oskulator duzlemi,

15



egrinin iginde bulundugu diizlemdir. Karsit olarak 7 = 0 ise {:/ c R — E3 egrisi

dizlemseldir (Sabuncuoglu 2010).

]En

Sekil 2.6. Diizlemsel Egri

Tamm 2.3.13. (Darboux vektori): ¢:1 ¢ R — E3 olacak sekilde ¢, birim hizli bir
egri olarak ele almsin. Egrinin ', V', B (¢listinin her s aninda bir eksen ¢evresinde
bir ani helis hareketi yaptig1 kabul edildiginde bu eksene {(s) noktasinda Darboux

ekseni denir. Eksenin yon ve dogrultusunu veren vektorl v ile ifade edilsin.

w =717 + 1B

esitligi ¢ egrisinin {(s) noktasindaki Darboux vektori olarak tanimlanir

(Hacisalihoglu 2000).
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3. MATERYAL YONTEM

3.1. Oklid Uzayinda Baz1 Ozel Egriler

Bu béliimde, tez ¢alisma alanma referans olan Oklid uzaymnda bazi dzel egriler

ile ilgili temel tanim ve teoremler ele almacaktir.

Tanmim 3.1.1. (Helis Egrisi): Sabit bir uzunlukta olan $9t dogru pargasi herhangi bir
dogruya dik olsun ve bu dogru par¢asinin bir ucu dik dogru boyunca hareket etsin. Bu
durumda 0% = cO (c € R) olacak sekilde 0% uzakligi, dogru pargasmnin OX ekseni
ile sabit bir 8 agis1 ile orantili ise 9 ucunun ¢izdigi egriye helis egrisi denir (Salimov
ve Magden 2008).

Sekil 3.1. Helis Egrisi

Tamm 3.1.2. (Genel Helis): {:1 c R — E3 olacak sekilde {, s yay parametreli ve
birim hizli bir egri olarak kabul edilsin. Vs € I olmak lzere {'(s), belirli olan bir v

vektoru ile sabit bir 8 agis1 yapryor ise { egrisine genel helis denir. Buradan;

17



(7(s),0) = cosb, I’ = 1T (Il = |lvll =1

olarak ifade edilir (Lancret 1806).

Teorem 3.1.1. {: I c¢ R — E3 seklinde { regiiler egrisi ele alinsin. { egrisinin egriligi
yani »x degeri sifirdan farkli olacak sekilde egrinin genel helis egrisi olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul i oraninin sabit olmasi ile miimkiindiir. Eger T ve » degerlerinin her

ikisi de sabit ise dairesel helis (silindirik helis) olarak adlandirilir (Lancret 1806).

Tamm 3.1.3. (Salkowski Egrisi): {:1 ¢ R — E3 olmak lzere {, s yay parametreli
kabul edilsin. {(s) in burulmasi yani T degeri sifirdan farkli ve {(s) in egriligi yani

degeri sabit ise {(s) egrisine Salkowski egrisi denir (Salkowski 1909).

Tamm 3.1.4. Vm € R, m # + —, 0 ve n = —=— olarak verilsin. 3 —boyutlu Oklid

REN V14m?

uzayinda s € [— :—n,%] olmak lizere Salkowski egrisinin parametrik denklemi;

1 1-n 1+n |
{n(s) = — (— TCESTY sin((1 + 2n)s) — 120 sin((1 — 2n)s)
1 1- 1
— Esin(s) '4(1—+Tzln)cos((1 + 2n)s) + ﬁcos((l — Zn)s)

1 1
+ 5 cos (s), = cos(2ns)>

seklinde ifade edilir (Monterde 2008).
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Sekil 3.2. m =

Ul =

%7 Igin Salkowski Egrileri (Salkowski 1909).

Tammm 3.1.5. (Anti-Salkowski Egrisi): {:/ c R —» E3 olmak Uzere {, s yay
parametreli kabul edilsin. {(s) in egriligi yani »x degeri sifirdan farkli ve {(s) in
burulmasi yani T degeri sabit ise { (s) egrisine Anti-Salkowski egrisi denir (Salkowski
1909).

Tamim 3.1.6. Vm € R, m # +—, 0 ve n = —=— olarak verilsin. 3 —boyutlu Oklid

— 3’ v 1+m?2

uzayinda s € [0, %] olmak lizere Anti-Salkowski egrisinin parametrik denklemi;

(n(s) = m (n(1 — 4n? + 3 cos(2ns)) cos(s)

+ (2n? + 1) sin(s) sin(2ns), Dm (n(1 — 4n?

2(4n% — m

+ 3 cos(2ns)) sin(s)

n? —1
4n?

— (212 + 1) cos(s) sin(2ns), (2ns + sin(2ns)))

seklinde ifade edilir (Monterde 2008).
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Sekil 3.3. m =

Ul =

/3:7¢ Icin Anti-Salkowski Egrileri (Monterde 2008).

3.2. Oklid Uzayinda Paralel Egriler

Tamm 3.2.1. (Paralel Egri): {:I ¢ R — E3 olacak sekilde {, s yay parametreli ve

birim hizli olarak kabul edilsin. Bu egrinin paralel egrisi;
G =4¢(s)+7rB(s),r #0 (3.1)

seklinde tanimlanir. Burada s = s(s,.); {(s) in yay uzunlugu ve s, {, paralel egrisinin
yay uzunlugudur. B ise {(s) in binormal vektor alanimi ifade eder (Aldossary and
Gazwani 2020).
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Sekil 3.4. Paralel Egri

Lemma 3.2.1. {,.(s,) birim hizh egrisi {(s) egrisinin paralel egrisi olsun. {(s)
egrisinin Serret-Frenet Gclust {77, V', B} ve {,.(s,) egrisinin Serret-Frenet Gclusi
{7.., V;., B,.} olarak verilsin.

T, = hT —rhtV

! [T(hh' + rh?xt) + N (h%x — h(rht)") — B(rh?t?)] (3.2)

N =—

1
T(r?h3t3) + N(rh312) + B(h3» — (rht)’'h? + rh®h't + r?h3x1?)]

Br = E[
Burada;
ds 1

—=———-=h, m=,/(hh' +rh?x1)? + (h?x — h(rht)')? + (rh272)2 (3.3)
is, Nitre v



olarak ifade edilir (Aldossary and Gazwani 2020).

Ispat : (3.2) esitliginde ifade edilen 7. nin yay uzunluguna gére tiirevi almsin.

o) @9
(2.3) esitligi (3.4) te kullanilirsa;
T. = (T—rTN):;r
esitligi bulunur. Burada esitligin her iki tarafinin da normu alindiginda;
151 = I = e
elde edilir.
s __ 1t _,
ds,  V1+r272
olmak tizere (3.3) esitligi;
T. = hT — rht ¥ (3.5)

seklinde yazilir.
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__a%,/ds,
"7 a7, /ds, |

olacak sekilde;
d7, d7,.d
=22 _ TR + rh2un) + N (A2 — h(rht)') — B(rh?c?)
ds, ds ds,

elde edilir ve daha sonra (3.6) esitliginin normu alinirsa;

=
ds,

= \/(hh’ + rh2x71)2 + (h?x — h(rht)')? + (rh212)2

seklinde ifade edilir.

! [T (hh' + rh%xt) + N (h%x% — h(rht)") — B(rh?1?)]

J\/}=E

olmak tzere (3.7) esitliginde

m= \/(hh’ + rh?xt)? + (h?x — h(rht)')? + (rh272)2

elde edilir.

B, =T X Ny

23
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olacak sekilde;

1
[T(r?h3t3) + N (rh3t?) + B(h3x — (rht)’'h? + rh?h’'t + r*h3x7?)](3.8)

Br=ﬁ

ifadesi bulunur.

3.3. Fermi-Walker Turevi

Bu boliimde, Oklid anlaminda paralel olma kavrami agiklanmis ve calismanin

esas konusu olan Fermi-Walker tiirevi ile ilgili tanimlara yer verilmistir.

Tamim 3.3.1. (Oklid Anlaminda Paralel Olma): {:I ¢ R — E" olmak izere, {

parametre egrisi boyunca X herhangi bir vektor alani olarak verilsin.

esitliginde % Oklid tiirevi olmak tizere X vektdr alanma { egrisi boyunca OKklid

anlaminda paraleldir denir (Hacisalihoglu 2000).

Tammm 3.3.2. (Fermi-Walker Turevi): {:I c R - E™ olmak (zere, s yay
parametreli ¢ egrisi verilsin. ¢ egrisi boyunca X herhangi bir vektor alani olacak
sekilde

VrX = Ve X — (T, X)A + (A, X)T (3.9)
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ile tamml1 olan VX ifadesine {(s) egrisi boyunca X vektor alannm Fermi-Walker
tarevi denir. (3.9) esitliginde T = Z—g ,A = % olarak ifade edilir (Benn and Tucker

1989).

Tamim 3.3.3. (Fermi-Walker Anlaminda Paralel Olma): {:/ c R — [E" olmak
Uzere, s yay parametreli ¢ egrisi verilsin. { egrisi boyunca X herhangi bir vektor alani

olacak sekilde X in Fermi-Walker tirevi;
VX =0 (3.10)

ise X vektor alanma {(s) egrisi boyunca Fermi-Walker anlaminda paraleldir denir
(Benn and Tucker 1989).

Tamm 3.3.4. (Donmeyen Cat1): {: I ¢ R — E™ olmak lizere, { s yay parametre egrisi

boyunca B,R ve & ortonormal vektorler olarak verilsin.

ﬁT% = 0
V;R=0 (3.11)
V;6=0

ile ifade edilen {3, R, S} ¢atisma non-rotating (dénmeyen) ¢at1 denir (Balakrishnan
2005).

Tanmim 3.3.5. (Fermi-Walker Anlaminda Darboux Vektorii): {:/ c R - E"

olmak Uzere, ¢ s yay parametre egrisi boyunca

VT =w*x T
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VN =w*x N

V;B=w*X B

ile ifade edileceginden

vektoriine {7,NV,B} Serret-Frenet Uclisine goére Fermi-Walker anlaminda
Darboux vektori denir (Karakus ve Yayli1 2012).
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4.ARASTIRMA BULGULARI

Bu bélimde temel tanim ve teoremlerden yararlanilarak elde edilen ve tez
caligmasinin ana konusunu teskil eden paralel egrilerde Fermi-Walker tirevi ile ilgili

bulgulara yer verilmistir.
4.1. Paralel Egrinin Teget Vektor Alaninin Fermi-Walker Turevi

Bu bélumde, 3 —boyutlu Oklid uzayinda s yay parametreli ve birim hizli
olarak tanimli { egrisi ele alinmistir. { egrisine paralel olan {, egrisinin 7;. teget vektor

alaninin Fermi-Walker tiirevi hesaplanip 6nemli sonuglar elde edilmistir.

¢ egrisi 3 —boyutlu Oklid uzayinda s yay parametreli ve birim hizli bir egri
olarak tanimlansim. { egrisine paralel olan {, egrisi ele alinsin. { egrisinin teget vektor
alan1 T, {, egrisinin teget vektor alani ise 7;. olarak verilsin. (3.2) ve (3.9) denklemleri
kullanilarak {(s) birim hizl egrisine paralel olan ¢, (s,.) egrisinin teget vektor alanmin

Fermi-Walker tirevi;

V5T = V3. T = (T, TV Ty + (V5. T, )T,

seklinde ifade edilir. Tanim 2.1.3. de bulunan ifade goz 6niine alinarak (7;.,7,.) = 1

esitligi bulunur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda;

Vs T, = (V3. 77, T,)7; (4.1)

esitligi elde edilir. (3.6) esitligi kullanildiginda;

d7. d7. ds
VT =—=—"—""=7(hh' + rh%x1) + N (h%x — h(rht)") — B(rht2) (4.2)
r ds, ds ds,

bulunur. (3.5) ile (4.2) esitlikleri kullanilirsa;
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(V7. 7., 7)) = h*(h' + r?h't? + r?htt') (4.3)
elde edilir. (4.3) esitligi (4.1) esitliginde kullanilirsa ;
(V3. 70, )T = h*(h' + r2h't? 4+ r2htt")T, (4.4)
bulunur.(4.4) esitliginde;
s=(h'+7r%h't?> +r?htt") (4.5)
olarak yazilsin. Gerekli diizenlemeler yapildiginda;
Ve T, = h%s 7, (4.6)
ifadesi ile ¢,.(s,) egrisinin teget vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi hesaplanmuis olur.
Teorem 4.1.1. (¢, ;) birim hizli paralel egri ¢ifti olsun. Bu egrilere ait olan Serret-

Frenet catilar1 sirasiyla {77, V', B}, {T;., V., B,-} olmak (izere 7,. vektor alaninin Fermi-

Walker anlaminda paralel olmasi igin gerek ve yeter sart ¢ € R igin;

VT TRz
T=+ —h‘r (47)

olmasidir.

Ispat. 7. vektor alan1 Fermi-Walker anlaminda paralel olsun. O halde Tamim 3.3.3.

geregi (4.4) esitliginin sifir olmas1 gerekir. Buradan;
V5,7 = (V5,5 )T, = 0

olur. (4.3), (4.4) ve (4.6) esitlikleri géz Oniine alinarak (4.6) esitliginde h # 0

oldugundan Serret-Frenet katsayilar1 sifir olmalidir. Bu durumda;
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s=(h +7r*hR'1>+71%htt’) =0

elde edilir. h'(1+ r?172) + r2htt’ = 0 diferensiyel denklemi Maple® programi
yardimiyla t ya gore ¢oziiliirse (4.7) esitligi elde edilir (BK. Ek1).

Tersine (4.7) esitligi saglansin. (4.5) ve (4.7) esitlikleri gbz Oniine alinarak
gerekli diizenlemeler yapilirsa s = 0 bulunur. Bu durumda (4.6) esitliginin Serret-
Frenet katsayilar1 sifirdir. Tanim 3.3.3. geregi 7;. vektor alant Fermi-Walker anlaminda

paraleldir.

Sonug 4.1.1. ¢, egrisinin teget vektor alan1 7;. nin Fermi-Walker tirevi, 7. yonli bir

vektordr.
Ispat. (4.6) denklemi ile ispat aciktur.

Sonug 4.1.2. (¢, ) birim hizli paralel egri ¢ifti olsun. { egrisinin burulma degeri T
olmak Uzere t = sabit igin {,. paralel egrisinin teget vektor alan1 7;., Fermi-Walker
anlaminda paralel olup ayni zamanda » # 0 oldugunda { egrisi anti-Salkowski egrisi

olur.

Ispat. (4.4) esitliginde t degeri sabit kabul edilsin. (3.3) esitliginde bulunan h
ifadesinde 7 ve r degerleri sabit oldugundan h degeri de sabit olur. Bu durumda h' =0,

t' = 0 olur. (4.4) esitliginde h" =0 ve 7’ = 0 degerleri yerine yazilirsa;

VnTy = (V3.7 T)T = 0
elde edilmis olur. Tanim 3.3.3. geregi 7, vektor alaninin Fermi-Walker anlaminda
paralel oldugu anlamma gelir. Ote yandan { egrisinin T degeri sabit iken » degeri

sifirdan farkli oldugunda ¢ egrisi Tanim 3.1.5. de ifade edildigi {izere anti-Salkowski

egrisi olur.
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Ozelolarak T = 0 alirsa 7;. vektor alan1 Fermi-Walker anlaminda paralel olup

¢ egrisi Teorem 2.3.4. te ifade edildigi lizere diizlem egrisi olur.

Sonug 4.1.3. {, egrisinde h = 2, 7 ¢ [-1,1] olmak tzere egrinin teget vektor alani

’
T

olan 7., Fermi-Walker anlaminda paraleldir.

Ispat. {, egrisinde h =% , T € [—1,1] kabul edilsin. h =% esitligi (3.3) de yerine

yazilirsa;

1 1
—_—=— (4.8)
v1i+7rit2 1
elde edilip (4.8) esitliginin her iki tarafinin da karesi alinirsa,
1 1
147272 12
bulunur ve gerekli diizenlemeler yapilirsa;
1
T= (4.9)
V1 —r?

elde edilir. (4.9) esitliginde r degeri sabit oldugundan t degeri de sabit olur. h = %

kabul edildigi i¢in h degeri de sabit olarak bulunur. Dolayisiyla T = 0 ve h’ = 0 olur.

T’ ve h' degerleri (4.4) esitliginde yerine yazilirsa;
V5,7 = (V5,75 )7, = 0

elde edilir. Tanim 3.3.3. geregi 7, vektor alaninin Fermi-Walker anlaminda paralel

oldugu anlamina gelir.
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Sonug 4.1.4. { egrisi dairesel helis olmas1 durumunda ,.(s,) egrisinin teget vektor

alan1 7;., Fermi-Walker anlaminda paralel olur.

Ispat. { eprisi dairesel helis olsun. Teorem 3.1.1. de bulunan tanim geregi T ve x
degerleri sabit olur. T degeri sabit ve r degeri de sabit oldugundan h degerinin de sabit
oldugu goriiliir. Boylece h’ =0, 7" = 0 ve %' =0elde edilir. h’, T’ ve »’ degerleri (4.4)

esitliginde yerine yazilirsa;
VT = (V5. T, 70T = 0

elde edilir. Tanim 3.3.3. geregi 7, vektor alaninin Fermi-Walker anlaminda paralel

oldugu anlamina gelir.

4.2. Paralel Egrinin Normal Vektor Alanimin Fermi-Walker Tirevi

Bu boliimde, 3 —boyutlu Oklid uzaymmda s yay parametreli ve birim hizli
olarak taniml { egrisi ele alinmustir. { egrisine paralel olan {, egrisinin JV,. normal

vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi hesaplanip 6nemli sonuglar elde edilmistir.

¢ egrisi 3 —boyutlu Oklid uzaymda s yay parametreli ve birim hizli bir egri
olarak tanimlansin. { egrisine paralel olan {, egrisi ele alinsin. { egrisinin normal
vektor alan1 V', {, egrisinin normal vektor alani ise JV,. olarak verilsin. (3.2) ve (3.9)
denklemleri kullanilarak {(s) birim hizli egrisine paralel olan {,.(s,) egrisinin teget

vektor alaninin Fermi-Walker tlrevi;

ViV = Ve Ny — (T, No)V5 T + (V3 T, V)T,

esitligi ile elde edilir. Tanim 2.1.3. de bulunan ifade goz oniine alinarak (7;., NV;.) = 0

esitligi bulunur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda;

Vi Ny = Vg Ny + (V. T, V)T, (4.10)
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elde edilir. (3.2) esitliginde, (3.6) esitligi géz 6niinde bulundurulursa;

o e A% _do ds
BT ds, T ds ds,

h
= [T7'(hh' + vh?x1t) + T((h')? + hh" + 2rhh'sxt + rh?%'t + rh?xt")

+ N'(h?%x — rhh't — rh?t")

+ N Q2hh'% + h?%’' —r(h')?t —rhh"t —rhh't’ — 2rhh't’ — rh?t")

+ B'(—rh?t?)

+ B(—2rhh't?

— 2rh?1t")] (4.11)

ifadesi bulunur. (4.11) esitliginde (2.3) esitliginde bulunan Serret-Frenet elemanlari
kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa;
V5 N
h
= [T((h')? + hh" + 3rhh'st + rh?%'T + 2rh?xt’ — h?x?)
+ N (Q2hh'x + h?x%'—r(h’)?T1 — rhh"'t — 3rhh’'t’ — rh?t" + rh?t?)
+ B(—3rhh't? — 3rh?17’
+ h?x71)] (4.12)

bulunur. (3.6) ile (3.7) esitlikleri Tanim 2.1.3. de ifade edilen tanim geregi

hesaplanirsa;
1
(Vr T, V) = = [(hh' + Th?x1)? + (h?x — h(rht)")? + (rh?t?)?] (4.13)

elde edilir. (3.3) de bulunan m degeri (4.13) de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa;

(V5T Ny} = m (4.14)
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seklinde ifade edilir. (3.5) ile (4.14) esitlikleri g6z Oniine alinarak gerekli diizenlemeler

yapilirsa;

(V7 T, N )T, = T (hm) + NV (—rhmt) (4.15)

elde edilir. Burada (4.12) ile (4.15) esitlikleri kullanilarak;

h
[T(m? + (h')? + hh"" + 3rhh’ut + Th?x'T + 2rh%xt’ — h%x%?)

+ N (=rtm? + 2hh'% + h®»’'—r(h'")?t — rhh''t — 3rhh't’
—rh?t" + rh?73)

+ B(—=3rhh't? — 3rh?t7’

+ h?x71)] (4.16)

ifadesi ile ¢, (s,) egrisinin normal vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi hesaplanmis

olunur.
Teorem 4.2.1. ({,{,) birim hizli paralel egri ¢ifti olsun. Bu egrilere ait olan Serret-
Frenet ¢atilar sirasiyla {77, V', B}, {T;., V;., B,-} olmak Uizere JV,. vektor alaninin Fermi-
Walker anlaminda paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart » sifirdan farkli bir sabit
olmak uzere;

=0 (4.17)

olmasidir.

Ispat. 2V, vektor alan1 Fermi-Walker anlaminda paralel olsun. O halde Tanim 3.3.3.

geregi (4.10) esitliginin sifir olmasi1 gerekir. Buradan;

Ve Ny + (V3 T, Ny )T, = 0
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elde edilir. (4.12), (4.15) ve (4.16) esitlikleri g6z Oniine alinarak (4.16) esitliginde h #

0 oldugundan Serret-Frenet katsayilar1 sifir olmalidir. Bu durumda;

m? + (h")? + hh" + 3rhh'»xt + rh?x't + 2rh®xt’ — h?»x?% =0,
—rtm? + 2hh's + h2x%'—r(h')%t — rhh"'t — 3rhh't’ — rh2t" + rh?73 = 0,(4.18)
—3rhh't? = 3rh?*tt' + h®xt =0

olur. (4.18) esitliginde h ve m degerleri yerine yazilirsa,;

( / (—r3t2 =)t + (1 +r2t%)%xn’ — \
1 | 7o =3()?%r? +ra(1 + 2?7’ |
(14 7r272)3 rT —r274 — ’
\ - )
4

1 (=r32* = )" + (L + 1?0 %x’ —
[ )

(1 +r272)3 (—3(1’)27”2 + (((rzxz — D2 +x?)(1 + rzrz)) TT)
t(t%ur? = 3r7’ + %)
\ (1 +7r272)2

elde edilir. Maple® programi yardimiyla diferensiyel denklem c¢oziiliirse (4.19)
diferensiyel denkleminin bir ¢6zimil s sifirdan farkli bir sabit olmak {izere T = 0
olarak bulunur (Bk. Ek2).

Tersine (4.17) esitligi kabul edilsin. (4.17), (4.18) ve (4.19) esitlikleri g6z
Online alinarak gerekli diizenlemeler yapilirsa (4.16) esitliginin Serret-Frenet
katsayilar1 sifir olarak bulunur. Tanim 3.3.3. geregi MV, vektor alan1 Fermi-Walker

anlaminda paraleldir.

Sonug 4.2.1. (¢, {) birim hizli paralel egri ¢ifti olsun. {, paralel egrisinin normal

vektor alan1 V., Fermi-Walker anlaminda paralel ise { egrisi diizlem egrisi olur.
Ispat. V;. vektor alan1 Fermi-Walker anlaminda paralel olsun. Teorem 4.2.1 de ifade

edildigi tizere » sifirdan farkli bir sabit ve 7 = 0 olur. Bu durumda { egrisi Teorem

2.3.4. te ifade edildigi lizere diizlem egrisi olur.
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4.3. Paralel Egrinin Binormal Vektor Alanimin Fermi-Walker Turevi

Bu bolimde, 3 —boyutlu Oklid uzaymnda s yay parametreli ve birim hizli
olarak tanimli ¢ egrisi ele almmustir. { egrisine paralel olan {, egrisinin B,. binormal

vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi hesaplanip 6nemli sonuglar elde edilmistir.

{ egrisi 3 —boyutlu Oklid uzaymnda s yay parametreli ve birim hizli bir egri
olarak tanimlansin. ¢ egrisine paralel olan {,. egrisi ele alinsin. ¢ egrisinin binormal
vektor alant B, {, egrisinin binormal vektor alani ise B, olarak verilsin. (3.2) ve (3.9)
denklemleri kullanilarak {(s) birim hizli egrisine paralel olan {,.(s,) egrisinin teget

vektOr alaninin Fermi-Walker tiirevi;

V5, By = V5, B, — (T, BV T + (V5.7 B )T, (4.20)

esitligi ile elde edilir. Tanim 2.1.3. de bulunan ifade g6z 6niine alinarak (7;., B,.) = 0

esitligi bulunur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda;
Vs B, = Vs B, + (V7. T;,B,)T; (4.21)

esitligi bulunur.(3.6) ile (3.8) esitlikleri Tanim 2.1.3. de ifade edilen tanim geregi

hesaplanirsa;
(V5,7 B,) = 0 (4.22)

elde edilir ve (4.22) esitligi géz Oniine alarak (4.21) esitliginde gerekli diizenlemeler

yapilirsa;
Vs B, = VB, (4.23)

esitligi bulunur. (3.2) esitliginde, (3.6) esitligi géz dnilinde bulundurulursa;
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dB, dB, ds

V5B = ds, ds ds,

= %[T’(r2h3r3) + T (3r2h?h't3 + 3r2h3127") + N/ (rh31?)

+ N (3rh?h't? + 2rh3tt))

+ B'(h3x — rh3t’ — rh?h't + rth?h’ + r?x1?h3)

+ B(3h?h'x% + h3x' — 3rh?h't’ —rh3t” — 2rh(h')?t — rh®*h"'t
—1rh?h't" + 2rh(h")?t + rh?h"t + rh?h't’ + 3r°h?*h'xt?

+ 2r2h3utt’ + r?h3t%x’)] (4.24)

bulunur. (4.24) esitliginde (2.3) esitliginde bulunan Serret-Frenet elemanlar1

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa;

- h
Vs B, = - [T7(3r?h?h'Tt3 + 3r2h3t%7t’ — rh3x1?)

+ N (3rh?h't? 4+ 3rh3tt’ — h3x1)
+ B(rh3t3 + 3h?h's + h3x%' — 3rh®?h't’ — rh31" + 3r2h?h' nt?
+ 2r2h3utt’ + r?h3t%x’)] (4.25)

elde edilir ve boylece {,(s,) egrisinin binormal vektor alaninin Fermi-Walker tirevi

hesaplanmis olunur.
Teorem 4.3.1. (¢, {,) birim hizli paralel egri ¢ifti olsun. Bu egrilere ait olan Serret-
Frenet gatilar1 sirasiyla {7, V', B}, {7;., V;., B,-} olmak (izere B, vektor alaninin Fermi-
Walker anlaminda paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart sart 3 sifirdan farkl bir sabit
olmak (izere;

=0 (4.26)

olmasidir.

Ispat. B, vektor alan1 Fermi-Walker anlaminda paralel olsun. O halde Tanim 3.3.3.

geregi (4.21) esitliginin sifir olmasi gerekir. Buradan;
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VTrBT + (Vg}j;,-, Br)ﬂ =0

elde edilir. (4.22), (4.24) ve (4.25) esitlikleri goz Oniine alinarak (4.25) esitliginde h #

0 oldugundan Serret-Frenet katsayilar1 sifir olmalidir. Bu durumda;

3r2h%h't3 4+ 3r2h3t?t’ —rh3uxt? = 0,
3rh?h't? 4+ 3rh3tt’ — h3xT = 0, (4.27)
rh3t3 + 3h%h'x + h3x’ — 3rh?h't’ — rh3t” + 3r2h%h' xt? + 2r2h3utt’
+r2h312%' =0

olur. (4.27) esitliginde h yerine yazilirsa;

( 2r(r?t?»% — 3t'r + »)
G
t(r?t®»x — 3t'r + x)
(r2t2 + 1)5/2
1 (=312 = )" + (r?t2 + )%’ —
\ (r272 4+ 1)5/2 (r(—3r2(r’)2 +rx(r?t? + 1)1’ —r?7t — ‘[2)‘[)

(4.28)

elde edilir. Maple® programi yardimiyla diferensiyel denklem c¢oziiliirse (4.28)
diferensiyel denkleminin bir ¢6zimil s sifirdan farkli bir sabit olmak {izere T = 0
olarak bulunur (Bk. Ek3).

Tersine (4.26) esitligi kabul edilsin. (4.26), (4.27) ve (4.28) esitlikleri goz
Online alinarak gerekli diizenlemeler yapilirsa (4.25) esitliginin Serret-Frenet
katsayilar1 sifir olarak bulunur. Tanim 3.3.3. geregi B, vektor alan1 Fermi-Walker

anlaminda paraleldir.

Sonug 4.3.1. (¢, ¢,) birim hizli paralel egri ¢ifti olsun. ¢, paralel egrisinin binormal

vektor alan1 B,., Fermi-Walker anlaminda paralel ise { egrisi diizlem egrisi olur.
Ispat. B, vektor alan1 Fermi-Walker anlaminda paralel olsun. Teorem 4.3.1 de ifade

edildigi tizere » sifirdan farkli bir sabit ve 7 = 0 olur. Bu durumda { egrisi Teorem

2.3.4. te ifade edildigi lizere diizlem egrisi olur.

37



Ty, N, B, vektor alanlarinin Fermi-Walker anlaminda paralel olduguna dair teorem ve

sonuglar dikkate alindiginda asagidaki sonuca ulasilir.

Sonug 4.3.2. (¢, ¢,-) birim hizl1 ve s yay parametreli paralel egri ¢ifti olsun. {,. egrisi
boyunca 7., V,. ve B,. ortonormal vektorler olmak lzere s sifirdan farkl bir sabit ve

T = 0 degerleri i¢in {7, NV;., B,-} Gclusi bir non-rotating (dénmeyen) ¢ati olusturur.

Ispat. ¢, egrisi boyunca 7., ;. ve B, ortonormal vektorler olmak lzere » sifirdan
farkli bir sabit ve 7 = 0 olsun. Bu durumda 7 = 0 degeri (3.3) esitliginde bulunan h
degerinde yerine yazilirsa h = 1 olup buradan da A" = 0 bulunur. (4.3), (4.4) ve (4.6)

esitlikleri goz Oniine alinarak T = 0, h' = 0 degerleri (4.4) esitliginde yerine yazilirsa;

Ve 7, =0 (4.29)
elde edilir. Teorem 4.2.1 de ifade edildigi tizere » sifirdan farkli bir sabit ve T =0
oldugunda W, vektor alaninin Fermi-Walker anlaminda paralel oldugu agiktir. Tanim
3.3.3. te bulunan ifade g6z 6niine alinirsa;

ViV =0 (4.30)
elde edilir. Teorem 4.3.1 de ifade edildigi tizere » sifirdan farkli bir sabit ve T =0
oldugunda B, vektor alaninin Fermi-Walker anlaminda paralel oldugu agiktir. Tanim
3.3.3. te bulunan ifade goz Oniine alinirsa;

VsB, =0 (4.31)

elde edilir. (4.29), (4.30) ve (4.31) esitlikleri géz Oniine alinarak Tanim 3.3.4. geregi

{7,., \V;., B,-} Gglusii bir non-rotating (ddnmeyen) gati olusturur.
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5. TARTISMA VE SONUC

4.1. bolumiinde (¢, ¢,) birim hizli paralel egri ¢iftine ait Serret-Frenet catisi
altindaki 7;. vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi hesaplanmis ve bu vektor alanmin
Fermi-Walker anlaminda paralel olmasi incelenmistir. Bu konu ile alakali Tablo 1 deki

geometrik yorumlara ulasiimistir.

Tablo 1. 7, Vektér Alammmin Fermi-Walker Tirevi icin Geometrik Yorumlar

Sonug: 7;. vektor alaninm Fermi-Walker tiirevi, 7;. yonlu bir vektordar.

_ AL i €R
tTITTw (ceR)

Sonug: 7. vektor alan1 Fermi-Walker anlaminda paraleldir.
¢ egrisinin burulma degeri T = sabit
Sonug: 7, vektor alan1 Fermi-Walker anlaminda paralel olup » # 0 oldugunda {
egrisi anti-Salkowski egrisi olur.
Ozel olarak T = 0 olursa 7;. vektdr alani Fermi-Walker anlaminda paralel

olup ¢ egrisi diizlem egrisi olur.

{, egrisinin h degeri h = %, T¢[-1,1]
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Sonug: 7. vektor alan1 Fermi-Walker anlaminda paraleldir.

4.2. boliminde (¢, {,) birim hizli paralel egri ¢iftine ait Serret-Frenet catisi
altindaki JV;. vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi hesaplanmis ve bu vektor alaninin
Fermi-Walker anlaminda paralel olmasi incelenmistir. Bu konu ile alakali Tablo 2 deki
geometrik yorumlara ulasiimistir.

Tablo 2. V', Vektor Alammin Fermi-Walker Tirevi icin Geometrik Yorumlar

=0
Sonug: Yukaridaki esitlikler » sifirdan farkli bir sabit olmak lizere saglanirsa
NV, vektor alan1 Fermi-Walker anlaminda paraleldir.

Ayrica T = 0 degeri igin ¢ egrisi diizlem egrisi olur.

4.3. bolumiinde (¢, ¢,) birim hizli paralel egri ¢iftine ait Serret-Frenet catisi
altindaki B,. vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi hesaplanmis ve bu vektor alaninin
Fermi-Walker anlaminda paralel olmasi incelenmistir. Bu konu ile alakali Tablo 3 deki

geometrik yorumlara ulasilmistir.
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Tablo 3. B, Vektor Alammmin Fermi-Walker Tirevi icin Geometrik Yorumlar

Sonug: Yukaridaki esitlikler 3 sifirdan farkli bir sabit olmak iizere saglanirsa
B, vektor alan1 Fermi-Walker anlaminda paraleldir.

Ayrica T = 0 degeri igin ¢ egrisi diizlem egrisi olur.

Tablo 1, Tablo 2 ve Tablo 3 te elde edilen sonuglar g6z Oniine alinirsa  sifirdan
farkli bir sabit ve T = 0 degerleri i¢in {T;., NV;., B} ticlust bir non-rotating (ddnmeyen)

cat1 olusturur.

Bu tez c¢alismasinda arastrmacilarin  Fermi-Walker tlrevi Uzerindeki
calismalarmdan yola ¢ikilmistir. 3 —boyutlu Oklid uzaymda bir egrinin paralel egrisi
tanimlanip paralel egrinin Serret-Frenet vektor alanlar1 boyunca Fermi-Walker tiirevi
hesaplanmistir. Ardindan da ayni vektor alanlarmin Fermi-Walker anlaminda paralel

olma durumlari incelenmistir.

Dileyen arastirmacilar, bu ¢alismada tercih edilen paralel egrilere ilaveten
baska tip dzel egriler icin yeni incelemelerde bulunup farkli bulgular elde edebilir. Ote
yandan burada elde edilen sonuglar Galile uzayr gibi baska uzay tiplerinde yeniden

incelenip farkli teorem ve sonuclara ulasilabilir.
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EKLER

Ek 1. 7, Vektér Alanimin Fermi-Walker Anlaminda Paralel olmasi

Durumundaki Diferensiyel Denklemin Maple® Program Yardimiyla Cozimu

-> restart
> denklem:=diff (h(s),s)+(xr*2)*diff(h(s),s)*(tau(s)”*2)+

(r*2) *h(s) *tau(s) *diff (tau(s),s)=0

denklem = ih(s) + 7?2 (i h(s)) 7(8)? + r%h(s)t(s) <ir(s)> =0
ds ds ds

> dsolve (denklem, tau(s))

J_C1r2 — h(s)?
h(s)r

J_C1r2 — h(s)?
4 h(s)r

(s) = ,T(s) =

r> h(s):=1/sqgrt(1+(x*2) * (tau(s))*2)

1
1+ 1r27(s)?2

r> denklem:=diff (h(s),s)+(x*2)*diff(h(s),s)*(tau(s)*2)+

(r*2) *h(s) *tau(s) *diff (tau(s),s)=0

r27(s) (% T(S)) r*1(s)3 <% T(S)) r21(s) <% T(S))
denklem = = (1 +7121(5)2)3/2 (1 + r21(s)?2)3/2 + [fr27(s)2
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Ek 2. N, Vektor Alanmin Fermi-Walker Anlaminda Paralel Olmasi
Durumundaki Diferensiyel Denklemin Maple® Program Yardimiyla Cozimu

> restart

> h(s):=1/sqrt(1+(r*2) * (tau(s)) *2)

1
1+ r27(s)?

>

m(s) :=simplify(sqrt((h(s)*diff (h(s),s)+r*h(s)*2*kappa(s)*
tau(s)) *2+h(s) *2*kappa(s)-h(s) *diff ((r*h(s) *tau(s)),s))
A2+ (r*h(s) *2*tau(s) *2)*2))

m(s) = as T'21T(S)2)3 n(s)?t(s)*r* + r(s)r* — 2 <%T(s)>%(s)r(s)2r3

+ 2%(5)%1(s)?r? + r2z(s)* + (% T(S)) r? —2 <%T(S)> n(s)r

1/2

+ »(s)?

>
denkl:=simplify (m(s)*2+diff (h(s),s)”*2+h(s)*diff(h(s),s)+3
*r*h (s) *diff (h(s),s) *kappa(s) *tau(s)+r*h(s) *2*diff (kappa (
s) ,s) *tau(s)+2*r*h(s) *2*kappa(s) *diff (tau(s),s) -
h(s)*2*kappa(s) *2)
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denkl = ! [ 7e(s)[ (—r32(s)2 —7) <d—zr(s)>
ds?

(1 +1r27(s)?2)3

+ (1 +7r%1(s)?)? <% %(s))

2

—r7(s)| =3 (ir(s) r2 +ru(s)(1 +r%1(s)?) <ir(s)>
ds ds

—1r27(s)* — T(S)2>

>denk2:=simplify (-

r*tau(s) *m(s) *2+2*h(s) *diff (h(s),s) *kappa(s)+h(s) *2*diff (
kappa(s) ,s)-r*diff (h(s),s)*2*tau(s) -

r*h(s)*diff (h(s),s,s)*tau(s) -

3*r*h (s) *diff (h(s),s)*diff(tau(s),s) -

r*h (s)*2*diff (tau(s),s) -

r*h(s)*2*diff (tau(s),s,s)+r*h(s)*2*tau(s)*3)

1 d?
denk?2 = = ODE | (—=r37(s)2 =1) (ET(S)>
d
+ (1 + 7r%7(s)?)? (—J{(S))
ds

2
d
- —3<&T(S)) r?

+ (((2()? = DT(5)? + #(5)?) (A + 727(5)) ) r1(s) )

- >denk3:=simplify (-3*r*h(s)*diff (h(s),s)*tau(s)*2-
3*r*h(s)*2*tau(s) *diff (tau(s),s)+h(s)*2*kappa(s) *tau(s))
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(s) (T(s)z){(s)rz _ 3y (%r(s)) + %(s))

denke3 = (1 +r21(s)?)2

> kiime:=convert ({denk1,denk2,denk3}, set)

kume

| 2

d d
4(1 | T <pf(5>> + (1 +r2(s)?)? <%x(s)>

- <—3 (%T(S)) r? + (((rzx(s)z — D(s)? + x#(s)?)(1 + rzr(s)z)) rr(s)) [,

—

7(s) (T(S)ZJ{(S)T‘Z —3r <% T(S)) + %(s))
(1 + r21(s)?)? A+ T(s) )3 I\”(s) ((—r3r(s)2

2 d
—-7) (% T(S)) + (1 + r%7(s)?)? <$%(s))

2
—r1(s) <—3 iT(S)) 2 +1ru(s)(1 + r?7(s)?) <ir(s)> —7r27(s)*
ds ds

)))

[ > dsolve (kume) ;

~~

J

[{z(s) = 0}, {x(s) = _C1}]
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Ek 3. B, Vektér Alanmmn Fermi-Walker Anlaminda Paralel Olmasi

Durumundaki Diferensiyel Denklemin Maple® Program Yardimiyla Cozimu

> restart

[ > h(s) :=1/sqrt(1+(r*2)* (tau(s))*2)

1
1+ r27(s)?

>

denkl:=simplify (3*r*2*h(s)*2*diff (h(s) ,hs)*tau(s) *3+3*r 2%
h(s)*3*tau(s)*2*diff (tau(s),s) -

r*h (s) *3*kappa (s) *tau(s) *2)

7(8)?r (rzr(s)zx(s) -3 <% T(s)> T+ %(s))

1:=—
" (r27(s)2 + 1)5/2

>
denk2:=simplify (3*r*h(s)*2*diff (h(s),s)*tau(s)*2+3*r*h(s)
~3*tau(s) *diff (tau(s),s)-h(s)*3*kappa(s) *tau(s))

(s) (T‘ZT(S)Z}{(S) _3 <%T(s)> 4+ %(s))

denk?2 :=
o (r22(s)? + 1)5/2

>

denk3:=simplify (r*h(s)*3*tau(s)*3+3*h(s)*2*diff (h(s),s) *k
appa(s)+h(s) *3*diff (kappa(s),s) -

3*r*h(s)*2*diff (h(s),s)*diff (tau(s),s)-

r*h(s)*3*diff (tau(s),s,s)+3*r*2*h(s)*2*diff (h(s),s) *kappa

49




(s) *tau(s) *2+2*r*2*h (s) “3*kappa(s) *tau(s) *diff (tau(s),s)+
r*2*h(s)*3*tau(s)*2*diff (kappa(s),s))

denk3 := ! (-r3t(s)? = 1) (;—; T(S))

(r27(s)% + 1)5/2
d
+ (r?7(s)? + 1)? (—%(s))
ds

-7 <—3r2 (ir(s)> +1ru(s)(r?t(s)? + 1) <ir(s)> —1r27(s)*
ds ds

- T(s)2> 7(s)

r > kiime:=convert ({denk1,denk2, denk3}, set)
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(
|
1 d?
kume = {I CEOEVE <(—r3r(s)2 -7r) <@T(S)>
\
+ (r*z(s)? + 1)? <% x(s))

2
—-r <—3r2 (ir(s)) + rx(s)(r?t(s)? + 1) <i‘r(s)>
ds ds

—r2(s)*

7(s) <r21(s)2%(s) -3 <% T(S)) T+ %(s))
- r(S)2> T(S)>, ,

(r21(s)2 + 1)5/2

7(s)?r (rzr(s)zk(s) -3 <%T(S)> r+ %(S)> \I
a (r2z(s)? + 1)5/2 |}
)

[ > dsolve (kume) ;

[{z(s) = 0}, {x(s) = _C1}]
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