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ABSTRACT

FIBONACCi ALMOST CONVERGENCE AND CORE THEOREMS

OZKAN, Aysegiil
M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Kuddusi Kayaduman
April 2018
48 pages

This work which focused on almost convergence and concept of core had four
chapters. In addition, this study focused on the sequence spaces by Fibonacci
Sequences..

In the first chapter, basic definitions and theorems were given and transformation
sequence which was acquired by matrix was defined and characterization conditions

of Ae(c,c),Ae(f ¢ )and Ae({ ,c) matrix classifications are given. Then, by
the help of Banach limit, definitions of ¢, space of all almost null sequences and

¢, space of almost convergent sequences were given. The matrix classes of these
spaces were also provided.

In the second chapter, definitions of K-core and st-core and the coverage relations
between these cores are given.

In the third chapter, by defining Fibonacci sequence spaces, ¢/*” sequence space
was created. Some inclusion relations of this space and matrix transformations

related to sequence space ¢’"* were given. Furthermore, B; - core was defined

and the location of this core was determined among the K- core, Banach- core and
other cores .
In the fourth chapter, sequence spaces £ (F), Co(ﬁ ) and c(F) created by the help of

Fibonacci Null and Fionacci convergent sequences. The location of these spaces
were determined among the other spaces. In addition, a—, #—and A — duals and

matrix transformations of these spaces were given.

Key Words : Banach limits, almost convergence, statistical convergence, K-core, st-
core.
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FIBONACCIi HEMEN HEMEN YAKINSAKLIK VE CEKIRDEK
TEOREMLERI
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Tez Yoneticisi: Do¢. Dr. Kuddusi Kayaduman
Nisan 2018
48 sayfa

Dort boliimden olusan bu ¢alismada hemen hemen yakinsaklik ve ¢gekirdek kavrami
tizerinde duruldu. Ayrica Fibonacci dizileri kullanilarak olusturulan dizi uzaylar
tizerinde calisildu.

Birinci boliimde; temel tanim ve teoremler verilerek sonsuz matris yardimiyla elde
edilen doniisiim dizisi tamimlandi ve Ae(c,c),Ae(? .l )ve Ae({ ,c) matris
smiflarinin karakterizasyon sartlari verildi. Sonra Banach limiti yardimiyla ¢ hemen
hemen yakinsak dizilerin uzay1 ve ¢,sifira hemen hemen yakinsayan dizi uzaylari
tanimlar1 verilerek bu uzaylara ait matris siniflar1 verildi.

Ikinci béliimde; Knopp-cekirdek (K-cekirdek) ve istatistiksel cekirdek (st-gekirdek)
tanimlar1 verilerek bu ¢ekirdekler arasindaki kapsama bagintilari verildi.

Ugiincii boliimde; Fibonacci dizi uzaylari tanimlanarak ¢’ dizi uzay olusturuldu,
bu uzay ile ilgili baz1 kapsama bagmtilar1 verildi ve ¢’ dizi uzayiyla ilgili matris
dontistimleri verildi. Son kisimda ise Bj-(r 0" cekirdek tanimlanarak Knoop ¢ekirdek,

Banach ¢ekirdek ve diger ¢ekirdekler arasindaki yeri belirlendi.

Dordiincii boliimde; Fibonacci Null ve Fibonacci yakinsak dizilerle /¢ p(ﬁ ), co(ﬁ ) ve

c(F) dizi uzaylari olusturularak bu uzaylarin diger uzaylar arasindaki yeri belirlendi,
bu uzaylarin «, £,y dualleri ve matris doniisiimleri verildi.

Anahtar Kelimeler : Banach limitleri, hemen hemen yakinsaklik, istatistiksel
yakinsaklik, K-cekirdek, st-cekirdek
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GIRIS

Toplanabilme teorisinde, yeni bir dizi uzaymin insa edilmesi bunun topolojik
yapisinin incelenmesi bilinen uzaylara gore yerinin belirlenmesi ve bilinen
uzaylardan bu yeni uzaya veya bu uzaydan bilinen uzaylara yapilan matris
doniistimlerinin belirlenmesi, bu yeni dizi uzaymmmn «—,f— ve y— duallerinin

belirlenmesi ve bir dizinin ¢ekirdeginin incelenmesi bir problem cesididir.

1948 yilinda Lorentz [40] , Banach limiti tanimini vererek hemen hemen yakinsaklik
denilen yeni bir kavram tanimladi ve buradan hareketle bazi matris siniflar1 elde etti.
1946’ da J.P. King hemen hemen regiilerlik tanimin1 yaparak bir A matrisinin
regiilerlik sartlarini belirledi.

Diger bir problem c¢esidi olan dizinin ¢ekirdegi kavrami ilk olarak 1926 yilinda K.
Knoop’un yakimsaklik kavrami yardimiyla ¢ekirdek teoremleri de olarak bilinen ve
kendi adiyla anillan K —¢ekirdek’1 tanimladi[43]. Knoop daha sonra esas dizinin

cekirdeginin doniisiim dizisini kapsadigini ifade eden teoremi verdi. 1951 yilinda H.
Fast istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimladi[42] , sonra J.A. Fridy 1993 yilinda
istatistiksel limit noktalar1 {izerinde calisti[17] ve bu da kompleks terimli bir dizinin
cekirdegi taniminin yapilmasma yol acti[6]. Daha sonra J.A. Fridy ve C. Orhan
Knopp ki ile benzer fakat 6nceki tanimdan daha genis, kompleks dizileri de igeren
istatistiksel ¢ekirdek kavramini verdiler ve

st —cekirdek{ Ax} — st —cekirdek{x}, K — cekirdek{ Ax} — st —cekirdek{Bx} kapsama

bagintilarini incelediler.

Fibonacci sayilar ilk olarak 1202 yilinda ‘Liber Abaci’ kitabinda verilmis ve bu
sayilarla olusturulmus diziler yardimiyla Golden Ration (Altin Oran) , Cassini
formiilii gibi Fibonacci dizilerinin baz1 6zellikleri incelenmistir. Fibonacci dizileri
bir¢ok c¢alismada kullanilmis ve yeni dizi uzaylari olusturulmustur. Bu ¢alismamizda
Candan ve Kayaduman’in [19] genellestirilmis Fibonacci dizilerinden elde ettikleri
¢/ dizi uzay: verildi, bu uzaym diger uzaylar arasindaki yeri belirlendi. a—, 8~

AS(r.s)

ve y—dualleri verildi ve ¢ uzaymin B,

) cekirdegi verildi. Yine Fibonacci

dizileri ile M. Basarir, F. Basar ve E.E. Kara Null ve yakinsak dizilerin Mutlak
p —toplanabilme £ (ﬁ ),co(ﬁ ) ve c(I:“ ) (0< p<1) yeni dizi uzaylarim olusturarak

Y4 p(ﬁ ),co(ﬁ ) ile c(I:“ )uzaylar1 ve standart dizi uzaylar1 arasindaki bazi kapsama



bagintilari, bu uzaylarin izometrik olarak izomorf olduklarini, «, f,y dualleri ve

matris doniisiimlerini verdiler[21].



BOLUM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde sonraki boliimlerde kullanilacak olan ve yapilan ¢alismanin daha iyi

anlagilmasini saglayacak bazi temel tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tanmm 1.1- X , bostan farkli bir ciimle olmak iizere ve X tlizerinde d:XxX —[]
doniigiimii her x,y,ze€ X igin

i) dx,y)=0

i) dx,y) =0 x=y

iii) d(x,y)=d(y,x)

iv) d(x,2)<d(x,y)+d(y,z2)
sartlarin1 saglarsa d * ye X lizerinde bir metrik ve (X,d)’ ye metrik uzay denir. [38,

syf. 1]

Tamm 1.2- X, bos olmayan bir climle ve [ de keyfi bir cisim olsun. X {izerinde
(+) toplama ve (-) skalerle ¢arpma olarak adlandirilan igslemleri,

+ . XxX->X s DxX—>oX
ve
(x,)>x+y (a,x)> ax

olarak tanimlayalim. Bu durumda her x,y,ze X ve A,y €ll igin;
(i) (x+y)+z=x+(y+2z), (toplama isleminin birlesme 6zelligi),
(i) x+y=y+x, (toplama isleminin degisme 6zelligi),
(iii) x+6=x olacak sekilde X ciimlesinin sifir eleman1 diye adlandirilan bir
0 € X elemani vardir (toplama isleminin birim eleman 6zelligi),
(ivy Her xeX i¢in x’ in toplamaya goOre tersi veya negatifi olarak

adlandirillan ve x+(—x) =@ esitligini saglayan bir —xeX vardir

(toplama isleminin ters eleman 6zelligi),



) Alx+y)=Ax+ Ay,

vi)  (A+py)x=Ax+yx,

(vi))  A(yx)=(4y)x

ve

(viii) 1-x=x
aksiyomlar1 saglaniyorsa X climlesine toplama ve skalerle carpma islemleriyle bir
vektor uzayir (veya lineer uzay ) denir. Burada X ’in elemanlar1 vektorler ve [J
cisminin elemanlar1 skalerler olarak adlandirilir. Bir X vektor uzayr reel veya
kompleks vektor uzayr olarak bulundugu cisim tiizerine gore adlandirilir. Burada

X vektor uzayi, UJ cismi tizerinde kompleks lineer uzay olarak tanimlandi. [38, syf.

33]

w, [ lizerinde bir lineer uzay olmak iizere, w 'nin bazi 6zel alt kiimelerini verelim:

Sifira yakinsayan dizilerin uzayi;
C ={x=(xk) ew:limx, =0} ,
Yakinsak dizilerin uzayzi;
c:{x:(xk)ewzlimxk =a, ael },
Sinirh dizilerin uzay1:
7, :{xz (x,) € wisup|x, | < oo}
seklindedir. Bu dizi uzaylan |x|=sup|x,| normuyla normlu uzay ve Banach

uzaylaridir.
Simdi de bu uzaylarin genellestirilmis hallerini verelim:

p =(p,) pozitif sayilarin bir dizisi olmak iizere ;

c(p) ={x:|xk —/

" 0, /:herhangi bir sayl} ,

pk—)O},

Pk <OO} ,

Py

— 0, /: herhangi bir Sﬁ}’l}

c,(p)= {x: |xk

E(p)={x:;|xk

w(p) ={x: n"lzn:|;(k —€|

seklindedir.



Yukaridan da kolayca gortilecegi gibi ¢, —c c = £ yazilabilir.

Tanmm 1.3- X, [ cismi lizerinde bir vektor uzay1 ve 21,/12, ....... ,A, €l olsun.
Ax, +A,x, +.....+ A x, elamanlan x,x,,......,x, € X ‘in lineer kombinasyonu olarak
adlandinlir. A= {xl I R xn} olmak tizere Z/iixi olarak yazilan elemanlar A

i=1

kiimesinin lineer skaleri veya A’nin tiim lineer kombinasyonlaridir. Yine X’ in sonlu

sayida bir A alt kiimesi Z/lixi =0 ve 4, =0,i=12,---,n igin oluyorsa A’ ya lineer

=)
bagimsiz bir kiime denir. Lineer bagimsiz degilse lineer bagimli olarak tanimlanur.
[38, syf. 35]

Tanim 1.4- X ve Y, [ cismi ilizerinde iki vektor uzayi olsun. Bir f: X —»Y
dontistimii her x,ye X ve 4,4, €ll i¢in f(A4x, + 4,x,)=Af(x)+Af(x,) sartim
saglarsa bu doniigiim bir lineer doniisiim ( lineer transformation veya
homomorfizma) olarak adlandirilir. Eger f doniislimii birebir ve orten ise f

doniistimiine izomorfizm , X ve Y vektor uzaylarina izomorfik uzaylar denir ve

X =Y seklinde gosterilir. [38, syf. 39]

Tanmm 1.5- X uzaymdan Y uzaymna f izomorfizmi uzakliklar1 da koruyorsa f ’ye

X ’den Y ’ye bir izometri, X ve Y’ ye de izometrik olarak izomorfik uzaylar denir.

[38, syf. 54]

Tamm 1.6- X bir kompleks ( veya reel ) vektor uzayi olsun. X vektor uzayi

tizerinde bir lineer fonksiyonel f: X —[] (veya f: X — R ) doniisiimii
seklindedir ve bu doniisiim
¢,c, €l (veya ¢,c, €] ) igin
flex, +c,x,)=c f(x)+c, f(x,)
esitligini saglar ve f doniisiimii deger kiimesine gore kompleks veya reel lineer
fonksiyonel olarak adlandirilir. [38, syf. 40]
Her x,ye X igin
f+y) = f)+1()

ise f’ ye alt toplamsal ,



f+y)=f0+10)
ise [’ ye toplamsaldir denir. Eger & >0 ve her xe€ X icin f(ax)=caf(x) ise fye
homojendir denir. Alt toplamsal ve homojen bir fonksiyonele alt lineer, toplamsal ve

her « €[] i¢in homojen olan bir fonksiyonele de lineerdir denir.

Tanim 1.7- X vektor uzayi olmak iizere ,

|: X >R fonksiyonu keyfi x,y e X ve
her A €l i¢in agagidaki sartlar1 sagliyorsa ;

b [20

i) Ux+yl < OxO+0yl

i) 0 Ax[=[4|0x0

iv) Ux[E0<=x=60

[].[] fonksiyonuna X iizerinde bir norm, (X ,D.[I) ikilisine normlu lineer uzay denir.
[38, syf. 4]

Tamim 1.8- Norm tanimindaki ii) 6zelligi yerine ||ﬂ,x|| 1) ||x|| 6zelliginin

konulmasiyla elde edilen norma p— norm adi verilir. [38, syf. 47]

Tamim 1.9- Bir (x,) dizisi X normlu lineer uzay iizerinde bir Cauchy dizisidir dyle
ki her £ >0 i¢in bir n, € N vardir 6yleki n,m>n, i¢in Ux, —x, [] < g’dir. [38,

syf. 51]

Tamm 1.10- X normlu lineer uzay iizerinde (x, ) dizisi bir x € X ’e yakinsaktir

oyle ki her £ >0 ve bir n, e N vardir 6yle ki n>n, i¢in Ux, —x0J < g’dir. [38, syf.

51]

Tanmm 1.11- Eger X normlu lineer uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise
X normlu lineer uzayina tam normlu lineer uzay veya Banach uzayi denir. [38, syf.

51]

Tanim 1.12- X normlu lineer uzayinda bir (b, ) dizisi bulunabilirse dyle ki her bir

x € X’ e karsilik bir tek (e, ) kompleks terimli varsa ve x= Z a,b, seklinde bir

6



m

xX— z ab,

tiirlii yazilabiliyorsa yani lim
n—w =0

=0 ise (b,) dizisine X i¢in bir Schauder

bazidir denir. [38, syf. 45]

Tanim 1.13- (g, ), elemanlarinin hepsi sifir olmayan pozitif sayilarin bir dizisi ve
0 =q+q+..+q,, ¢q,>0,n=12,.. olsun. Bu durumda

L GX T X+t g,x,
=
0,

ile taniml1 doniisiime x ’in Riesz doniisiimii denir. Riesz matrisi

'
rnk = Qn

0 , diger durumlar

, k<n

seklinde verilir. [38, syf. 248] Eger hern i¢in g, =1 alinirsa birinci mertebeden

1
—, k< . .
Cesaro matrisi denilen ¢, =< n+1 " matrisi elde edilir, [38, syf. 246-247]
o, -

A=(a,, ) reel terimli bir sonsuz matris ve x =(x,) bir dizi olsun. Eger her n i¢in

A, (x)= Zankxk serileri yakinsak ise (An (x)) dizisine (x,) dizisinin A matrisi ile
k
elde edilen doniisiim dizisi denir.
H ve T herhangi iki dizi uzay1 ve A da sonsuz bir matris olsun. Eger her xe H
icin (A,(x))eT ise A matrisi H’ dan T ’ye tammmlidir ve A e (H,T) yazilir.
H’dan T’ ye taniml1 biitiin matrislerin sinifi (H,T) ile gosterilir.

Eger H ve T lizerinde limit veya toplam mevcut ise (H,7)’ nin elemanlarinin

limit veya toplam1 korumasi halinde (H,T),,, yazilir. Ornegin Ae(c,c),,, ise her

reg
x ecise limx, =/ olmak iizere limx, =lim Axdir. Bu tip matrislere regiiler matris
siifi denir ve asagida Ae(?_,0,),Ae({_,c)ve Ae(c,c)smflarinin matris

karakterizasyon sartlar1 verilmistir.

Teorem 1.1- Bir A matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart

i) DAl=sup, Y |a,|<o
k
ii) lima, =0 her ki¢in

i) lim» a, =1
k



olmasidir. [38, syf. 246]

Teorem 1.2- Ae(/_,/_) olmasi icin gerek ve yeter sart
i) UAl=sup, Z|ank| <o
k
ii) lima =0, herkicin
i) lim Y a, =1
k
kosullarinin saglanmasidir. [44, syf.245]

Teorem 1.3- A< (¢_,c) olmasi icin gerek ve yeter sart
Y
k

i) lima, =¢a,
n

a,| n’ye gore diizgiin yakinsak

kosullarinin saglanmasidir. [38, syf.248]

Teorem 1.4- A e(c,c) olmasi igin gerek ve yeter sart
i) sup2|ank| <o
n k

ii) lima, =,

iii) lim» a, =«
n—>0 &

kosullarinin saglanmasidir. [38, syf.245]
Tanmim 1.14-L: ¢ — T[] lineer olsun. Eger
i) x=(x,) olmak ilizere her n i¢cin x, >0 ise L(x)>0
ii) e=(1,1,...) icin L(e)=1
iii) (px), = x,,, olmak iizere
L[(px),]=L(x)veya L(x,,,) = L(x,)
sartlar1 saglaniyorsa L ’ye bir Banach limiti denir. [40]

Biitiin banach limitleri esit olan diziye hemen hemen yakinsak dizi denir. Hemen

hemen yakinsak dizilerin uzay1 ¢ ,sifira hemen hemen yakinsak dizilerin uzay: da ¢,
ile gosterilir ve x =(x,) dizisi s degerine hemen hemen yakinsak ise;

¢—limx, =s yazilir. G.G. Lorentz tarafindan verilen hemen hemen yakinsaklik

tanimi agagidaki sekilde verildi.



Teorem 1.5- Smirli bir x dizisinin hemen hemen yakinsak olmasi igin gerek ve

yeter sart

hm—z x,., =S (n’ ye gore diizgiin olarak )
p p +1

olmasidir. [40]

Tanim 1.15- Hemen hemen tiim null (hemen hemen sifira yakinsayan) dizi uzaylari

ve hemen hemen tiim yakinsak dizi uzaylari sirasiyla ¢,ve ¢ olmak iizere;

Cy = {x =(x,)e/, :lim Z , n'de diizgiin olarak}

é:{x:(xk)eﬁw Jael > limzﬂ:a, n'de diizgiin olarak}
mawkzom_’_l

seklinde tanimlanirlar. Ayrica ¢ uzayi ||x||( = sup

m,ne

normuyla [4] bir Banach

X x+k
Zanrl

j=0

uzayidir.

Simdi de hemen hemen yakinsaklikla ilgili literatiirde mevcut bazi matris siniflarini
verelim.

Tanmim 1.16- Eger A€ (¢,¢),,, ise A ’ya kuvvetli regiilerdir denir. [40]

reg

Teorem 1.6- Regiiler bir A matrisinin kuvvetli regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart
limz a
n &

Tamm 1.17- Eger A€ (c,¢)

=0 olmasidir.

nk an,k+1

ise A’ ya hemen hemen regiilerdir denir. [40]

reg

Teorem 1.7- Bir A matrisinin hemen hemen regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart
i |A]= sngank <o
ii) ¢—lima, =0 (her kigin)
iii) ¢—lim» a, =1
k
kosullarinin saglanmasidir. [41]
Tamim 1.18- Eger Ae(c,0),,, ise A’ya ¢ — regiilerdir denir. [41]

Teorem 1.8- Bir A matrisinin ¢ — regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart A matrisi

p

z (an+i,k - an+i,k+l

i=0

=0 sartlarinin saglanmasadir.

, 1
regiiler ve lim, Z—+

k



Tammm 1.19- K pozitif tamsayilarin bir alt climlesi olmak iizere K<l ve

{k<n:keK} notasyonu K’nin n’den biiyilk olmayan elemanlarinin sayisini

. .1 _ ; . g

gostersin. Eger lim—|{k <n:k eK]}| mevcutsa bu limite K ciimlesinin dogal
n~)oon

yogunlugu denir ve 5(K) ile gosterilir. [44]

Tanim 1.20- x =(x,) herhangi bir dizi olsun. Eger her ¢ >0 i¢in

S ({k |, — 4] > g}) =0 ise x=(x,)dizisi ¢ sayisina istatistiksel yakinsaktir denir

ve st —limx = /¢ yazlir. Bir baska ifadeyle liml‘{k <n: |xk —£| > 5}‘ =0 seklinde de

n—0 n
yazilabilir. [42] Buna gore yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir, fakat tersi dogru
degildir.
Lemma 1.1- Sonsuz bir A =(a,, ) matrisi hemen hemen yakinsayan her diziyi hemen

hemen yakinsak bir diziye doniistiirmesi i¢in gerek ve yeter sart

D 4] =supYja,| <o
ne k
ii)é—lgg;ank =a

iii)c-lima, =a, (her kel igin)

n—x0

q
iv) limZﬁ Z(am—i,k—l -y to,—a,,; ) =0 (n'de diizgiin olarak)
k

g i=0
kosullarinin saglanmasidir. [13]
Lemma 1.2- A=(a, ) e(c:/,)olmasi igin gerek ve yeter sart ||A|| < oo olmasidir. [3]
Tanim 1.21- A=(a, ) sonsuz matris olsun. Eger k >n i¢in a, =0 ise A’ya

liggensel matris denir. A {iggensel matrisi her nicin a,, #0 ise A ’ya normal matris

denir. [10]
Tamm 1.22- Sonsuz bir A matrisinin A dizi uzay lizerindeki etki alani

A, ={x=(x)ew:Axe 1}

olarak tammlanir ve A, da bir dizi uzayidir.

Tamim 1.23- Anormlu veya paranormlu bir dizi uzayr olmak tizere ; A, fark dizi

uzayi olarak olarak adlandirilir ve A=(d ) olup her k,nell i¢in

10



dnkz{(—l)”-" : n—-1<k<n,

0 , 0<k<n—-1 veya k>n

seklinde tanimlanir [21]. Fark dizi uzaylar1 [20]’de X =/¢_,c ve ¢, i¢in
XA)={x=(x)ew:(x,—x,)eX}

seklinde tanimlanmustir.

Tanim 1.24- Eger bir A dizi uzayr siirekli p,:A—0 donlsimi ile tim

x=(x,) € Adizileri ve her nell i¢in p, (x)=x, ile beraber bir lineer metrik uzay ise

A dizi uzay1 bir FK —uzayi olarak adlandirilir. [21]
Tamim 1.25- Normlu FK —uzayr BK —uzayi olarak adlandirilir yani BK —uzay1 bir
Banach uzayidir. [21]
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BOLUM 2

2.1 CEKIRDEK TEOREMLERI

Bu boliimde K. Knoop’in verdigi K-¢ekirdek ve K-¢ekirdek ile ilgili calismalara
[43] ve daha sonra J.A. Fridy ve C.Orhan tarafindan verilen istatistiksel ¢ekirdek ile
ilgili calismalara yer verildi. [5]

K-¢ekirdek tanimimi vermeden Once tanimda kullanilacak olan konveks ciimle
tanimini verelim.

Tanmm 2.1.1- E, bir nokta climlesi ve a>0,b>0 ve a+b=1 olsun. Eger her
x,y € E i¢in ax+by € E oluyorsa, E ’ye konvekstir denir. [45, syf.80]

Teorem 2.1.1- Konveks ciimlelerin herhangi sayidaki kesisimleri konvekstir.
noktalarini

Tanmm 2.1.2- s €[] bir dizi ve R, de her nell 1i¢in s,s,,,,S

n+l*“n+2°°°"

iceren sonlu kompleks diizlemin en kiiclik kapali konveks bir bolgesi olsun ( Bu

durumda R, D R, D R, ... olacag agiktir).

Buna gore ;

R= ﬂRﬂ =R NR,NR,N... climlesine (s,) dizisinin ¢ekirdegi denir. Sonsuz

n=l1
sayidaki kapali ciimlelerin kesisimi kapali oldugundan ve teorem 2.1.1°den

(s,)dizisinin R c¢ekirdegi kapali konveks bir ciimledir. O halde kapaliligin
tanimindan (s,)dizisinin limit noktalarinin ciimlesi Dise D c R’dir. Eger R
ctimlesi tek noktadan ibaretse (s, ) dizisi yakinsaktir ( tersi de dogrudur ). R bos ise
( yani sonlu sayida nokta ihtiva etmez ise ) , (s,)dizisine ‘‘belirli wraksak’’ denir ve
s, = oo ile gosterilir.

Tanmmm 2.1.3- Reel terimli sinirli bir x dizisinin K-gekirdegi L(x)=limsupx,
[(x) =liminf x, olmak diizere, [L(x),l(x)] kapali araligidir. Bu tanimdan sonra

Knoop’un kendi adiyla anilan ve doniisiim dizisinin ¢ekirdeginin esas dizinin

12



cekirdegi icinde kaldigini ispatlayan asagidaki teoremi vermistir.
Teorem 2.1.2- ( Knoop’s Core Theorem) A =(a, ) pozitif terimli ve regiiler bir

matris olsun. Su halde K —¢ekirdek(Ax) < K —¢ekirdek(x) dir.

Ispat: x= (x,) reel terimli bir dizi ve A = (a,, ) regiiler bir matris olsun. Knoop

cekirdek teoreminden K —¢ekirdek(x) = [liminf X

Slimsupx, | ve

K —Core(Ax) = [liminf Ax,limsup Ax] ’dir. Teoremi ispat etmek icin

limsup Ax <limsup x oldugunu gostermek yeterlidir. Eger limsup = ise ispat
edecek bir sey yoktur. Simdi limsup x =5 olsun. Su halde £ >0 i¢in bir me N
vardir dyle ki k >m oldugundan x, <b+ &’ dir. Boylece pozitif terimli A matrisi

m 0
(Ax), = Zankxk + z Ay X

k=m+1

a,x, + (b+e) Z a,

k=m+1

~
(=}

<

DM 1D

IA

o0
a,x, + (b+ s)z a,
k=0

>~
Il
(=]

seklinde yazilabilir. Burada A =(a, ) regiiler oldugundan lima, =0 ve her k e N

i¢in Zank =1 dir. Boylece Ax<b+¢ elde edilir. ¢ keyfi oldugundan Ax <bolur ki
k

bu da ispat1 tamamlar.

2.2 Istatistiksel Cekirdek
Knoop tarafindan ortaya atilan kompleks degerli bir dizi, dogast geregi dizinin

limit noktalarinin kiimesiyle baglantilidir. Istatistiksel yakinsaklifa bagli limit
noktasi kavraminin bir ¢esidi [17]’de ortaya atilmistir ve bu [6]’da reel terimli bir
dizinin istatistiksel ¢ekirdeginin taniminin yapilmasma olanak saglamistir. Bu
kisimda Ax ’in knoop-¢ekirdegini iceren siirli her x dizisinin istatistiksel ¢ekirdegi
icin A matrisi iizerindeki gerekli ve yeterli sartlar verildi. Choudhary’ nin [2]

calismasinda, Knoop —Cekirdek(Ax)icin A ve Bmatrisleri lizerindeki verilen
sartlar, sinirlt her x dizisinin istatistiksel — Cekirdek(Bx)iginde ayni oldugu verildi.
Kompleks sayilarin kiimesi [I ve pozitif tamsayilarin kiimesi [ olmak iizere,

Ec N ise (E), E’nin dogal yogunlugunu gostersin. x’ in Knoop ¢ekirdegi
[27]°de
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K —cekirdek{x} = ﬁ C.(x)

n=l1

seklindedir ve burada C,(x), {x,},.,’ nin kapali konveks hull’dir. [23]’de sinirli her
x dizisi i¢in ;

K —cekirdek{x} =B, ()

ze

seklinde gosterilmistir ve burada
B = {w el :|w—z|<limsup|x, — Z|}
k

seklinde tanimlanmustir.

[17]°de, bir x dizisinin bir istatistiksel y1gi1lma noktas1 bir y sayisidir dyle ki her
g>0i¢in {k el] :|xk — 7| < g} kiimesi sifir yogunluguna sahip degildir. [6]” da eger
x dizisi ¢ yogunluklu smirl bir alt diziye sahipse x dizisi istatistiksel sinirli olarak
tanimlanmistir ve bu x dizisinin (reel degerli) istatistiksel ¢ekirdegi;

[st —liminf x, st —limsup x] kapali araligidir, burada sz —liminf x ve st —limsupx,
x’1n en kii¢iik ve en biiylik y1gi1lma noktalaridir. Ayni zamanda [6,teorem1]’ de reel
terimli bir x dizisi i¢in sz —limsup x = folmasi i¢in gerek ve yeter sart her £ > 0igin
S{k:x,>pB—¢e}#0 ve 5{k:x, > B+e}=0ifadelerinin saglanmasidir. x dizisi bir
yogunluklu sinirl bir alt diziye sahipse x ’e istatistiksel sinirli denir[39]. Burada eger
xve ydizileri; 6{k €[l : x, =y, } =1 sartim sagliyorsa x, =y, a.a.k. seklinde
yazilir ve hemen hemen her & i¢in x, = y, seklinde okunur.

Bu agiklamalardan sonra kompleks degerli istatistiksel ¢ekirdegin tanimi asagidaki
gibi verildi.

Tanim 2.2.1- Herhangi bir kompleks x dizisi i¢in x, a.a.k. lar1 igeren tiim kapali
yari-diizlemlerin kiimesi H (x)olsun ve x’ in istatistiksel ¢ekirdegi;

istatistiksel — ¢cekirdek{x} = st — cekirdek { x} = ﬂ H seklinde tanimlanir.

HeH (x)
K —¢ekirdek{x} in taniminda kapali konveks hull C, (x), {x,},., leriiceren tiim
kapal1 yar1 diizlemlerin kesisimi oldugundan st —¢ekirdek{x}’in taniminda {x, },., ile

¢ yogunluklu keyfi bir alt dizinin yerine keyfi 1 yogunluklu alt dizi alinir. Béylece
tim x ’ler icin st —¢ekirdek{x} = K —¢ekirdek{x} yazilabilir.
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Lemma 2.2.1- x, istatistiksel sinirl1 bir dizi olsun ve her bir z €[J igin

B =iwell: |w— z| < st —1imsup|xk - z| olmak iizere st—cekirdek{x}= ﬂ B (2)
k

dir.

Ispat - st —limsup x ’in tanimindan ve [6, teorem 1]°den B, (z) diski, z merkezli x,
a.a.k lar1 iceren tiim kapal disklerin kesisimine esit oldugunu biliyoruz. Ilk olarak
weN._ B (z)olsun. Bu durumda bazi 7" i¢in we B,(z") olur. H, B.(z") ’yi ihtiva
eden yar1 diizlem olsun dyle ki B, (z") nin simir dogrulart w ve z*’yi ihtiva eden

dogrulara dik ve B_(z ) “in smir gemberine tegettir. B,(z") = H ve B,(z"), x, a.ak

lar1 igerdiginden H € H(x) dir ve w¢ H oldugundan wg (1 H oldugu gorilir.

HeH (x)

Sonug olarak st —¢ekirdek{x} < () B_(z) ’dir. Diger taraftan eger w ¢ ﬂ H ise

& HeH (x)
burada agik¢a H, H(x) ’de bir diizlemdir ve dolayistyla w ¢ H oldugu agiktir. L,
w boyunca bir serit yani H ’nin sinirina dik olsun ve p, w ve H arasinda L‘nin bir
parcasinin orta noktasi olsun. z de L ’nin bir noktasi ve z € H olsun.

B(z)= {f el : |§ 24 z| < |p — z|} diskini alalim. xistatistiksel sinirli ve x, € H a.a.k

oldugundan z’yi p ’den yeterli uzaklikta se¢ebiliriz dyle ki

|p—z| = st —limsup|x, —z| dir. O halde B(z), B (z) disklerinden bir tanesidir ve
k

w ¢ B(z) oldugundan w ¢ ﬂ B_(z) oldugu sdylenir. Boylece ispat tamamlanmus

zZe

olur.

Not 2.2.1- Onceki lemmada verilen st—cekirdek{x}’in alternatif formu eger x
istatistiksel sirl degilse gecerli yeterlilikte degildir. Ornegin; tim k lar igin
x, =kise x,  istatistiksel  yigilma  noktasina  sahip  degildir ve

st —cekirdek{x} = dur. Fakat herhangi bir z €[] i¢in sonlu yarigapli olmayan disk

x, aak lari igerebilir. O halde st—limsup|x, —z|=o ve B.(z), [ diizleminin
k

tamamidir. Bu nedenle n B (z)=0 dur.

ze

Simdi de sinirhi bir x dizisinin matris doniistimii Ax olmak tizere st- ¢cekirdegin

dontisiim dizisinin ¢ekirdegini ihtiva ettigi verilecektir.
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Teorem 2.2.1- Eger A, sup)_|a, | <oo sartini sagliyorsa her x e/ igin
. k

K —cekirdek{ Ax} C st — ¢cekirdek{x} olmasi i¢in gerek ve yeter sart

i) A regiler ve 5(E)=0olmak iizere 1im |a,|=0

keE
i) lim ) |a, |=1
n el
kosullarinin saglanmasidir.
Ispat - (gerek sart) st —lim = Lise {L} = st —¢ekirdek{x} D K —¢cekirdek{ Ax} dir.

Her x e/ i¢in Ax smirl oldugundan K —¢ekirdek{Ax}={L} yazabiliriz ki boylece
Ax, L’ye yakinsaktir. Connor [28] ve Maddox [29] daki teoremlerden
8(E) =0 olmak iizere Aregiiler ve lim ) _|a,,| =0 oldugundan i) sarti saglanir. Ayni

keE

zamanda K —¢ekirdek{ Ax} C st —¢cekirdek{x} = K — ¢cekirdek{x} oldugunu

biliyoruz. Simdi [30, teorem 2.1]7°de ¢ =1ve K =1 i¢in limsupZ|ank| <1ve
ko k=1

Aregiiler oldugundan lim ) |a,, | =1"e esittir. Bu da i) ve ii) sartlarimin gerekliligini
" k=l

ispatlar.

(yeter sart) 1) ve ii) sartlar1 saglansin ve w € K —¢ekirdek{ Ax} olsun. Herhangi bir

zell igin;

|w—z|<limsup|z - (Ax),
n
Z_zankxk
k=1

Zw:ank(z -X)

k=1

iank(z_'xk)

k=1

=limsup

n

oY)

0

I—Zank

k=1

<limsup

n

+limsup| z|
n

=limsup

n

yazabiliriz. O halde r = st —1imsup|xk - z| olsun. Her £ >0i¢in

E= {k : |z - xk| >r+ g} alalim. 6(E) = 0 oldugundan dolay1

Ssgp|z—xk |Z|ank |+(r+g)2|ank |

keE keE

Zank(z—xk)
k=1

yazilabilir ve 1) ve ii) sartlar1 dikkate alinirsa
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limsup <r+¢

n

iank(z—xk)

k=1

olur. (1) esitliginden |w— z| <r+¢ sonucuna varilir ve ¢ keyfi oldugundan

|w— z| <r bulunur yani we B (z) olur ki lemma 2.2.1°den w e st — ¢cekirdek{x} olup

ispat tamamlanur.

st —cekirdek{x} < K —¢ekirdek{x} oldugundan Knoop cekirdek teoremindeki ayn1

diisiince ile asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.2.1- Eger A matrisi, supZ| a, | <o veteorem 2.2.1°in i) ve ii) sartlarimni
n k=l

saglarsa her x € /_ icin st —cekirdek{ Ax} < st —cekirdek{x} ’dir. Fakat bu sonucun
tersi dogru degildir. Bunu bir 6érnekle gostermeye calisalim.

Ornek 2.2.1- A matrisini [17, teorem1]’de ki (Ax), = x,a.a.k olarak tanimlayalim ve
bu da Ax ’in istatistiksel yi1gilma noktalar1 x ’in istatistiksel y1gilma noktalar ile ayn1
oldugundan st —¢ekirdek{Ax} = st —cekirdek{x} saglanir. A matrisi her x € /_ icin

ve sup2| a, | <o ve teorem 2.2.1°in i) ve ii) sartlarindan
no k=1

st —cekirdek{ Ax} < st —cekirdek{x} olur. Simdi de

1, k=nve n tek
a, =41, k <nve n ¢ift
0, diger durumlar
ve
X, n tek
Ax), =1
(Ax), Zxk, n ¢ift
k=1

olarak tanimlayalim.

Burada sup ) | a,, |- oldugundan A matrisi hem ii) sartin1 hem de S(E) =0 olmak

no k=l

lizerelim E | a,, |=0sartin1 saglamaz.
4
keE

Not 2.2.2- Bir A matrisi i¢in gerekli ve yeterli sartlar saglandiginda her x € /_ icin

st —cekirdek{ Ax} < st —cekirdek{x} yazabiliriz fakat bu olmasaydi bu durum acik
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bir soru olarak kalirdi. Teorem 2.2.1 ve sonug 2.2.1 ile K-¢ekirdekle ilgili verilen
onceki teoremler istatistiksel benzer oldugundan ve burada eger sinirli diziler
istatistiksel sinirli dizilere kisitlanabiliyorsa bu sorunun akla gelmesi dogal olacaktir.
Fakat bu durum olas1 degildir bunu asagidaki 6rnekle aciklamaya c¢aligalim.

Ornek 2.2.2- A= C, alalim (C, cesaro aritmetigi) ve x,

xk:{«/;, k ¢ift

0, diger durumlar
olarak tanimlansin. Sonra x, =0 a.a.k ve bdylece x istatistiksel sinirl ve

st —cekirdek{x} ={0} dir. Teorem 2.2.1’de A ’nin tiim sartlarin1 C, in de sagladig1

acgiktir. Fakat

Cx), =~ Y k=1 @m(ﬁ)

nkg,ﬁ n 2

dir. Boylece lim(C,x), =1/2 ve st —cekirdek{C ,x} = K —¢cekirdek{C,x} ={1/2} dir.

2.3 iki Matris Déniisiimiiniin Cekirdeklerinin Karsilastirilmasi

[2]’de Choudhary, Knoop’ un ¢ekirdek teoremini iki doniisiimiin ¢ekirdeklerini

kiyaslayarak caligma alanimi genisletmis ve K —c¢ekirdek{Ax}c K —¢ekirdek{Bx}

sonucuna varmistir. Burada B matrisi Knoop teoremindeki matris ile 6zdestir ve
onun yerine yazilmistir. Simdi de choudhary’nin teoremini istatistiksel olarak
verelim.

Teorem 2.3.1- B, normal bir matris (kdsegen elemanlar1 sifirdan farkli iiggensel

matris) olsun ve bu iiggensel matrisin tersi B~ = [bn‘kl] seklinde verilsin. Keyfi bir

Amatrisi igin Bx € £ oldugunda olusan Ax matrisi sinirli ve
K —cekirdek{ Ax} — st — ¢cekirdek{Bx} (2)
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

@) C =AB™', seklinde olusur

(i)  C regiiler ve 5(E)=0oldugunda li’rln2|cnk| =0

keE

(iii) limi|cnk| =1
" k=1
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(iv)  Herhangi bir sabit n sayist i¢in

i S]3 a

k=0 | j=v+l

=0

kosullarinin saglanmasidir.

Ispat - (gerek sart) Bx e/ oldugunda her nigin (Ax), olusuyorsa ve [2, lemma
2]’den (i) ve (iv) sartlarinin saglandigini sdyleyebiliriz. Yine benzer lemma ile

y = Bxolmak ilizere Ax=Cy elde edilir. Axe/_ oldugundan Cy e/ yazabiliriz. O
halde (2) esitliginden K —¢ekirdek{Cy} st —¢ekirdek{y} ’dir. Simdi de teorem
2.2.1’den (ii) ve (iii) sartlarmin saglandigini soyleyebiliriz.

(yeter sart) (i)-(iv) sartlarinin saglandigi Choudhary’nin lemma 2’de agikc¢a ifade
edilir ve boylece lemma 2.2.1°den Cy € /¢ _ve dolayisiyla Ax € /_ yazabiliriz. Simdi
de teorem 2.2.1°den K — ¢ekirdek{Cy} < st — cekirdek{y} yazabiliriz.

y = Bx oldugundan dolay1 Cy = Ax aldigimizda

K —¢ekirdek{ Ax} st —¢cekirdek{Bx} ’dir. [2]’de Coudhary’nin kullandig1 matrisler
ve diziler reeldir ¢linkii orada ulagilmak istenen Ax ve Bx in st limitleri ile ilgili
esitsizlikleri ispat etmekti. Fakat Choudhary’nin lemma 2’nin ispatinda dikkat
edilirse kompleks degerler iginde gecerli oldugu goriilecektir.

Yukardaki teoremden asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug¢ 2.3.1- Eger A ve B matrisleri her x i¢in teorem 2.2.2°nin (i)-(iv) sartlarini
sagliyorsa su halde her bir x igin Bx € /_ olmak iizere

st —cekirdek{ Ax} < st — cekirdek{ Bx} dur.

Fakat sonu¢ 2.3.1’1n tersi dogru degildir bu 6rnek 2.2.1°de acik olarak goriilmektedir
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BOLUM 3

3.1 Fibonacci Dizi Uzaylan

Bu kisimda; Fibonacci dizilerinin tanimi, Ozellikleri ve sagladigi bazi
esitsizlikler verildi ve daha sonra Candan ve Kayaduman’nin [19] r,s €[J \{0} olmak
lizere genellestirilmis fark fibonacci band matrisleri ile olusturdugu ¢/ dizi uzay

f(r,s)

insa edildi. Bu uzay ile ilgili baz1 kapsama bagintilar1 verildi ve ¢ uzayinin

¢uzaymna izometrik olarak izomorfik oldugu gosterildi, ¢’ uzaymmn B—,y—

dualleri verildi, ¢/ dizi uzayiyla ilgili baz1 matris déniisiimleri ve son kistmda bu

dizi uzayinin ¢ekirdek teoremleri verildi.

Tanmm 3.1.1- Kendinden onceki iki terimin toplanmasiyla elde edilen dizilere
Fibonacci dizisi denir ve

L=ttt i, n22

seklinde formiile edilir.

Bu c¢alisma boyunca f, ve f, 1 olarak alinacaktir. Simdi Fibonacci dizilerinin bazi

bilinen 0Ozelliklerinden bahsedelim:

fim Jes 125
fn 2

n—0

¢ (Altin Oran),

Zn:fk=fn+2—l her nell , (3)

k=0

Zl yakinsak,
v f

k
Ffosfon = f2=(=D"" tim n>1 i¢in (Cassini Formula)

seklinde baz1 6zellikleri verilebilir[31].

Yeni dizi uzaylari insa etmek icin Fibonacci dizileri birgok kez kullanilmistir.

Omegin; Kara [32]’de Fibonacci matrisini kullanarak / p(I:“ ) uzaymi;
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Ep(ﬁ):{xea): ﬁxeﬁp} , (1€ p<o)
seklinde vermistir.

Burada F =( fnk) , (f,) fibonacci dizisiyle olusturulmus ¢ift band matrisi ve

_fn+l , k:n—l,
f
fnk: fy , k=n k,nel
fn+l
0 , 0<k<n-1 veya k>n

dir.

Ayni zamanda Kara ve digerleri [33]°de £, (F) ve / w(ﬁ ) uzaylari lizerinde kompakt
operatorlerin bazi siiflarini tanimlayarak yeni ¢caligmalar yapmistir. Ayrica
Aelc,,cyve peic,,c,t, }olmak ilizere [34] de /l(ﬁ) ve Kara ile Demiriz [35]" de
,u(ﬁ , p) uzaylarini insa ederek calismalar yapmislardir. Candan [36]’da ¢, (F (r,s))
ve c(F(r,s) uzaylarini olusturmus ve daha sonrasinda Candan ve Kara [37]” de

/ » (I:" (r,s)) uzay1 lizerinde ¢calismislardir. F (r,s)=( fnk (r,s)) fibonacci matrisi r,s

sifirdan farkli reel sayilar olmak tizere

sh , k=n-1
I,
fo(rs)= p Lo , k=n 4)
fn
0 , O<k<n—-lveyak>n

seklinde tammlanmistir. (4) kullanilarak ¢”"* dizi uzaymnin ¢ uzaymndaki

F(r,s) doniisiimii

m
A . yl j .. ..
¢ =dx=xel, : Jaell > lim E —L = q, n'de diizgiin olarak
mox i m+1

seklinde tanimlanmaistir.

Burada y =y, dizisi bir x=x, dizisinin F(r,s) doniisiimiidiir ve
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rx, , n=0

= F(r, = 5
% (r.5),(0) rixn +shxn_1 ) nx1 )
n+l n
seklindedir.
Burada acikca goriilecegi gibi ¢/ uzayr ¢/ = Cs ) seklinde de yazilabilir. Eger

Af(r.s) A frs)

a=0ise ¢ uzayl ¢, seklinde gosterilecektir. Burada F (r,s) matrisi

r=1ves=—1 durumunda F matrisine indirgenebilir. Bundan dolay1 ¢/ " uzayi ile

f

ilgili sonuglar Demiriz [9] tarafindan tanimlanan ¢’ uzayindan daha genel ve

kapsamlidir.

éf(r,S)

Teorem 3.1.1- ¢,/ ve uzaylari sirastyla ¢, ve ¢ uzaylarini kapsar.

ispat - F(r,s) matrisi lemma 1.1’in sartlari sagladigi i¢in (¢:¢) siufindadir. O

halde x € ¢, veya xecise F(r,s)xeé, veya F(r,s)xe¢ olurkibuda ¢, <&/

n+l
r

(—s)"fz(n+1>j

ve ¢ = ¢/ oldugunu gosterir. Simdi de her nell igin (k,) = (

dizisini alahm. Eger A €{¢,,c} ise F(r, s)(k,)=(1,0,---,0,--) =€’ € A olur ki

AS(r.s) AS(r.s)

(k,)€ A, \A sonucuna varilr. Boylece ¢, ¢, ™ ve ccc¢ oldugu ispatlanir.

AL (r.5)

Teorem 3.1.2- Eger |s/r|<1/4ise ¢]"" < ve ¢’ < ¢ kapsama bagntilari

saglanir.

Af(r.s)

Ispat - ¢/ = ¢ oldugunu ispatlamak i¢in |s/r| <1/4 oldugunu kabul edelim ve

f(r.s)

herhangi bir xe¢ alalm. O halde y=F(r,s)xeéc/, olur. F7'(r,s) ters

matrisi lemma 1.2’nin sartlarini saglar ve

k

Sz
4] =sup 3| £ ()| < L v v <22(4sjk<oo olur ki bu da
- nk 4 - = T
nel % in;fi K in[fi Fe\r
ne n+l ne n+l

(¢:4,) smifinin sartlarmi saglar. Béylece x=F'(r,s)yel ’dur ve &'V </,
bagintist saglanir. Simdi |s/r[>1/4alahm. u=(u,)( 0’lar 100 tane, 1’ler 10 tane
blok olarak artan sekilde) smnirli dizisini u =(0,---,0,---1,---,1,0,---,0,1,---1,---)

seklinde verelim [7]. F(r,s)u dizisi hemen hemen yakinsak olmadigindan
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uel, \¢’" olur. Boylece &/ </ kapsama bagmtisiin gegerli oldugu

gosterilmis olur. Yine benzer sekilde ¢/ < /_ oldugu gosterilebilir. Simdi ¢/ v

¢ uzaylar arasindaki izomorfizma ile ilgili teoremi verelim.
Teorem 3.1.3- ¢/ uzay1 ile ¢uzay lineer izomorfiktir yani; ¢/ = ¢ *dur.

Ispat - Teoremi ispatlamadan 6nce , ¢/"” uzayindan ¢uzayma bir L déniisiimiiniin

varligina ihtiya¢ duyuyoruz. Bu sebepten L doniisiimiinii (5) notasyonu yardimi ile
¢/ uzaymdan ¢ ’ye doniisimii x —> y = Lx = F(r, s)x seklinde olsun. L *nin lineer
ve birebir oldugu agiktir. L doniisiimiiniin 6rten oldugunu gostermek icin dncelikle
keyfi bir y =(y,) € ¢ alalim ve bu diziyi F'(r,s) ters matrisinde yerine

yazdigimizda her k €[] igin ;

={I3““(r,S)y} ir(rj ff;:,;y' (6)

dizisini elde ederiz. O halde (x,) dizisini (5)’de yazdigimizda her k €Ul i¢in

k 1( - k—j 2
I"ka-i-sfkﬂ xklzriz_(_*g} k+1 y;
k+1 fk fk+1 J= fjfj+l

_ k—j-1
+shk ll[_—s] ] —fk2 =y
fk =0\ F fjfj+l
olur. Sonug olarak

fk+] )C 45 fk+l+/x

k+j k—1+j
< fk+l+] fk+] . 1 =
lim E = lim E Vi

m—>c0 m+1 moe m+155

elde edilir ki bu da x=(x,)ec’"” oldugunu gosterir. Yani L &rtendir. Sonug

olarak, L lineer, birebir ve &rten oldugundan ¢/ ve ¢ uzaylan lineer olarak
izomorfiktir ve bu da ispat1 tamamlar.

Not 3.1.1- [22] Bir u lineer metrik dizi uzaymin g, alt matrisinin bir bazinin
olmasi icin gerek ve yeter sart 4 ’niin bir baza sahip olmasidir.

Lemma 3.1.1- [14, sonuglar 3.3] ¢ banach uzaymin Schauder bazi yoktur.

Sonuc 3.1.1- ¢/ uzaymin Schauder baz1 yoktur.
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Ispat — Banach uzaymnin Schauder bazi olmadigindan ve not 3.1.1 dikkate

fr.s)

alindiginda ¢ uzayinin Schauder bazi yoktur.

Bu kisimda oncelikle herhangi A ve u dizi uzaylarinin ¢arpim uzayi olan S(A, 1)
uzayini tamimlayalim. Eger A, 4w ve z de keyfi bir dizi olmak {izere

' xl={x=(x)ew:xzeA}ve S(4, u)=nN,_,x " *pseklinde tanimlayalim.

Simdi Keyfi bir A uzaymin «a—,f— ve y— duallerinin tanimlarim1 yapalim:
u=1~,,cs,bsolmak lizere Auzaymmn a—, f—, ve y —dualleri;

A =S4, 0) = {a =(a,)ew:ax=(ax,)el herxe /1}

A7 =S(A,cs) :{a =(a,)ew:ax=(a.x,)ecs herxei}

A" =S(A,bs) = {a =(a,)ew:ax=(a,x,)ebs herxe /1}

seklinde tanimlanir.

Simdi de ¢/ uzaymnin - dualini tanimlamada yardimci olan asagidaki lemmay1
verelim.

Lemma 3.1.4- [24] A=(a,, ) € (¢:c) olmasi i¢in gerek ve yeter sart o, ,c €[

olmak iizere;

llli_rgank =qa, her kell igin, (7

li_rgZank =a, ®)
k

m;M (a, —a,)|=0, ©)

sup ) |a, |<o (10)

e G

sartlarinin saglanmasidir.

Burada A (a, —o)=(a, —o)—(a,,,, —.) (nkel) dr.

Teorem 3.1.4- d,(r,s),d,(r,s),d,(r,s),d,d(r,s) ve ds(r,s) kiimeleri

dl(”’s):{az(%)EW:limil(__sj Jia a } ’
A

S r JiJia ’
. < 2 1 —S I fj2+1
d,(r,s)= a:(ak)ew:hmz Z— — Faj ,
"=\ =k T\ T S
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il(—_sy‘k i,
i=kn1 T fkfk+1 l

0}

d,(r,s)= {a =(a,) € w:lim i K(r, 8, fos feos fronn @) =0}

00
k=n+1

d,(r,s) :{a =(a,) ew:limzn:

“%=0

seklinde tanimlanirlar, burada

a

i

k—j 2
__Sj f;‘+1

3 i 1t N 1 —
K(r’s’fk’fk+l’fk+2,ak)_rf ak+(1+ JZ (7’ fkfk+1
<:OO}

K+l Sia )i ¥
ik

; l(—_sjj fia,

=k T\ F JiJea !

5
Su halde {6"' }ﬁ =("d,(r.s) oldugunu ispatlayalim.

i=1

Ve

ds(r,s):{a:(ak)ew:supi

ne =0

seklindedir.

Ispat - Herhangi bir a =(a,) € wdizisini diisiinelim. O halde (6) esitligi yardimiyla

her nell igin

k=0 k=0
n n _ j=k 2
= 1(1) Aaj ¥, (11)
k=0\ j=k '\ T Sefea
=E, (¥,

yazabiliriz. Burada E = (e, ); n,k €] olmak lizere

_ Z”:l(—_sJ_ %aj 0<k<n)

Ck =V P\ T
0 (k>n)
seklindedir.
11) esitliginden x=(x,) €&’ "Vi¢in ax=(a,x, ) ecs olmasi icin gerek ve yeter sart
g k Xk g y
y=(y,) €¢ i¢in Ey € c olmasidir. Bylece lemma 3.1.4’den x=(x,) €é’""igin

5
ax=(a,x,) €cs olmasiicin gerek ve yeter sart a=(a,) € ﬂdi(r, s) olmasi gerektigi

i=l1

5
elde edilir. Bu da {éf }'B = ﬂdi(r, s) oldugunu gosterir ve ispat tamamlanmisg olur.
i=1
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Teorem 3.1.5- ¢/ uzaymnin y duali d,(r,s) kiimesidir.

Ispat - 3.1.4 teoreminde cs yakinsak serisinin yerine bs sinirli serisinin alinmasiyla

benzer sekilde ispatlanir.

3.2 ¢/ Dizi Uzayiyla Alakal Baz1 Matris Doniisiimleri

ASf(r.s)

Bu kisimda; ¢ uzayindan verilen herhangi bir X dizi uzay1 igine olan ve

%) jcine olan matris doniisiimlerinin karakterize

verilen bir X dizi uzaymndan ¢’
edilmesi iizerinde ¢aligildi.

Kolaylik agisindan burada ve ilerleyen boliimlerde kullanmak tizere; her k,n €[] i¢in

kg2
i _il(_sj fj+l a
nk — e | ™8 n
=TT Jilin
- _J f;l fn+1
ank =r ank +s anfl,k s
n+l n

a(n,k) = Zajk
=0

ve

a(n,k,m) :#,Z:;'anﬂ’k mel)
ifadelerini seklinde alalim.

Simdi, ¢/ uzay: iizerindeki matris simiflarini belirlemek icin asagidaki iki teoremi
verecegiz.

Teorem 3.2.1- A=(a,) ve T =(t,) sonsuz matrisleri arasinda her k,n €[] i¢in
tnk = ank (1 2)

bagintisinin oldugunu kabul edelim ve X verilen herhangi bir dizi uzayr olsun. O

halde Ae(éf(”“'):X ) olmas1 icin gerek ve vyeter sart her nell igin

{a,}, € {éf(””}ﬂ ve T e (¢: X) olmasidir.

AS(r.s)

Ispat - ¢ uzay1 ile ¢ uzayinin lineer izomorfik oldugunu teorem 3.1.3’den

biliyoruz. X bir dizi uzay1 olsun ve (12) sartt A=(a, ) ve T =(t, ) matrisleri i¢in
gecerli olsun. Ispatin gereklilik kisminin ispat1 icinde A e (¢ : X) oldugunu

kabul edelim ve y=(y,) €¢ alalim. Bu varsayimlar altinda TF (r,s) ’nin mevcut
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5
eﬂdi ’dir. O halde her nell igin

i=1

olacag1 agikca goriiliir ve dolayisiyla {ank}ke

{t},. €!, dir. Buradan Ty mevcutolup ve her nell igin
Ztnk Ve = Zank'xk
k k

esitligini (12)’den yazabiliriz. Elde edilen bu esitlikten Ty = Ax oldugu goriiliir ve
T e(¢:Y)oldugu gosterilmis olur. Ispatin yeterlilik kisminin ispatinda aym

varsayimlar kullanilarak Ax’in mevcut olacagi acikga goriiliir ve basit bir islem

kullanarak her n €[] igin
m m m 1(_5)]'—/( f]2+1
a,x, = - — | —L—a, |y
esitligi yazilabilir. Esitligin her iki tarafinda m —>oo icin limit alinirsa 7Ty = Ax
oldugu gériilir ve bu da Ae(éf(”" : X ) oldugunu gosterir. Bdylece ispat
tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.2- A=(a, ) ve R=(r,) sonsuz matrisleri arasinda her k,nell i¢in

r, =a,, bagmtisinin oldugunu kabul edelim ve X dizi uzayi verilsin. O halde

Ae(X :¢’"")olmasi igin gerek ve yeter sart R e (X :¢) olmasidir.

Ispat - Herhangi bir x = (x,) € X dizisini alalim ve her n €[] i¢in

{ﬁ(Ax)} _ rL(Ax)n +s%(Ax)n_l

n

n+l
:r—f” Da,x +sf”“Za7 x
nk vk n—1,k"k
fn+1 k fn k

:Z(F fn a,t+s an anl,k)xk =(Rx),
k fn+1 f;1

esitliklerini yazalim. Yukaridaki esitlikte genellestirilmis limite gecerek

Ae(X :¢"") & Re(X:¢é) oldugu agikea goriiliir. Bu da ispat1 tamamlar.

Simdi de matris smiflarmin karakterizasyonunda kullanacagimiz bazi ifadeleri

asagidaki gibi verelim:

sup Y |Aa, | <o , (13)
ne k

]l(irn a, =0 sabither nel i¢in, (14)
¢—lim a, =, sabither k €[] igin, (15)

27



lim Z|a(n, k,m)— ak| =0 n’ de diizgilin olarak, (16)
k

m—>0

é—limZank =a, (17)
k

lim )" |A[a(n.k,m)—e, ]| =0 n’ de diizgiin olarak, (18)

m—»0 X

q
1imzi1 > Ala(n+i,k)-a,]|=0 n’ de diizgin olarak,  (19)
K 9+t

5
= i=0

sup Y _|a(n, k)| < oo, (20)

e 4

Y a, =a, sabither nell igin, 21)

2.2 =, (22)

lim "|A[a(n,k)~a, ] =0 (23)
p

Lemma 3.2.1- [14] A=(a, ) sonsuz bir matris olsun ve

i) A=(a,)e(c:/,) olmasi icin gerek ve yeter sart (10) sartinin saglanmasidir,

ii) A=(a,)e(?, :c)olmasi icin gerek ve yeter sart (10), (15) ve (16) sartlarinin
saglanmasidir,

iii) A=(a,)e(c:¢)olmas1 i¢in gerek ve yeter sart (10),(15),(17) ve (18)
sartlarinin saglanmasidir,

iv) A=(a,)e(c:¢)olmast i¢in gerek ve yeter sart (10),(15) ve (17) sartlarinin
saglanmasidir,

v) A=(a,)e (b, :¢)olmas1 i¢in gerek ve yeter sart (13),(14),(15) ve (19)
sartlarinin saglanmasidir,

vi) A=(a,)e(c,:¢)olmast igin gerek ve yeter sart (13) ve (15) sartlarinin
saglanmasidir,

vii) A=(a,)e(¢:c,)olmas: i¢in gerek ve yeter sart (20) - (23) sartlarinin

saglanmasidir.
Simdi de teorem 3.2.1 ve 3.2.2 ile beraber lemma 3.1.4 ve 3.2.1 kullanilarak

asagidaki sonuglar1 yazalim.
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Sonug 3.2.1-

i) A=(ank)e(éf (r:5) :Ew) olmast icin gerek ve yeter sart her nell icin
{a, )i e{éf (”)}ﬂ olmasi ve a, yerine a, yazilmasiyla (10) sartinin
saglanmasidir,

ii) A=(a,) e(éf(”” :c) olmast igin gerek ve yeter sart her nell igin

Af(r.s)

{a,},. e{c }ﬂolmas1 ve a, yerine 4, yazilmasiyla (7)-(10)

sartlarinin saglanmasidir,

iii) A=(a,) e(éf () :6) olmas1 icin gerek ve yeter sart her nell igin
{a, he € {éf(”)}ﬂ olmas1 ve (10),(15),(17) sartlariin saglanmasi ve a,,
yerine a,, yazilmasiyla (18) sartinin saglanmasidir,

iv) Az(ank)e(éf U :bx)olma51 icin gerek ve yeter sart her nell igin
{a,},. € {éf (”)}ﬂ olmasi ve (20) sartinin saglanmasidir,

V) A:(ank)e(éf Ty :c‘v)olma51 icin gerek ve yeter sart her nell igin

{a, )i e{é-f (”)}ﬂolmam vea, yerine a, yazilmasiyla (20)-(23)

sartlarinin saglanmasidir,

ifadeleri gegerlidir.

Sonug 3.2.2-
i) A=(a,)e (EOO :éf”’”)olmam icin gerek ve yeter sart (10),(15) ve a,, yerine
a,, yazilmasiyla. (16) sartlarinin saglanmasidir,
ii) A=(a,)e (c cel ) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (10),(15) sartlarinin
saglanmasi ve a,, yerine a,, yazilmastyla (17) sartinin saglanmasidir,
iii) A=(a,)e (é o ) olmasi igin gerek ve yeter sart (10),(15),(17) sartlarinin
saglanmasi ve a,, yerine a,, yazilmasiyla (18) sartinin saglanmasidir,
iv) A=(a,)e (bs A ) olmasi igin gerek ve yeter sart (13),(14),(15) sartlarinin

saglanmasi ve a,, yerine a,, yazilmastyla (19) sartinin saglanmasidir,
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V) A=(a,)e (cs il ("5))01ma51 icin gerek ve yeter sart (13) sartinin saglanmasi

ve a, yerine a, yazilmasiyla (15) sartinin saglanmasidir,

3.3 B. Cekirdek ve Teoremleri

F(r,s)

Bu kisimda B, ) tanimlandi ve Bf(r Y cekirdek ile Knoop ¢ekirdek, Banach

cekirdek ve diger ¢ekirdekler arasindaki yeri belirlendi. [1,11,12,15,16,18]’de

cekirdek teoremleri ile ilgili caligmalar yapilmaistir.

F (r,s) =(f,(r,s)) matrisinin tanim kiimesi yakinsakligini kullanarak, c, (I:" (r,5))

ve c(ﬁ (r,s)) yeni dizi uzaylar1 olusturuldu ve onlarin bazi 6zellikleri verildi [36]. Bu
kisimda dizileri kompleks 6gelerle diisiinecegiz ve tiim sinirli kompleks degerli

dizilerin uzay1 ¢ (1) ile gosterecegiz ve her x €/ igin
B, ) —g¢ekirdek(Ax) < K —¢ekirdek(x) , K — ¢ekirdek(Ax) < B, ) —cekirdek(x) ,
B, .~ cekirdek(Ax) < B, .~ cekirdek(x) ,

B . —cekirdek(Ax) st —gekirdek(x) ve

1 & +j n+l+j
tmn(x)z Z[r fn J * +Sf = xn—1+jJ

n+j
m+1j:0 fn+1+j fn+j

yazalim ve bir kompleks dizinin B, o cekirdegini tanimlayalim.

Tamm 3.3.1- H , t,,.(x),1,.,, ,(x),1,.,,(x),... leri igeren en kiigiik kapali konveks
hull olsun. x” in B, ) —¢ekirdegi , H, kapali konveks hullarinin kesisimidir yani;

By, —¢ekirdek(x) = ﬂ H,

n=1

seklindedir.

mn

Biz aslinda x in B, ) —cekirdegi’ni (¢, (x)) dizisinin K —¢ekirdegi ile tanimlamis

olduk. O halde K —c¢ekirdegin benzer bir teoremini asagida verelim.

Teorem 3.3.1- Herhangi bir z €[] ig¢in,

G.(z)={well :|w—z| < limsupsup|t,, (x) —z|

alalim ve herhangi bir x €/ i¢in
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By, —¢ekirdek(x) = ()G, (2)

dir.

Cekirdek teoremlerinin ispatinda bize yardimei olacak (c:¢/")

reg
(st L :¢" ) . stiflarinin karakterizasyon sartlarini ispatsiz verelim. Burada her

m,n,k €[] i¢in kisa olmasi acisindan

~ 1 S n+j n+l+j
a(m,n, k)= Z{r Jusy a,, . +sf ljan_lﬁq

n+j,k
m+1j:0 fn+1+j fn+j

olarak alacagiz.

Lemma 3.3.1- Ac(/_:¢""") olmasi igin gerek ve yeter sart

4] = sup Z|a(m nk) <o, (24)
lima(m,n,k)=c, her k icin (25)
lim Z|a(m n,k)— ak| = n’ de diizgiin olarak (26)

m—0

kosullarinin saglanmasidir.

Lemma 3.3.2- Ae(c:¢’"") olmasi icin gerek ve yeter sart lemma (3.3.1)" i

reg

(24),(25) ve herk €l i¢in o, =0 ile

lim > a(m,n,k)=1  n’ de diizgiin olarak (27)
m—> &

sartlarinin saglanmasidir.

Lemma 3.3.3- Ac(stn/_:¢’"”) olmasi igin gerek ve yeter sart

reg

Ae(c:¢""),, ve sifir dogal yogunluklu her E <l igin

lim Z|a(m n, k)| n’ de diizgiin olarak (28)

m —)m

olmasidir.

Ispat- Ae(stn/_:¢""") olsun. c < st "¢, oldugundan agik bir sekilde

reg

Ae(c:é’) oldugunu sdyleyebiliriz. Simdi bir x € ¢ i¢in ¢ =(¢,) dizisini

reg
o X, kekE
““lo,  keE
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olarak tanimlayalim. Burada E, [J ’nin herhangi bir alt kiimesi ve 6(E) =0 ’dir.

st—limz, =0 ve t € st, oldugundan At e ¢/ dir. Diger taraftan (Af), = Zanktk
keE

oldugundan bir B = (b, ) matrisini her nelJ i¢in

a,, keE
nk

0 , ke¢E

olarak tamimlayabiliriz ve bu matrisimiz de (¢, : &) sinifina aittir. Bdylece (28)
sartinin saglandig1 da agikga goriiliir. Tersine x € st N/ _ ve st —limx =/ olsun.
Sonrasinda, sifir dogal yogunluguna sahip E kiimesini de E ={k:|x, —[ > &}

seklinde tanimlayalim ve eger k ¢ Eise | x, —I |< & oldugu sdylenir. Simdi
> a(m,n,k)x, = a(m,nk)(x, —1)+1Y a(m,n,k) (29)
k k k
seklinde yazabiliriz.

Zk:a(m, nk)(x, —1)|< ||x||kZ;|51(m, nk)|+e|A|

oldugundan ve (29)’da m — oo igin limit alinirsa ve (27) ile (28) esitliklerini
kullanarak

lim Z&(m,n,k)xk =]
m—0 k
elde edilir. Bu da bize Ae(stn/, :¢’")  oldugunu ifade eder ve ispat

tamamlanmis olur.

Simdi de kapsama teoremlerinin ispatinda kullanacagimiz bir lemma verelim.

Lemma 3.3.4- [25] A= {amk (n)} matrisi her m,n,k €] i¢in a,, (n) =a(m,n,k) ile

tanimlanir ve |A| =|a,, (n)| <o ve sup|a,, (n)|=0 saglansin. O halde burada en az
bir y €/ mevcut olup ve || y|| <1’dir dyle ki

limsupsup » a(m,n,k)y, = limsupsup Z|&(m, n, k)|

m—»0 & m—»o0 ne %

ne

dir.
Teorem 3.3.2- Her xe/_ i¢in B, () —cekirdek(Ax) c K —¢ekirdek(x) olmas1 i¢in

ne

gerek ve yeter sart Ae(c:¢’"), ve limsupsup > | a(m,n,k)|=1
m-—>o0 &

olmasidir.
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Ispat - B, ) cekirdek(Ax) c K —¢ekirdek(x) olsun ve x € c olmak {izere

limx = ¢ olsun. O halde K —¢ekirdek(x) < {/} oldugundan

B, —cekirdek(Ax) c (£} dir. Boylece ¢/ —lim Ax = ¢ olur ki bu da

Ae(c:¢"") oldugunu gosterir. Ae(c:¢’"")  oldugundan

reg reg
A = a(m,n, k) matrisi lemma (3.3.4) sartlarini saglar ve bdylece || y|| <1 olacak

sekilde y € /_ mevcut olup

{w el : |w| < lim supsup Zfl(m, n,k)yk} = {w el : |w| <limsupsup » a(m, n,k)}
m-—>o0 ne P m—»o0 &

nell
yazilir.

Diger taraftan K —¢ekirdek(y) < A (0) oldugundan hipotezden

{w el :|w|<limsupsup > a(m, n,k)} c A0 ={wel:|w<1}  (30)
m—>o0 ne %

olur.

Tersine we B, - cekirdek(Ax) olsun. Sonra verilen herhangi bir z €[J i¢in

(Ax)—Z|

mn

|w—z| < lim supsuplt
e nel

=lim supsup|z — Zd(m, n,k)x,
m—® nel k

< lim supsup Z&(m, n,k)(z—x,)| +lim supsup |z| 1- Zd(m, n, k)‘
m—>o0 nel | % m— nel k

=lim sup sup Zd(m, n,k)(z—x,) (31)
m—0 ne k

yazilir.

Simdi L(x) =limsup|x, —z| alalim ve herhangi bir & >0 i¢in |x, —z| < L(x)+& olur
k

oyle ki k =k kalir. O halde

z a(m,n,k)(z—x,)+ Z a(m,n,k)(z—x,)

k<k, k>k,

<sup|z—x,| D |a(m,n, k)+ [L(x)+£] D |a(m,n, k)| (32)

k<k, k>k,

< sup|z - xk| z |d(m, n, k)|+[L(x) + 5] Z |&(m, n,k)|

k<k, k>k,

> a(m,n,k)(z—x,)
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yazilir. Dolayisiyla hipotez 15181 altinda lim supsup uygulanir ve (31) ile (32)
birlestirilirse;
|w—z| < limsupsup|> a(m,n,k)(z—x)|<L(x)+&
m—>0 ne k

elde edilir. Bu da w e K —¢ekirdek(x) oldugunu gosterir ve ispat tamamlanir.
Simdi de teorem (3.3.2) ile benzer olan iki teoremi ispatsiz olarak verecegiz.
Teorem 3.3.3- Her x e/ icin K —¢ekirdek(Ax) = B, ) cekirdek(x) olmast i¢in

gerek ve yeter sart Ae (¢’ :¢),,, ve limsupsup Y |@(m,n, k)| =1sartlarmmn
nmM—>0 ne %

saglanmasidir.
Teorem 3.3.4- Her xe/_ i¢in B, o —cekirdek(Ax) c B.  —cekirdek(x) olmast

F(r,s)

icin gerek ve yeter sart Ae (&’ :¢/"Y) ve

reg

lim sup sup Z|&(m, n, k)| =1 sartlarmin saglanmasidir.
m—0 ne &
Teorem 3.3.5- Her xe/_ i¢in B, AV cekirdek(Ax) st — cekirdek(x) olmasi igin

gerek ve yeter sart Ae(st/ ¢’ ")

reg

ve lim supsup Z|&(m, n, k)| =1 sartlarinin
m—>o0 ne &

saglanmasidir.

Ispat - ilk olarak her x e/ icin B, .~ cekirdek(Ax) st — gcekirdek(x) oldugunu

kabul edelim. x e st/ aldigimizda Ae(st/, :¢’"") oldugu acikca goriiliir.

reg

Ayn1 zamanda herhangi bir xi¢in st —¢ekirdek(x) — K — ¢cekirdek(x) [16]

oldugundan teorem (3.3.2)’de ki lim supsup Z|&(m, n, k)| =1esitligi teorem 3.3.2° de
m—0 ne &

goriiliir. Tersine Ae(st/ :¢/") olsun, limsup supZ|&(m, n,k)| =1sart1
m-—>0 ne &

reg
saglansin ve we B, ) —cekirdek(Ax) alalim. Sonra (31) esitligini tekrar yazabiliriz.

Simdi S = st—limsup|z—x, | olsun. Eger E = {k |x, — 2|2 ,B+g} yazarsak

O(E)=0ve k ¢ E oldugunda |z —xk| < [+ ¢ olacagindan
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Z&(m,n, k)(z—x,) Zd(m, n,k)(z—x,)+ Zfz(m,n, k)(z—x,)

keE kegE
<|z —xk|2|d(m, n,k)|+ Z|d(m, n,k)||z—x,]|
keE keE
<|z=x,|D |a(m,n, k)| +[B+£1D_|a(m,n, k)|
keE keE

elde edilir. Boylece limsupsup operatoriinii uygulayarak ve (27) ile

ne_

lim supsup Y |a(m, n, k)| =1 esitligini kullanarak
n—>0 ne k

limsupsup| ) a(m,n,k)(z—x,)|< f+¢& (33)
m-—»o0 &

elde edilir. Boylece (31) ve (33)’den |w— z| < B+ ¢ oldugu anlasilir. ¢, keyfi

oldugundan w e st — ¢ekirdek(x) olup ispat tamamlanir.
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BOLUM 4

4.1- Null (sifira yakinsak) ve Yakinsak Dizilerin Mutlak p —Toplanabilme
Fibonacci Fark Uzaylar

Bu béliimde Fibonacci null ve Fibonacci yakinsak dizilerin Fibonacci mutlak

p —toplanabilme 7, (13 ),co(ﬁ ) ve o(F) (0< p <1) yeni dizi uzaylari olusturularak
/ p(ﬁ ),co(ﬁ ) ile c(ﬁ )uzaylar1 ve standart dizi uzaylar1 arasindaki bazi kapsama

bagintilari, bu uzaylarin izometrik olarak izomorf olduklar, e,f,y dualleri ve
matris doniisiimleri verildi[21].

A=(a,) sonsuz matrisi i¢in bazi matris siiflarinin karakterizasyon sartlar1 i¢in

kullanacagimiz asagidaki ifadeleri verelim:

sup2|ank| < oo (34)
ne k

lima, =0 ,her k€[l i¢in (35)
da, €l slima, =«, , her k ell i¢in (36)
lim» a, =0 (37)
n—0 &

dael 5lim) a, =a (38)

n—0 %

supz Zank <o (39)
keF p |kek

sup a,, | <o (40)

ke
Burada F', [ nin tiim siirh alt kiimelerinin toplam kiimesini ifade eder.

Simdi de bazi klasik dizi uzaylar1 arasindaki matris dontigiimleri ile ilgili bir lemma
verelim.

Lemma 4.1.1- Asagidaki ifadeler gecerlidir:

(a) A=(a,)e(c,c,) olmas icin gerek ve yeter sart (34) ve (35) sartlarinin

saglanmasidir.
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(b) A=(a,)e(c, c)olmasi igin gerek ve yeter sart (34) ve (36) sartlarinin
saglanmasidir.

(¢) A=(a,)e(c,cy)olmast i¢in gerek ve yeter sart (34), (35) ve (37)
sartlarinin saglanmasidir.

(d) A=(a,)e(c,c)olmas: i¢in gerek ve yeter (34), (36) ve (38) sartlarinin
saglanmasidir.

(e) A=(a,)e(cyl, )olmas1 icin gerek ve yeter sart (34) sartinin
saglanmasidir.

(Hh A=(a,)e(c,t,) olmasiigin gerek ve yeter (39) sartinin saglanmasidir.

(&) A=(a,)e(,,c)olmasi igin gerek ve yeter sart (34) ve (40) (0< p<1)
sartlarinin saglanmasidir.

(h) A=(a,)e(,,£,)olmasi icin gerek ve yeter sart (40) (0< p <1)sartinin

saglanmasidir.

Bir F Fibonacci matrisinin ' = (g,.) tersiher k,nell i¢in

fni—l
b
8w =3 fiSin
0 , k>n,

0<k<n,

basitge bu sekilde hesaplanabilir. Simdi de tiim dizilerin kiimesi olarak /, (ﬁ ). ¢, (I:“ )

ve ¢(F) Fibonacci fark dizi uzaylarmin F - déniiiimleri sirastyla;

¢ (F)= x=(xn)ewzzixn—Mxn_1 <owob, (0< p<l),
n fn+1 fn
co(ﬁ):{x:(xn)ew:lim[ixn—hxn1]20}

b

. (7 I
(F)={x=(x,)ew:A el slim| 22x, —=2Lx  |=1
c {x X )EwW € 3”13‘1(]”,,“)6 / X j }

seklindedir.

Ayrica Kp(ﬁ),co(ﬁ) ve c(ﬁ)uzaylarlmn fp(ﬁ)=(£p)ﬁ , cO(I:")=(c0)ﬁ ve

c(F)=c + seklinde de gosterimlerini yazabiliriz.
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Bir x = (x, ) dizisinin F -dontisiimii, y = (y,) dizisidir ve her k€[l i¢in

=ﬁ;<(x)=ka_]}+l X1 (41)

k+1 k

seklinde tanimlanir ve bu tanimdan faydalanarak her k£ €[ i¢in

fk+1
42
Z f f/+1 ( )

elde edilir.
Teorem 4.1.1- Asagidaki ifadeler gecerlidir:

G /¢ p(I:“ ),co(ﬁ ) ve c(ﬁ )uzaylar1 toplama ve skalerle c¢arpma ile lineer
uzaylardir.

(ii) 7, (F) uzay1 ||x||p = Z‘ﬁn (x)‘p normuyla tamamen p —normlu uzaydir.

A

(i) ¢ (F) ve  c(F)uzaylan |x = Fx

=[x

. ) normuyl
o (F) c(F) ormuyla

0

BK —uzaylaridir.

Ispat- Verilenlerin ispat: agiktir.

Not 4.1.1- / p(I:“ )N (I:“ ) ve c(ﬁ ) uzaylarindan alinan en az bir dizi i¢in ||x||p

|

X cp) # H|x esitsizlilkleri gecerlidir yani KP(I:") ,Co (I:“) ve

co(f:‘) i H|x co(ﬁ') i C(ﬁ)
¢(F) uzaylart mutlak olmayan dizi uzay: tipleridir (burada | x|=(| x, [) *dir). A uzayi
¢ ,c, ve cuzaylarindan herhangi biri olsun. (41) notasyonu ile T : AMF)—> A,

p’

x> y=Tx= Fx seklinde tanimlanan doniisiim, normu koruyan birebir, orten ve
lineer bir fonksiyondur. Buradan hareketle asagidaki sonucu yazalim.

Sonu¢ 4.1.1- Mutlak olmayan / p(ﬁ ),co(ﬁ ) ve c(ﬁ ) Fibonacci fark dizi uzaylar
norm veya p-—normuyla sirasiyla £ ,c,ve ¢ uzaylaryla lineer izomorfiktir yani;
0 (F)=t,, ¢,(F)=c,ve c(F)=c dir.

Simdi de ¢, (ﬁ ) ve c(ﬁ ) uzaylariyla ilgili baz1 kapsama bagintilar1 verelim.

Teorem 4.1.2 - co(ﬁ ) c(ﬁ ) kapsama bagintis1 gegerlidir.
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Ispat - Aslinda co(ﬁ )C c(ﬁ ) kapsama bagintisinin saglandigi agiktir. Bu kapsama

k
bagmtisint gostermek igin x:(xk)zz i,/ sz dizisini diisiinelim. Daha sonra
=0

(41)’den her k €l] igin

ﬁk ()C) — Z fk+1 fk+1 Z h

k+1 j=0 j fk

yazilir ve buradan (3) esitliginden k—>oo igin I:“k(x)—i%(p’dir. Yani
k+1

F (x) ec\¢,’dir. Boylece x dizisi c(I:“ ) ’de bulunur fakat co(ﬁ ) ’de bulunmaz.
Sonug olarak ¢, (ﬁ ) c(ﬁ ) saglanir.
Teorem 4.1.3 - ¢ uzay, co(ﬁ ) ve c(ﬁ ) uzaylarini kapsamaz.
Ispat-x= (x,)=(f2,) dizisini ele alalm. k — o i¢in
f2,—>wo ve Fx=e=(1,0,0,..)
oldugundan xdizisi c, (F)uzayinda bulunur fakat ¢ _, uzaymda bulunmaz. Bu da
gosterir ki /_uzay1 hem c, (F) hem de c(F) uzaylarimi kapsamaz.
Teorem 4.1.4- ¢, c co(ﬁ ) ve cC c(ﬁ ) kapsama bagintilar1 gecerlidir.

Ispat- 1=c¢, veya 1 =c alalm. F=( f..) matrisi asagidaki sartlar1 sagladigindan

f f . 1 5
su E =su oo =24+ —=—,
P [ ful= nep[ fon T 2 2

lim £, =0

hmenk—hm(;;l ]}:‘] ;—

ve lemma 4.1.1°in (a) ve (d) kisimlarindan F €(A,2) dir. Buradan herhangi bir

xeAdigin Fxe A dr. Boylece xed, ve bu da Ac A, oldugunu gosterir. Simdi

x=(x,)=(f>,) dizisini alahm. Buradan xe A:\4 oldugu agiktir. Dolayistyla

A < A, kapsama bagintisi saglanir.

Sonug 4.1.2- Her sabit nell igin ¢ ={c{"},_ ve ¢ ={c"},. dizileri
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1 _ N [ (n)

-1 _ k+1 n) __

Cr _Z —ve G = fk2+l k>
i Ji P =n

fnfn+l

seklinde tanimlanirlar ve asagidaki durumlar saglanir.

(@) {c"} ., dizisi 7/ p(ﬁ ) ve co(ﬁ ) uzaylar i¢in bir bazdir ve her x e co(ﬁ )
veya her xe/l p(ﬁ ) dizisi tek bir x = Zﬁn (x)c™ gbsterimine
sahiptir.

(b) {c™}, dizisi c(F) uzay! i¢in bir bazdir ve her z=(z,) e c(F) dizisi tek

bir z=1Ic"" + Z[ﬁn(z) —1 ] ¢ gosterimine sahiptir ve [ =1lim F (z) *dir.

4.2- / p(ﬁ ) ,co(ﬁ ) ve c(I:“ ) Uzaylarimin Alfa- ,Beta- ve Gamma Dualleri ve Baza
Matris Doniisiimleri

Bu boliimde / p(I:“ ) (ﬁ ) ve c(ﬁ ) uzaylarinin alfa-,beta- ve gamma dualleri

belirlendi, 7 (F) uzaymdan ¢, ¢ ve ¢, uzaylarmna sonsuz matrislerin siniflar
karakterize edildi.
Teorem 4.2.1- ¢, (ﬁ yve c(F) uzaylarinin alfa duali;

Z bnk

keK

KeF

<oo},

kiimesi olarak tanimlanir ve B =(b,,) matrisi her k,nell igin

d, ={a=(ak)ew:supz

2
Sy 0<ks<n
by =4 fifia

0 , k>n
seklinde tanimlanmaistir.
Ispat- a=(a,) e w alalim ve

_ C fnz-%—l _ N _
a,x, =3 —=*a,y, =3 by, =B,(y) (43)
k=0 fk fk+1 k=0

esitligini diisiinelim. (43) esitliginden x = (x,) € ¢,(F) veya x=(x,) € ¢(F)igin
ax=(a,x,) €/, elde etmek i¢in gerek ve yeter sart y=(y,) €c,veya

y=(y,) eci¢in By €/, olmasidir. Yani a =(a,) dizisinin c, (I:“ ) veya
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c(F) uzaylarindaki alfa dualinin olmasi igin gerek ve yeter sart B € (c,,¢,) =(c,t,)

olmasidir. Lemma 4.1.1’in (f) kisminda A matrisi yerine B alinmasiyla

Z nk

keK

ae [co (ﬁ )T = [c(ﬁ )} olmasi i¢in gerek ve yeter sartin supz < oo olmasi

KeF ,

elde edilir. Bu da [co (ﬁ )]a = [C(ﬁ )]a = d, olmas1 anlamina gelir.

<w},

d, = {a (@) ew: hmz fin a; her kel zgm}

Teorem 4.2.2- d,.d,,d, ve d. kiimeleri;

2

z fj+l a'

d2
J=k fkfk+l

a=(a,)ew: supz

nel (=0

j=k JkJk+1

d4

a=(a)ew: hmzz ’“ }

k=0 j= kfkfk+]
<oo}

seklinde tanimlanirlar ve asagidaki ifadeler gecerlidir:

@ [P ] =[c(h] =4,

7 2

Z L a;

J=k J kJ k+1

ds ={a=(ak)ew: sup

k,nel

b) [(F)] =d, ~d,
© [eF)] =d,nd,nd,
@ [¢,(5)] =d,nd,

© [c(P)] =[eD] =4,

® [¢,(B)] =

fk+1 C C f;il
I t' kVk k — . 4 & :Cn 44
P Z” Z“ (fom j kz_o:[;fkfk+laJy R

esitligini ele alalim ve burada C =(c,, ) matrisi her k,n €l i¢in

2
Z fl“ ., 0<k<n
- fkfk+l
0 , k>n



seklinde tanimlanmustir. (44) esitligini kullanarak x € c, (F) icin

ax =(a, x,) € c,olmasi i¢in gerek ve yeter sartin y =(y,) € c,i¢in Cy € ¢ olmasini

~ 8 ..
elde ederiz yani; a € [co (F )] olmasi i¢in gerek ve yeter sart C € (c,,c) olmasidir.

Lemma 4.1.1’in (b) kismin1 kullanarak her £ €[] igin

z+1

fkfk+l

2
N f;+1

hmZ—a

ng)oo[ =k fkfk+1

Y . .
elde edilir. Sonug olarak [co (F )] =d, Nd,bulunur. Benzer sekilde c(F) ./ ,(F)

uzaylarinin beta dualleri ve cO(I:“ ), c(f’ )4, (ﬁ ) uzaylarinin gamma dualleri
gosterilebilir.

Simdi de (¢ » (ﬁ )il (¢ p(I:“ ):c)ve (£ » (I:“ ) :¢,) sonsuz matrislerinin siniflarim
karakterize eden teoremler verelim.

Teorem 4.2.3- A=(a, )e(/ p(f’ ):£_) olmasi icin gerek ve yeter sart

2
Jj+l

sup i

Jj=k fkfk+1

<0 (45)

k,ne

olmasidir.
ispat- A=(a,)e (Ep(ﬁ) L) ve x=(x)el, (13) olsun. Boylece Ax mevcut olup
ve /_ uzaymin elemanidir. O halde her j,k €[] olmak ilizere

X = {xﬁk)} € KP(I:") icin

fﬁi—l .
, J2k
X0 =3 fife (46)
0 , 0<j<k-1

seklinde tamimlanir ve her k € i¢in Ax" = (Z f j2+1anj ! fifin) €X,, yazilir. Buda
j=k

(45) durumunu gerektirir. Diger taraftan (45) esitsizliginin var oldugunu kabul

edelim ve herhangi bir x=(x,) e/ p(ﬁ ) alalim. O halde her n €[] igin

A €[t p(ﬁ ) yazilir ve Ax elde edilmis olur. Sabit bir n €[] alalim ve her
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m,n €l i¢in (42) esitligi ile beraber Zankxk serisinin m ’inci terimine kadar olan
k

toplamini diislinerek

m

nk "k jH nj (47)
Y22

esitligini elde ederiz. (47) esitliginde m — ocoigin limit alinirsa her n €[] igin

A, (x)= zankxk = zenkyk =E,(y) (48)
k k
elde edilir ve esitlikteki E = (e, ) matrisi her k,n €[] igin
w 2
e =T (49)
J=k fk fk+1

seklindedir. Boylece

nk

IA
-

<| sup iian. ( | j
k) i fifen !

S sup i fJZJr] Z|yk|p
kel | j=k fkfk+1 k

oldugundan n ell iizerinden supremum alinirsa ;

Saun|=(bl,)” s

k,nel |

& fia
]Z/; fkfk+1

elde edilir. Yani Ax e/ olup bu da istenendir ve ispat tamamlanir.

[ Ax]. = sup

Teorem4.2.4- A=(a, )/ p(I:“ ):c)olmasi i¢in gerek ve yeter sart (45) sartinin ve

da, €ll ileher kel ig¢in

o0 f2
lim» —q =q, (50)
e Jj=k fkfk+1

esitliginin saglanmasidir.

ispat- A=(a,)e (ﬁp(l:") :c)olsun. O halde her x=(x,) e fp(I:") icin ¢ uzayinda
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Axelde edilir ve ¢ c /_ kapsama bagintis1 saglandigindan teorem 4.2.3°de (45)

sartinin saglandig gosterilmistir. (50) esitliginin gerekliligi de teorem 4.2.3’de (46)

(k)

esitliginde tanimlanan x { ”‘)} e/ (F )dizisi almarak gosterilir. Diger taraftan

(45) ve (50) sartlariin saglandigini kabul edelim ve herhangi bir x=(x,) €/, (F)
alalim. Her nell i¢inA € {E ) (F )}ﬂ oldugundan Ax mevcut olup ve (48) esitligi goz
Oniine alinarak (40) ve (36) esitliklerinde a,, yerine e,, yazilmasiyla (40), (36) ile
(45), (50) esitlikleri birbirleriyle denk olacaklardir. Burada e, (49)’da verilen
esitliktir. Sonug olarak (48) esitliginden Ey ec ve dolayisiyla Ae (4, (F):c) dir.
Simdi de teorem 4.2.4’de cyerine ¢, yazildiginda olusan sonucu verelim.

Sonu¢ 4.2.1- A=(a,)e(’, (13 ) : ¢,) olmast i¢in gerek ve yeter sart (45) sartinin
saglanmasi ve her k €] i¢in ¢, =0 ile (50) sartinin saglanmasidir.

Teorem 4.2.5- A=(a, ) ve H =(h,) sonsuz matrisleri arasinda her k,n el i¢in

fn+l fn (51)

hnk == an 1,k + ank

fn - fn+1

iligkisinin oldugunu varsayalim ve u de herhangi verilmis bir dizi uzay1 olsun. O

halde A e (4, A(F)) olmast icin gerek ve yeter sart H € (1, A) olmasidir. Burada A
uzay1, ¢ ,c, veya c uzaylarmdan herhangi birisidir.

p’

Ispat-z = (z,) € 1 alalim. (51)’deki iliski g6z Oniine alinarak her m,n €[l igin

f;1+1 fn
Z ik <k = Z[ a, 1t A |
k=0 f S

esitligi elde edilir ve m — oo alinarak H, (z)= (ﬁA)n (z) yazilir. Buradan hareketle

zZeu igin Az e A(F) olmast i¢in gerek ve yeter sartin z € i¢in Hz € A olmast

sonucuna varilir. Béylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.2.3, teorem 4.2.4 ve sonug 4.2.1 ile teorem 4.2.5 birlikte gdz dniine

aliarak asagidaki sonucu verelim.

Sonuc 4.2.2- A=(a,, ) sonsuz bir matris ve her k,nel] i¢in a(n, k)= Za i Olsun.
j=0

O halde asagidaki sartlar saglanir:
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@ A=(a,)e/ p(ﬁ ) : bs) olmasi i¢in gerek ve yeter sart a,, yerine a(n,k)
yazilmasiyla (45) sartinin saglanmasidir.
(b) A=(a,)e(/ p(ﬁ ) : cs) olmasi icin gerek ve yeter sart (45) sartinin ve a,,

yerine a(n,k) yazilmasiyla (50) sartinin saglanmasidir.

() A=(a,)e(/ p(f’ ) : cs,) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (45) sartinin ve her
kel i¢cin ¢, =0 ile a, yerine a(n,k)yazilmasiyla (50) sartinin
saglanmasidir.

d A=(a,)e » (ﬁ A4 w(ﬁ )) olmast i¢in gerek ve yeter sart a,, yerine
h,, yazilmasiyla (45) sartinin saglanmasidir.

() A=(a,)e(/ » (ﬁ ): c(ﬁ )) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (45) sartinin ve
a, yerine h , yazilmasiyla (50) sartinin saglanmasidir.

® A=(,)e/ » (I:" ): co(ﬁ )) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (45) sartinin ve her

k €ll i¢in a, =0ile a, yerine h, yazilmasiyla (50) sartinin saglanmasidir.
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