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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur. 

Simgeler     Açıklama 

Fn        n .ci Fibonacci sayısı                                                                                           

Ln         n .ci Lucas sayısı                                                                                                                              

           Altın oran                                                                                                                                 

Fm[n]      n .ci Fibonacci m-sayısı                                                                                                                   

Lm[n]       n .ci Lucas m-sayısı                                                                            

Fp(n)        n .ci Fibonacci p-sayısı                                                                                                                              

Lp(n)          n .ci Lucas p-sayısı                                                                                                                               

       Altın p-oranı                                                                                                                                 

Fp,m(n)      n .ci Fibonacci (p,m)-sayısı                                                                

Lp,m(n)     n .ci Lucas (p,m)-sayısı                                                                                                                             

Φp,m     Altın (p,m)-oranı                                                                                         
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1. GİRİŞ 

Fibonacci sayıları, Lucas sayıları ve altın oran bilimin ve sanatın birçok alanında 

kullanılmaktadır. Günümüze kadar birçok araştırmacı bu sayıları ve bu sayıların 

özelliklerini incelemiştir [2-5]. 

Fibonacci sayıları, her n ≥ 1 için F0 = 0 ve F1 = 1 olmak üzere 

Fn+1 = Fn + Fn-1 

bağıntısı ile tanımlanır. Burada Fn 'e n .ci Fibonacci sayısı denir. Fibonacci ve buna 

benzer diziler aşağıdaki gibi genelleştirilebilir: 

{ xn} dizisi; x0 = a ve x1 = b başlangıç koşulları olmak üzere, her n ≥ 1 için 

xn+1 = kxn + xn-1 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır [2-5]. Burada k, a, b ∈ ℤ ve k ≠ 0 dır. Bu {xn} 

dizisinin bazı özel durumlarını inceleyelim. 

Eğer k = 1, x0 = 0 ve x1 = 1 ise {xn} dizisi { Fn} Fibonacci dizisidir.  

Eğer k = 1, x0 = 2 ve x1 = 1 ise {xn} dizisi { Ln} Lucas dizisidir. 

Eğer k = 2, x0 = 0 ve x1 = 1 ise {xn} dizisi { Pn} Pell dizisidir. 

Eğer k = 2, x0 = 2 ve x1 = 2 ise {xn} dizisi { Rn} Pell–Lucas dizisidir. 

Burada k, x0 ve x1 sayılarını her defasında farklı alarak sonsuz tane dizi üretmek 

mümkündür. 

Şimdi Fransız matematikçi Binet’in bulduğu, Fibonacci ve Lucas sayılarının Binet 

formülllerini verelim. 
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Fn; n .ci Fibonacci sayısı olmak üzere 

Fn= 
α	n– β	n
α–β

	
olup burada �	 = 	 1

2
�1 + √5 	 ve β  = 

1

2
�1 – √5 	 ’dir [2-4]. Bu formül, Fibonacci 

sayıları için bulunan Binet formülüdür. Lucas sayıları için bulunan Binet formülü,   

Ln ;  n .ci Lucas sayısı olmak üzere 

Ln= 	αn	+ 	βn	
olup burada �	 = 	 1

2
�1	+	√5 	 ve β  = 

1

2
�1	–	√5 	 ’dir [2-4]. 

İki ardışık Fibonacci sayısının oranı, limit durumda 	n→∞  iken 

lim
n→∞

Fn

Fn-1
	=	 lim

n→∞

α	n-	β	n
α	-	β

α	n-1	-	β	n-1

α	-	β 	=	 lim
n→∞

αn(1	-	 
βα�n

)

αn-1(1	-	
βα�n-1

)

	= 	 lim
n→∞

α	. 1-
βα�n

1-
βα�n	-1 

dir.	β
α
< 1	olduğundan, 

lim
n→∞



��n = 0  

ve 

lim
n→∞

�	β
α
	�n	-1 = 0	 

olur. Dolayısıyla 

lim
n→∞

	 Fn

Fn�1
 =	� = 

1�√5

2
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olup buradaki � = 
1�√5

2
 sayısına altın oran denir [4]. 

Fibonacci sayılarının indirgeme bağıntısı yardımıyla, negatif indisli Fibonacci 

sayılarının ilk birkaç terimi 

F-1 = F1 – F0, F-2 = F0 – F-1 , … 
şeklinde elde edilir. Böyle devam ettiğimizde 

n         0   1    2   3    4    5  …                                                                                                        

F-n       0   1  –1   2   –3   5  … 

elde ederiz. Böylelikle her n tamsayısı için 

F-n = (–1)n+1Fn 

olduğu görülür. 

Benzer şekilde Lucas sayılarının indirgeme bağıntısı yardımıyla, ilk bir kaç Lucas 

sayısı 

n      0   1   2   3   4   …                                                                                                                    

Ln      2   1   3   4   7   …  

olur. Lucas sayılarının indirgeme bağıntısını kullanarak negatif indisli terimlerini 

hesaplarsak 

n       0     1    2    3    4  …                                                                                                                    

L-n       2   –1    3   –4   7  …  

elde edilir. Böylece Lucas sayıları için genel hâlin 

L-n = (–1)nLn 
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olduğu görülür. 

Şimdi Fibonacci sayıları ile matrisler arasındaki ilişkiyi inceleyelim.  

	Q	= �1 1

1 0
�	

matrisi 1960 ’da Charles H. King tarafından master tezinde çalışılmıştır [5].                                        

Dikkat edilirse 

det(Q)	=	-1 

dir. Ayrıca  

Qn= �Fn+1 Fn

Fn Fn-1

�	
olduğu tümevarım ile gösterilebilir [5].  

Fibonacci ve Lucas m-sayıları tanımlanarak bu sayıların değişik özellikleri de elde 

edilmiştir [7,8]. Şimdi Fibonacci ve Lucas m-sayılarının tanımlarını kısaca 

hatırlatalım. 

Fibonacci m-sayıları, her m > 0 reel sayısı ve	n ∈ ℤ için  

Fm�n�	= 	mFm�n-1�	+ 	Fm[n-2]	
indirgeme bağıntısı ile tanımlanır. Burada başlangıç koşulları Fm�0�	= 	0 ve Fm�1�	= 	1 

dir. Benzer şekilde Lucas m-sayıları, her m > 0 reel sayısı ve n ∈ ℤ için 

Lm�n�	= 	mLm�n	-	1�	+ 	Lm[n	-	2] 
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indirgeme bağıntısı ile tanımlanır. Burada başlangıç koşulları Lm�0�	= 	2 ve 

Lm�1�	= 	m ’dir [7,8].  
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2. FİBONACCİ VE LUCAS p-SAYILARI 

Bu bölümde Fibonacci ve Lucas p-sayılarının tanımlarını ve bu sayıların bazı 

özelliklerini inceleyeceğiz. Ayrıca Qp matrislerini, Altın p-oranlarını ve Binet 

formüllerini vereceğiz. 

Tanımlara geçmeden önce lineer indirgeme bağıntılarının karakteristik denklemi 

hakkında kısa bir bilgi verelim. c1, c2, …, ck sabit katsayılar ve ck ≠ 0 olmak üzere,   

k. basamaktan 

an = c1 an-1 + c2 an-2 + … + ck-1 an-k+1 + ck an-k 

lineer indirgeme bağıntısının karakteristik denklemi 

x k = c1 x k-1 + c2 x k-2 + … + ck-1 x + ck  

dir. Burada c1, c2, …, ck sabit katsayılarının bulunabilmesi için k tane başlangıç 

koşuluna ihtiyaç vardır. Aşağıda tanımlayacağımız indirgeme bağıntıları (p+1). 

mertebedendir.		Fp�n-2	, Fp�n-3	,	… ,	Fp�n-p	 ve		Lp�n-2	, Lp�n-3		,	… ,	Lp�n-p	 
terimlerinin katsayıları sıfırdır. 

2.1. Tanım 

Herhangi bir p > 0 tamsayısı ve n ∈ ℤ olmak üzere n > p için, Fibonacci p-sayıları 

Fp�n�	= 	Fp�n-1		+ 	Fp(n-p-1)                                                                                  (2.1) 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır. Burada başlangıç koşulları 

Fp�0�	= 	0, Fp�1�	= 	Fp�2�	= 	…	= 	F	p�p�	= 	1	
dir [9,10]. 
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2.2. Tanım 

Herhangi bir p > 0 tamsayısı ve n ∈ ℤ olmak üzere n > p için, Lucas p–sayıları 

Lp�n�	= 	Lp�n-1		+ 	Lp(n-p-1)                                                                                   (2.2) 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır. Burada başlangıç koşulları 

Lp�0�	= 	p+1	, Lp�1�	= 	Lp�2�	= 	…	= 	Lp�p�	= 	1 

dir [9,10]. 

Eğer özel olarak p = 1 alınırsa, F1�n�; n .ci Fibonacci sayısı ve L1�n�; n .ci Lucas 

sayısı olur. Tanım 2.2 ’de Lp�0�	= 	p+1 alınma sebebi, p = 1 için daha önceden Lucas 

sayılarının indirgeme bağıntısının başlangıç şartlarında verilen L(0) = 2 ile 

uyumluluk sağlamasıdır. 

Şimdi Fibonacci p–sayılarının, n < 0 tamsayıları için değerlerini bulalım. 

Eş. 2.1’de n = p + 1 alınırsa 

Fp�p+1�	= 	Fp�p�	+ 	Fp�0�	
elde edilir. Tanımdaki başlangıç şartlarında Fp�0� = 0 ve Fp�p� = 1 olduğundan 

Fp�p	+	1�	= 	1	
olur. n = p için, Eş. 2.1’den 

Fp�p�	= 	Fp�p-1�	+ 	Fp�-1�	
olup başlangıç şartlarında Fp�p�	= 	Fp�p-1		= 	1 verildiğinden 
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Fp�-1�	= 	0	
olur. Benzer şekilde devam edilirse 

Fp�0�	= 	Fp�-1		= 	…	= 	Fp�-p+1		= 	0                                                                     (2.3) 

olduğu açıktır. Şimdi Fp�1� sayısını, 

Fp�1�	= 	Fp�0�	+ 	Fp�-p�	
şeklinde yazalım. Burada Fp�1�	= 	1 ve Fp�0�	= 	0  olduğundan 

 Fp�-p		= 	1                                                                                                              (2.4) 

elde edilir. Benzer şekilde Fp�0�	,	Fp�-1		,	…	,	Fp�-p+1	 sayıları, Eş. 2.1’deki gibi 

yazılırsa 

Fp�-p	-1		= 	Fp�-p	-2		= 	Fp�-p	-3		= 	…	= 	Fp�-2p+1		= 	0                                      (2.5) 

olur. Bu metotla, her n < 0 tamsayısı için Fibonacci p-sayıları bulunabilir. Lucas p-

sayılarının her n < 0 tamsayısı için değerleri de benzer şekilde bulunur. 

Şimdi Fibonacci Qp matrisini inceleyelim. 

Fibonacci p-sayıları 

�
���
� Fp(n)

Fp(n-1)
Fp(n-2)⋮

Fp(n-p+1)
Fp(n-p) �

   
!

"###$###%
fn

=

�
���

1 0
1 0
0 1

…
…
…

0 0 1
0 0 0
0 0 0⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

0 0
0 0

…
…

1 0 0
0 1 0�

  !
"######$######%

Qp
T

�
���
� Fp(n-1)

Fp(n-2)
Fp(n-3)⋮
Fp(n-p)

Fp(n-p-1)�
   
!

"###$###%
fn-1
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matris formunda gösterilir [11]. Burada fn ve fn-1, mertebesi (p+1) x 1 olan 

matrislerdir. Qp
T ise, mertebesi (p+1)x(p+1) olan 

Qp=

�
���
�1 1 0

0 0 1
0 0 0

0 ⋯
0 …
1 ⋯

0 0
0 0
0 0⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

0 0 0
0 0 0
1 0 0

0 ⋯
0 ⋯
0 ⋯

1 0
0 1
0 0�

   
! 

matrisinin transpozudur. Burada p = 0, p = 1, p = 2 ve p = 3 için Qp matrisi sırasıyla 

Q0 = �1�  ,        Q1= (1 1

1 0
)   ,       Q2= *1 1 0

0 0 1

1 0 0

+   ,       Q3= ,1 1
0 0

0 0
1 0

0 0
1 0

0 1
0 0

- 
olur. Eğer Q1 matrisinin kuvvetlerini incelersek 

Q1 = (1 1

1 0
) = (F1(2) F1(1)

F1(1) F1(0)
)   ,  Q1

2 = (2 1

1 1
) = (F1(3) F1(2)

F1(2) F1(1)
) 

Q1
3 = (3 2

2 1
) = (F1(4) F1(3)

F1(3) F1(2)
)   , Q1

4 = (5 3

3 2
) = (F1(5) F1(4)

F1(4) F1(3)
) 

elde ederiz. Aynı şekilde Q2 matrisinin kuvvetlerini incelersek 

Q2 =
��
�1 1 0

0 0 1

1 0 0� 
! = ,F2(2) F2(1) F2(0)

F2(0) F2(-1) F2(-2)

F2(1) F2(0) F2(-1)

- 
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Q2
2=

��
�1 1 1

1 0 0

1 1 0� 
! = ,F2(3) F2(2) F2(1)

F2(1) F2(0) F2(-1)

F2(2) F2(1) F2(0)

- 

Q2
3=

��
�2 1 1

1 1 0

1 1 1� 
! = ,F2(4) F2(3) F2(2)

F2(2) F2(1) F2(0)

F2(3) F2(2) F2(1)

- 

Q2
4=

��
�3 2 1

1 1 1

2 1 1� 
! = ,F2(5) F2(4) F2(3)

F2(3) F2(2) F2(1)

F2(4) F2(3) F2(2)

- 

elde ederiz. Böyle devam edilirse Qp matrisi için genel hâl tahmin edilebilir. 

Şimdi  Qp matrisinin genel hâli için bir formül verelim. 

2.1. Teorem  

Fp(n), n .ci Fibonacci p-sayısı olmak üzere, herhangi bir p ≥ 1 tamsayısı ve n ∈ ℤ için 

Fibonacci  Qp matrisinin n .ci kuvveti 

 Qp
n =

�
���
� Fp(n+ 1) Fp(n) ⋯ Fp(n− p+ 2) Fp(n− p+ 1)

Fp(n− p+ 1) Fp(n− p) ⋯ Fp(n− 2p+ 2) Fp(n− 2p+ 1)⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
Fp(n− 1) Fp(n− 2) ⋯ Fp(n− p) Fp(n− p− 1)

Fp(n) Fp(n− 1) ⋯ Fp(n− p+ 1) Fp(n− p) �
   
!

 

dir [6]. 
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İspat 

İspatımızı tümevarımla yapalım. Eş. 2.1, Eş. 2.3, Eş. 2.4 ve Eş. 2.5 ’deki ifadeleri 

kullanırsak, n = 1 için 

 Qp
1 =

�
���
� Fp�2� Fp�1� ⋯ Fp�3− p� Fp�2− p�

Fp�2− p� Fp�1− p� ⋯ Fp�3− 2p� Fp�2− 2p�⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
Fp�0� Fp�−1� ⋯ Fp�1− p� Fp�−p�
Fp�1� Fp�0� ⋯ Fp�2− p� Fp�1− p� �

   
!

 

        =
�
���
�1 1 … 0 0

0 0 … 0 0⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 … 0 1

1 0 … 0 0�
   
!

 

olduğu görülür. Dolayısıyla iddiamız n = 1 için doğrudur. Kabul edelim ki, n = k – 1 

için 

 Qp
k11 =

�
���
� Fp�k� Fp�k− 1� ⋯ Fp�k− p+ 1� Fp�k− p�

Fp�k− p� Fp�k− p− 1� ⋯ Fp�k− 2p+ 1� Fp�k− 2p�⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
Fp�k− 2� Fp�k− 3� ⋯ Fp�k− p− 1� Fp�k− p− 2�
Fp�k− 1� Fp�k− 2� ⋯ Fp�k− p� Fp�k− p− 1��

   
!

 

olsun.  Qp
k =  Qp

k11 Qp eşitli ğini kullanırsak 
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 Qp
k11 Qp =

�
���
� Fp�k� Fp�k− 1� ⋯ Fp�k− p+ 1� Fp�k− p�

Fp�k− p� Fp�k− p− 1� ⋯ Fp�k− 2p+ 1� Fp�k− 2p�⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
Fp�k− 2� Fp�k− 3� ⋯ Fp�k− p− 1� Fp�k− p− 2�
Fp�k− 1� Fp�k− 2� ⋯ Fp�k− p� Fp�k− p− 1��

   
!

 

																							x
�
���
�1 1 … 0 0

0 0 … 0 0⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 … 0 1

1 0 … 0 0�
   
!

 

                       

=
�
���
� Fp�k� + Fp�k− p� Fp�k� ⋯ Fp�k− p+ 2� Fp�k− p+ 1�

Fp�k− p� + Fp�k− 2p� Fp�k− p� ⋯ Fp�k− 2p+ 2� Fp�k− 2p+ 1�⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
Fp�k− 2� + Fp�k− p− 2� Fp�k− 2� ⋯ Fp�k− p� Fp�k− p− 1�

Fp�k�+Fp�k− 1� Fp�k− 1� ⋯ Fp�k− p+ 1� Fp�k− p� �
   
!

 

=
�
���
� Fp�k+ 1� Fp�k� ⋯ Fp�k− p+ 2� Fp�k− p+ 1�

Fp�k− p+ 1� Fp�k− p� ⋯ Fp�k− 2p+ 2� Fp�k− 2p+ 1�⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
Fp�k− 1� Fp�k− 2� ⋯ Fp�k− p� Fp�k− p− 1�

Fp�k� Fp�k− 1� ⋯ Fp�k− p+ 1� Fp�k− p� �
   
!

 

= Qp
k 

olup ispat tamamlanır. 

Fibonacci p-sayılarının indirgeme bağıntısının karakteristik denklemi 

xp+1− xp − 1 = 0                    (2.6) 
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dır. Bu denklem, (p+1). ci derecedendir ve Cebirin Esas Teoremi gereği p+1 tane 

köke sahiptir. Bu denklemin p> 0 için daima bir pozitif reel kökü vardır [10]. 

Çünkü Cebirdeki Descartes’in İşaretler Kuralından, Eş. 2.6 ’nın katsayılar dizisi      

1, -1, -1 olup yalnızca bir defa işaret (pozitiften negatife) değiştirmiştir. Eş. 2.6 ’nın 

pozitif reel kökünü x1 olarak alalım. Şimdi iki ardışık Fibonacci p-sayısının oranını 

Binet formülü yardımıyla limit durumunda n → ∞ iken  incelersek  

lim
n→∞

Fp�n�
Fp�n-1� 	= lim

n→∞

k1�x1�n	+	k2�x2�n	+…+	kp+1�xp+1	n

k1�x1�n-1	+	k2�x2�n-1+…+	kp+1�xp+1	n-1 

																							= lim
n→∞

k1�x1�n . (1 +
	k2
k1

x2
x1
�n

 +…+
 kp+1

k1

xp+1

x1
�n�

k1�x1�n-1 . (1 +
	42
k1

x2
x1
�n-1

 +…+
 kp+1

k1

xp+1

x1
�n-1� 

																						= lim
n→∞

x1.
 1 +

	k2
k1

x2
x1
�n

 +…+
 kp+1

k1

xp+1

x1
�n

 1 +
	42
k1

x2
x1
�n-1

 +…+
 kp+1

k1

xp+1

x1
�n-1 																																								(2.7) 

elde ederiz. Burada x1, x2, … , xp+1, Eş. 2.6 ’nın kökleri ve k1, k2, … , kp+1 ’ler sabit 

katsayılardır. Gershgorin Disk Teoremi gereğince [19], Eş. 2.6 ’nın pozitif olan reel 

kökü 

1≤ x1 < 2 

aralığındadır. Diğer tüm kökleri, i = 2, 3,…, p+1 için 

0≤ xi < 1 

aralığındadır. Dolayısıyla i = 2, 3,…, p+1 için, 6xi

x1
6 < 1 olup 

lim
n→; �xi

x1
�n = 0 



14 

dır. Böylece Eş. 2.7 ’den 

lim
n→∞

Fp�n�
Fp�n− 1� = x1 

elde ederiz. Eş. 2.6 ’nın pozitif reel kökü olan x1, altın p-oranı olarak kabul edilir 

ve	<p ile gösterilir [12]. Eğer Eş. 2.6 ’nın her iki tarafını xn-p-1 ile çarpar, elde edilen 

ifadeyi düzenlersek 

xn = xn-1+xn-p-1 = xx n-1                                                                                             

olur. Burada n ∈ ℤ ve k = 1, 2, 3, … , p+1 olmak üzere  

xk
n = xk

n-1+xk
n-p-1 = xk xk

 n-1                                                                                     (2.8) 

denklemi, Eş. 2.6 ’nın her x1, x2, x3 , … , xp+1 kökü tarafından sağlanır. Eğer özel 

olarak xk =	<p alırsak 

<p
n = <p

n11+ <p
n1p11= 	τp.<p

n11																																																																																							(2.9) 

elde edilir. 

Şimdi Eş. 2.6 ’nın köklerinin özellikleriyle ilgili teoremleri verelim. 

2.2. Teorem 

Verilen p > 0 tamsayısı için, xp�1− xp − 1 = 0 denkleminin kökleri arasında 

aşağıdaki ilişkiler geçerlidir [10]: 

x1 + x2 + x3 + … + xp+ xp+1 = 1                                                                             (2.10) 

(x1x2 + x1x3 + … + x1xp+1) + (x2x3 + … + x2xp+1) + … + xpxp+1 = 0 
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(x1x2x3 + x1x3x4 +…+ x1xpxp+1) + (x2x3x4 +…+ x2xpxp+1) + … + xp–1xpxp+1 = 0 

…  

x1x2…xp-2xp–1xp+ x1x3x4… xp–1xpxp+1+…+ x2x3x4… xp–1xpxp+1 = 0 

x1x2x3… xp–1xpxp+1 = (–1)p.                                                                                    (2.11) 

İspat 

Eş. 2.6 ’yı cebirsel olarak 

xp+1– xp–1=  (x – x1) (x – x2) (x – x3)… (x – xp) (x – xp+1) = 0                               (2.12) 

formunda yazabiliriz. Şimdi Eş. 2.12 ’yi göz önüne alırsak, p ’nin çift değerleri için 

xp+1– xp–1=  (x – x1) (x – x2) (x – x3)… (x – xp) (x – xp+1) 

               =	xp+1– (x1 + x2 + … + xp + xp+1)	xp  

               + (x1x2 + x1x3 + x1x4 + … + x1xp+1 + x2x3   

               + x2x4 + … +  x2xp + x2xp+1 + … +  xp–1xp + xp–1xp+1 +  xpxp+1)	xp–1 

               – ( x1x2x3 + x1x3x4 + … + x1xpxp+1 + x2x3x4 + x2x3x5 + … + x2xpxp+1 

               + … + xp–1xpxp+1)	xp–2 + ( x1x2x3x4 + x1x2x3x5 + … + xp–2xp–1xpxp+1)	xp–3 

               + … +( x1x2x3x4... xp–2xp–1xp + x1x3x4… xp–1xpxp+1 + … +x2x3x4… xp–1xpxp+1) x 

               – x1x2x3… xp–1xpxp+1 = 0                                                                          (2.13) 

elde edilir. Eş. 2.6 ve Eş. 2.13 ’den 
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x1 + x2 + … + xp + xp+1 = 1 

x1x2 +  x1x3 + x1x4 + … + x1xp+1 + x2x3 + x2x4 + … +  x2xp + x2xp+1 + … +  xp–1xp  

+ xp–1xp+1 + xpxp+1 = 0; 

(x1x2x3 + x1x3x4 +…+ x1xpxp+1) + (x2x3x4 +…+ x2xpxp+1) + … + xp–1xpxp+1 = 0 

…; 

x1x2x3x4... xp–2xp–1xp + x1x3x4… xp–1xpxp+1 + … + x2x3x4… xp–1xpxp+1 = 0 

x1x2 x3 x4… xp–1xpxp+1 = 1 

elde ederiz. 

p ’nin tek değerleri için 

(x – x1) (x – x2) … (x – xp) (x – xp+1) 

      = xp+1– (x1 + x2 + … + xp + xp+1). xp + (x1x2 + x1x3 + … + x1xp+1 + x2x3   

      + x2x4 + … + x2xp + x2xp+1 + … + xp–1xp + xp–1xp+1 + xpxp+1)	xp–1 – ( x1x2x3 + x1x3x4    

         + … + x1xpxp+1 + x2x3x4 + x2x3x5 + … + x2xpxp+1 + … + xp–1xpxp+1)	xp-2 + ( x1x2x3x4 

         + x1x2x3x5 + … + xp–2xp–1xpxp+1)	xp-3 + … + ( x1x2x3x4... xp–2xp–1xp 

      + x1x3x4… xp–1xpxp+1 + … + x2x3x4…xp–1xpxp+1)x + x1x2x3…xp–1xpxp+1 = 0      (2.14) 

elde edilir. Eş. 2.6 ve Eş. 2.14 ’den 
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x1 + x2 + … + xp + xp+1 = 1 

(x1x2 + x1x3 + … + x1xp+1) + (x2x3 + x2x4 + … + x2xp+1) + … + xpxp+1 = 0 

(x1x2x3 + x1x3x4 +…+ x1xpxp+1) + (x2x3x4 +…+ x2xpxp+1) + … + xp–1xpxp+1 = 0 

…; 

x1x2x3x4... xp–2xp–1xp + x1x3x4… xp–1xpxp+1 + … + x2x3x4… xp–1xpxp+1 = 0 

x1x2 x3 x4… xp–1xpxp+1 = -1 

olup ispat tamamlanır. 

Şimdi  

(x1 + x2 + x3 + … + xp + xp+1)
k                                                                                                    (2.15) 

ifadesini ele alalım. 1 ≤ k ≤ p için, Eş. 2.10 ’daki özellikten 

(x1 + x2 + x3 + … + xp+1)
k = 1                                                                                                   (2.16) 

elde ederiz. Diğer taraftan 

(x1 + x2 + x3 + … + xp + xp+1)
k 

ifadesi için Eş. 2.16 ’da, binomiyal (p = 1 için), trinomiyal (p = 2 için) ve 

polinomiyal (keyfi p için) formüllerini kullanırsak çarpanlarına ayırabiliriz. Herhangi 

k değeri için, Eş. 2.16 ’nın polinom formülünün 

x1
k + x2

k + x3
k + … + xp+1

k 

ifadesini içerdiği bilinmektedir. 



18 

2.3. Teorem 

Verilen p = 1, 2, 3, … ve k = 1, 2, 3, … , p  tamsayıları için 

(x1 + x2 + x3 + … + xp + xp+1)
k  = x1

k + x2
k + x3

k + … + xp+1
k = 1                          (2.17) 

ifadesi sağlanır. Burada x1, x2, … , xp+1, Eş. 2.6 ’nın kökleridir [10]. 

İspat 

Öncelikle Eş. 2.10 ’u kullanırsak 

( x1 + x2 + x3 + … + xp + xp+1 )
k = 1k = 1                                                                (2.18) 

olur. Burada p = 1 için, k = 1 olmak zorundadır. Dolayısıyla Eş. 2.18 ’den 

( x1 + x2 )
k = x1 + x2 = 1 

elde ederiz. Böylelikle Eş. 2.18,  p = 1 için sağlanır.  

p = 2 için, k = 1 veya k = 2 olmak zorundadır. Burada karşımıza 

( x1 + x2 + x3 )
k = x1 + x2 + x3 

ve 

( x1 + x2 + x3 )
k = ( x1 + x2 + x3 )

2 

gibi iki durum gelir. Eş. 2.18 ’i kullanırsak, ilk durum için 

x1 + x2 + x3 = 1 

olur. Diğer durumda, ( x1 + x2 + x3 )
2 ifadesini 
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( (x1 + x2) + x3 )
2 

şeklinde yazarsak 

( x1 + x2 + x3 )
2 = ( (x1 + x2) + x3 )

2 = x1
2 + x2

2 + x3
2 + 2( x1x2 + x1x3 + x2x3 ) 

olur. Eş. 2.10 ’u ve Eş. 2.18 ’i kullanırsak  

( x1 + x2 + x3 )
2 = x1

2 + x2
2 + x3

2 = 1 

elde edilir. Böylelikle Eş. 2.18 , p = 2 için sağlanmış olur. Şimdi teoremde iddia 

edilen genel durumu ispatlamak için multinom açılımını kullanalım. Multinom 

açılımı, binom açılımının bir genelleştirmesidir. Herhangi bir m pozitif tamsayısı ve 

negatif olmayan bir n tamsayısı için multinom açılımı 

�x1 + x2 +⋯+ xm�n = A 
 n
k1, k2, … , km

� x1
k1

k1, k2,…	,	Bm

x2
k2… xm

km 

dir [18]. Burada 

A ki

m

iC1

= n 

dir. Multinom açılımındaki  


 n
k1, k2, … , km

� = 	 n!
k1!k2! …	km! 

sayıları, multinom katsayıları olarak adlandırılır [18]. Şimdi multinom formülünü 

kullanarak Eş. 2.18 ’in açılımını inceleyelim. Negatif olmayan bir k tamsayısı için, 

Eş. 2.18 ’in  multinom açılımı 

x1
k + x2

k + x3
k + … + xp+1

k 
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ifadesini içerir. Bu açılımın diğer terimleri, Eş. 2.6 ’nın iki (k = 2), üç (k = 3), … , k 

köklerinin mümkün olan tüm kombinasyonlarının çarpımlarının toplamından oluşur 

[18]. Teorem 2.2 ’den bu toplamların sıfıra eşit olduğunu biliyoruz. Sonuç olarak 

(x1 + x2 + x3 + … + xp + xp+1)
k  = 1 = x1

k + x2
k + x3

k + … + xp+1
k  

elde edilir. 

Şimdi Fibonacci ve Lucas p-sayılarının ilk n terimlerinin toplamlarını veren 

formülleri inceleyelim. 

2.1. Önerme 

Fibonacci p-sayılarının ilk n teriminin toplamı 

Fp(1) + Fp(2) + … + Fp(n –1) + Fp(n) = Fp(n+p+1) –1                                        (2.19) 

dir [10]. 

İspat 

Eş. 2.1 ’deki  

Fp�n�	= 	Fp�n-1		+ 	Fp(n-p-1)  

indirgeme bağıntısında, n yerine n+p+1 yazarsak 

Fp(n) = Fp(n+p+1) – Fp(n+p)                                                                                (2.20) 

elde edilir. Eş. 2.20 ’yi kullanırsak 

Fp(1) = Fp(2 + p) – Fp(1 + p) 
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Fp(2) = Fp(3 + p) – Fp(2 + p) 

Fp(3) = Fp(4 + p) – Fp(3 + p) 

…; 

Fp(n - 1) = Fp(n + p) – Fp(n + p – 1) 

Fp(n) = Fp(n + p + 1) – Fp(n + p) 

eşitliklerini elde ederiz. Bu eşitlikleri taraf tarafa toplarsak 

Fp(1) + Fp(2) + … + Fp(n) = Fp(n + p + 1) – Fp(1 + p) = Fp(n + p + 1) – 1 

olur.  

2.2. Önerme 

Lucas p-sayılarının ilk n teriminin toplamı 

Lp(1) + Lp(2) + … + Lp(n) = Lp(n+p+1) – (p+2)                                                   (2.21) 

dir [10]. 

İspat 

Önerme 2.1 ’e benzer şekilde Eş. 2.2 ’yi göz önüne alırsak 

Lp(1) = Lp(2 + p) – Lp(1 + p) 

Lp(2) = Lp(3 + p) – Lp(2 + p) 

Lp(3) = Lp(4 + p) – Lp(3 + p) 
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… 

Lp(n–1) = Lp(n + p) – Lp(n + p – 1) 

Lp(n) = Lp(n + p + 1) – Lp(n + p) 

eşitliklerini elde ederiz. Bu eşitlikleri taraf tarafa toplarsak 

Lp(1) + Lp(2) + …  + Lp(n) = Lp(n + p + 1) – Lp(1 + p) 

olur. Burada Lucas p-sayılarının başlangıç koşullarını göz önüne alırsak 

Lp(1 + p) = 2 + p 

dir. Böylelikle ispat tamamlanır. 

Burada Eş. 2.19, p = 0 ve F0(1) = 1 için matematikte iyi bilinen 

20 + 21 + 22 + … + 2n-1 = 2n – 1 

formülüne indirgenir. p = 1 için, Fibonacci sayılarının ilk n teriminin toplamını veren   

F1 + F2 + F3 + … + Fn = Fn+2 – 1 

formülüne indirgenir. 

2.4. Teorem 

Fp(n), n .ci Fibonacci p-sayısı olmak üzere n > 1 için 

xn = �Fp�n – 	p + 1��xp +AEFp�n– 	p + 1 – 	j�FxG11																																																	(2.22)

p

j=1
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dir [13]. 

İspat 

n = p + 1 alalım. Eş. 2.6 ’dan 

xp+1 = Fp(2)xp + Fp(1) = xp + 1 

olur. Şimdi varsayalım  ki, denklem n > p + 1 olan n tamsayıları için sağlansın. 

Şimdi iddianın n+1 için sağladığını gösterelim. Kabulümüzden ve Fibonacci            

p-sayılarının karakteristik denkleminden 

xn+1 = xnx = �Fp�n–p+1	xp + ∑ Fp�n− p+ 1– j�IG11p
jC1 �x 

       = Fp�n– p+ 1	�xp+ 1� + ∑ Fp�n–p+ 1– j�IGp
j= 1  

       = Fp�n– p+ 1	xp+Fp�n–p+ 1	 + Fp�n–2p+ 1	xp   

       +Fp�n–2p+ 2�x	p–1+	…	+ Fp�n–2p+ 1�x2 + Fp�n–p)x 

       = [	Fp�n	–p+ 1	+Fp�n	–	2p+ 1	 ]	x	p + Fp�n–2p+ 2�x	p–1+ Fp�n–2p+ 3�x	p–2 

       +⋯+ Fp�n	–	p�x+ Fp�n–	p+ 1�                                                                  (2.23) 

elde edilir. Fibonacci p-sayılarının tanımını kullanırsak 

Fp�n	–	p+ 1�+Fp�n	–	2p+ 1� = Fp�n	–	p+ 2� 
olur. Eş. 2.23 ’den 
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xn+1 =	Fp�n	–	p+ 2	x	p+Fp�n	–2p+ 2	x	p–1 
       +Fp�n	–2p+ 3	x	p–2+⋯+ Fp(n	–	p)x+ Fp(n	–	p+ 1) 

								= Fp�n – p+ 2�x	p+AFp�n – p+ 2– j�x	j-1p

j= 1

 

olup ispat tamamlanır [13]. 

Şimdi Fibonacci ve Lucas p-sayılarının Binet formüllerini vereceğiz. Daha sonra       

p = 2, p = 3, p = 4 için Binet formüllerini gösterip son olarak genelleştirilmi ş 

hâllerini teoremler hâlinde vereceğiz. 

Verilen p > 0 tamsayısı ve n ∈ ℤ için Fibonacci p-sayılarının Binet formülünün  

Fp(n) = k1(x1)
n + k2(x2)

n + … + kp+1(xp+1)
n                                                            (2.24) 

biçiminde yazıldığını göreceğiz. Burada x1, x2, … , xp+1, Eş. 2.6 ’nın kökleridir. k1, 

k2, … , kp+1 ise Fibonacci p-sayılarının başlangıç koşullarına bağlı olan sabit 

katsayılardır. Başlangıç koşullarını 

Fp�0� = 0, Fp�1� = Fp�2� = ⋯ = Fp�p� = 1 

olarak alacağız. Başlangıç koşullarını ve Eş. 2.24 ’i göz önüne alırsak 



25 

JKK
KKK
L
KKK
KKM

					

Fp�0� = k1 + k2 +⋯+ kp+1 = 0;
Fp�1� = k1x1 + k2x2 +⋯+ kp+1xp+1 = 1;
Fp�2� = k1(x1)2 + k2�x2�2+⋯+ kp+1(xp+1)

2 = 1;
…;

Fp�p� = k1(x1)p + k2(x2)p +⋯+ kp+1(xp+1)
p = 1

                                        (2.25) 

sistemini elde ederiz. Daha sonra Eş. 2.6 ’dan elde edilen x1, x2 ,…, xn köklerini       

Eş. 2.25 ’de yerlerine koyup k1, k2,…, kp+1 katsayılarını bulacağız. 

Lucas p-sayılarının Binet formülünü ise, verilen p > 0 tamsayısı için x1, x2, x3,…, xp+1 

Eş. 2.6 ’nın kökleri ve n ∈ ℤ  olmak üzere  

Lp�n� = (x1)n + (x2)n +⋯+ (xp+1)
n                                                                     (2.26) 

şeklinde yazıldığını göreceğiz. Burada başlangıç koşullarını 

Lp�0� = p+ 1, Lp�1� = Lp�2� = ⋯ = Lp�p� = 1 

alacağız. 

Şimdi Fibonacci 2-sayılarının Binet formülünü inceleyelim. p = 2 için, Eş. 2.1 ’den 

F2�n� = F2�n− 1� + F2�n− 3� 
F2�0� = 0, F2�1� = F2�2� = 1                                                                             (2.27) 

x3 = x2 + 1    (Fibonacci 2-sayılarının karakteristik denklemi)                              (2.28) 
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eşitlikleri elde edilir. İlk olarak Eş. 2.28 ’deki karakteristik denklemin köklerini 

analiz edelim. f (x) = x3 - x2 - 1 fonksiyonunu ele alırsak, f (x) ’in birinci mertebeden 

türevi 

f ´(x) = 3x2 - 2x 

dir. Kritik noktalar ise x1 = 0 ve x2 =		23 dür. Dolayısıyla f (x) fonksiyonu, �-∞,0		ve 


2

3
,∞� aralıklarında artan, 
0,

2

3
� aralığında azalandır.  

 

Şekil 2.1.  f (x) = x3 - x2 - 1 fonksiyonunun grafiği 

Şekil 2.1 ’den görüldüğü gibi, f (x) = x3 - x2 - 1 fonksiyonu x-eksenini yalnızca bir 

noktada keser. Bu nokta x1 = 1,4656 ’dır. Sonuç olarak Eş. 2.28 , pozitif bir reel köke 

ve iki kompleks köke sahiptir. Şimdi p = 2 için, Eş. 2.24 ve Eş. 2.25 ’i kullanırsak 

F2�n� = k1(x1)n + k2(x2)n+ k3(x3)n                                                                      (2.29) 

formülünü ve 

F2�0� = k1 + k2 + k3 = 0

F2�1� = k1x1 + k2x2 + k3x3 = 1

F2�2� = k1(x1)2 + k2�x2�2+ k3(x3)2 = 1

		
NKK
O
KKP

                                                         (2.30) 

-2 -1 1 2

-10

-5
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sistemini elde ederiz. Burada Eş. 2.28 ’in kökleri, 	h = Q116+ 12√93
3

 olmak üzere 

x1 = h

6
+ 2

3h
+ 1

3
= 1,4655712319… 

x2 = −h

12
− 1

3h
+ 1

3
− i
√3

2
�h
6
− 2

3h
� = −	0,233…− �0,793…�i 

x3 = −h

12
− 1

3h
+ 1

3
+ i
√3

2
�h
6
− 2

3h
� = −	0,233…+ �0,793…�i 

dir [10]. Yukarıdaki sistemde x1, x2, x3 köklerini yerlerine koyarsak, k1, k2, k3  

katsayıları,  ℎ = Q116+ 12√93	3 	olmak üzere 

k1 = 2h(h+ 2)

(h3 + 8)
 

k2 = E−�h+ 2� + i√3�h− 2�Fh
(h3 + 8)

 

k3 = h[ − �h+ 2� − i√3�h− 2�]
(h3 + 8)

 

olarak bulunur [10]. Şimdi bu değerleri Eş. 2.29 ’da yerlerine yazarsak, Fibonacci         

2–sayılarının Binet formülü 

F2�n� = 2h�h+ 2��h3+ 8	 �h6+ 2

3h
+ 1

3
�n

 

													+ E−�h+ 2� + i√3�h− 2�Fh
(h3+ 8)

�−h

12
− 1

3h
+ 1

3
− i
√3

2
�h
6
− 2

3h
��n 
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													+ h[ − �h+ 2� − i√3�h− 2�]
(h3+ 8)

�−h

12
− 1

3h
+ 1

3
+ i
√3

2
�h
6
− 2

3h
��n 																�2.31� 

elde edilir. 

Şimdi Fibonacci 3-sayılarının Binet formülünü verelim. p = 3 için, Eş. 2.1 ’den 

F3�n� = F3�n− 1� + F3�n− 4�                                                                           (2.32) 

F3�0� = 0, F3�1� = F3�2� = F3�3� = 1                                                               

x4= x3 + 1    (Fibonacci 3-sayılarının karakteristik denklemi)                               (2.33) 

eşitliklerini elde ederiz. İlk olarak Eş. 2.33 ’deki karakteristik denklemin köklerini 

analiz edelim. h(x) = x4 – x3 - 1 fonksiyonunu ele alırsak, h(x) ’in birinci mertebeden 

türevi 

h´(x) = 4x3 - 3x2 

dir. Kritik noktalar ise x1 = 0 ve x2 =		34 dür. Dolayısıyla h(x) fonksiyonu, �-∞,0		ve 


0,
3

4
� aralıklarında azalan, 
3

4
,∞� aralığında artandır.  

 

Şekil 2.2. h(x) fonksiyonunun grafiği 

-2 -1 1 2
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4

6

8
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12
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Şekil 2.2 ’den görüldüğü gibi, h(x) = x4 – x3 – 1 fonksiyonu x-eksenini iki noktada 

keser. Bu noktalar x1 = 1,3803 ve x2 = – 0,81917 ’dir. Dolayısıyla Eş. 2.33, iki reel ve 

iki kompleks köke sahiptir. Eş. 2.33 ’ün kökleri 

x1 = 1,3803 ; x2 = – 0,819… ; x3 = 0,219… + (0,914…)i ; x4 = 0,219… – (0,914…)i 

dir [10]. Eş. 2.24 ’ü ve Eş. 2.25 ’i kullanırsak 

F3�n� = k1(x1)n + k2(x2)n + k3(x3)n + k4(x4)n                                                      (2.34) 

formülünü ve 

F3�0� = k1 + k2 + k3 + k4 = 0

F3�1� = k1x1 + k2x2 + k3x3 + k4x4 = 1

F3�2� = k1(x1)2 + k2�x2�2+ k3(x3)2 + k4(x4)2 = 1

F3�3� = k1(x1)3 + k2�x2�3+ k3(x3)3 + k4(x4)3 = 1

		
NK
KK
O
KK
KP

                                          (2.35) 

sistemini elde ederiz. Yukarıdaki sistemde x1, x2, x3, x4 köklerini yerlerine yazarsak, 

k1, k2, k3,k4  katsayılarını 

k1 = 0,396… ; k2 = – 0,159… ;  

k3 = – 0,118… – (0,204…)i ; k4 = – 0,118… +  ( 0,204…)i  

olarak buluruz. Şimdi bu değerleri Eş. 2.34 ’de yerlerine yazarsak, Fibonacci            

3-sayılarının Binet formülü 

F3�n� = 0,396	(1,38)n– 0,159 �–0,819�n+ (– 0,118 –  0,204i ) 0,219 +  0,914i)n 

           +(– 0,118 +  0,204i)(0,219 – 0,914i)
n
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olur. 

Şimdi Fibonacci 4-sayılarının Binet formülünü verelim. p = 4 için, Eş. 2.1 ’den 

F4�n� = F4�n− 1� + F4�n− 5�                                                                           (2.36) 

F4�0� = 0, F4�1� = F4�2� = F4�3� = F4�4� = 1                                                               

x5= x4 + 1         (Fibonacci 4-sayılarının karakteristik denklemi)                          (2.37) 

eşitlikleri elde edilir. İlk olarak Eş. 2.37 ’deki karakteristik denklemin köklerini 

analiz edelim. g(x) = x5 – x4 - 1 fonksiyonunu ele alırsak, g(x) ’in birinci mertebeden 

türevi 

g´(x) = 5x4 - 4x3 

dür. Kritik noktalar ise x1 = 0 ve x2 =		45 ’dir. Dolayısıyla g(x) fonksiyonu, �-∞,0		ve 


4

5
,∞� aralıklarında artan, 
0,

4

5
� aralığında azalandır.  

 

Şekil 2.3. g(x) = x5 – x4 - 1 fonksiyonunun grafiği 

Şekil 2.3 ’den görüldüğü gibi, g(x) = x5 – x4 - 1 fonksiyonu x-eksenini yalnızca bir 

noktada keser. Bu nokta x1 = 1,3247 ’dir. Dolayısıyla Eş. 2.37, bir reel köke ve dört 

kompleks köke sahiptir. Eş. 2.38 ’in kökleri, 	h= Q108+12√69
3

  için  

-2 -1 1 2

-15

-10

-5

5
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x1 = h

6
+ 2

h
= 1,3247; 

x2 = 1

2
− i
√3

2
= 0,5− 0,866i; 

x3 = 1

3
+ i
√3

2
= 0,5+ 0,866i; 

x4 = −� h

12
+ 1

h
� − i

√3

2
�h
6
− 2

h
� = −0,662− 0,562i; 

x5 = −� h

12
+ 1

h
� + i

√3

2
�h
6
− 2

h
� = −0,662+ 0,562i 

dir [10]. Eş. 2.24 ’den ve Eş. 2.25 ’den 

F4�n� = k1(x1)n + k2(x2)n + k3(x3)n + k4(x4)n + k5(x5)n                                      (2.38) 

formülünü ve  

F4�0�	=	k1+	k2+	k3+	k4+	k5	=	0
F4�1�	=	k1x1	+	k2x2	+	k3x3	+	k4x4+k5x5	=	1
F4�2�	=	k1(x1)2	+	k2�x2�2	+	k3(x3)2	+	k4(x4)2	+	k5(x5)2	=	1
F4�3�	=	k1(x1)3	+	k2�x2�3	+	k3(x3)3	+	k4(x4)3	+	k5(x5)3	=	1
F4�4�	=	k1(x1)4	+	k2�x2�4	+	k3(x3)4	+	k4(x4)4	+	k5(x5)4	=	1

		

NKK
KKK
O
KKK
KKP

	

sistemini elde ederiz. Yukarıdaki sistemde x1, x2, x3, x4, x5 köklerini yerlerine 

yazarsak, k1, k2, k3, k4, k5  katsayıları  
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k1 = 0,380 ; k2 = –0,171 + 0,206i ; k3 = –0,071 – 0,206i ; k4 = –0,119 + 0,046i ;  

k5 = –0,119 – 0,046i  

olarak bulunur. Bu değerleri Eş. 2.38 ’de yerlerine yazarsak, Fibonacci 4–sayılarının 

Binet formülü 

F4�n� = 0,380 (1,324)n + (–0,171 +  0,206i)�0,5-0,866i�n 
           +�–0,171−  0,206i	�0,5+ 0,866i�n 
											 + �– 0,119 +  0,046i��−0,662− 0,562i�n 
												+�–0,119−  0,046i)�−0,662+ 0,562i�n 
olur. 

Şimdi Fibonacci p-sayıları için Eş. 2.24 ’de iddia ettiğimiz genelleştirilmi ş Binet 

formülü için bir teorem verelim. 

2.5. Teorem 

Her p > 0 tamsayısı için, herhangi bir Fp�n� (n ∈ ℤ� Fibonacci p-sayısı  

Fp(n) = k1(x1)
n +k2(x2)

n+…+ kp+1(xp+1)
n 

formunda yazılır. Burada x1, x2, … , xp+1, Eş. 2.6 ’nın kökleridir. k1, k2, … , kp+1 

sabitleri, Eş. 2.25 ’deki sisteminin çözümünden elde edilen katsayılardır [10]. 

İspat 

Fibonacci p–sayılarının n = 0, 1, 2 , … , p için Binet formülü karşılıklarını              

Eş. 2.25 ’de belirtmiştik. Şimdi Fp(p+1) sayısını 
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Fp(p+1) = k1(x1)
p+1 + k2(x2)

p+1 + … + kp+1(xp+1)
p+1                                              (2.39) 

formunda yazalım. Eş. 2.9 ve Eş. 2.39 ’dan 

Fp(p+1) = [k1(x1)
p + k2(x2)

p  + … + kp+1(xp+1)
p] + [ k1(x1)

0 + k2(x2)
0 + … + kp+1(xp+1)

0] 

yazabiliriz. Eş. 2.25 ’den dolayı 

Fp(p+1) = Fp(p) + Fp(0) 

dir. Dolayısıyla Eş. 2.1, Fp(p+1)  Fibonacci p-sayısı için sağlanır. Benzer metotla  

Eş. 2.9 ve Eş. 2.24 ’den, her n pozitif değeri (Fp(p + 2), Fp(p + 3),…, Fp(n),…) için 

Eş. 2.24 ’ün sağlandığını görmek kolaydır. 

Şimdi n = –1, –2, –3, … için ispatı yapalım. n = –1 için, Eş. 2.24 ’den 

Fp(–1) = k1(x1)
-1 + k2(x2)

-1 + … + kp+1(xp+1)
-1                                                         (2.40) 

elde edilir. Eş. 2.8 ’den 

xk
n-p-1  = xk

n – xk
n-1                                                                                                   (2.41) 

olduğunu biliyoruz. Burada n = p için Eş. 2.41  

xk
-1  = xk

p – xk
p-1                                                                                                       (2.42) 

hâline dönüşür. Şimdi Eş. 2.42 ’yi kullanarak Eş. 2.40 ’ı yeniden düzenlersek 

Fp(–1) =  [k1(x1)
p + k2(x2)

p + …+ kp+1(xp+1)
p] – [k1(x1)

p-1 + k2(x2)
p-1 + … + kp+1(xp+1)

p-1] 

elde edilir. Eş. 2.25 ’den dolayı 
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Fp(–1) =  [k1(x1)
p + k2(x2)

p + …+ kp+1(xp+1)
p] – [k1(x1)

p-1 + k2(x2)
p-1 + … + kp+1(xp+1)

p-1] 

           = Fp(p) – Fp(p – 1) = 0 

olur. Benzer metotla Eş. 2.24 ’ün, n = –2, –3, –4, … için sağlandığını görmek 

kolaydır. 

Şimdi Lucas p-sayılarının Binet formülünü p = 2, p = 3 ve p = 4 için inceleceğiz. 

Daha sonra Lucas p-sayılarının genelleştirilmi ş Binet formülünün ispatını vereceğiz. 

Özel olarak p = 2 için Eş. 2.26 ’dan Lucas 2–sayılarının Binet formülü 

L2�n� = (x1)n + (x2)n + (x3)n 

formunda gösterilir. Burada x1, x2, x3, Eş. 2.28 ’in kökleridir. Başlangıç koşulları ise 

L2(0) = 3, L1(1) = L2(2) = 1 

dir. Böylelikle Lucas 2-sayılarının Binet formülü 

L2�n� = �h6+ 2

3h
+ 1

3
�n+ *−h

12
− 1

3h
+ 1

3
+ i
√3

2
�h
6
− 2

3h
�+n

 

													+*−h

12
− 1

3h
+ 1

3
− i
√3

2
�h
6
− 2

3h
�+n

 

olur. 

Şimdi p = 3 için, Eş. 2.26 ’dan Lucas 3-sayılarının Binet formülünü yazarsak 

L3�n� = (x1)n + (x2)n + (x3)n + (x4)n 
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elde ederiz. Burada x1, x2, x3, x4, Eş. 2.33 ’ün kökleridir. Başlangıç koşulları ise 

L3(0) = 4, L3(1) = L3(2) = L3(3) = 1 

dir. Dolayısıyla Lucas 3-sayılarının Binet formülü 

L3�n� = (1,38)n + (− 0,819)n + (0,219+ 0,914i)n + (0,219− 0,914i)n 

olur. 

Şimdi p = 4 için, Eş. 2.26 ’dan Lucas 4-sayılarının Binet formülünü 

L4�n�	= 	(x1)n+ 	(x2)n+ 	(x3)n+ 	(x4)n+ 	(x5)n	
elde ederiz. Burada x1, x2, x3, x4 ve x5 Eş. 2.37 ’nin kökleridir. Başlangıç koşulları ise 

L4(0) = 5,  L4(1) = L4(2) = L4(3) = L4(4) = 1 

dir. Buradan Lucas 4-sayılarının Binet formülü 

L4�n� = �h
6
+ 2

h
�n +  T1

2
− i
√3

2
Un +  T1

2
+ i
√3

2
Un +  *−h

12
− 1

h
− i
√3

2
�h
6
− 2

h
�+n	

            + *−h

12
− 1

h
+ i
√3

2
�h
6
− 2

h
�+n

 

olur. 

Şimdi Lucas p-sayıları için genelleştirilmi ş Binet formülünü verelim. 
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2.6. Teorem  

Verilen p > 0 tamsayısı için Lucas p-sayılarının Binet formülü,	n ∈ ℤ için  

Lp(n) = (x1)
n + (x2)

n + … + (xp+1)
n                                                                                                     (2.43) 

dir. Burada x1, x2, … , xp+1 Eş. 2.6 ’nın kökleridir [10]. 

İspat 

Eş. 2.43 ’ü, n = 0, 1, 2, … , p için ispatlayalım. n = 0 için ifade  

Lp(0) = (x1)
0 + (x2)

0  + … + (xp+1)
0 = 1 + 1 + … + 1 = p+1 

olur ki Eş. 2.43, n = 0 değeri için sağlanır. n = 1, 2, … , p için Eş. 2.17 ’den 

Lp(1) = x1 + x2
 + … + xp+1

 = 1 

Lp(2) = (x1)
2 + (x2)

2 + … + (xp+1)
2 = 1   

Lp(3) = (x1)
3 + (x2)

3 + … + (xp+1)
3 = 1 

… 

Lp(p) = (x1)
p + (x2)

p + … + (xp+1)
p = 1   

olduğu açık bir biçimde görülür. n = p + 1 için Eş. 2.26 ’dan 

Lp(p+1) = (x1)
p+1 + (x2)

p+1 + … + (xp+1)
p+1                                                           (2.44) 

elde edilir. Eş. 2.9 ve Eş. 2.44 ’den  

Lp(p+1) = [(x1)
p + (x2)

p + … + (xp+1)
p] + [ (x1)

0 + (x2)
0 + … + (xp+1)

0] 
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yazabiliriz. Eş. 2.26 ’nın başlangıç koşullarından 

Lp(p+1) = Lp(p) + Lp(0) 

olur. Dolayısıyla n = p + 1 için Eş. 2.2 sağlanır. Eş. 2.17 ’yi ve Teorem 2.5 ’i göz 

önüne alırsak, benzer metotla her n değeri için, Eş. 2.2 ’nin sağlandığı görülür. 
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3. FİBONACCİ VE LUCAS p-SAYILARININ SÜREKL İ FONKSİYONLARI 

Bu bölümde Fibonacci ve Lucas p-sayılarının sürekli fonksiyonlarını ve bunların 

bazı özelliklerini inceleyeceğiz. Esas hedefimiz, Fibonacci ve Lucas sayıları için 

tanımlanan sinusoidal Fibonacci ve Lucas sürekli fonksiyonlarını, Fibonacci ve 

Lucas  p–sayıları için genelleştirmektir.  

Sinusoidal Fibonacci ve Lucas sürekli fonksiyonları sırasıyla 

	F(x)	= 	 τx − cos(πx) τ-x√5
                                                                                         			(3.1)	

L�x�	= 	τx+ cos(πx) τ-x                                                                                             (3.2) 

biçiminde tanımlanır [14]. Burada 	τ	=	 1	+	Q5
2  dir. 

Şimdi Eş. 2.28 ’in köklerini göz önüne alalım. Bu kökler, 	h = Q116+12√93
3

 olmak 

üzere 

x1 = Th2+ 2h+ 4

6h
U 

x2 = *−h

12
− 1

3h
+ 1

3
− V √3

2
�h
6
− 2

3h
�+ 																																																																											�3.3� 

x3 = *−h

12
− 1

3h
+ 1

3
+ V √3

2
�h
6
− 2

3h
�+ 

dir. Yukarıdaki kökleri simgesel olarak kısaltmak için  



39 

	c= −h

12
− 1

3h
+ 1

3
  ,  d = √3

2
�h
6
− 2

3h
�                                                                    (3.4) 

gösterimlerini kullanalım. Ayrıca Moivre formülünü, θ = arccos
cQc2+d	2 olmak üzere 

(c± id)n = (c2 + d	2)
n

2X [ cos�nθ� ± i.sin�nθ� ]                                                       (3.5) 

formunda ele alalım. 

Öncelikle Eş. 3.5 ’i Eş. 3.3 ’de, daha sonra Eş. 3.3 ’ü Lucas 2-sayılarının Binet 

formülünde yerine koyarsak n ∈ ℤ için 

L2�n� = Th2 + 2h+ 4

6h
Un + �c2+d 2	n

2X �cos�nθ� − i. sin�nθ�� 
												+�c2 + d 2�n 2X �cos�nθ� + i sin�nθ��  
												= Th2 + 2h+ 4

6h
Un + 2�c2 + d	2	n

2X cos�nY� 
												=Th2+2h+4

6h
Un + ((h− 2)Qh2 + 2h+4

6h
)n

cos�n.arccosT− h− 2

2Qh2+2h+4
U�  (3.6) 

elde edilir. Eğer Eş. 3.6 ’da tamsayılar kümesine ait olan n değişkeni ile reel sayılar 

kümesine ait olan x değişkenini yer değiştirirsek 

L2(x) =Th2+2h+4

6h
Ux+ ((h− 2)Qh2+2h+4

6h
)x

cos�x.arccosT− h− 2

2Qh2+2h+4
U�  (3.7) 

elde edilir. Eş. 3.7 ,  Lucas 2-sayılarının sürekli fonksiyonudur [16]. 

Şimdi Eş. 2.31 ’i göz önüne alalım. Eş. 3.4 ’e ilave olarak 
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	a	 = −�h+ 2�h
(h3 + 8)

  ,  b = 
√3�h− 2�h

(h3 + 8)
           																																																																				(3.8) 

simgesel kısaltmalarını kullanırsak, Eş. 2.31  

F2(n) = 2h�h+ 2�
(h3 + 8)

Th2 + 2h+ 4

6h
Un + �a+ ib��c− id�n+�a− ib�(c+ id)n												(3.9) 

hâline dönüşür. Eğer Eş. 3.5 ’i ve Eş. 3.9 ’u kullanarak gerekli düzenlemeleri 

yaparsak 

F2(n) = 2h�h+ 2�
(h3 + 8)

Th2 + 2h+ 4

6h
Un + �a+ ib��c2 + d	2	n

2X �cos�nθ� − i sin�nθ�� 
											+�a− ib��c2+ d	2	n

2X �cos�nθ� + i sin�nθ�� 
												= 2h�h+ 2�

(h3 + 8)
Th2 + 2h+ 4

6h
Un + 2�c2 + d 2	n

2X �a. cos�nθ� − b�-i�2 sin�nθ�� 
												= 2h�h+ 2�

(h3 + 8)
Th2 + 2h+ 4

6h
Un + 2Qa2 + b2�c2 + d	2	n

2X cos�nθ− η� 
olur. Burada η = arccos

aQa2+b2
 dir. Dolayısıyla 

F2(n) = 2h�h+ 2�
(h3 + 8)

Th2 + 2h+ 4

6h
Un + 4hQh2 − 2h+ 4

h3 + 8
(�h− 2�Qh2 + 2h+ 4

6h
)n

 

												x		cos�n.arccosT 2− h

2Qh2 + 2h+ 4
U − arccosT− 2+ h

2Qh2 − 2h+ 4
U� 													(3.10) 

dir. Eğer Eş. 3.10 ’da tamsayılar kümesine ait olan n değişkeni ile reel sayılar 

kümesine ait olan x değişkenini yer değiştirirsek 
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F2(x) = 2h�h+ 2�
(h3+ 8)

Th2 + 2h+ 4

6h
Ux + 4hQh2 − 2h+ 4

h3 + 8
(�h− 2�Qh2 + 2h+ 4

6h
)x

 

												x		cos�x.arccosT 2− h

2Qh2 + 2h+ 4
U − arccosT− 2+ h

2Qh2 − 2h+ 4
U� 

elde edilir. Burada	F2(x), Fibonacci 2-sayılarının sürekli fonksiyonudur [16]. 

Şimdi Fibonacci ve Lucas 2–sayılarının indirgeme özellikleri ile Fibonacci ve Lucas 

2-sayılarının sürekli fonksiyonlarının rekürans özelliklerini karşılaştırırsak 

F2�n� = F2�n− 1� + F2�n− 3�                                [\\\\\\\\\\] F2�x� = F2�x− 1� + F2�x− 3� 

L2�n� = L2�n− 1� + L2�n− 3�                                [\\\\\\\\\\] L2�x� = L2�x− 1� + L2�x− 3� 

olduğu görülür. 

Şimdi Fibonacci ve Lucas p–sayılarının sürekli fonksiyonlarının genel hâlini 

inceleyelim.  

Eğer p çiftse, Eş. 2.6 ’nın tek reel kökü vardır.	Diğer p	 tane kök ise komplekstir. 

Eşlenik kompleks kökleri (ct  + i.dt) ve (ct  – i.dt) olarak gösterelim. Burada t = 1, 2, 

… , p 2⁄  dir. Böylelikle Lucas p-sayılarının Binet formülü 

Lp(n) = (x1)
n + (c1 + i.d1)

n+ (c1 – i.d1)
n +…+ (cp/2+ i.dp/2)

n+ (c p/2 – i.d p/2)
n          (3.11) 

biçiminde yazılabilir. Eş. 3.5 ’i kullanır ve Eş. 3.10 ’daki gibi basitleştirirsek, 
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Lp�n� = �x1�n+ 2�c1
2 + d1

	2	n 2⁄
cos�
�n.arccos

c1_c1
2 + d1

	2�
! 

												+2�c2
2 + d2

	2	n 2⁄
cos�
�n.arccos

c2_c2
2 + d2

	2�
!+⋯ 

												+2�cp 2⁄2 + dp 2⁄	2 	n 2⁄
cos�
�n.arccos

cp 2⁄_cp 2⁄2 + dp 2⁄	2 �
!                           			        

               

(3.12) 

elde ederiz. 

Eğer p tekse Eş. 2.6 ’nın birbiriyle ters işaretli iki reel kökü vardır. Diğer p - 1 kök 

ise komplekstir. Eşlenik kompleks kökleri (ct  + i.dt) ve (ct  – i.dt) ile gösterelim. 

Burada t = 1, 2, … ,	p11

2
 ’dir. Böylelikle Lucas p-sayılarının Binet formülü 

Lp(n) = (x1)
n+(x2)

n + (c1+i.d1)
n+(c1 – i.d1)

n+…+(c(p-1)/2+ i.d(p-1)/2)
n+(c (p-1)/2 – i.d (p-1)/2)

n  

biçiminde yazılabilir. Eş. 3.5 ’i kullanır ve Eş. 3.10 ’daki gibi basitleştirirsek 
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Lp�n� = �x1�n+ �x2�ncos�nπ� + 2�c1
2 + d1

	2	n 2⁄
cos�
�n.arccos

c1_c1
2 + d1

	2�
! 

												+2�c2
2 + d2

	2	n 2⁄
cos�
�n.arccos

c2_c2
2 + d2

	2�
! 

												+⋯+ 	2�c�p11) 2⁄2 + d�p11) 2⁄ 2 	n 2⁄
cos�
�n.arccos

c(p11)/2_c�p11� 2⁄2 + d�p11) 2⁄ 2 �
!    

               

(3.13) 

elde ederiz. 

Eğer Eş. 3.12 ve Eş. 3.13 ’de, tamsayılar kümesine ait olan n değişkeni ile reel 

sayılar kümesine ait olan x değişkenini yer değiştirirsek, Lucas p-sayılarının sürekli 

fonksiyonları, p ’nin çift değerleri için 

Lp�x� = �x1�x+ 2�c1
2 + d1

	2	x 2⁄
cos�
�x.arccos

c1_c1
2 + d1

	2�
! 

												+2�c2
2 + d2

	2	x 2⁄
cos�
�x.arccos

c2_c2
2 + d2

	2�
!+⋯ 

												+2�cp 2⁄2 + dp 2⁄	2 	x 2⁄
cos�
�x.arccos

cp 2⁄_cp 2⁄2 + dp 2⁄	2 �
!

               

 

p ’nin tek değerleri için 
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Lp�x� = �x1�x+ �x2�xcos�πx� + 2�c1
2 + d1

	2	x 2⁄
cos�
�x.arccos

c1_c1
2 + d1

	2�
! 

												+2�c2
2 + d2

	2	x 2⁄
cos�
�x.arccos

c2_c2
2 + d2

	2�
! 

												+⋯+ 2�c�p11) 2⁄2 + d�p11) 2⁄	2 	x 2⁄
cos�
�x.arccos

c(p-1)	/2_c�p11� 2⁄2 + d�p11) 2⁄ 2 �
!

               

 

olur [16]. 

Şimdi Eş. 2.24 ve Eş. 2.25 ’i ele alalım. Eğer p çiftse, k1 reel sayıdır ve diğer sabit 

katsayılar p tane kompleks sayıdan oluşur. Bu sayıları, t = 1, 2 , … , p/2 olmak üzere 

(at  + i.bt) ve (at  – i.bt) olarak gösterelim. Buradan Eş. 2.24 

Fp(n) = k1(x1)
n + (a1 – i.b1)(c1 +  i.d1)

n + (a1 + i.b1)(c1 – i.d1)
n + … 

          + (ap/2 – i.bp/2)(c p/2 +  i.d p/2)
n + (ap/2 +  i.bp/2)(c p/2 – i.d p/2)

n                         (3.14) 

hâline dönüşür. Şimdi 

(a + i.b)(c – i.d)n + (a – i.b)(c + i.d)n = a[(c – i.d)n + (c + i.d)n]  

                                                               + i.b[(c – i.d)n – (c + i.d)n]                     (3.15) 

eşitli ğinden faydalanacağız. Eş. 3.15 ve Eş. 3.5 ’den 
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2a(c2 + d 2)n/2cos(nθ) + 2i.b(c2 + d 2)n/2(–i)sin(nθ) = 2 (c2 + d 2)n/2[a.cos(nθ) 

+ b.sin(nY)] = 2 (c2 + d 2)n/2Qa2 + b2 cos(nθ	– γ)                                                 (3.16) 

olur. Burada 

θ = arccos
cQc2 + d 2

		ve			γ = arccos
aQa2 + b2

 

dir. Eş. 3.14, Eş. 3.15 ve Eş. 3.16 ’yı göz önüne alırsak 

Fp(n) = k1(x1)
n + 2�c1

2 + d1
	2	n 2⁄

 _a1
2 + b1

2 cos(nθ1– γ1)  

          + 2�c2
2 + d2

	2	n 2⁄
 _a2

2 + b2
2 cos(nθ2– γ2) + … 

          +2�cp 2⁄2 + dp 2⁄	2 	n 2⁄
 _ap 2⁄2 + bp 2⁄ 2  cos(nθp/2– γp/2)                                    (3.17) 

olur. 

Eğer p tekse, k1 ve k2 sabit katsayıları reel sayılardır. Diğer p-1 tane katsayı ise 

komplekstir. Bu kompleks katsayıları,	t = 1, 2 , … , 
p11

2
 için (at  + i.bt) ve (at  – i.bt) 

ile gösterelim. Eş. 2.24 ’den 

Fp(n) = k1(x1)
n + k2(x2)

n + (a1 – i.b1)(c1 +  i.d1)
n + (a1 + i.b1)(c1 – i.d1)

n + … 

          + (a(p–1)/2 – i.b(p–1)/2)(c (p–1)/2 +  i.d (p–1)/2)
n + (a(p–1)/2  

                +  i.b(p–1)/2)(c (p–1)/2 – i.d (p–1)/2)
n                                                                    (3.18) 

dir. Eş. 3.16 ve Eş. 3.17 ’yi kullanır ve gerekli düzenlemeleri yaparsak 
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Fp(n) = k1(x1)
n + (x2)

ncos(en) + 2�c1
2 + d1

	2	n 2⁄
 _a1

2 + b1
2 cos(nθ1– γ1)  

          + 2�c2
2 + d2

	2	n 2⁄
 _a2

2 + b2
2 cos(nθ2– γ2) + … 

          +2�c�p11� 2⁄2 + d�p11� 2⁄	2 	n 2⁄
 _a�p11� 2⁄2 + b�p11� 2⁄	2  cos(nθ�p11�/2– γ�p11�/2)  (3.19) 

elde edilir. Eğer tamsayılar kümesine ait olan n değişkeni ile reel sayılar kümesine ait 

olan x değişkenini yer değiştirirsek, p ’nin çift değerleri için 

Fp�x� = k1�x1�x 
												+	2.A (ci

2 + di
	2)

x 2⁄ _ai
2 + bi

2cos�
�x.arccos

ci_ci
2 + di

	2 –arccos
ai_ai

2 + bi
2�
!p 2⁄

iC1

 

ve p ’nin tek değeri için 

Fp�x� = k1�x1�x+k2�x2�xcos�ex� 
												+	2. A (ci

2 + di
	2)

x 2⁄ _ai
2+ bi

2cos�
�x.arccos

ci_ci
2 + di

	2 – arccos
ai_ai

2 + bi
	2�
!�p11� 2⁄

iC1

 

sürekli fonksiyonları elde edilir [16]. 

 

 

 



47 

4. FİBONACCİ VE LUCAS p-SAYILARININ m-GENİŞLEMESİ 

Bu bölümde Fibonacci ve Lucas p-sayılarınn m-genişlemeleri tanımlarını vereceğiz. 

Daha sonra bu sayıların bazı özelliklerini ve Binet formüllerini vereceğiz. 

4.1. Tanım 

Verilen p ≥ 0 tamsayısı ve m > 0 reel sayısı için Fibonacci p–sayılarının                 

m–genişlemesi, n ≥ p + 2 için 

Fp,m(n) = mFp,m(n–1) + Fp,m(n–p–1)                                                                        (4.1) 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır. Burada n = 1, 2, … , p +1 için verilen başlangıç 

koşulları Fp,m(n) = mn–1 dir [17].  

Eğer p = 1, F1,m(1) = 1 ve F1,m(2) = m alırsak 

F1,m(n) = mF1,m(n–1) + F1,m(n–2) 

indirgeme bağıntısı elde edilir. Bu indirgeme bağıntısı Fibonacci m-sayılarını üretir. 

Daha önce Fibonacci p–sayılarının n ≤ 0 için değerlerini Eş. 2.1 ’deki Fibonacci       

p-sayılarının indirgeme bağıntısı yardımıyla göstermiştik. Benzer metodu Fibonacci 

(p,m)-sayıları için uygularsak 

Fp,m(0) = Fp,m(–1) =…= Fp,m(–p +1) = 0; 

Fp,m(–p) = 1; 

Fp,m(–p –1) = Fp,m(–p –2) = … = Fp,m(–2p +1) = 0;                                                (4.2) 

Fp,m(–2p) = – m 
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Fp,m(–2p –1) = 1 

Fp,m(–2p –2) = 0 

elde edilir. Bu şekilde her n ≤ 0 değeri için dizi devam ettirilebilir. 

4.2. Tanım 

Verilen p > 0 tamsayısı ve m > 0 reel sayısı için Lucas p-sayılarının                        

m-genişlemesi 

Lp,m(n) = mLp,m(n–1) + Lp,m(n–p–1)                                                                        (4.3) 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır. Burada Lp,m(0) = p+1 ve n = 1, 2, …, p için 

başlangıç koşulları Lp,m(n) = m n ’dir [17]. 

Eş. 4.1 ’i göz önüne alırsak, Fibonacci p-sayılarının m-genişlemesinin karakteristik 

denklemi 

xp+1 – mxp – 1 = 0                   (4.4) 

dır. Cebirin Esas Teoreminden dolayı, bu denklemin p+1 kökü olup bu kökleri x1, x2, 

… , xp+1 olarak gösterelim. Eş. 4.4 ’ün, p > 0 için daima bir pozitif reel kökü 

vardır[17]. Çünkü Cebirdeki Descartes’in İşaretler Kuralından, Eş. 4.4 ’ün katsayılar 

dizisi 1,-m,-1 olup, m	> 0	olduğundan	yalnızca bir defa işaret (pozitiften negatife) 

değiştirmiştir. Eş. 4.4 ’ün pozitif reel kökü, altın (p,m)-oranı olarak kabul edilir ve Φp,m ile gösterilir [17]. Özel olarak m = 1 alınırsa Φp,1 ifadesi, daha önceden 

gösterilen altın p–oranı olan <p ’ye eşit olur. 

Daha önceki bölümlerde, Fibonacci p-sayıları için verdiğimiz bazı özellikler benzer 

biçimde Fibonacci (p,m)-sayıları için de geçerlidir. Örneğin, n ∈ ℤ ve k = 1, 2, … ,     

p +1 için 
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	xk
n = mxk

n11 + xk
n1p11 = xkxk

n11                                         (4.5) 

dir. Özel olarak xk = Φp,m alırsak 

Φp,m
p�1=	m.Φp,m

p+1 

ve 

Φp,m
n = m.Φp,m

n11+	Φp,m
n1p11 = Φp,m	Φp,m

n11 

elde edilir. 

Şimdi Eş. 4.4 ’ün kökleri ile ilgili ispatsız iki teorem vereceğiz. 

4.1. Teorem 

Verilen p > 0 tamsayısı m > 0 reel sayısı için x1, x2, … , xp+1 Eş. 4.4 ’ün kökleri 

olmak üzere 

x1 + x2 + … + xp+1 = m 

(x1x2 + … + x1xp+1) + (x2x3 + … + x2xp+1) + … + (xp–1xp + xp–1xp+1) + xpxp+1 = 0 

(x1x2x3 + … + x1xpxp +1) + (x2x3x4 + … + x2xpxp+1) + … + xp–1xpxp+1 = 0 

… 

x1x2  …  xp–2xp–1xp + x1x3 x4 … xp–1xpxp+1 + … + x2x3x4 … xp–1xpxp+1 = 0 

x1x2  … xp–1xpxp+1 = (–1)p 

dir [17]. 
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Teorem 4.1 ’in ispatı, Teorem 2.2 ’nin ispatına benzer şekilde yapılır. 

4.2. Teorem 

x1, x2, … , xp+1 Eş. 4.4 ’ün kökleri ve p = 1, 2, 3, … olmak üzere k = 1, 2, … , p için 

(x1 + x2 + … + xp+1)
k = x1

k
 + x2

k
 + … + xp

k
 + xp+1

k = m k 

dir [17]. 

Teorem 4.2 ’nin ispatı, Teorem 2.3 ’ün ispatına benzer şekilde yapılır. 

Şimdi Fibonacci ve Lucas p-sayılarının m-genişlemesinin Binet formüllerini verelim. 

4.3. Teorem 

Verilen p ≥ 1 ve m ≥ 1 tamsayıları için herhangi Fibonacci p-sayısının m-genişlemesi 

Fp,m(n) , 

Fp,m(n)  = k1(x1)
n + k2(x2)

n +…+ kp+1(xp+1)
n                                                             (4.6) 

biçiminde ifade edilir. Burada x1, x2, … , xp+1 , Eş. 4.4 ’deki karakteristik denklemin 

kökleri ve k1, k2, …, kp+1 
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JKK
KKK
KKL
KKK
KKK
KM

					

Fp,m�0� = k1 + k2 +⋯+ kp�1 = 0;
Fp,m�1� = k1x1 + k2x2 +⋯+ kp�1xp�1 = 1;
Fp,m�2� = k1(x1)2 + k2�x2�2+⋯+ kp�1(xp�1)

2 = m;

… ;
Fp,m�p� = k1(x1)p + k2(x2)p +⋯+ kp�1(xp�1)

p = mp11

Fp,m�p+ 1� = k1(x1)p�1+ k2(x2)p�1+⋯+ kp�1(xp�1)
p�1 = mp

                    (4.7) 

sisteminden elde edilen katsayılardır [17]. 

İspat 

Fibonacci (p,m)-sayılarınn başlangıç koşulları, 1 ≤ n ≤ p +1 için Fp,m(n) = mn–1 ’dir. 

Ayrıca Fp,m (0) = 0 olduğu bilinmektedir. Başlangıç koşullarını göz önüne alır ve      

n = 0, 1, 2, … , p +1 değerlerini Eş. 4.6 ’da yerlerine yazarsak, Eş. 4.7 elde edilir. 

Şimdi Eş. 4.6 ’yı tümevarımla ispatlayalım. Kabul edelim ki, n0 ≥ p+2 (n0 ∈ ℤ) 

olmak üzere iddia n < n0 için doğru olsun. n = n0 alıp Eş. 4.5 ’i kullanırsak 

k1(x1)n0 + k2(x2)n0 +⋯+ kp�1(xp�1)n0 = k1�m�x1�n011+ �x1�n01p11� 
              +k2�m�x2�n011+ �x2�n01p11� + ⋯+ kp+1�m�xp+1�n011+ �xp+1�n01p11	 
																= m�41�x1�n011+ 42�x2�n011+⋯+ 4p+1xp+1�n011	 
																+ 
41�x1�n01p11+ 42�x2�n01p11+⋯+ 4p�1 �xp�1�n01p11� 
elde edilir. Tümevarım hipotezinden 
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k1�x1�n011+ k2�x2�n	011+⋯+ kp+1 �xp+1�n011 = Fp,m�n0− 1� 
ve 

k1�x1�n01p11+ k2�x2�n	01p11+⋯+ kp+1 �xp+1�n01p11 = Fp,m�n0− p− 1� 
olur. Buradan 

k1�x1�n0 + k2�x2�n	0 +⋯+ kp+1 �xp+1�n0 = m.Fp,m�n0− 1� + Fp,m�n0− p− 1� 
																																																																									= Fp,m�n0�  
dır. Böylece ispat tamamlanır.  

4.4. Teorem 

Lucas p-sayılarının m-genişlemesinin Binet formülü  

Lp,m�n� = (x1)n + (x2)n +⋯+ (xp�1)n                                                                    (4.8) 

dir. Burada n ∈ ℤ ve x1, x2, … , xp+1 Eş. 4.4 ’ün kökleridir[17]. 

İspat 

n = 0 için Eş. 4.8 ’i yeniden yazarsak 

Lp,m�0� = (x1)0 + (x2)0 +⋯+ (xp�1)0 = 1+ 1+⋯+ 1 = p+ 1 

elde edilir. Şimdi n = 1, 2, … , p değerlerini Eş. 4.8 ’de yerine yazarsak 

Lp,m�1� = x1 + x2 +⋯+ xp�1 
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Lp,m�2� = (x1)2 + �x2�2+⋯+ (xp�1)2 

Lp,m�3� = (x1)3 + �x2�3+⋯+ (xp�1)3 

… 

Lp,m�p� = (x1)p + (x2)p +⋯+ (xp�1)p 

elde edilir. Teorem 4.2 ’den dolayı bu ifadeler sırasıyla m, m2, … , mp ’ye eşittir. 

Dolayısıyla n = 1, 2, … , p için Eş. 4.8 ispatlanmış olur. İspatın bundan sonraki 

kısmı Teorem 4.3 ’e benzer şekilde tümevarımla yapılır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



54 

5. SONUÇ 

İlk bölümde Fibonacci ve Lucas sayılarının önemi ifade edilmiş, Fibonacci ve Lucas 

sayıları hakkında çeşitli bilgiler verilmiştir. Ayrıca Binet formülleri, Fibonacci       

Q–matrisi, Fibonacci m–sayıları ve Lucas m–sayıları hakkında kısa bilgiler 

verilmiştir. 

İkinci bölümde Fibonacci ve Lucas p–sayılarının tanımları, bazı özellikleri ve 

teoremleri incelenmiştir. Ayrıca Fibonacci ve Lucas p–sayılarının Binet formülleri 

verilmiştir. 

Üçüncü bölümde Fibonacci ve Lucas p–sayılarının sürekli fonksiyonları verilmiş, bu 

sayılar ile sürekli fonksiyonlarının arasındaki indirgeme özellikleri karşılaştırılmıştır. 

Dördüncü bölümde Fibonacci ve Lucas p–sayılarının m–genişlemesi tanımları 

verilmiştir. Bu tanımların yardımıyla Fibonacci ve Lucas p–sayılarının                     

m–genişlemesinin Binet formülleri gösterilmiştir. 
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