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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calsmada kullanilmy bazi simgeler aciklamalar ile birliktgagida sunulmstur.

Simgeler Aciklama

Fn n .ci Fibonacci sayisi
Ln n.ci Lucas sayisli

T Altin oran

Fm[N] n .ci Fibonaccim-sayisi
Lm[N] n.ci Lucasm-sayisi
Fp(n) n .ci Fibonaccp-sayisi
Lp(Nn) n .ci Lucasp-sayisi

7, Altin p-orani

Fom(n) n .ci Fibonacci f,m)-sayisi
Lpm(N) n .ci Lucas p,m)-sayisi

Dpm Altin (p,m)-orani



1. GIRIS

Fibonacci sayilari, Lucas sayilarl ve altin oralintin ve sanatin bircok alaninda
kullaniimaktadir. Gunumuze kadar bircok s@inanaci bu sayilari ve bu sayilarin

Ozelliklerini incelemgtir [2-5].

Fibonacci sayilari, her>1icin Fo= 0 ve F; = 1 olmak lzere

Frnia=Fnt+ Fna

bagintisi ile tanimlanir. Buradg, 'e n ci Fibonacci sayisi denir. Fibonacci ve buna

benzer diziler gagidaki gibi genellgtirilebilir:

{xq} dizisi; o = ave x; = b baglangi¢ kagullar olmak tzere, har> 1igin

Xn+1= KXn + Xn-1

indirgeme bgintisi ile tanimlanir [2-5]. Buradi, a, b € Z ve k # 0 dir. Bu {.}

dizisinin bazi 6zel durumlarini inceleyelim.

Egerk =1,x=0vex = 1ise {x} dizisi { F} Fibonacci dizisidir.

Egerk =1, xo= 2vex; = 1ise {x,} dizisi { L} Lucas dizisidir.

Egerk =2, o= 0vex; = 1ise {x,} dizisi { P} Pell dizisidir.

Egerk =2, X = 2vex; = 2ise {x,} dizisi { R\} Pell-Lucas dizisidir.

Buradak, % ve x; sayilarini her defasinda farkl alarak sonsuz wae Uretmek

mumkuinddr.

Simdi Fransiz matematik¢i Binet'in bulgu, Fibonacci ve Lucas sayilarinin Binet

formulllerini verelim.



Fn; n ci Fibonacci sayisi olmak tzere

olup buradaa = i(l +v/5) vep = g(l—\/g) 'dir [2-4]. Bu formil, Fibonacci
sayllari i¢cin bulunan Binet formultdir. Lucas sasilicin bulunan Binet formuld,

Ln; n ci Lucas sayisi olmak tzere
L= o"+ ﬁn
1 1 -
olup buradax = >(1++5) vep =3(1-+5) 'dir [2-4].

iki ardsik Fibonacci sayisinin orani, limit durumaea-c iken

n

a"™p n1- (B &y
£ =l e i (Z)“'i e Ef
n- e av1(1- (a) ) 1- (E)

diré < 1 oldugundan,

im (£) =0

n—oo \&

ve

n-1
lim (é) ~0
n—oo \ O

olur. Dolayisiyla

. Fn _1+/5
im —=aq=—-
N—oo Fn—l 2



olup buradakix =l+7‘/§ sayisina altin oran denir [4].

Fibonacci sayilarinin indirgeme @atisi yardimiyla, negatif indisli Fibonacci

sayllarinin ilk birkag terimi
F.]_: F]_— Fo, F.2: Fo— F.]_,
seklinde elde edilir. Boyle devam diitnizde

n 01 2 3 4 5 ..
Fn 0 1-1 2 -3 5 ..

elde ederiz. Boylelikle har tamsayisi igin
Fn= ()™,
oldugu gorular,

Benzersekilde Lucas sayilarinin indirgeme goatisi yardimiyla, ilk bir ka¢ Lucas

sayisl

n 01234
L, 2 1 3 4 7

olur. Lucas sayilarinin indirgeme gatisini kullanarak negatif indisli terimlerini

hesaplarsak

n 0O 1 2 3 4 ..
L, 2 -1 34 7 ..

elde edilir. Boylece Lucas sayilari igin genel hali

Ln= (-1)"Ln



oldugu gorular,

Simdi Fibonacci sayilari ile matrisler arasindakgkiyi inceleyelim.

matrisi 1960 'da Charles H. King tarafindan mastemde cakilmistir [5].

Dikkat edilirse

det@Q) =-1

dir. Ayrica
n_ [Fn+1 Fn l
Fn Fn1

oldugu timevarim ile gosterilebilir [5].

Fibonacci ve Lucasnsayilari tanimlanarak bu sayilaringdgk 6zellikleri de elde
edilmistir [7,8]. Simdi Fibonacci ve Lucasm-=sayilarinin tanimlarini kisaca

hatirlatalim.

Fibonaccim-sayilari, hem >0 reel sayisi va € Z igin

Fmln] = mE,[n-1] + F[Nn-2]

indirgeme bg&intisi ile tanimlanir. Burada fangi¢ kaullari F,,[0] = 0 veF,[1] = 1

dir. Benzersekilde Lucagn-sayilari, hem > 0 reel sayisi v@ € Z igin

Lm[n] = mLy[n-1] + Ly[n-2]



indirgeme bgintisi ile tanimlanir. Burada Wangic kagullari L,[0]=2 ve
Ln[1] = m dir [7,8].



2. HBONACCI VE LUCAS p-SAYILARI

Bu boélimde Fibonacci ve Lucas-sayilarinin tanimlarini ve bu sayilarin bazi

Ozelliklerini inceleyecgiz. Ayrica Qp matrislerini, Altin p-oranlarini ve Binet

formdllerini verecgiz.

Tanimlara gecmeden o6nce lineer indirgemgiitdarinin karakteristik denklemi
hakkinda kisa bir bilgi verelint,, ¢, ..., ¢k sabit katsayilar vex # 0 olmak Uzere,

k. basamaktan

ah=Can1+tCan2t ... +Cc1 ank+1 T CkAnk

lineer indirgeme bantisinin karakteristik denklemi
XK= x*t+ e x %+ L o X+ o

dir. Buradacy, ¢y, ..., Cc sabit katsayilarinin bulunabilmesi ickntane balangig
kosuluna ihtiya¢c vardir. fagida tanimlayagamiz indirgeme bgntilar (p+1).

mertebedendirF,(n-2), Fy(n-3), ... ,Fp(n-p) ve Ly(n-2), Ly(n-3),... ,Ly(n-p)

terimlerinin katsayilari sifirdir.

2.1. Tanim

Herhangi birp > 0 tamsayisi va € Z olmak Uzeren > picin, Fibonaccp-sayilari
Fo(n) = Fp(n-1) + Fy(n-p-1) (2.1)
indirgeme baintisi ile tanimlanir. Burada fdangi¢ kagullari
Fo(0=0,F,(D=F,@=..=F,(p=1

dir [9,10].



2.2. Tanim

Herhangi birp > 0 tamsayisi va € Z olmak Uzeren > picin, Lucasp-sayilari

Lo(n) = Ly(n-1) + Ly(n-p-1) (2.2)
indirgeme baintisi ile tanimlanir. Burada flangi¢ kaullari

Lo(0) =p+1,L(D=L,D=...=L,(p=1

dir [9,10].

Eger 6zel olaralp = 1 alinirsa,F1(n); n .ci Fibonacci sayisi ve;(n); n ci Lucas
sayisi olur. Tanim 2.2 'di,(0) = p+1 alinma sebebp = 1 i¢in daha 6nceden Lucas

sayllarinin indirgeme Rantisinin balangi¢ sartlarinda verilenL(0) = 2 ile

uyumluluk sglamasidir.
Simdi Fibonaccip-sayilarininn < 0 tamsayilari icin dgerlerini bulalim.

Es. 2.1'den = p + 1 alinirsa

Fo(p+1) = Fo(p) + Fp(0)

elde edilir. Tamimdaki #gangicsartlarindaF,(0) = 0 ve F,(p) = 1 oldusundan
Fo(p+1) =1

olur.n = picin, Es. 2.1’den

Fo(p) = Fp(p-D) + F,(-1)

olup balangigsartlarindaF,(p) = Fy(p-1) = 1 verildiginden



Fo(-1) =0

olur. Benzegekilde devam edilirse

Fo(0) = Fp(-1) = ... = Fy(-p+1) = 0 (2.3)
oldugu aciktir.Simdi Fy(1) sayisini,

Fp(1) = Fp(0) + Fp(-p)

seklinde yazalim. Buradg,(1) = 1 veF,(0) = 0 oldytundan

Fo(-p) = 1 (2.4)

elde edilir. Benzesekilde F,(0) , Fp(-1), ..., Fp(-p+1) sayilari, K. 2.1'deki gibi

yazilirsa
Fo(-p-1) = Fp(-p-2) = Fp(-p-3) = ...= Fp(-2p+1) = 0 (2.5)

olur. Bu metotla, hen < 0 tamsayisi icin Fibonacptsayilar bulunabilir. Lucapg-

sayllarinin hen < 0 tamsayisi icin derleri de benzegekilde bulunur.
Simdi FibonacciQp matrisini inceleyelim.

Fibonaccip-sayilari

Fo(n) 0 00 1 Fo(n-1)

{ Fp(”'l)\ 10 0 0 o\( Fp(”'z)\‘
[ Fp(-2) 1_fo 1 0 0 of] Fp(n-3) |
: [ | : P | : |
Fp(n-p+1) 0 O 1 0O ka(n-p)/
Fp(n-p) 0 0 0 1 Fp(n-p-1)

T
—~— ———— Q ———
fn P fn-l



matris formunda gosterilir [11]. Buradf ve f mertebesi f+1) x 1 olan

n-1’

matrislerdir.Q; ise, mertebespf-1)x(p+1) olan

1 100 0
/0010 08\
0O 0 01 0 O
Q=|: i ¢ o
0 000 10
0O 00O 0 1
1 0 0O 0

matrisinin transpozudur. Burage= O,p = 1,p =2 vep =3 i¢in Qp matrisi sirasiyla

1 1 11
Q=D , Qf( ) , Q2=<0 0 g) Qs
1 0 1 0

olur. Bger Q, matrisinin kuvvetlerini incelersek
11 Fi(2) Fu(1) 2 1 Fi(3) Fi(2)
=, )l o) ¥ )G r
1 0 Fi(1) Fi(0) 1 Fi(2) Fi(2)
3 Fi(4) Fi(3) 5 Fi(5) Fi(4)
e N Y O K
2 F1(3) Fu(2) 3 Fi(4) F.i(3)

elde ederiz. Aynsekilde Q, matrisinin kuvvetlerini incelersek

Roor
cocopr
coor o
or oo

11 F(2)  Fa(l)  Fy0)

Q2=\O 0 1)= F2(0)  Fo(-1)  Fx(-2)

10 0 Fo(1)  F(0)  Fu(-1)
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/ 11 1\ FGB) Fa2)  Fal)
Q=1 0 0o|=|Fal) Fa0) Fu(-1)
110 Fo(2)  Fx(1) F»(0)

/ 2 1 1\ Fd)  Fa3) Fa2)
Q=1 1 0o|=[R@ F1) FA0
11 Fo(3) Fax(2) Fu(1)

3 2 1\ F5)  Fald)  Fa3)
Q=1 1 1 =<F2(3) Fa(2) F2(1)>
5 1 J,/ Fo(4) F,(3) Fai(2)

elde ederiz. Boyle devam edilirﬁ% matrisi igin genel hal tahmin edilebilir.
Simdi Qp matrisinin genel hali icin bir formul verelim.

2.1. Teorem

Fo(n), n ci Fibonaccip-sayisi olmak uzere, herhangi pir 1 tamsayisi ve € Z igin

Fibonacci Qp matrisininn ci kuvveti

Fo(n+1) Fo(n) Fo(n—=p+2) Fp(h—p+1)
(Fp(n —p+1) Fyn—p) Fo(n—=2p+2) Fp(n—2p+ 1)\
Qp” = : : : : :
Fo(n—1) Fy(n—=2) - Fo(n—p) Fo(n—p—1)
Fp(n) Fo(n—1) - Fp(n—p+1) Fo(n—p)

dir [6].
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Ispat

Ispatimizi timevarimla yapalims.2.1, 5. 2.3, E. 2.4 ve K. 2.5 'deki ifadeleri

kullanirsak,n = 1 igin

Fp(z) Fp(l) Fp(3 - p) Fp(z - p)
Fp(z - p) Fp(l - p) Fp(3 - 2p) Fp(z - 2p)
1_ . . . . .
Q= : : : : :
Fp(o) Fp(_l) Fp(l - p) Fp(_p)
Fp(l) Fp(o) Fp(z - p) Fp(l - p)

/1 1 ... O O\
o o .. ©O O|
o o0 .. O 2./
1 0 .. O

oldugu goralur. Dolayisiyla iddiamia = 1 i¢in dgrudur. Kabul edelim kin = k —1

icin

Fp(K) Fo(k—=1D - Fpk—p+1D Fo(k—p)
Fo(k—p) Fok—p—1) - Fok—2p+1) Fy(k—2p)
k-1 _ : . : , :
Q =
Fo(k=2)  Fpk=3) - Fyk=p—-1) Fy(k—p-2)
Folk—1)  Fpk=2) - Fo(k—p) Fo(k—p—1)

olsun. ka = ka‘l Qp esitli gini kullanirsak



/ Fp(K) Fo(k—1)
| Fo(k—p) Fp(k p—1)
Q Q=]

kp(k 2) p(k 3)
Fo(k—=1)  Fpk—2)
1 1 0

/ 0 0 0 2\

X| : : : : |
ko 0 0 1|
1 0 0 o/

Fo(K) + Fp(k—p) Fo(K)
Fo(k— p)+Fp(k 2p) Fp(k p) -

Fo(k— 2)+Fp(k p—2) Fok—=2) -
Fo(K+Fp(k—1) Fo(k—1) -

Fo(k+ 1) Fo(k)
Fo(k—=p+1) Fp(k p)

Fo(

Fo(k—2)
Fok—1)

Fo(k—1)
Fo(K)

(

Q"

Fo(

olup ispat tamamlanir.

Fp(k—2p+2) Fp(k—2p+1)

Fp(k_ p)

Fo(k—p+1)
Fo(k—2p+1)

Fp(k - p)
Fo(k—2p)

Fp(k_ p— 2)
Fp(k_ p— 1)

Fp(k —p- 1)
Fp(k_ p)

\l
)

Fo(k—=p+2) Fpk—p+1D
Fo(k—2p+2) Fo(k—2p+ 1)

Fp(k - p) Fp(k —p- 1)

p(k_ p+ 1) Fp(k_ p)
k—=p+2 Fpk—-p+1

Fp(k —p- 1)
Fp(k_ p)

\l
)

k—p+1)

Fibonaccip-sayilarinin indirgeme kgantisinin karakteristik denklemi

Xl —-1=0

12

(2.6)
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dir. Bu denklem, g+1). ci derecedendir ve Cebirin Esas Teoremi gepel tane
koke sahiptir. Bu denklemip > 0 icin daima bir pozitif reel koku vardir [10].
Ciinkii Cebirdeki Descartes’itsaretler Kuralindan, € 2.6 'nin katsayilar dizisi
1, -1, -1 olup yalnizca bir defaairet (pozitiften negatife) @estirmistir. Es. 2.6 'nin
pozitif reel kokunix; olarak alalimSimdi iki ardisik Fibonaccip-sayisinin oranini

Binet formult yardimiyla limit durumunda— o« iken incelersek

i P _ lim k10" + kp0Q)" +.. 4 Kpa (Xpr)”
N—so0 Fp(n-l) N—oo kl(xl)n-l + Ky (%) nly 4 kp+1(xp+l)n-1

k(X)) . (1 + K, (X—i)n - kp+1 (Xp+1)n)

_ lim Kk \x kg U i
—>00 -1 n-
Pt a2 @
= lim ;. i J;(khlz ()%)z o El (le):l (2.7)
— 00 n- + + -
T2 ()

elde ederiz. Buradg, X, ... , Xp+1, Es. 2.6 'nin kokleri veky, ka, ... , Ko 'ler sabit
katsayilardir. Gershgorin Disk Teoremi génee [19], E. 2.6 'nin pozitif olan reel
koku

1< X1 < 2
aralgindadir. Dger tum koklerij = 2, 3,...,p+1 igin

0<x<1

aralgindadir. Dolayisiyla= 2, 3,...,p+1 icin, |;(—'1| < 1lolup
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dir. Boylece k. 2.7 'den

||m Fp—(n) = X
oo Fp(n—1)

elde ederiz. £ 2.6 'nin pozitif reel koku olar,, altin p-orani olarak kabul edilir

n-p-1

ver, ile gosterilir [12]. Ber K. 2.6 'nin her iki tarafink™ ile carpar, elde edilen

ifadeyi duzenlersek
Xn — Xn-1+xn-p-1 = XX n-1
olur. Buradan € Z vek=1, 2, 3, ... p+1 olmak Uzere

an — an-1+xkn-p-1 = Xy X n-1 (2.8)

denklemi, K. 2.6 'nin herxy, X, X3, ... , Xp+1 kOkU tarafindan gdanir. Eger ozel

olarakxc= 7, alirsak

T, = Tp”_l + Tp”‘p_lz Tp.rp"_l (2.9)
elde edilir.

Simdi Es. 2.6 'nin kdklerinin 6zellikleriyle ilgili teorendri verelim.

2.2. Teorem

Verilen p > 0 tamsayisi icinxP*t —xP —1 =0 denkleminin kokleri arasinda

asagidaki iliskiler gecerlidir [10]:
Xt Xot X3+ ... Xt Xpr1= 1 (2.10)

(XX + XaXa+ ... + X1Xpr1) + (XoXa + ...+ XoXpr) + ... +XpXpe1= 0



15

(X1XoX3 + X1XaXa ...+ XXpXpr1) + (XoXaXa + ...+ XoXpXpr1) + ... + Xo-1XpXp+1= 0

X1X2. .. Xp-2Xp-1Xpt X1XaXa... Xo-1XpXp+1t...+ XoXaXs... Xp-1XpXpr1= 0
X1XoX3. .« Xo-1XpXpe1 = (—1)P. (2.11)
Ispat
Es. 2.6 'y1 cebirsel olarak
XL XP= 1= (X =) (X = %) (X =%)... (X—%) (X—%+2) = O (2.12)
formunda yazabilirizSimdi Es. 2.12 'yi g6z dnune alirsaf, nin ¢ift degerleri igin
X XP-1= (X = %) (X = %) (X = %)... (X =) (X = %11)
X (X + XoF .+ X+ Xper) XP
XX+ XX+ XXa t L.t XaXpr1  XoXa
+ WG+ .+ XX XoXpr1 . F X aXoF XpaXpe1 F XoXper) XP
— (XXX + XXaXa t ...+ XiXpXpr1 + XoXaXa + XoXaXs t+ ... F XoXpXpe1
+ . Xp-1XpXp+1) XP2 + (XaXoXaXa + X1XoXaXs+ ... + Xo—2Xp-1XpXp+1) xP-3
+ o FKXoXaXa. . Xp-2Xp-1Xp F X1XaXa. .. Xo-1XpXpr1 F ... FXoXaXa. .. Xo-1XpXp+1) X
X1XoX3... Xp-1XpXp+1= 0 (2.13)

elde edilir. 5. 2.6 ve k. 2.13 'den
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Xp+ Xot+ ..o +Xpt Xpr1=1
X1Xo+ XXz + XaXga+ ..o+ XaXprr + XXz + XoXg+ ..+ XX+ XoXper L+ Xp1Xp
+ Xp-1Xp+1+ XoXp+1= 0;

(XaXoXg + X1XaXa ...+ XaXpXpr1) + (XoXaXa + ...+ XoXpXpr1) + ... + Xo-1XpXp+1= 0

X1XoXaXa. .. Xp-2Xp-1Xp + X1XaXa- .. Xp-1XpXpr1 F ... + XoXaXg... Xp-1XpXps1 = O

X1X2 X3 X4... Xp-1XpXpr1= 1

elde ederiz.

p 'nin tek deserleri igin

(X —=%) (X =%) ... (X=2%) (X—p+1)
=P (X + X+ o XpF Xper) XP (KXot XaXa F ...+ XiXpe1 + XoXa
00Xt L XaXpt XaXpr1 o XX XpaXpr1 F XXpe1) XP — (XXXa + XaXaXa
o XXX XXaXa  XoXaXs t ...t XaXpXpra F .. Xp1XpXprn) XPE + ( XaXoXaXs
+ XXX+ - XX DXpXprt) X L (XXX Xp-2Xp-1Xp

+ XXaXa. .. Xo-XpXpr1 F .o+ XoXaXa. . Xp 1XpXpr1)X + XiXXs. . Xp-XpXpr1 = 0 (2.14)

elde edilir. 5. 2.6 ve k. 2.14 'den
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Xp+ Xot+ ..o +Xpt Xpr1=1
(XXo+ X X3+ ...+ X1Xpr1) + (XoXa+ XoXa+ ... + XoXpr1) T ... + XXpe1 =0

(XaXoXg + X1XaXa ...+ XaXpXpr1) + (KoXaXa + ...+ XoXpXpr1) + ... + Xo-1XpXpr1= 0

X1XoXaXa. .. Xp-2Xp-1Xp + X1XaXa. .. Xp-1XpXpr1 F ... + XoXaXg... Xp-1XpXps1 = O

X1X2 X3 X4... Xp-1XpXp+1= -1

olup ispat tamamlanir.

Simdi

(X + Xo+ X3+ ... +xp+xp+1)k (2.15)
ifadesini ele alalim. ¥ k < pigin, Es. 2.10 'daki 6zellikten

(X1 + Xo+ X3+ ...+xp+l)k: 1 (2.16)
elde ederiz. CHer taraftan

(Xp+ Xo+ Xa+ ... + Xp + Xpea)<

ifadesi icin B. 2.16 'da, binomiyal f = 1 igin), trinomiyal p = 2 igin) ve

polinomiyal (keyfip icin) formdllerini kullanirsak ¢carpanlarina ayiiaie. Herhangi

k degeri icin, Es. 2.16 'nin polinom formalinidn

X1k+ X2k+ X3k + ...+ Xp+1k

ifadesini icerdgi bilinmektedir.
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2.3. Teorem

Verilenp=1, 2,3, ... vk=1, 2, 3, ... p tamsayilari i¢in

(Xa+ XoF XaF ... + Xp + Xpa1) = X5+ X4 X+ L+ Xp¥ = 1 (2.17)
ifadesi s@lanir. Burada, X, ... , %+1, Es. 2.6 'nin kokleridir [10].

Ispat

Oncelikle E. 2.10 'u kullanirsak

(Xp+ Xo+ Xa+ ...+ Xp + Xprp )= 1= 1 (2.18)
olur. Buradap = 1 icin,k = 1 olmak zorundadir. Dolayisiylg.E2.18 'den

(Xi+ X2 ) =x+ %=1

elde ederiz. Boylelikle &£ 2.18, p = 1 i¢in s&lanir.

p =2 icin,k =1 veyak = 2 olmak zorundadir. Burada kaniza

(X + Xo+ Xa ) =X+ Xo+ X

ve

(Xt Xo+ X8 )" = (Xa+ o+ Xa)°

gibi iki durum gelir. k. 2.18 i kullanirsak, ilk durum icin

X1+ X2+ X3=1

olur. Diger durumda, & + X2 + X3 )? ifadesini
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(et X2) + %)

seklinde yazarsak

(Xe+ Xo+ X3)® = (K1 + X2) +X3)7 = Xa® + Xo°+ Xg*+ 2(XaXo + XaXs + XoXa )
olur. Es. 2.10 'u ve k. 2.18 i kullanirsak

(X + X2+ Xg)* =X+ X"+ X3° = 1

elde edilir. Boylelikle K. 2.18 ,p = 2 i¢in sglanms olur. Simdi teoremde iddia
edilen genel durumu ispatlamak icin multinom acihimkullanalim. Multinom
acthmi, binom aciliminin bir geneglemesidir. Herhangi bim pozitif tamsayisi ve

negatif olmayan bin tamsayisi i¢cin multinom acilimi

n
(X + X+ -4 X)) = Z (kl, ko, km) XX X
ki, ko,..., km

dir [18]. Burada

m

Dx-

i=1

dir. Multinom acilimindaki

n!

n
(kl, Ky, ..., km) kl'kz k!

sayllarl, multinom katsayilari olarak adlandirilii8]. Simdi multinom formultna
kullanarak k. 2.18 'in acilimini inceleyelim. Negatif olmayair lx tamsayisi igin,
Es. 2.18 'in multinom agilimi

X1k+ X2k+ X3k + ...+ Xp+1k
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ifadesini icerir. Bu agilimin g@er terimleri, k. 2.6 'nin iki k= 2), ¢ k=3), ... ,k

koklerinin mimkun olan tim kombinasyonlarinin carfarinin toplamindan ofur

[18]. Teorem 2.2 'den bu toplamlarin sifirgt®ldugunu biliyoruz. Sonug olarak

(X + Xa+ Xa+ oo+ Xp + Xpr1)© = 1 =X X5+ X + ..+ Xper©

elde edilir.

Simdi Fibonacci ve Lucasp-sayilarinin ilk n terimlerinin toplamlarini veren

formulleri inceleyelim.

2.1. Onerme

Fibonaccip-sayilarinin ilkn teriminin toplami
Fo(1) +Fp(2) + ... +Fp(n -1) + Fy(n) = Fp(n+p+1) -1
dir [10].

Ispat

Es. 2.1 'deki

Fo(n) = Fp(n-1) + Fy(n-p-1)

indirgeme b@intisindan yerinen+p+1 yazarsak
Fp(n) = Fp(n+p+1) — Fy(n+p)

elde edilir. k. 2.20 ’yi kullanirsak

Fp(1) =Fp(2 +p) — Fo(1 + p)

(2.19)

(2.20)
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Fp(2) =Fp(3 +p) — Fo(2 + p)

Fp(3) =Fp(4 +p) — Fu(3+ p)

Fp(n-1) =Fp(n+p) - F(n + p-1)

Fp(n) =Fp(n + p+ 1)—Fy(n + p)

esitliklerini elde ederiz. Bu gtlikleri taraf tarafa toplarsak

Fp(1) +Fp(2) + ... +Fp(n) =Fy(n + p+ 1)-Fy(1+ p) =Fp(n + p+ 1)-1

olur.

2.2. Onerme

Lucasp-sayilarinin ilkn teriminin toplami

Lo(L) +Lp(2) + .. +Lo(n) = Lo(n+p+1) - (p+2) (2.21)

dir [10].

Ispat

Onerme 2.1 e benzeekilde . 2.2 'yi g6z 6niine alirsak

Lp(1) =Lp(2 +p) — Ly(1 +p)

Lp(2) =Lp(3 +p) — Ly(2 +p)

Lp(3) =Lp(4 +p) — Lu(3 +p)
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Lp(n-1) =Ly(n+p) — Ly(n+p -1)

Lp(n) =Lp(n+p+ 1) - Ly(n+p)

esitliklerini elde ederiz. Bu gtlikleri taraf tarafa toplarsak

Lp(1) +Lp(2) + ... +Lp(n) =Lp(n+p+ 1)—Ly(1 +p)

olur. Burada Lucap-sayilarinin bglangic kgullarini gbz dniine alirsak
Ly(1+p) =2 +p

dir. Boylelikle ispat tamamlanir.

Burada k. 2.19,p = 0 veFy(1) = 1 icin matematikte iyi bilinen
2+2'+ 22+ L+ 2 =2-1

formuline indirgenirp = 1 icin, Fibonacci sayilarinin ilik teriminin toplamini veren
Fi+ Fo+ Fa+ ... +Fa=Fra—1

formuline indirgenir.

2.4. Teorem

Fp(n), n ci Fibonaccip-sayisi olmak lizene > 1 i¢in

p
X" = [Fp(n- p+ DX + Z[Fp(n- p+1-j]xt (2.22)
=1
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dir [13].
Ispat
n=p+1alalim. k. 2.6 'dan
X = F 2+ Fp(1) =xP+ 1
olur. Simdi varsayalim ki, denklemm > p + 1 olann tamsayilari igin gdansin.
Simdi iddianin n+1 igin s&ladigini gdsterelim. Kabulimuzden ve Fibonacci
p-sayilarinin karakteristik denkleminden
X=X = (Fp(n-p+1)%° + ij=1 Fo(n—p+ 1-)x/"1)x

=Fp(n-p+ 1)+ 1) + X2, Fp(n-p+ 1-j)x/

=Fp(n-p+ 1)X*+F,(n-p+ 1) + Fy(n-2p + 1)x°

+Fo(N-2p + 2)xP + ... + Fp(n-2p + D)x? + Fy(n—pPx

= [Fp(n-p+ 1)+F,(n—2p+ 1) 1 xP + Fp(n- 2p + 2)xP* + Fy(n-2p + 3)xP?

+ -+ Fp(n—p)x+ Fp(n-p+ 1) (2.23)
elde edilir. Fibonacgp-sayilarinin tanimini kullanirsak
Fo(n—p+ 1D+F,(n=2p+ 1) = Fy(n—p+2)

olur. Es. 2.23 'den
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X" =Fy(n—p+ 2)xP+F,(n-2p + 2)x P!

+F,(n—2p+ 3)xP2 + -+ Fy(n—p)x + Fp(n—p + 1)

p
= Fp(n— p+ 2)xP + Z Fo(n — p+ 2-)x)?
=1

olup ispat tamamlanir [13].

Simdi Fibonacci ve Lucag-sayilarinin Binet formullerini veregez. Daha sonra
p=2p=3,p =4 icin Binet formullerini gosterip son olarak gelegliriimis
hallerini teoremler halinde verege.

Verilenp > 0 tamsayisi va € Z icin Fibonaccp-sayilarinin Binet formalinin

Fp(n) = k]_(X]_)n + kz(Xz)n+ . kp+1(Xp+1)n (224)

biciminde yazildgini gorecgiz. Buradaxi, %, ... , X+1, Es. 2.6 'nin kokleridir.ka,
ko, ... , k+1 ise Fibonaccip-sayilarinin bglangic kaullarina bl olan sabit
katsayilardir. Bglangi¢ kagullarini

Fo(0) =0,Fy(D =Fy( =-=F,(p)=1

olarak alacgiz. Bglangic¢ kaullarini ve K. 2.24 ’i g6z 6nune alirsak
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( Fp(0)=k1+k2++kp+1=0,
Fp(l) = k]_X]_ + k2X2 + -+ kp+1xp+1 = 1,

{0 Fp(@ = k(x0)? + k()% 4 o+ Kpua (X, )° = 15 (2.25)

L Fo(® = ki(x)® + ka(x2)” + - + kpra(x )" = 1

sistemini elde ederiz. Daha sonra. 2.6 'dan elde edilex, X, ,..., X, koklerini

Es. 2.25 'de yerlerine koyuky, k,..., ky+1 katsayilarini bulagaz.

Lucasp-sayilarinin Binet formultnd ise, veril@®™ 0 tamsayisl i¢ixy, %, X3, ..., Xp+1
Es. 2.6 'nin kokleri ven € Z olmak tzere

Lo() = ()" + (x)" + - + (X, )" (2.26)
seklinde yazildgini gorecgiz. Burada bglangi¢ kagullarini

Lp(0) = p+ 1, Lp(D) = Ly(2) = = Ly(p) = 1

alacaz.

Simdi Fibonacci 2sayilarinin Binet formulind inceleyelimp.= 2 igin, K. 2.1 'den
Fo(n) =F,(n—21) + F,(n—3)

Fo(0)=0,F()=F,(2) =1 (2.27)

x3=x*+ 1 (Fibonacci 2-sayilarinin karakteristik deskl) (2.28)
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esitlikleri elde edilir. ilk olarak E. 2.28 ’deki karakteristik denklemin koklerini
analiz edelimf (x) =x3- x*- 1 fonksiyonunu ele alirsak(x) 'in birinci mertebeden

tdrevi
f7(X) = 3¢- 2

dir. Kritik noktalar isex; = 0 vex; = :Z; dur. Dolayisiylaf (x) fonksiyonu,(-oo,o) ve

(2 ,oo) araliklarinda artar(O,g) aralginda azalandir.

e

_2 -1 - 2

-1C +

Sekil 2.1. f (x) =x3- x?- 1 fonksiyonunun grai
Sekil 2.1 *den gérildgu gibi, f (X) = X* - X* - 1 fonksiyonux-eksenini yalnizca bir

noktada keser. Bu nokia = 1,4656 'dir. Sonug olaraksE2.28 , pozitif bir reel koke
ve iki kompleks kdke sahiptiBimdi p = 2 icin, . 2.24 ve k. 2.25 i kullanirsak

Fo(n) = ky(xq)" 4 ka(X2)" + ks(x;)" (2.29)
formalini ve
F2(0)=k1+k2+k3=0 \

F2(D) = kiXg + koXo + kaxa = 1 > (2.30)

F2(2) = Ky(%1)® + ka(%2)? + ka(x;)* = 1 J
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sistemini elde ederiz. Burada.B.28 'in kokleri, h = v/116+ 1293 olmak iizere

2 1
Xp ==+ an + 3" 1,4655712319...

Xp = —— ——+ = —— = —0,233...— (0,793..)i

_—h 1 1 V3/h 2
12 3h 3 2( )

il 1+1+'\/§’<h 2)— 0,233...+ (0,793..)i
=T a3t 7 \g )= 0233+ (0793

dir [10]. Yukaridaki sistemdeq, X, X3 koklerini yerlerine koyarsakk;, ko, ks

katsayilari,h = \3/ 116+ 12v93 olmak Uzere

_2n(h+2)

YT P +8)

[-(h+2) +iV3(h—2)]h
(h® +8)

2:

_h[—(h+2)—iV3(h-2)]
- (h° + 8)

Ks

olarak bulunur [10]Simdi bu deerleri E. 2.29 'da yerlerine yazarsak, Fibonacci

2—sayilarinin Binet formalu

£ () = 2h(h +2) (h 2 1)”

(P+8) 6 3n 3

n

[-(h+2)+iV3(h—2)]h[-h 1 1 V3/h 2
* (i +8) [E_%Jré_'?(é_%)l
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n

(h® + 8) 12 3h 3

h—(th+2—-iV3th-2][-h 1 1 3/ 2
+ 3 '7(6 3h)l (23D

elde edilir.

Simdi Fibonacci 3sayilarinin Binet formulina verelinp.= 3 i¢in, Es. 2.1 'den

Fs(n) =F3(n—121) + F3(n—4) (2.32)
F3(0) =0,F3() =F(2) =F3(3) =1

x*=x3+1 (Fibonacci 3-sayilarinin karakteristik deskl) (2.33)

esitliklerini elde ederiz.ilk olarak E. 2.33 'deki karakteristik denklemin koklerini
analiz edelimh(x) = x*=x*- 1 fonksiyonunu ele alirsak(x) 'in birinci mertebeden

tdrevi
h'(x) = 4¢C- 3¢

dir. Kritik noktalar isex; = 0 vex, = g dur. Dolayisiylah(x) fonksiyonu, (-e0,0) ve

(O,g) araliklarinda azalar(,?1 ,oo) aralginda artandir.

Sekil 2.2.h(x) fonksiyonunun grafi
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Sekil 2.2 *den gérildgu gibi, h(x) = x* — x® — 1 fonksiyonux-eksenini iki noktada
keser. Bu noktalax; = 1,3803 ve,,=—0,81917 'dir. Dolayisiyla £ 2.33, iki reel ve
iki kompleks kdke sahiptir. & 2.33 ’'tin kokleri

x1=1,3803 x,=-0,819... x3=0,219... + (0,914..i); 4= 0,219...—(0,914...)

dir [10]. Es. 2.24 0 ve k. 2.25 i kullanirsak

Fa(n) = ky(x1)" + k(%) + K3(%)" + Ka(x,)" (2.34)

formuluni ve

F3(O)=k1+k2+k3+k4=0 A

FS(]-) = k]_X]_ + kZXZ + k3X3 + k4X4 =1
( (2.35)
Fa(2) = ku(0)? + ka()? + ka)” + ka(x,)? = 1

F3(3) = ki(x)® + ka(%2)® + ka(x,)® + Ka(x,)° = 1 )

sistemini elde ederiz. Yukaridaki sistemdexy, xs, X4 kOklerini yerlerine yazarsak,
ki, ko, ks,ks katsayilarini

ki =0,396... kn =-0,159... ;
ks =-0,118...—(0,204...) ; ky=-0,118...+ (0,204...)

olarak buluruz.Simdi bu deerleri E. 2.34 ’'de yerlerine yazarsak, Fibonacci

3-sayilarinin Binet formulu

Fs(n) = 0,396(1,38)'- 0,159(- 0,819" + (- 0,118~ 0,204 ) 0,219+ 0,914)"

+(-0,118 + 0,204)(0,219 — 0,91}
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olur.

Simdi Fibonacci 4sayilarinin Binet formulina verelinp.= 4 igin, E. 2.1 'den

Fs(n) =F4n—1) +F4(n—5) (2.36)
F4(0) =0, F4(1) = F4(2) = F4(3) = F4(4) =1

= xt+ 1 (Fibonacci 4-sayilarinin karakteristiénklemi) (2.37)

esitlikleri elde edilir. ilk olarak K. 2.37 ’'deki karakteristik denklemin koklerini
analiz edelimg(x) = x°— x*- 1 fonksiyonunu ele alirsaig(x) 'in birinci mertebeden

turevi
g (x) = 5¢- 4¢3

dar. Kritik noktalar isex; = 0 vexp = g 'dir. Dolayisiylag(x) fonksiyonu,(-oo,o) ve

(g ,oo) araliklarinda artar(O,g) aralginda azalandir.

1€+

ik

(3]
T

5[
-1ck

s

Sekil 2.3.g(x) = xX°—x*- 1 fonksiyonunun gragi

Sekil 2.3 'den géruldgu gibi, g(x) = x° — x* - 1 fonksiyonux-eksenini yalnizca bir
noktada keser. Bu nokta = 1,3247 'dir. Dolayisiyla & 2.37, bir reel koke ve dort

kompleks koke sahiptir.s£2.38 'in kokleri, h = \3/ 108+12/69 icin



=
N S

\/_
X, == —i— = 0,5— 0,866;

&

X3 =3+i~ = 0,5+ 0,866;

w

= h+1 W3(h_2 = —0,662- 0,562;
= (g+p) 17 (5-f) = -ose2-0sea

h 1, V3/h 2
X5 = — (1—2+ H) + I?(é - H) = —0,662+ 0,562

dir [10]. Es. 2.24 'den ve k 2.25 'den

Fa(n) = ki(x)" + ka(%)" + ka(x)" + Ka(x,)" + ks (xg)"
formulund ve

F4(0) =kg+ ky+ kg+ ky+ ks =0

F4(1) = KiXg + koXo + KgXg + KgXg+KsXs = 1

Fa(2) = ky(x1)” + ko (%)% + ka(x,)” + Ka(x,)” + ks(x.)* = 1
Fa(3) = ky(x1)® + ka(x2)® + k(%)% + Ka(x,)® + ks(x.)° = 1

Fa(4) = ky(x1)" + ko(x2)* + ka(x)* + Ka(x,)" + ks(x)* =1 )
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(2.38)

"

sistemini elde ederiz. Yukaridaki sistemag X, X3, Xa, X5 kOklerini yerlerine

yazarsakks, ko ks, ks, ks katsayilar
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ki = 0,380 ;k» =-0,171 + 0,206; ks =-0,071-0,206 ; ks =-0,119+ 0,046 ;
ks =—-0,119- 0,044

olarak bulunur. Bu deerleri Es. 2.38 'de yerlerine yazarsak, Fibonacesdyilarinin

Binet formult

F,(n) = 0,380 (1,324)+ (-0,171 + 0,206)(0,5-0,866)"
+(-0,171- 0,206)(0,5+ 0,866)"
+ (-0,119 + 0,046)(—0,662— 0,562)"
+(-0,119- 0,046)(—0,662+ 0,562)"

olur.

Simdi Fibonaccip-sayilari icin . 2.24 ’'de iddia etimiz genellgtiriimis Binet

formuli icin bir teorem verelim.

2.5. Teorem

Herp > 0 tamsayisi i¢in, herhangi I#ip(n) (n € Z) Fibonaccip-sayisi
Fo(n) = ka(x2)" +ka(X0)™+ ...+ Kpra(Xpe1)"

formunda yazilir. Buraday, X, ... , Xp+1, Es. 2.6 'nin kokleridir.ky, ka, ... , Ko
sabitleri, . 2.25 'deki sisteminin ¢6zimunden elde edilen&gatardir [10].

Ispat

Fibonacci p-sayilarininn = 0, 1, 2 , ... ,p icin Binet formullu kagihklarini
Es. 2.25 'de belirtmjtik. Simdi Fp(p+1) sayisini
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Fo(p+1) =ka(x)P*™* + ka(%)? ™ + .. + Kora(Xpe1)” ™ (2)39
formunda yazalim. £ 2.9 ve k. 2.39 'dan

Fo(p+1) = [Ka(x0)P + ke(X2)® + ... +Kosa(Xpr2)] + [ ka(X0)® + Ka(%2)°+ ... + Kpr1(Xps2)°]
yazabiliriz. . 2.25 'den dolayi

Fo(p+1) =Fp(p) + Fp(0)

dir. Dolayisiyla k. 2.1, Fy(p+1) Fibonaccip-sayisi i¢in sglanir. Benzer metotla
Es. 2.9 ve K. 2.24 'den, hen pozitif degeri (Fp(p + 2), Fo(p + 3),..., Fp(n),...) i¢in
Es. 2.24 'Un s@landigini gormek kolaydir.

Simdin=-1,-2,-3, ... i¢in ispatl yapalirm =-1 i¢in, Es. 2.24 'den

Fo(-1) =ki(x) ™ + ka(x) "+ ... +Kos1(Xpsr) ™ (2.40)
elde edilir. 5. 2.8 'den

XL == XM 42)
oldugunu biliyoruz. Burada = picin Es. 2.41

O (2.42)
haline dongur. Simdi Es. 2.42 'yi kullanarak k& 2.40 "1 yeniden duzenlersek
Fo(-1) = Ka(x)P+ ka(%2) + ...+ Kor1(%pr2)"] — [Ka(X0)"™ + ka(%2)P ™ + ... + Kora(Xpr1)™ ]

elde edilir. . 2.25 'den dolayi
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Fo(-1) = Ka(x2)? + ko(32)P + ...+ Kora(Xpr1)"] — [Ke(x0)" " + Ko(32)P ™ + ... + Kora(Xpr)™]
=Fp(p) — Fo(p—-1)=0

olur. Benzer metotla & 2.24 ’Un,n = -2, -3, -4, ... icin saglandgini gérmek

kolaydir.

Simdi Lucasp-sayilarinin Binet formulinip = 2, p = 3 vep = 4 i¢in incelecgiz.
Daha sonra Lucgs-sayilarinin genelkgiriimi s Binet formulindn ispatini veregie.

Ozel olarakp = 2 igin Es. 2.26 'dan Lucas-Zayilarinin Binet formuili

Lo(n) = (%) + (%2)" + (x3)"

formunda gosterilir. Burada, X, X3, Es. 2.28 "in kdkleridir. Balangic kaullari ise
L2(0) = 3,L1(1) =Lx(2) = 1

dir. Boylelikle Lucas Zsayilarinin Binet formuli

1" -h 1 1 _\/§<h 2>
6 3h

h 2
L =(g+3+3) * 2 wmtstiD

2 ant3”

-h 1 1 _\/§<h 2)
'2 6

olur.

Simdi p = 3 i¢in, Es. 2.26 'dan Lucas-3ayilarinin Binet formulint yazarsak

La(n) = ()" + ()" + (x3)" + (Xa)"
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elde ederiz. Burad®, X, X3, X4, Es. 2.33 ’Uin kokleridir. Bangi¢ kagullari ise
L3(0) = 4,L5(1) =L3(2) =L3(3) =1

dir. Dolayislyla Lucas-3ayilarinin Binet formuli

Ls(n) = (1,38)' + (— 0,819} + (0,219+ 0,914)" + (0,219— 0,914)"

olur.

Simdi p =4 i¢in, K. 2.26 'dan Lucas-4ayilarinin Binet formalunt

La(n) = (x)™+ (%)™ + (%g)™+ (x4)™+ (X5)"

elde ederiz. Burad®, X, X3 X4 Ve Xs Es. 2.37 'nin kokleridir. Balangi¢ kaullari ise
L4(0) =5, La(1) =La(2) =La(3) =La(4) = 1

dir. Buradan Lucas-4ayilarinin Binet formalu

n n

h 2" (1 V3 1 3 —h1_x/§h2n
L= (5+7) + (z"7> ¥ (T'?) ¥ (E‘H"?(é‘ﬁ))

(B-426-2)

olur.

Simdi Lucasp-sayilari icin genellgirilmi s Binet formulinu verelim.
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2.6. Teorem

Verilenp > 0 tamsayisi icin Lucgssayilarinin Binet formulin € Z icin

Lp(n) = ()" + (x2)"+ ... + (Xp+1)" (2.43)
dir. Buradaxy, Xo, ... , Xp+1 Es. 2.6 'nin kokleridir [10].

Ispat

Es. 2.43°'0,n=0, 1, 2, ... picinispatlayalimn = 0 icin ifade

Lp(0) = (1)’ + (%)’ + ... + (Xpe1)® =1+ 1+ .. + 1 p+1

olur ki Es. 2.43,n = 0 degeri i¢in s&lanir.n =1, 2, ... ,picin Es. 2.17 'den

Lp(1) =X+ Xo+ ... + %pu1= 1

Lp(2) = 60)* + ()" + ... + (Xpr)® = 1

Lp(3) = 0)° + ()°+ ... + (Xpe0)° =1

Lo(p) = (0)° + )"+ ... + (%)’ = 1

oldugu acik bir bicimde gorulin =p + 1 i¢in K. 2.26 'dan

Lp(p+1) = ()P + 0"+ o+ (xpe)™ (2.44)
elde edilir. 5. 2.9 ve k. 2.44 'den

Lp(p+1) = [(0)° + ()" + ... + (pe)”] + [ (0)° + () + ... + (%pr)]
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yazabiliriz. . 2.26 'nin balangi¢ kgullarindan

Lp(p+1) =Lp(p) + Lp(0)

olur. Dolayisiylan = p + 1 icin Es. 2.2 s@lanir. E. 2.17 'yi ve Teorem 2.5 ’i g6z

onune alirsak, benzer metotla nedeseri icin, Es. 2.2 'nin sglandgi goruldr.
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3. HBONACCI VE LUCAS p-SAYILARININ SUREKL I FONKSIYONLARI

Bu boéliumde Fibonacci ve Lucgssayilarinin siurekli fonksiyonlarini ve bunlarin
bazi 6zelliklerini inceleyeggz. Esas hedefimiz, Fibonacci ve Lucas sayilam igci
tanimlanan sinusoidal Fibonacci ve Lucas sirekiik§oyonlarini, Fibonacci ve

Lucas p-sayilari icin genellgirmektir.

Sinusoidal Fibonacci ve Lucas surekli fonksiyonfarasiyla

F(x) = T — cos(nx) T (3.1)
= 7 _
L(X) = & + cos(nx) ™* (3.2)

+V5

biciminde tanimlanir [14]. Burada= 17 dir.

Simdi Es. 2.28 "in koklerini g6z éniine alalim. Bu koklen,= 1/116+12/93 olmak

uzere

h? +2h + 4
X = 6h

(3.3

Xo = —_— -+

-h 1 1 _\/§(h 2)
12 3n"3 '2\6

_[-h 1+1+_\/§(h 2)
S T T S S

dir. Yukaridaki kokleri simgesel olarak kisaltmaini
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c=S-zts . d=(3-=) (3.4)

gosterimlerini kullanalim. Ayrica Moivre formulina,= arcco/sﬁ olmak Uzere
co+d

(c+id)" = (c® + dz)n/z[ cogné) +i.sin(nd) | (3.5)
formunda ele alalim.

Oncelikle E. 3.5 i E. 3.3 'de, daha sonrasE3.3 'U Lucas Zayilarinin Binet

formulinde yerine koyarsake Z icin

2 n n
Lo(n) = (%) + (cz+d 2) / 2[cognd) — i.sin(nd)]

+(c + d?)"2[cognd) + i sin(nd)]

M+ 2h + 4\ n
= <T> +2(c? +d?) /2 cogng)

n
W2+2h+4\"  [(h—2WH + 2h+4
= + cos|n.arccos| —————=—|| (3.6)
6h 6h h2+2h+

elde edilir. EBer Es. 3.6 'da tamsayilar kiimesine ait olameziskeni ile reel sayilar

kiimesine ait olam degiskenini yer dgistirirsek

X
h2+2h+4\  [(h— 2 h>+2h+4
Lo(X) = n + n cos|x.arccos| —————|| (3.7)
6 6 h*+2h+4

elde edilir. 5. 3.7, Lucas Bayilarinin surekli fonksiyonudur [16].

Simdi Es. 2.31'i g6z 6nune alalim.sE3.4 'e ilave olarak
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—(h+2)h V3(h—2)h
a=—r——— b= ———

h+8) (h® +8) (38)

simgesel kisaltmalarini kullanirsaks. 2.31

2
F(n) = 2h(h+ 2) <h +2h +

(W +8) \  6h 4> +(a+ib)(c—id)"+(a=ib)c+id)"  (3.9)

haline dongir. Bser E. 3.5 'i ve K. 3.9 'u kullanarak gerekli dizenlemeleri

yaparsak
_2h(h+2) (W + 20+ 4\ , A .
Fo(n) = F+8) < & > + (a+ib)(c2 + d*) "*[cognd) — isin(nb)]

+(a—ib)(c® + dz)n/z[cos(ne) + isin(ng)]

_2h(h+2)<h2+2h+4

" "2 Che2 i
=719 o > +2(c? + d°) "“[a.cog(nd) — b(-i)2sin(nd)]

_2h(h+2) <h2+2h+4
- (h°+8) 6h

> +2va2 + b*(c? + dz)n/zcos(ne —n)

a .
olur. Buraday = arccos—— dir. Dolayisiyla
as+b

s

n
Eo(r) = 2h(h+2)<h2+2h+4>n+4h h—2h+4[(h—2)Vh?+2h+4
2T P+ 8) 6h h®+8 6h
2—h 2+h
X cos|n.arcco — arccos| — (3.10)
2vVh? + 2h + 2Vh?—2h+4

dir. Eger B. 3.10 'da tamsayilar kiimesine ait olandesiskeni ile reel sayilar
kiimesine ait olam degiskenini yer dgistirirsek
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£ 2h(h+2)<h2+2h+4>x+4h W —2h+4((h—20vVh? +2h+ 4
X) =
? (h° + 8) 6h N +8 6h
S( 2—h ) ( 2+h )l
X COos|X.arcco — arccos| —
2V +2h+4 2Vh?*—2h+4

elde edilir. Burad#,(x), Fibonacci 2sayilarinin surekli fonksiyonudur [16].

Simdi Fibonacci ve Lucas-3ayilarinin indirgeme 6zellikleri ile Fibonacci acas

2-saylilarinin sirekli fonksiyonlarinin rektirans okérini karsilastirirsak
Fo(n) =F(n—1) + Fo(n=3) ————— F(0) = Fo(x— 1) + Fa(x = 3)
Lo(n) =L(n—1) +L(n—3) ——— Lr(X) = Lo(x— 1) + Lo(x— 3)
oldugu gorular,

Simdi Fibonacci ve Lucasp-sayilarinin sirekli fonksiyonlarinin genel halini

inceleyelim.

Eger p ciftse, . 2.6 'nin tek reel koku vardiDiger p tane kok ise komplekstir.
Eslenik kompleks koklerig + i.d;) ve (; —i.d;) olarak gosterelim. Burada= 1, 2,

.., p/2 dir. Boylelikle Lucagp-sayilarinin Binet formalt
Lp(n) = (x1)"+ (C1 +i.d)™ (C1—i.d0)" +...+ (Coizt 1.0p2) ™+ (Cp2 —i.d )" (3.11)

biciminde yazilabilir. k. 3.5 'i kullanir ve k. 3.10 'daki gibi basitlgirirsek,
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c
Lp(n) = (x)" + 2(c1 + dl) cos N.arccos———

Jg+df

+2(c5 + d22) cos| n. arccos— / +

/c%+d2

n/ Cp/2 \
+2(c2/, + dgy2 ? cos n.arccos—z (3.12)
J Cor2 + Go/2 /

elde ederiz.

Eger p tekse k. 2.6 'nin birbiriyle tersdaretli iki reel koki vardir. @er p - 1 kok

ise komplekstir. Henik kompleks kokleri ¢ + i.d;) ve € — i.d;) ile gOsterelim.

-1, .. . .
Buradat =1, 2, ... ’pT 'dir. Boylelikle Lucasp-sayilarinin Binet formalu

Lp(n) = (%2)™+(x2)" + (Ca+i.dy)™+(C1 —i.d1)"™+...+(Cp-2yzt 1.d(p-1y2) +(C p-1y2— i.d (p-yr2)”

biciminde yazilabilir. k. 3.5 'i kullanir ve k. 3.10 'daki gibi basitlgirirsek
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C
Lo(n) = (x)" + (x)"cog(nm) + 2(cf + dl) ? cos| n.arccos——t—

Jg+df

+2(c5 + d22) cos| n. arccos— /

/&2 + d;
Cp-1)12 \

2 n/2 P
+ 4 2(c§p_1)/2 +dj-1)2) cos| N-arccos > > (3.13)
Co-1y/2 T dp-1)/2

elde ederiz.

Eger . 3.12 ve k. 3.13 ’'de, tamsayilar kimesine ait olandeziskeni ile reel
sayllar kiimesine ait olaxdegiskenini yer dgistirirsek, Lucasp-sayilarinin surekli

fonksiyonlari,p 'nin ¢ift degerleri igin

2 c
L) = (x)* + 2(cf + df)x/ cos| x.arccos——

|2 +df

+2(c5 + d22) cos| X. arccos— / +

/&2 + d;
Cp/2 \

X
+2(c2/, + dgy2 ° cos| x-arccos—=m—

2 2
\[Corz2 ¥ Gor2 /

p 'nin tek deserleri igin
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c
Lp(X) = (X)X + (x)*cos(mx) + 2(cf + df)x/2 cos| x.arccos——

Jg+df

+2(c5 + d22) cos| x. arccos— /

/c% +d;
Cip-1)12 \

2 2
Co-1y/2 T dp-1)/2

2 X/2 -
4ot 2(C%p—1)/2+d(p—1)/2) cos| X.arccos

olur [16].

Simdi Es. 2.24 ve k. 2.25 i ele alalim. Eer p ciftse, k; reel sayidir ve d@er sabit
katsayilamp tanekompleks sayidan odur. Bu sayilarit =1, 2, ... ,p/2 olmak lzere

(a +i.by) ve (@ —i.by) olarak gosterelim. Buradany2.24
Fo(n) = ka(xa)"+ (@1 — i.by)(C1 + i.d1)" + (g + i.b1)(Ca —i.ch)" + ...
+ Bp2—i.Dy2) (C 2 + 1.0 p2)" + (B2 + i.b2)(C 2 —i.d )" (3.14)
haline donéiir. Simdi
@+ib)c—i9"+@-ibc+id)"=a(c—i9"+(c+id)
H.b[(c —i.9" - (c + i.d)"] (3.15)

esitli ginden faydalanagaz. Es. 3.15 ve k. 3.5 'den
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2a(c® + d 2)"2cognd) + A.b(c? + d 2)"¥(—i)sin(nd) = 2  + d 2)"’[a.cognb)

+b.siMng)] = 2 (& + d )"/ a2 + b? cognd - y) 3.16)
olur. Burada

Cc a
f = arcC0S——— Ve Yy = arcCoS——

Ve +d? Va2 + b

dir. Es. 3.14, k. 3.15 ve k. 3.16 'y1 g0z 6nune alirsak

Fo(n) = ka()™+ 2( + d2)™? |a2 + b2 cognés- 1)
N2 | 5 2
+4c+dy) a3 + b5 cognb,- y,) + ...

n/2
+2(C§/2 + dp2/2) a;za/z + bp2/2 cogNty 2= Yp/2) (3.17)

olur.

Eger p tekse,k; ve ky sabit katsayilari reel sayilardir. g@@r p-1 tane katsayi ise
komplekstir. Bu kompleks katsdyri, t =1, 2, ... ,p%l icin (& +i.by) ve @ —i.by)

ile gosterelim. k& 2.24 'den
Fp(n) = ka(x1)"+ ko(X2)" + (@1 — i.b1)(Cq + i.01)" + (a1 + i.ba)(Cr —i.d)" + ...
+ Q12— -bp-1))(C p-1y2 + 1.d p-1)2)" + (Ap-1)2
+ i.bp-2)2)(C (p-1y2—1.d (p-ay2)"” (3.18)

dir. Es. 3.16 ve k. 3.17 'yi kullanir ve gerekli dizenlemeleri yapais
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Fo() = ka(0)"+ () "cosn) + 2(c3 + 02)" ,/a% + bi cogné; - yy)

+ 43 + dzz)n/2 a% + b3 cogndo-y,) + ...

2 2 n/2 2
+4Cp-1y72 + dip-1y/2) \/ afy1/2 + Bp-1)/2 COXNOp_1)/2= Y (p-1/2) (3-19)

elde edilir. Eer tamsayilar kimesine ait olardesiskeni ile reel sayilar kimesine ait

olanx degiskenini yer dgistirirsek, p 'nin c¢ift degerleri igin
Fo(X) = kg (x1)*

p/2

+ 2. Z(C' +d, ) /a1 + bzcos xarccosﬁ arccos—
? + d? /

a? + b?
ve p 'nin tek deseri igin
Fp(¥) = ki (%) +ky(x2)*cog(mx)

(p-1)/2

2 [, C
+ 2. Z (% + ) a2 + b?cos| x.arccos———- arccosL

/q +d? /a, + b?

surekli fonksiyonlari elde edilir [16].
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4. IBONACCI VE LUCAS p-SAYILARININ m-GENISLEMESI

Bu bélimde Fibonacci ve Lucgssayilarinnm-genglemeleri tanimlarini verege.

Daha sonra bu sayilarin bazi 6zelliklerini ve Bifoetnillerini verecgiz.
4.1. Tanim

Verilen p > 0 tamsayisi vem > 0 reel sayisi igcin Fibonaccp-sayilarinin

m-genglemesi,n>p + 2 icin

Fo.n(n) = mFy n{n-1) + Fpn{n—-p-1) (4.1)

indirgeme bgintisi ile tanimlanir. Burada = 1, 2, ... ,p +1 icin verilen bglangic
kosullari Fp () = m"™* dir [17].

Egerp = 1,F1(1) = 1 veF1 (2) =malirsak
F1.m(n) = mFy m(n-1) + Fy m(n-2)
indirgeme baintisi elde edilir. Bu indirgeme pantisi Fibonaccm-sayilarini Uretir.

Daha 6nce Fibonacg-sayilarininn < 0 icin deserlerini E. 2.1 'deki Fibonacci
p-sayilarinin indirgeme Rgantisi yardimiyla gosteritik. Benzer metodu Fibonacci

(p,m-sayilari icin uygularsak
Fo.0) =Fpm(-1) =...=Fp (-p +1) = O;

For) = 1;

FordP—1) =Fpn{p—-2) = ... =Fpn(—=2p +1) = O; (4.2)

Fp(—=2p) =—m
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For(-2p-1) =1

For{-20-2) =0

elde edilir. Busekilde hem <0 dezeri igin dizi devam ettirilebilir.
4.2. Tanim

Verilen p > 0 tamsayisi vem > 0 reel sayisi icin Lucagp-sayilarinin

m-genklemesi

Lp.n(n) = MLy n(n-1) + Lp,n(n—p-1) (4.3)

indirgeme bgintisi ile tanimlanir. Burad&,{(0) = p+1 ven =1, 2, ...,p i¢in

baglangic kaullar Ly {n) =m" 'dir [17].

Es. 4.1 'i gbz 6nune alirsak, Fibonageisayilarininm-gengslemesinin karakteristik

denklemi
X _m¥-1=0 (4.4)

dir. Cebirin Esas Teoreminden dolayi, bu denklepdih koki olup bu koklerks, xp,

... , Xp+1 Olarak gosterelim. & 4.4 ’Un,p > 0 icin daima bir pozitif reel koku
vardir[17]. Cunki Cebirdeki Descartesiigaretler Kuralindan, £ 4.4 'Un katsayilar
dizisi 1,i,-1 olup, m> 0oldugundanyalnizca bir defasaret (pozitiften negatife)
degistirmistir. Es. 4.4 'Un pozitif reel kokd, altifp,m-orani olarak kabul edilir ve

&, m ile gosterilir [17]. Ozel olarakm = 1 alinirsa®,, ifadesi, daha Onceden

gosterilen altirp—orani olanr,'ye esit olur.

Daha 6nceki bolumlerde, Fibonagesayilari icin verdiimiz bazi 6zellikler benzer
bicimde Fibonaccig,m)-sayilari icin de gecerlidir. Orggm, n€e Z vek = 1, 2, ...,
p +1icin
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X =Myt X = o (4.5)
dir. Ozel olarakq = @,  alirsak

Dp P =M, P+1

ve

Dpm' = MO "+ @y P =Dy D

elde edilir.

Simdi Es. 4.4 'Un kokleri ile ilgili ispatsiz iki teorem vecesiz.

4.1. Teorem

Verilen p > 0 tamsayisim > O reel sayisI iGirxy, Xo, ... , Xp+1 Es. 4.4 ’Un kokleri
olmak tzere

X1+ Xo+ ... ¥ X1 =M

(XXt ..o+ XXpr1) + (Xa+ ... FXoXpe1) + oo+ KoaXp + XoaXpr1) + XpXpr1= 0

(XaXoX3 + ... + X XpXp +1) + (XoXaXa + ... + XoXpXp+1) + ... FXpaXpXp+1 = 0

X1X2 ... Xp2XpaXp + X1X3 Xq ... Xp-1XpXp+1 + ... +XoXaXa ... Xp1XpXp+1 = 0

XXz ... Xp1XpXp+1 = (—1F

dir [17].
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Teorem 4.1 'in ispati, Teorem 2.2 'nin ispatinazegekilde yapilir.

4.2. Teorem

X1, X2, ... , %p+1 Es. 4.4 ’0Un koklerivep =1, 2, 3, ... olmak Uzete=1, 2, ... pigin
(a+ Yot oo+ Xor2)< = X4 X H LXK X< =M

dir [17].

Teorem 4.2 'nin ispati, Teorem 2.3 'Un ispatinazeegekilde yapilir.

Simdi Fibonacci ve Lucap-sayilarininrm-genglemesinin Binet formullerini verelim.

4.3. Teorem

Verilenp >1 vem> 1 tamsayilari i¢cin herhangibonaccip-sayisininm-genglemesi

Fp.n(N) ,
Fpm(n) =ki(x1)" + ka(%2)" +...+ Kops1(Xpe1)" (4.6)

biciminde ifade edilir. Buraday, xp, ... , X%p+1 , E5. 4.4 "deki karakteristik denklemin
kokleri veky, ko, ..., Ko+1
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[ Fom(0) =k +ky+ -+ ko = 0;
Fom(D = KiXg + koXo + -+ Kpy1Xpp1 = 1
Fpm(2) = Ki(x1)” + ko(%)? + -+ + kp+l(xp+1)2 =m;

. 4.7)

Fom(P) = ki(0)” + ko0)° + -+ + Koy (X, )7 = P

\ Fp,m(p + 1) = kl(xl)p+l + kZ(XZ)p+l + .-+ kp+1(Xp+1)p+1 =nP

sisteminden elde edilen katsayilardir [17].

Ispat

Fibonacci p,m-sayilarinn bglangi¢ kaullar, 1< n <p +1 igin Fp(n) = ™t dir.
Ayrica Fpm (0) = 0 oldgu bilinmektedir. Balangi¢ kaullarini géz 6nlne alir ve
n=0,1, 2, ..,p+1 dgerlerini E. 4.6 'da yerlerine yazarsaks.E4.7 elde edilir.

Simdi Es. 4.6 'y1 tumevarimla ispatlayalim. Kabul edelim kp > p+2 (g € Z)

olmak Uzere iddia < ng i¢in dogru olsun.n = ny alip Es. 4.5 i kullanirsak
k(%)™ + ka(%2)™ + -+ + kp+1(Xp+1)nO = ka(M(x)™ ™t + (x)Ph
ko (M) + (%) 07P1) + v+ Ky g (M) 0™ + (Kpe)07P71)
= Mk (%)™ + kp(%) "0 + o+ kpegXpi) ™)
+ (T 0O 4 Jep () 0P e (%))

elde edilir. Tumevarim hipotezinden
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ke (%)™ + ko ()"0 + o+ Koug (Xp+1)n°_l =Fpm(np—1)

ve

ke (X)) P+ k()"0 e kg (Xp+1)n°_p_1 =Fym(no—p—1)

olur. Buradan

ki (%)™ + ko(X2)"0 + -+ + Koy (%, )™ = M.Fy (g — 1) + Fp (o —p— 1)
= Fym(no)

dir. Boylece ispat tamamlanir.

4.4, Teorem

Lucasp-sayilarininm-genilemesinin Binet formuli

Lom(n) = ()" + (x2)" + -+ + (X ,5)" (4.8)
dir. Buradan € Z vexy, X, ... , Xp+1 Es. 4.4 ’Un kokleridir[17].

Ispat

n =0 ic¢in E. 4.8"i yeniden yazarsak

Lom(© = (x)° + 00) + -+ (x,,)° =1+ 1+ +1=p+1

elde edilir.Simdin =1, 2, ... ,p dezerlerini E. 4.8 'de yerine yazarsak

Lom(D) =Xy + X+ -+ Xo41
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Lp,m(z) = (X1)2 + (XZ)2 4+ (Xp+1)2

Lom(3) = (0)° + ()3 + - + (Xp+1)3

Lo,m(P) = (X)P + (%)P + -+ + (Xp+1)p

elde edilir. Teorem 4.2 'den dolay! bu ifadelerasiylam, n?, ... , mP 'ye esittir.
Dolayisiylan = 1, 2, ... ,p icin Es. 4.8 ispatlanngi olur. ispatin bundan sonraki
kismi Teorem 4.3 'e benzgekilde timevarimla yapilir.
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5. SONUC

ilk bélimde Fibonacci ve Lucas sayilarinin énendéfadilmi, Fibonacci ve Lucas
sayllari hakkinda céli bilgiler verilmistir. Ayrica Binet formdulleri, Fibonacci
Q-matrisi, Fibonacci m-sayilari ve Lucasm-sayilari hakkinda kisa bilgiler

verilmistir.

ikinci bolimde Fibonacci ve Lucag-sayilarinin tanimlari, bazi 6zellikleri ve
teoremleri incelenmgtir. Ayrica Fibonacci ve Lucap-sayilarinin Binet formulleri

verilmistir.

Ucuincti bolimde Fibonacci ve Lucassayilarinin siirekli fonksiyonlari verilgibu
sayllar ile surekli fonksiyonlarinin arasindakiinggme 6zellikleri kagilagtiriimistir.

Doérdinct boélimde Fibonacci ve Lucassayilarinin m-gengslemesi tanimlari
verilmistir. Bu tanimlarin  yardimiyla Fibonacci ve Lucag-sayilarinin

m-genklemesinin Binet formdalleri gosterilrtir.
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