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OZET

Anahtar Kelimeler: Fibonacci, Lucas, Genellestirilmis Fibonacci Sayilari, Siiper-
artan dizi, Kriptoloji

Calismada, oncelikle Fibonacci, Lucas ve Genellestirilmis Fibonacci say1 dizileri ile
ilgili baz1 temel o6zellikler 6zetlenmistir. Sonra bu say1 dizilerinin tek ve ¢ift indisli
tiim farkli sonlu alt kiimelerindeki sayilarin toplamlarinin da farkli olduklart ayr1 ayri
ispatlanmistir. Ayrica, bu alt kiimelerin bir siiper-artan dizi oldugu gosterilmistir. Son
olarak elde edilen bu temel 6zelligin kriptolojide kullanilabilirligini agiklamak adina
bazi kurgusal 6rnekler verilmistir.
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SOME SPECIAL SUBGROUPS AND APPLICATIONS OF
FIBONACCI AND LUCAS NUMBER SEQUENCES

SUMMARY

Anahtar Kelimeler: Fibonacci Numbers, Lucas Numbers, Generalized Fibonacci
Numbers, Cryptology

In this study, Fibonacci, Lucas and Generalized Fibonacci numbers and some related
basic properties are summarized. Then, it is proved seperatelly that sums of all
numbers in all finite and different subsets consisting of odd or even indexed elements
of these sequences are also different. In addition, some fictional examples are given
to explain the usability of this basic feature in cryptography.
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BOLUM I. GIRIS

1.1. Fibonacci, Lucas ve Kriptoloji

Leonardo Fibonacci: 12.-13. yiizyillarda yasamis Italyan matematikcidir. Pisa
sehrinde dogan Leonardo cocuklugunu Cezayir’de gecirmistir. Ilk matematik
bilgilerini Miisliiman egitimcilerden almis olup kiiclik yasta Arap sayr sistemini
ogrenmistir. Ulkesindeki kullanilan roma say1 sisteminin kabalig1 yaninda Arap sayi
sisteminin milkemmelligini géren Fibonacci 1201°de “Liber Abaci” isimli kitabini
yazmistir. Bu kitap Arap say1l sisteminin batt Avrupa’ya girmesinde biiyiik rol
oynamistir. Bu kitapta bulunan tavsan problemi, ortacag matematigine biiyiik
katkilarda bulunan Fibonacci’nin 600 yil sonra 19. yiizyilin baglarindan giintimiize

meshur hale gelmesine sebep olmustur [1].

Edouard Lucas: Fransiz say1r kuramci Edouard Lucas, Fibonacci’nin adimi Liber
Abaci’deki problemde goriilen diziye vermistir. Francois Edouard Anatole Lucas ya
da bilinen adiyla Edouard Lucas, 1842 yilinda Fransa’nin Amiens sehrinde diinyaya
geldi. 1861 yilinda Fransa’nin o donem en prestijli yliksek 6grenim kurumu olan
Ecole Normale’de egitimine basladi. 1872 yilinda, Lycée of Moulins’de matematik

alaninda profesor oldu [2].

Kriptografi: Finansal, kisisel ve is hayatindaki bilgilerin paylasiminda giivenligin
saglanmas1 acisindan kiminle haberlesildiginin bilinmesi, gonderilen bilginin kars1
tarafa dogru olarak iletilmesi ve bilgi transferi sirasinda bilgilerin baskalari
tarafindan izlenememesi gerekmektedir. Bu gereksinimleri yerine getirebilmek
amaciyla iletisimde anahtarlama yoOntemleri kullanilmaya ve gelistirilmeye

baslanmistir. Anahtarlama yontemleri gonderilen ve alinan verinin degisik sifreleme



algoritmalart kullanilarak gonderici tarafindan sifrelenmesi ve alict tarafindan
sifrelenmis verinin, sifresinin kirilmasi temeli iizerine kurulmustur. Bu sekilde ag
iizerinde gonderilen verinin olusan tehditlerden korunmasi saglanmaktadir. Tiim bu
ihtiyaglara dayali olarak gizli bilim anlamina gelen kriptoloji bilim dali ortaya
cikmistir. Kriptoloji; kriptografi ve kriptoanaliz bilim dallarina verilen genel addir.
1970’lere kadar bu bilim gergekten halktan gizli tutulan, devletin g¢esitli birimleri
arasinda gizli haberlesmeyi saglayan bir teknik olarak ele alinmaktaydi. Kriptografi
sifreleme problemlerinde kullanilan matematiksel yontemlerin biitiinii olup “gizli,
sakli yazim” anlamina gelmektedir. Kriptoanaliz ise “gizli, sakli yazim” olam

¢ozmek demektir [3].

1.2. Caliymanin Kapsam

Bu calismada, Fibonacci, Lucas ve Genellestirilmis Fibonacci say1 dizileri ile ilgili
tanimlar verilmis ve bu sayilarin sagladigi o6zellikler incelenmistir. Ayrica, bu say1
kiimelerinin bazi alt kiimeleri iizerinde ¢alisilmis ve yeni Ozellikler tanimlanmustir.
Daha sonra yeni Ozelliklerin ispatlar1 verilmis ve bu 6zelliklerin kriptoloji lizerinde
uygulamalarina 6rnekler verilmistir. Bu uygulamalar hazirlanirken Merkle-Hellman
Kripto Sistemi [4] ornek alinmistir. Alt toplamlari esit olmayan siiper dizilerin
tanimlanmasi ve dizi elemanlarinin bir karaktere eslenmesi ile olusturulan metinlerin
sayisal degerlerine karsilik gelen toplamina sifrelendigi bir sistem olan Merkle-
Hellman Kripto Sistemi, bu calismada tek veya ¢ift indisli Fibonacci, Lucas ve
Genellestirilmis Fibonacci say1 dizileri iizerine kurgulanmigtir. Bu yapilirken elde
edilen tek ¢ift indisli sayilardan olusan alt kiimelerdeki elemanlarin toplamlarinin
tekillik o6zelligi kullanilmistir. Bu 6zelligin kriptolojide alternatif bir sistematik

kurgulama yontemi verdigi diistiniilmektedir.

Bu calismada tek ve cift indisli Fibonacci, Lucas ve Genellestirilmis Fibonacci say1
dizileri ele alind1 ve sonlu alt kiimelerinin elemanlarinin toplaminin tekilligi ile ilgili

sonuglar ortaya koyuldu. Bununla birlikte bu alt kiimelerin birer siiper-artan dizi



olduklar1 gosterildi. Ayrica bu sonuglardan yararlanarak simetrik bir gifreleme

yontemi gelistirildi.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde temel kavramlar ve bazi temel Ozellikler 6zetlenmektedir. Calisma
icerisinde N ile dogal sayilar kiimesi (pozitif tam sayilar) gosterilecektir. Yani

N = {1, 2,3,....} olarak alinacaktir.

Tanmm 2.1. F, = 0ve F; = 1 olmak iizere her n > 1 tamsayist i¢in F,,.; = F, +
F,_; seklinde tanimlanan bagintilardan elde edilen sayilara Fibonacci sayilar: denir

[5,6].

Bu bagmtinin trettigi tamsayilar dizisine Fibonacci dizisi denir. Bu ¢alismada

Fibonacci dizisinin elemanlarindan olusan kiime F ile gdsterilecektir.

Tanmm 2.2. {an—l | ne N} = {Fl' F3, F5, ey FZk—l' } kimesine tek indisli

Fibonacci sayilar kiimesi diyecegiz ve bu kiimeyi Fr ile gosterecegiz.

Tanmm 2.3. {F,, |n € N} ={F,,F,, F, ..., F5x, ...} kiimesine ¢ift indisli Fibonacci

saylari kiimesi diyecegiz ve bu kiimeyi Fg ile gosterecegiz.

Tanmim 2.4. Her n € N igin, P(n) bir 6nerme olsun ve asagidaki iki sart saglansin:

(1) P (1) dogru olsun.
(i)  Her k € N* i¢in P(k) dogru iken P(k + 1) de dogru olsun.

Bu durumda her n € N i¢in P(n) dogrudur [7].



Yardimct Teorem 2.5.

n>1 ven € N olmak tizere },j-; Fy; = Fppyq — 1 dir [5].

Ispat: n > 2 ve n € N olmak iizere F, = F,,; — F,_, dir. Buradan,

F,=F;—-F
F, = Fs — F;
Fo=F,—Fs

Fon = Font1 — Fan—a
Taraf tarafa toplama islemi yapilirsa,

F2 + F4 + F6 + -+ FZn — FZTl+1 - F1 veya
=1 Foi = Fongr — 1

Elde edilir. ||

Yardimcit Teorem 2.6.

n eN 1(;11’1 2?=1 FZi—l = FZTL dir [5]

Ispat: F;, =0, F, =F, =1ven > 1icin E, = F,,; — F,_; dir. Dolayisiyla

F1= FZ_FO
F3=F —-F
Fs=Fs—F,

Fon_1 = Fop — Fon_y



yazilabilir. Taraf tarafa toplamirsa, F; + F; + Fs+ -+ F,,_1 = F,,, — F, veya
iy Fapo1 = Fyy elde edilir. i

Tanmm 2.7. Ly =2ve L, =1 olmak lizere her n>1 i¢in L,y =L, +L,_4

seklinde tanimlanan bagintilardan elde edilen sayilara Lucas sayilar: denir [5,6].

Bu bagintinin {irettigi tamsayilar dizisine Lucas dizisi denir. Bu ¢aligmada Lucas

dizisinin elemanlarindan olusan kiime L ile gosterilecektir.

Tanim 2.8. {LG—l | ne N} = {Ll’ L3, L5, ...... ,sz_l, s } kimesine tek indisli

Lucas sayilar: kiimesi diyecegiz ve bu kiimeyi Ly ile gosterecegiz.

Tanmm 2.9. {L,, |n € N} = {L,, Ly, Lg, ... ... , Lok, ...} kKimesine ¢ift indisli Lucas

sayilar: kiimesi diyecegiz ve bu kiimeyi L¢ ile gosterecegiz.

Yardimci Teorem 2.10.

Hern € Nigin Y\jq Ly; = Lypyq — 1 dir [5].

Ispat: Her n > 2 tamsayisi igin L, = L,4; — L,,_; dir. Buradan,

Ly, = L;— L4
Ly= Ls—Lg
L6= L7_L5

Lyn = Lany1 — Lan—1

yazilabilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa



Ly+Ly+Leg+ -+ Loy = Lapyq — Ly veya Z?=1 Lypn = Lapyr —1

elde edilir. ||

Yardimci Teorem 2.11.

Hern € Nigin Y)j-; Ly;_q = Ly, — 2 dir [5].

Ispat: L, =1, L, =3 vehern > 2i¢in L, = L,.; — L,_; dir. Buradan,
L3 - L4 - LZ
Ls= Le— Ly

Lan—1 = Lan = Lop—2
olur. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa
Ly+Lsg+ -+ Ly, 1 = Ly, — L, olur. Esitligin her iki tarafina L, eklenirse

Ll + L3 + L5 + -+ LZTl—l = LZTl - Lz + Ll olur. Buradan, Z?=1 LZi—l = LZTl -2
elde edilir. ||

Tanmm 2.12. G; = a, G, = b (a,b € R) ve n > 1 tamsayi olmak tzere G4, = Gp4q + Gy

seklinde tanimlanan sayilara Genellestirilmis Fibonacci Sayilart ad1 verilir [5,6].

Bu calismada Genellestirilmis Fibonacci Sayilarindan olusan kiime G ile

gosterilecektir.

G ={a,b,(a + b),(a + 2b),(2a + 3b),(3a + 5b),(5a + 8b),...} elde edilir.



Tanim 2'13'{G27’l—1 | ne N} = {Gl, G3, G5, ...... B GZk—l' } kimesine tek indisli
Genellestirilmis Fibonacci sayilar kiimesi denir ve bu kiime G ile gosterilir; boylece

elde edilenin G = {a, (a + b), (2a + 3b), (5a + 8b), . . .} oldugu goriiliir.

Tanmim 2.14. {G,, | n € N} = {G,, G,, G, ... ... , Gy oo} kimesine ¢ift  indisli
Genellestirilmis Fibonacci sayilart kiimesi denir ve bu kime G ile gosterilir;

boylece elde edilenin G¢ = {b, (a + 2b), (3a + 5b), (8a + 13b), . . .} oldugu goriiliir.

Yardimci Teorem 2.15.

Her n > 3 dogal sayis1 i¢in G, = aF,,_, + bF,,_; dir [5].

Ispat: G; = a + b = aF; + bF, olup iddia n = 3 i¢in dogrudur. Ciinkii F; = F, = 1
dir. Simdi iddianin k = 3 i¢in dogrulugunu kabul edelim. Gosterilmesi gereken,

iddia k + 1 i¢in de dogrudur.

3 < i < k olan her i tamsayisi i¢in G; = aF;_, + bF;_, dir. Sonra,

Grs1 = Gy + G—q

= (aFy_y + bFy_1) + (aFy_3 + bF_5)

= a(Fy_y + Fy_3) + b(Fy—y + Fy_;) = aFy_; + bFy

elde edilir. Buradan iddia k + 1 i¢in de dogrudur. Boylece tiimevarim ilkesine gore

her n > 3 i¢in G, = aF,,_, + bF,_; oldugu goriliir. l



Yardimci Teorem 2.16.

Hern € Nigin XLy Gyy = Grypsz — Gpqo dir [S].

Ispat: 371 Gipy = a Xy Fgip + DXy Fryioa

=a(Fpyr — Fr) ¥ b(Fpyks1 — Fry1)  (Yardimer Teorem 2.15)

= (aFysk + bFyi+1) — (aFg + bFyyq)

= Gpiksz — Graz

elde edilir. Ispat tamamlanir. k = 0 segilirse; Her n > 1 tamsayisi i¢in

11 Gy = Gnyz — Gy veya Ny G = Gy — b elde edilir. [}

Yardimci Teorem 2.17.

Her n > 3 dogal sayisi igin 2/ Goi—1 = Gy + a — b dir [5].

Ispat: G, =a, G, =b ve her n>2 dogal sayis1 i¢in G, = Gp4q — G,y dir.

Buradan
Gz = Gy — Gy
Gs = G — Gy

Gypn_1 = Gy — Gy, elde edilir. Taraf tarafa toplama iglemi yapilirsa
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G3 + G5 + .-+ GZTl—l = G4_ - Gz + G6 - G4_ + .-+ GZTL - GZTL—Z ESItllgln her iki
tarafina G, eklenirse Gy + Gz + G5 + -+ Gypp_1 = Gop — G, + G1 veya Gy = a ve
G, = b oldugundan, Y1, G5;_1 = Gy, + a — b elde edilir. ||

Yardimci Teorem 2.18.

Her n > 3 dogal sayisi i¢in 2.7 G2; = Gonyq — a dir [5].

Ispat: G, = a, G, = bvehern > 3 icin G, = G4, — G,_; dir. Buradan,
Gy = G3— Gy
Gy = Gs —G3

Gon = Gane1 — Gon—q

olur. Esitlikler taraf tarafa toplanirsa G, + G4 + -+ Gy, = Gypy1 — Gy oOlur.
Buradan, }}I*; Gy; = Gyp41 — a elde edilir. l

Tamim 2.19. Her i € {2,3, ..., n} i¢in b; > 23-;11 b; 6zelligini saglayan
(by, by, ..., by) dizisine bir siiper-artan dizi denir [8].



BOLUM 3. TEK ve CIFT FIBONACCI, LUCAS VE
GENELLESTIRILMIS FIBONACCI SAYI DiZiLERI

Bu boliimde tek veya ¢ift indisli Fibonacci, Lucas ve Genellestirilmis Fibonacci say1
kiimelerinin (dizilerinin) her birisi i¢in, sonlu elemanli her hangi iki alt kiimesinin
elemanlarinin toplaminin farkli olduguna dair ikiser temel 6zellik, sirasiyla olmak
tizere ayr kisimlarda verilecektir. Ayrica tek veya ¢ift indisli Fibonacci ve Lucas
sayt dizilerinin birer siiper-artan dizi olduklar1t da sirastyla ayr1 kisimlarda

verilecektir.

3.1. Tek veya Cift Indisli Fibonacci Say1 Dizileri

Teorem 3.1. A # B ve A, B C Fr olmak iizere herhangi sonlu elemanli bos kiimeden

farkli iki alt kiime olsun. Bu durumda daima }p.cq F; # X% ren Fj dir.

Ispat: AN B = @ kabul etmek genelligi bozmaz. Ciinkii ANB # @ ise, A N B deki

sonlu tane elemanin toplamlar esitligin her iki yanindan sadelestirilebilir.

F,=maks{ F; | F; € (AU B) } olsun. Bu durumda bir n € N i¢in k = 2n + 1 dir.
Buradan da F, € AU B ve AN B = @ oldugundan ya F;, € A yada F, € B dir.

F, € Aise, B c {F,,F;, ..., F5,,_1} oldugundan,

YrepFi < Xizi Faia (3.1
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oldugu goriiliir. (3.1) ve Yardimci Teorem 2.6. dan dolay1

YrepFi S Xici1Faicn = Fon <Fopiq = Fy (3.2)

elde edilir. F;, € A oldugundan

Fie < Yrjealj (3.3)

olur. (3.2) ve (3.3) birlikte diisiiniildiigiinde Y.p,cp F; < 2 FeaFj oldugu goriiliir.
Fy € B ise, benzer sekilde ilerleyerek Yp.ca F; <2 FjeB F; elde edilir. Dolayisiyla,

AB C Frigin A # Bise Ypeal; # ijeB F; oldugu goriiliir. l

Teorem 3.2. A C F; olsun. Bu durumda A bir siiper-artan dizidir.

Ispat: F,;, ., € A olsun.
YFeAF<Fys, Fi < Zli‘:l Fy;_1 = F, < F,41 oldugundan dolay1 A bir siiper-artan

dizidir. ||

Sonug 3.3. F siiper-artan bir dizidir.

Teorem 3.4. A + Bve A,B C k¢ olmak tizere herhangi sonlu elemanli, bostan farkl

iki alt kiime olsun. Bu durumda Yp.cq F; # 2 res Fj olur.

Ispat: AN B = @ kabul etmek genelligi bozmaz. Ciinkii ANB # @ ise, A N B deki

sonlu tane elemanin toplamlar esitligin her iki yanindan sadelestirilebilir.
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F,=maks{ F; | F; € (AU B) } olsun. Bu durumda bir n € N i¢in k = 2n + 2 dir.

Buradan da F, € AU B ve AN B = @ oldugundan ya F;, € A yada F, € B dir.

F, € Aise, B ¢ {F,, F,, ..., F5,,} oldugundan

YrenFi < Xie1 P (3.4)

oldugu goriiliir. (3.4) ve Yardimci Teorem 2.5. den dolay1

ZFieB F < Z?=1 Fyi = Fonyr = 1 <Fppy2 = Fy (3.5

elde edilir. F;, € A oldugundan

Fie < Yrjealj (3.6)

olur. (3.5) ve (3.6) birlikte diisiiniildiigiinde Y.r,cp F; <X Fea Fj oldugu goriiliir.

Fy € B ise, benzer sekilde ilerleyerek Yp.ca F; <X Fes Fj elde edilir. Dolayisiyla,

ABc FicinA# Bise XpeaFi # YpepFj oldugu goriliir. [

Teorem 3.5. A c F¢ olsun. Bu durumda A bir siiper-artan dizidir.

j . k —
Ispat: Fyy 5 € AoISUN. Xpieari<ropy, Fi < Xic1 Fai = Farrr — 1 < Fopyz

oldugundan dolay1 A bir siiper-artan dizidir. l
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Sonug 3.6. F stiper-artan bir dizidir.

3.2. Tek veya Cift Indisli Lucas Say1 Dizileri

Teorem 3.7. A # B ve A, B C Ly olmak iizere herhangi sonlu elemanli, bostan farkl

iki alt kiime olsun. Bu durumda Y c4 L; # X Len Ly olur.

Ispat: ANB =@ kabul etmek genelligi bozmaz. Ciinkii ANB # @ ise, A N B deki

sonlu tane elemanin toplamlar esitligin her iki yanindan sadelestirilebilir.

Ly=maks{ L; | L; € (AU B) } olsun. Bu durumda bir n € N i¢in k = 2n + 1 dir.
Buradanda L, € AU B ve AN B = @ oldugundan ya L, € Ayada L, € B dir.

Lj € A olsun. Buradan B c {L;, Ls, ..., L5,,_1} oldugundan dolayi

Yrepli X1l (3.7

oldugu goriiliir. (3.7) ve Yardimci Teorem 2.11 den dolay1

Yrepli SXic1loic1 = Lon — 2 <Lpp <Lpny1= Ly (3.8)

elde edilir. L), € A oldugundan
L < Sieal; (3.9)

olur. (3.8) ve (3.9) birlikte diisiiniildiigiinde Y., 5 L; <X Lieal; oldugu goriiliir.
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Ly € B ise, benzer sekilde ilerleyerek ;. caLi <2 LjeB L; elde edilir. Dolayisiyla,

ABC LyveA#Bise Y eal; # ZLjeB L; oldugu goriilir. .

Teorem 3.8. A Ly olsun. Bu durumda A bir siiper-artan dizidir.

. k _
Ispat: Lyiyq € Aolsun. Xy caricryp,, Li < 2iz1Lloic1 = Lo — 2 < Lagyq

oldugundan dolay1 A bir siiper-artan dizidir. l

Sonug 3.9. Ly stiper-artan bir dizidir.

Teorem 3.10. A+ Bve A,B C L¢ olmak {iizere herhangi sonlu elemanli, bostan

farkli iki alt kiime olsun. Bu durumda ;4 L; # X% Ljes Lj olur.

Ispat: ANB =@ kabul etmek genelligi bozmaz. Ciinkii ANB # @ ise, A N B deki

sonlu tane elemanin toplamlari esitligin her iki yanindan sadelestirilebilir.

Ly=maks{ L; | L; € (AU B) } olsun. Bu durumda bir n € N i¢in k = 2n + 2 dir.
Buradanda L, € AU B ve AN B = @ oldugundan ya L, € Ayada L, € B dir.

Lj € A olsun. Buradan B c {L,, L,, ..., L,,,} oldugundan dolay1

Yrepli < XiiiLy; (3.10)

oldugu goriiliir. (3.10) ve Yardimei Teorem 2.10 dan dolay1

Yrepli SXicilai = Longr — 1 <Lonyt <Lonyo= Ly (3.11)
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elde edilir. L, € A oldugundan

L < Xiealy (3.12)

olur. (3.11) ve (3.12) birlikte diisiiniildiigiinde ., cp L; < X Leals oldugu goriiliir.
Ly € B ise, benzer sekilde ilerleyerek ¥, caL; <X LieB Lj elde edilir. Dolayisiyla,

ABc LgveA#Bise Y eali # Yy ep Ly oldugu goriliir. [

Teorem 3.11. A c L¢ olsun. Bu durumda A bir siiper-artan dizidir.

P k _
Ispat: Loy, € Aolsun. Xy cari<ions, Li < Xiz1Llak = Lagsr — 1 < Logyz

oldugundan dolay1 A bir siiper-artan dizidir. l

Sonug 3.12. L siiper-artan bir dizidir.
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3.3 Tek veya Cift indisli Genellestirilmis Fibonacci Say: Dizileri

Bu kisimda onceki kisimlarda elde edilen sonuglara benzer sonuglar ortaya
konulacaktir. Kisim boyunca a, b € R keyfi fakat sabit olmak iizere G; = a, G, = b

alinacaktir.

a = b olmasi durumunda n > 3i¢in G,, = aF,,_, + aF,_; = a(Fy_, + F,_1) = aF,
olur. Dolayisiyla bu durumda tek ve ¢ift Genellestirilmis Fibonacci sayilari i¢in elde
edilecek sonuglar Fibonacci sayilar kiimesinde elde edilen sonuglara denk olur. Bu

nedenle kisim boyunca a # b kabul edilecektir.

Bundan bagska a = 0 veya b = 0 olmasi1 durumunda {G,} Genellestirilmis Fibonacci
Sayilar dizisi sirastyla {b. F,,.,} veya {a.F,,,} dizilerine doniisecektir. Dolayisiyla

buradan itibaren a - b # 0 kabul edilecektir.

Asagida verilecek teoremde a - b > 0 dur.

Teorem 3.13. A +# B ve A,B C Gy olmak {lizere herhangi sonlu elemanl iki kiime

olsun. Bu durumda Y.;.e4 G; # ches Gj olur.

Ispat: AN B = @ kabul etmek genelligi bozmaz. Ciinkii, ANB # @ ise A N B deki
sonlu tane elemanin toplami esitligin her iki yanindan sadelestirilebilir. Bu nedenle
Genellestirilmis Fibonacci Sayilarinin tanimindan hareketle a ve b skalerlerinin olasi

tiim durumlar1 incelenerek ispatlar yapilacaktir. Bu durumlar;

1.Durum 0<a<b

2.Durum O0<b<a
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3.Durum b<a<0

4.Durum a<b<O

seklinde listelenebilir. Durumlari irdelemeden 6nce asagidakileri belirtelim.

Gy=maks{ G; | G; € (AU B) } olsun. Bu durumda bir n € N i¢in k = 2n + 1 dir.

Buradan da, G, € AU B ve AN B = @ oldugundan, ya G, € A ya da G, € B oldugu

goriiliir.

Gy € Aise, B c {G,,G3, ..., Gy5_1} oldugundan,

e Gi < Xizq Gaig (3.13)

elde edilir. (3.13) ve Yardimci Teorem 2.17 den dolay1

Y6 Gi < Xiz1Goi1 =Gy ta—b (3.14)

elde edilir. Simdi her bir durumu ayr1 ayri1 ele alalim.

1.Durum: 0 < a <b : a < b oldugundan G,, + a — b < G,, olur. Boylece ifade
(3.14) de dikkate alinirsa,

ZGiEB G; < Z?=1 Goicg = G+ a— b <Gy < Gopy1 = Gy (3.15)

bulunur.
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Gy € A oldugundan

G < Xgea Gj (3.16)

dir. (3.15) ve (3.16) birlikte diisiiniildiigiinde Y.g,ep G; < cheA Gj oldugu goriiliir.
Gk € B ise, benzer sekilde ilerlenerek Y. e G; < cheB Gj elde edilir. Dolayisiyla

ABC GrveA#Bise, YgeaGi * ZG]-EB Gj olur.

2.Durum: 0< b < a : Oncelikle,

Gyp=a.Fyy_ 2+ b.Fop_1=a.Fyy_o+b.(Fyp_3+ Fyp_5) (Yardimer Teorem 2.15)
GZTL = da. FZTL—Z + b'FZTL—3 + b'FZTL—Z

GZTL = (a + b)'FZTl—Z + b FZTL—3 (317)

Ve

Gonyr = - Fop1+b.Fop = a.Fon_q +b. (Fon—p + Fon1)
Gonyr = Q- Fop1 + b.Fopy +b.Fpp g

Goant1 =@+ D). Fonq +b.Fopy (3.18)

dir. Gy, + a — b < Gyp4q gostermek istedigimiz ifade buydu. Aksini kabul edelim.

Yani, GZTI. +a—b— GZTI+1 >0 olsun.
Gypn — Gonyr = b—a (3.17) ve (3.18) esitlikleri yerlerine yazilir ise

(a + b) FZTL—Z + b FZTl—3 - ((a + b) FZTl—l + b FZTl—Z) 2 b —a =
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(a + b) FZTL—Z + b FZTl—3 - (a + b) FZTl—l - b FZTL—Z 2 b —a =
a.Fop_y+b.Fpp3—(a+b).Fyp1=b—a >
a. FZTL—Z + b-FZn—3 - (a + b) (FZTL—3 + FZTL—Z) 2 b —-—a =

a. FZTL—Z + b-FZn—3 - (a + b)'FZTl—3 - (a + b)FZTl—Z 2 b —a =

(a—a—Db).Fyp,+((b—a—>b).Fy 3=2b—a =

_b FZTL—Z - a.FZn_3 2 b —a =

_b'FZn—Z - a.FZn_3 - b + a 2 O =

b. (_FZn—Z - 1) + a. (_an—3 + 1) 2 0 (3.19)
olur.

Ote yandan, n > 2 ise F,,_, > 0 ve F,,_5 = 1 oldugundan dolay1 —F,,_, — 1 < 0
ve —Fy,_3+1<0 olur. Buradan, n>2 i¢in b.(—Fyp_, — 1) +a.(—Fy,_3+
1) < 0 bulunur. Bu ise (3.19) ile gelisir. O halde varsayim yanlistir. iddia dogrudur.
Boylece,

Y6iep Gi < Xiz1 G = Gop + @ — b < Gopyq = Gy (3.20)

ve Gy € A olup

G < Xigea Gj (3.21)

olur. (3.20) ve (3.21) birlikte diisiiniildiigiinde, Y. ep G; < ZG]-EA Gj oldugu goriilir.

Gy € B ise, benzer sekilde ilerlenerek Y e G; < ZG]-EB Gj elde edilir. Dolayisiyla,
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ABC GrveA#Bise, YgeaGi * ZG]-EB Gj olur.

3.Durum: b < a < 0 i¢in Genellestirilmis Fibonacci sayilar siirekli azalan negatif

degerli bir 6zellik sergileyeceklerdir.

Ayrica Gp=min{ G; | G; € (AUB) } ve k=2n+ 1i¢in G € A olsun. Her seyden
once B c {G, Gs, ..., Gy—1} oldugundan dolay1

Y6epGi = Xis1 Goiq (3.22)

oldugu goriiliir. (3.22) ve Yardime1 Teorem 2.17 den dolay1

Y6 Gi = Xiz1Goi 1 =Gy ta—b (3.23)

olur.

b < a < 0 oldugundan dolay1 a — b > 0 ve buradan G,, + a — b > G, bulunur.
Boylece (3.23) dikkate alinarak,

ZGieB G; = Z?=1 Goic1 = Gan+a—b> Gy > Gopyq = Gy (3.24)

elde edilir. G, € A ve {G,} negatif elemanl azalan dizi oldugundan

G = X ea Gj (3.25)
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bulunur. (3.24) ve (3.25) birlikte disiiniiliirse Y ep G; > cheA Gj oldugu goriiliir.

Gy € B ise benzer sekilde ilerlenerek Y. c4 G; > cheB Gj elde edilir. Dolayisiyla,

A,B C Grigin A # Bise Ygea Gy # cheB Gj olur.

4.Durum: a< b < 0: Genellestirilmis Fibonacci sayilar1 azalan negatif degerli bir

ozellik sergileyeceklerdir.

Ayrica Gp=min{ G; | G; € (AU B) } olsun. Bu durumda bir n € N i¢in k = 2n +
1 dir. Dolayisiyla da G, € AU B ve AN B = @ oldugundan ya G, € Ayada G, €B

dir. G;, € A olsun.

Her seyden o6nce B c {G,,Gs,...,Gon_1}ve {G,} negatif elemanh azalan dizi

oldugundan ve Yardime1 Teorem 2.16 dan dolay1

Y6 Gi = Xiz1Goi1 =Gy ta—b

olur. a < b < 0 oldugundan a — b < 0 olur.

Gon = a.Fopnp +b.Fppy
=a.Fy,_5 +b.(Fyp_3 + Fyp_5) (Yardimer Teorem 2.15)
= a.FZn_z + b FZTI.—3 + b FZTI.—Z

= (a + b)'FZTl—Z + b FZTL—3 (326)

Ve
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Gon+1 = . Fppq +D.Fop
=a.Fyn_1+b.(Fopz + Fopn_1)
= a.FZn_l + b-FZn—Z + b'FZTL—l

= (a + b)-FZn—l + b FZTI.—Z (327)

dir. G, + a — b > Gy, 44 gOstermek istedigimiz ifade buydu. Aksini kabul edelim.

Yani, G,, + a — b — Gyp41 < 0 olsun. Buradan,

Gypn —Goni1 <b—a (3.26) ve (3.27) esitlikleri burada yerlerine yazilir ise,
(@+b).Fopy+b.Fpps—((@+b).Fypy+bFpy)<b—a=
(a+b).Fypy_o+b.Fyy35—(a+b).Fyy i —b.Fppy ,<b—a =
a.Fopo+b.Fop3—(a+bh)Fon 1 <b—a=

a.Fpn 2+ b.Fop3—(a+b).(Fop3+Fpmi)<b—a=

a.Fpy o+ b.Fypys—(a+b).Fypps—(a+b)F o <b—a =
(a—a—b).Fyp,+(b—-—a—-b).Fyp3<b—a=

—b.Fyp_,—a.Fyp 3<b—a =

—b.Fppy o—a.Fpp3—b+a<0 =

b.(=Fypy—1) +a.(=Fyp_3+1) <0 (3.28)

olur. Ote yandan, n > 3, F,,_, > 0 ve F,,,_3 > 1 oldugu i¢in, —=F,,_, — 1 < 0 ve

—F,p,_3+1<0 buradan a <0 ve b <0 oldugundan b.(—F,,_, —1) >0 ve
a.(—Fy,_3 +1) > 0 olur.
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b.(—Fyp_, — 1) + a.(—F,,_3 + 1) > 0 bulunur. Bu ise (3.28) ile gelisir. O halde

varsayim yanlistir. Yani, G,, +a — b > G,,44 dir. Boylece,

6B Gi = Xiz1 Goiq = G + @ — b > Gopyq = Gy (3.29)

ve Gy € A olup {G} negatif elemanli azalan dizi oldugundan

G = Xigea Gj (3.30)

olur. (3.29) ve (3.30) birlikte diisiiniildiigiinde Y.;. .5 G; > ZG]-EA Gj oldugu goriiliir.

Gy € B ise benzer sekilde ilerlenerek Y.g.c4 G; > cheB Gj elde edilir. Dolayisiyla,

A,B C Grigin A+ Bise Ygea Gy # ZGjeB Gj oldugu goriiliir. l

Teorem 3.14. A + Bve A,B C GC olmak {izere herhangi sonlu elemanli iki alt kiime

olsun. Bu durumda, daima Y.ec4 G; # cheB Gj olur.

Ispat: AN B = @ kabul etmek genelligi bozmaz. Ciinkii, ANB # @ ise AN B deki
sonlu tane elemanin toplami esitligin her iki yanindan sadelestirilebilir. Bu nedenle
Genellestirilmis Fibonacci sayilart a ve b skalerlerine gore belirlendiginden,

irdeleme onlara gore ele alinmalidir. iki ayr1 durum icin irdeleme yeterli olacaktir:

1. Durum a>0ve b €eR.

2. Durum a<O0ve b€eR.
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1.Durum: a > 0ve b € R:

Gr=maks{ G; | G; € (AUB) } olsun. Bu durumda bir n € N i¢in k = 2n dir.
Buradan da G, € AUB ve AN B = @ oldugundan ya G, € A ya da G, € B dir. .
G € A olsun. Her seyden once B € {G,, Gy, ..., G2, } oldugundan

Y6ien Gi < Xizq Ga (3.31)

oldugu goriiliir. (3.31), Yardimci Teorem 2.18 ve a > 0 oldugu dikkate alinirsa

Y6ies Gi < Xiz1 G = Gopyq — @ < Gopyq < Gopyr= Gy (3.32)

olur. G, € A oldugundan

G < Xgea Gj (3.33)

dir. (3.32) ve (3.33) birlestirildiginde Y.;,cp G; < che 4 Gj oldugu goriiliir. Gy € B ise
benzer sekilde ilerlenerek Y .c4 G; < ZGjeg Gj elde edilir. Dolayisiyla, A,B € G¢ ve

A # Bise, YgeaG # cheB Gj olur.

2.Durum: a < 0Ove beR:

Gr=min{ G; | G; € (AU B) } olsun. birn € N i¢in k = 2n dir. Béylece G, € AUB
ve AN B = @ oldugundan ya G, € A ya da G, € B dir. G, € A olsun. Her seyden
once B c {G,, G, ..., G5, } oldugundan
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Yeien Gi = Xizq Gy (3.34)

elde edilir. (3.34), Yardime1 Teorem 2.18 ve a < 0 oldugu dikkate alinirsa

Y6iep Gi = Xiz1 Goy = Gopyq — @ > Gopyq > Gopyr= Gy (3.35)

olur. G, € A oldugundan

G = X ea Gj (3.36)

dir. (3.35) ve (3.36) birlestirildiginde Y.¢,c5 G; > ZGjeA Gj oldugu goriiliir. G, € B ise
benzer sekilde ilerlenerek Y. e G; < ZGjeB Gj elde edilir. Dolayisiyla, A, B € G¢ igin

A#Bise YgealGi # ZGJfB Gj olur. Béylece ispat tamamlanir. 0



BOLUM 4. UYGULAMALAR

Kriptoloji uygulamalarinda temel amag tekil sonuclar yakalayabilmektir. Merkle ve
Hellman’in gelistirdigi sifreleme sistemleri de bu temel kural iizerine kurulmustur.
Fibonacci sayilar1 ve sifreleme sistemleri arastirilmis ve Fibonacci sayilar1 Fibonacci
Q Matrisi ve iligkili R Matrisi kullanildig1 sifreleme yontemlerinin oldugu
goriilmustlir [9]. Ayrica Fibonacci sayr dizileri kriptoloji biliminde ve kodlama

teorilerinde de kullanildig: tespit edilmistir [10-14].

Boliim 3’iin sergiledigi 6zellikleri dikkate alarak sifreleme yontemleri kurgulanabilir.

Bu ozellikler sifreleme ile ilgili farkli kurgulari sunabilme avantajlar1 saglayacaktir.

Fibonacci, Lucas veya Genellestirilmis Fibonacci sayr kiimeleri iizerinde ortaya
koydugumuz Teorem 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 ve 3.6 o6zellikleri bize bu kiimelerin alt
kiime toplamlarinin tekilligini gdstermistir. Buradan hareketle kiime elemanlarinin
sembollere karsilik olarak atanmasi ve bir veri grubunun bu karsiliklar vasitasiyla

sayisal bir degere ¢evrilmesi ile yapilabilecek sifreleme kurgular tasarlanmistir.

Bu kurgularda;

- Tek indisli Fibonacci sayilari kiimesi

- Tek veya Cift indisli Fibonacci sayilar1 kiimesi

- Tek veya Cift indisli Genellestirilmis Fibonacci sayilar1 kiimeleri
ile ilgili Bolim 3’te gosterilen oOzellikler kullanilarak, elde edilen ozelliklerin
uygulamaya doniik amaclarint agiklamak igin iki farkli kurgu ve ilgili 6rnekler

sunulmustur.
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4.1. Kriptoloji Uzerine Ornek Kurgular

Kurgu I: Bu kurgumuzda tiim harfler, bosluk karakteri ve baz1 noktalama isaretleri
ele alinarak Tek Indisli Fibonacci Sayilar1 ile eslestirilmistir. Bdylece her bir

semboliin bir sayisal karsiligi olusturulmustur.

Tablo 4.1. Harf ve noktalama isaretlerinin sayisal karsiliklart

Sembol Fr Sayisal Deger Sembol Fr Sayisal Deger
A F; 1 (0] F3s 9.227.465
B Fy 2 0 Fs, 24.157.817
C F 5 P Fsq 63.245.986
C F; 13 R Fyq 165.580.141
D F 34 S Fys 433.494.437
E Fi1 89 S Fys 1.134.903.170
F Fi5 233 T F,; 2.971.215.073
G Fis 610 0] Fyq 7.778.742.049
G Fy, 1.597 U Fsq 20.365.011.074
H Fio 4.181 Vv Fgq 53.316.291.173
I Fyq 10.946 Y Fss 139.583.862.445
i F,q 28.657 Z Fs, 365.435.296.162
J F, 75.025 Fsq 956.722.026.041
K F,, 196.418 . Fgq 2.504.730.781.961
L Fyq 514.2295 , Fgs 6.557.470.319.842
M Fsq 1.346.269 ? Fys 17.167.680.177.565
N F35 3.524.578

Uygulama i¢in Tablo 4.1.’de ki tiim harf ve karakterlere karsilik gelen sayilar
kiimesinin tiim alt kiimeleri olusturulur. Bu alt kiimelerin elemanlarinin sayisal
degerlerinin toplami ve bu toplami olusturan sayilarin listesinden olusan bir
kod kutuphanesi.dat isimli bir kiitiiphane olusturulur. Olusturulan kiitiiphanenin

birkag satir1 6rnek olarak Sekil 4.1.’de verilmektedir.
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Sekil 4.1. kod_kutuphanesi.dat

31,2 AB

6:1,5 AC

'368406511324;89,2971215073,365435296162 ETZ

'166.930.683; 1,2,89,4.181,1.346.269,165.580.141 AB,E.HM,R

'140.183. 133.442;1,196.418,165.580.141,433.494.437,139.583.862.445 AKRSY

Uygulama Ornek 1: Bir metni sifrelemek icin Tek Indisli Fibonacci Sayilarindan ve
bu sayilarin yukarida belirttigimiz toplamsal 6zelliklerinden faydalanacagiz. Teorem
3.4°de belirtildigi gibi bu kiimenin elemanlarindan olusturulacak iki farkli alt
kiimenin elemanlarinin toplami birbirine esit olamaz. Yani bu toplamsal sonuglar
tekildir. Bu dikkate alinarak sifrelemegi hedefledigimiz her bir kelime i¢in tekil bir
kod olusturacagiz. Burada bir kelime i¢inde yer alan bir harf birden fazla yer alsa
dahi toplama yalmiz bir defa eklenecektir. Aciklamak amaciyla MERHABA
kelimesini ele alalim. Bu kelimenin sayisal degeri bulunurken A, B, E, H, M, R
harflerinin sayisal karsiliklar1 bir defa alinacaktir. “A” harfinden iki tane olmasina
ragmen toplama bir kez katilacaktir. Bu toplam tekil oldugu i¢in kars1 taraf toplam
sonucunu aldiginda bu toplama hangi sayilarin dolayisiyla hangi harflerin sayisal
degerlerinin toplamiyla ulagildigini bilecektir. Burada karsilagilacak sorun, gelen
harflerin siralamasi ve birden fazla tekrar eden harfler varsa bunlarin hangileri
oldugu ve kac¢ defa oldugudur. Bu meselenin halli i¢in toplamin yaninda, birde
siralamayi iceren bir kod gonderilecektir. Soyle ki, kelimeyi i¢eren harfler alfabetik

siraya gore Tablo 4.2.°de ki gibi siralanacak ve numaralandirilacaktir.

Tablo 4.2. Uygulama Ornek 1
A B E H M R

1 2 3 4 5 6
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Yukaridaki agiklamalara gore, Tablo 4.2. i¢in siralama kodu soyle olacaktir: 5364121
ve Toplam Degeri ise: 1+2+89+4.181+1.346.269+165.580.141=166.930.683
olacaktir. Mesaj1 olusturan kullanic1 karsi tarafa 166930683,5364121 diye bir kod

gonderecek. Karsi tarafin gelen kodu ¢oziimlemesi i¢in iki yol bulunmaktadir.

Birinci yol gelen toplama en yakin ve toplamdan kiiciik degere sahip ilk karakter
aliir. Bu karakterin degeri toplamdan ¢ikarilir ve elde edilen yeni sayiya ilk islem
tekrar uygulanir. En sonunda elde edilen say1 bir karakterin gercek degerine denk

geldigi anda ¢ozlimleme bitecektir.

Bu o6rnek icin soyle bir islem sirast olacaktir: 166930683 sayisina en yakin sayi
165580141 ve karsilik gelen “R” harfidir. Buradan, 166930683-165580141=1350542
elde edilecektir. 1350542 sayisina en yakin say1 1346269 ve karsilik gelen “M”
harfidir. 1350542-1346269=4273 elde edilir. 4273 e en yakin say1 4181 ve karsilik
gelen “H” harfi. 4273-4181=92. 92 ye en yakin say1 89 ve karsilik gelen harf “E”.
92-89=3’¢ en yakin say1 2 ve karsilik gelen harf “B”. 3-2=1 “A” harfi elde edilir.

Boylece ¢ozlimleme biter.

fkinci yol ise karsi tarafta var olacak bir ¢dziimleyici program daha o&nceden
olusturulmus kiitiiphaneye bakarak oncelikle 166930683 sayisin1 ¢oziimleyecek. Bu
¢ozliimlemenin sonucunda, bu saymin “17, 727, 7897, 74.1817, ”1.346.269”,
”165.580.141” sayilarinin toplamiyla elde edildigini tespit edecek. Bu sayilarin harf
kargiligint tablodan aldiginda ise A,B,E,H,M,R harflerine ulasacak. Sonra
5364121siralama kodunu kullanarak bu harfleri sayisal degerlerinin olusturdugu

siralamaya gore MERHABA kelimesine doniistlirecektir.

Burada 6rnek olarak tek bir kelime alinmistir, istenirse bir climle i¢in de yukarida

anlatilan iglemler yapilabilir. Bu durumda sifrelemenin daha gizemli olacag: fakat
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cozlimlemesinin de ona gore uzun olacagi asikardir. Bu sdylenilen her iki yol i¢cinde

gecerlidir.

Uygulama Ornek 2: SAKARYA kelimesini sifrelemek i¢in Tek Indisli Fibonacci
Sayilarindan ve bu sayilarin  yukarida belirttigimiz toplam 6zelliklerinden
faydalanacagiz. Teorem 3.4’de belirtildigi gibi bu kiimeden olusturulacak iki alt
kiimenin elemanlarinin toplami birbirine esit olamaz yani bu toplam sonucu tekildir.
Biz de sifrelemeyi hedefledigimiz her bir kelime i¢in tekil bir kod olusturacagiz.
Burada bir kelime i¢inde yer alan harf birden fazla dahi olsa toplama yalniz bir defa
eklenecektir. Yani SAKARYA kelimesinin sayisal degeri bulunurken A,K,R,S)Y
harflerinin sayisal karsiliklar1 bir defa alinacaktir. A harfinden ii¢ tane olmasina
ragmen toplama bir kez katilacaktir. Bu toplam tekil oldugu i¢in karsi taraf toplam
sonucunu aldiginda bu toplama hangi sayilarin dolayisiyla hangi harflerin sayisal
degerlerinin toplamiyla ulasildigini bilecektir. Burada karsilagilacak sorun gelen
harflerin siralamasi ve birden fazla tekrar eden harfler varsa bunlarin hangileri
oldugu ve ka¢ defa oldugudur. Bu meselenin halli i¢in toplamin yaninda birde
siralamayi iceren bir kod gonderilecektir. Soyle ki kelimeyi igeren harfler kiigiikten

biiylige dogru Tablo 4.3.’de ki gibi siralanacak ve numaralandirilacaktir.

Tablo 4.3. Uygulama Ornek 2
A K R S Y
1 2 3 4 5

Toplam Degeri:

Tablo 4.4. Uygulama Ornek 2 Toplam
A K R S Y
1 196418 165.580.141 433.494.437 139.583.862.445

1+196.418 + 165.580.141 + 433.494.437 + 139.583.862.445 = 140.183.133.442
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Siralama Kodu: 4121351

Gonderim Kodu: 140183133442,4121351

Kurgu 2: Daha kiigiik sayisal degerlere ulasmak istiyorsak harf tablomuzu ikiye
ayirabiliriz. Sesli harfler ve noktalama isaretleri i¢in Tek Indisli Fibonacci Sayilari,
sessiz harfler icin Cift Indisli Fibonacci Sayilarindan faydalanabiliriz. Bu durumda
elde edecegimiz karakter sayisal deger eslestirmeleri Tablo 4.5. ve Tablo 4.6.’de

gosterilmistir.

Tablo 4.5. Tek Indisli Fibonacci Sayilar1 i¢in sembol karsiliklar:

Sembol Fr Sayisal Deger
A F; 2
E Fs 5
I Fg 13
i F, 34
0] Fy 89
¢} Fi1 233
U Fi3 610
U Fis 1.597

Fy; 4.181
Fiq 10.946
, Fyq 28.657

? Fys 75.025
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Tablo 4.6. Cift Indisli Fibonacci Sayilari igin sembol karsiliklari

Sembol Fe Sayisal Deger Sembol Fe Sayisal Deger
B F, 1 M Fy 46.368
C F, 3 N Foe 121.393
C Fg 8 P Fog 317.811
D Fg 21 R F3 832.040
F Fio 55 S F3, 2.178.309
G Fi, 144 S Fsy 5.702.887
G Fia 377 T Fy6 14.930.352
H Fig 987 v Fsg 39.088.169
J Fig 2.584 Y Fy 102.334.155
K Fyo 6.765 z Fy,) 267.914.296
L F,, 17.711

Uygulama Ornek 3: FIBONACCI kelimesi i¢in

Tablo 4.7. Uygulama 6rnek 3 sesli harfler
I 0] A Toplam

34 89 2 125

Tablo 4.8. Uygulama 6rnek 3 sessiz harfler
F B N C Toplam

55 1 121.393 3 121.452

Kars1 tarafa gonderilecek kod satir1 s6yle olacaktir: 125,121.452,541672334

Kars1 taraf gelen sayiyr ii¢ kisma ayiracak. 1.kisim: 125=89+3442 yani “O-I-A”
harfleri. 2.kisim: 121452=121393+55+3+1 yani “N-F-C-B” bu harflerin sayisal
degerlerini kiigiikten biiyiige dogru siraladiginda 1=B, 2=A, 3=C, 4=, 5=F, 6=0,
7=N harflerine ulasacak ve kodun 3.kismma gore siralama yaptiginda FIBONACCI

kelimesine ulagsmis olacaktir.
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Kurgu 3: Fibonacci sayilarinin veya Lucas sayilarinin popiilerligini bir tehdit olarak
algilayabiliriz. Bu durumda Genellestirilmis Fibonacci Sayilar lizerinden tanimlanan
ozellikleri kullanarak yepyeni say1r kiimeleri olusturabiliriz. Sesli harfler ve
noktalama isaretleri i¢in Tek Indisli Genellestirilmis Fibonacci Sayilari, sessiz harfler

icin Cift Indisli Genellestirilmis Fibonacci Sayilarindan faydalanabiliriz.

Yapmamiz gereken Genellestirilmis Fibonacci Say1 dizisi olusturmak i¢in baslangi¢
degerlerimiz olan G1 ve G2 degerlerini segmek olacaktir. Bu degerler daha sonra
gonderecegimiz kod i¢in anahtar deger vazifesi gorecektir. Kurgu 3 icin bu degerleri
G, = 4ve G, = 3 olarak belirleyelim. Bdylece Tablo 4.9. ve Tablo 4.10. elde

edilmis olur.

Tablo 4.9. Tek Indisli Genellestirilmis Fibonacci Sayilari igin sembol karsiliklari

Sembol Gr Sayisal Deger
A Gs 7
E Gs 17
I G, 44
i Gy 115
0] Gq1 301
¢} Gy3 788
U G 2.063
U Gy7 5.401

Gy 14.140
Gy 37.019
) Gy 96.917

? Gys 253.732
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Tablo 4.10 Cift indisli Genellestirilmis Fibonacci Sayilari i¢in sembol karsiliklart

Sembol Ge Sayisal Deger Sembol G Sayisal Deger
B G, 3 M Gy 156.815
C G, 10 N G 410.547
© G 27 P G 1.074.826
D Gg 71 R Gso 2.813.931
F Gy 186 S Gs, 7.366.967
G Gy, 487 S G3q 19.286.970
G Gia 1.275 T G3e 50.493.943
H Gy 3.338 v Gsg 132.194.859
J Gyg 8.739 Y Gao 346.090.634
K Gy 22.879 Z Gy, 906.077.043
L G, 59.898

Uygulama Ornek 4: FIBONACCI kelimesi icin

Tablo 4.11. Uygulama 6rnek 4 sesli harfler
I 0] A Toplam

115 301 7 423

Tablo 4.12. Uygulama 6rnek 4 sessiz harfler
F B N C Toplam

186 3 410.547 10 410.746

Kars1 tarafa gonderilecek kod satir1 soyle olacaktir: 4,3;423;410.746;642571334

Kars1 taraf gelen kodu 4 kisma ayiracak. 1.kisim: Olusturulacak dizi i¢in anahtar
gorevi gorecek olan ilk iki sayi. Bunlar 4 ve 3 diir. Dizinin elemanlar
olusturulduktan sonra Teorem 3.5 ve Teorem 3.6’da yer verildigi gibi dizinin siirekli
artan veya siirekli azalan Ozelligi gostermeye basladigi terimden itibaren harf
kodlamasi olusturulur. 2.kisim 423 ise bu dizinin tek indisli terimlerinin sayisal
toplamindan olustugu yani sesli harf veya noktalama isareti icerdigi bilinir. Sayi

¢oziimlendiginde 423=301+115+7 yani “O-I-A” harfleri. 3.kisim: 410.746 ise bu
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dizinin ¢ift indisli terimlerinin sayisal toplamindan olustugu yani sessiz harf igerdigi
bilinir. Sayr ¢oziimlendiginde 410.746=410.547+186+10+3 yani “N-F-C-B” bu
harflerin sayisal degerlerini kiiciikten biiyiige dogru siraladiginda 1=A, 2=B, 3=C,
4=1, 5=0, 6=F, 7=N harflerine ulasacak ve kodun 3.kismina gére siralama yaptiginda

FIBONACCT kelimesine ulasmis olacaktir.



BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Fibonacci, Lucas ve Genellestirilmis Fibonacci Sayilari iizerine yapmig oldugumuz
bu ¢alismada bu say1 dizisi elemanlarinin tek veya ¢ift indisli olma durumlari {izerine
bazi sonuglar elde edilmis ve ispatlarina yer verilmistir. Gergekte mod 2 ye gore
indisler incelenmistir. Bir bagka ¢alismada mod 3, mod 4’e gore dizi elemanlar

siiflandirilip tizerlerinde ¢alismalar yapilabilir.

Kriptoloji uygulamalari yapilirken karakter kiimeleri Tek Indisli Fibonacci, Cift
Indisli Fibonacci, tek indisli Lucas, ¢ift indisli Lucas say1 dizilerinin tamami
kullanilarak 4 ayr1 gruba boéliinerek daha kiiciik sayisal degerlerden olusan bir

sifreleme yapilabilir.

Genellestirilmis Fibonacci sayilart kullanilarak ¢ok daha fazla sayr dizisi elde
edilerek bu say1 dizilerinin ilk iki karakterleri baslangic referans degeri olarak kodla
birlikte gonderilerek her seferinde farkli sayisal degerlerden olusan sifreleme

sistemleri olusturulabilir.

Genellestirilmis Fibonacci sayilart kullanilarak olusturulan sifreleme metodunun
giivenirliligi ve kirilmalara karst direnci bu tezin konusu olmamakla birlikte, bu konu

iizerine gilivenirlik ¢alismasi yapilabilir.

Karakterlerin bulunduklar1 siraya gore farkli sayisal degerler alabilecegi sistemler

izerine ¢alisilarak gonderilen kodun son kismina ihtiyaci kaldiracak kurgular tizerine
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calisilabilir. Bu gergeklestirilirse veri sikistirma sistemlerinde kullanilabilecek bir alt

yapt elde edilmis olur.
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