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OZET

Bu tez ¢alismasi alt1 boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, yapilan ¢alisma ile
ilgili literatiir bilgisi verilmistir. Ikinci boliimde, Fibonacci ve Lucas sayilari
tanitilmis, tam sayilarda boliinebilme ile ilgili temel bilgiler yer almistir. Ugiincii
boliimde, Fibonacci ve Lucas sayilartyla ilgili temel 6zdeslikler ispatlanmustir.
Dordiincii boliimde, Fibonacci sayilarinda boliinebilme 6zellikleri detayli olarak
incelenmis, benzer Ozelliklerin Lucas sayilari i¢cin de saglanip saglanmadigi
gosterilmistir. Besinci boliimde ise Fibonacci ve Lucas kongriianslar ve bazi
uygulamalar1 verilmistir. Son olarak elde edilen sonuglar 6zetlenmis ve bazi 6neriler

sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci sayilari, Lucas sayilari, Boliinebilme o6zellikleri,

Kongriianslar.



DIVISIBILITY OF FIBONACCI AND LUCAS NUMBERS

Esra EKIiN

Bozok University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Master of Science Thesis

2018; Page: 55
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ABSTRACT

This thesis consists of six sections. In the first section, the literature knowledge about
the study has been given. In the second section, Fibonacci and Lucas numbers have
been introduced and basic knowledges about the divisibility of numbers have been
included. In the thirth section, basic identities related with Fibonacci and Lucas
numbers have been proved. Divisibility properties of Fibonacci numbers have been
examined detailed and it has been shown that whether similar properties are provided
or not for Lucas numbers in the fourth section. In the fifth section, Fibonacci and
Lucas congruences and their applications have been given. Lastly, the results

obtained have been summarized and the some suggestions provided.

Keywords: Fibonacci numbers, Lucas numbers, Properties of divisibility,

Congruences.



TESEKKUR

Bu ¢alismami gergeklestirmede, degerli bilgilerini ve zamanini benimle paylasan,
kendisine her zaman rahatlikla danisabildigim bana kiymetli zamanini ayirip sabirla
ve biiyiik bir ilgiyle bana faydali olabilmek icin elinden gelenden fazlasini sunan ve
destegini esirgemeyen danismanim saym Dr. Ogr. Uyesi Funda TASDEMIR e saygi

ve tesekkiirlerimi sunarim.

Tesekkiirlerin az kalacagi lisans ve yiiksek lisans egitimim boyunca destegini benden
esirgemeyen, hep yanimda olan degerli esim Ali EKIN’e ve bana 4 yillik {iniversite
hayatim boyunca emegi gegen Akin Osman ATAGUN hocama ve tiim hocalarima
kazandirdiklar1 her sey icin ve beni gelecekte soz sahibi yapacak bilgilerle
donattiklar1 i¢in hepsine teker teker tesekkiirlerimi sunuyorum. Kayseri’den gelip
beni dinleyen, degerli bilgilerini paylasan Dr. Ogr. Uyesi Emin AYGUN hocama ve
yine beni dinleyen ve destegini her zaman hissettigim ¢ok degerli hocam Dr. Ogr.
Uyesi Mehmet EKICI *ye tesekkiirlerimi sunuyorum. Son olarak beni bu giinlere
sevgi ve saygi kelimelerinin anlamlarmi bilecek sekilde yetistirerek getiren ve
benden hi¢bir zaman destegini esirgemeyen bu hayattaki en biiyilk sansim olan

aileme sonsuz tesekkiirler.



1. GIRIS

Fibonacci ve Lucas sayr dizileri, tamsayr dizilerinin iki parlak yildizin
olusturmaktadir. Bu diziler ylizyillar boyunca gerek amator, gerekse profesyonel
matematikgilerinin ilgisini ¢ekmistir. Dogada umulmadik bi¢imlerde ve birbirinden
tamamen bagimsiz alanlarda karsimiza ¢ikmalariyla da halen iizerlerine ayni ilgiyi

toplamay siirdiirmektedirler.

Leonardo Fibonacci Ortagag Avrupa’sinin 6nde gelen matematikgilerinden biri idi.
Fibonacci, 1170 yili civarinda Pisa sehrinde, zengin bir tiiccar ailesi olan Bonacci
ailesinin ¢ocugu olarak diinyaya gelmistir (“Fibonacci” ismi Bonacci’lerin oglu

anlamina gelen “Filius Bonacci” isminin kisaltilmasidir).

Fibonacci 30’lu yaslarda onde gelen eseri olan Liber Abacci (Abakiis Kitab1) adli
kitabini1 yaymlamustir. Kitap temel cebir ve aritmetik bilgilerini igermekte olup, Hint-
Arap sayr sistemini ve aritmetik algoritmalarini Avrupa’ya tanitan kitap olarak

bilinmektedir.

Fibonacci, Liber Abacci adli kitabinda tavsan ¢iftligi olan bir arkadasiyla ilgili
oldugunu iddia ettigi bir soru sorar. Bu probleme gore arkadasinin ciftligindeki
tavsanlar dogduklar1 ilk iki ay yavru yapamazlar. Ugiincii aydan itibaren her ¢ift
tavsan her ay bir ¢ift yavru yapar. Tavsanlarin 6lmedikleri kabul edilecek olursa,
herhangi n. ayda giftlikte toplam kag ¢ift tavsan vardir? Buna gore belli bir aydaki
cift sayis1 onceki iki aym toplamina esittir. O halde tavsan ¢ifti sayilar1 aylara gore

bir yil i¢inde 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 olacaktir.

Fibonacci’nin kendisi bu say1 dizisi lizerinde bir ¢alisma yapmamustir. Hatta bu say1
dizisi tizerinde 19 uncu yiizyilin baglarina kadar ciddi bir arastirma yapilmadigi da

belirtilmektedir.

Fransiz matematik¢i Edward Lucas, baslangi¢c sartlarim degistirerek Fibonacci
dizisine benzer bir say1 dizisi elde etmistir. Giinlimiize de siiregelen arastirmalar, bu
iki say1 dizisi arasinda ilging bagmtilarin oldugunu kanitlamistir. Bu 6zellikleri

bircok calismada bulabiliriz. Bu sayillar bazen dogada ve bilimsel alanlarda



goriilmektedir. Ornegin, 123 sag sarmali ve 76 sol sarmali olan Lucas aygicekleri

oldugu bilinmektedir.

Béliinebilme konusu, sayilar teorisinin temel konulardan biridir. Fibonacci ve Lucas
sayilar1 gibi 6zel say1 dizilerinde boéliinebilme ve 6zelliklerinin incelenmesi ilgi

cekici bir konu olmustur. Bu konuda literatiirde genis caligmalara yer verilmistir.

Bu ¢aligmalarin bir kismi Barik [1], Toy [2], Ferns [3], Carlitz [4], Freeman [5],
Dudley [6], Hoggatt[7], Keskin[8-9] olarak gosterilebilir. Fibonacci ve Lucas sayilari
ile ilgili bir birgok kitap da yazilmistir [10-12].

Boliinebilme ile yakindan iligkili bir kavram olan kongriians kavrami bir tam sayinin
stfirdan farkli bir say1 ile boliimiinden elde edilen kalan i{izerinde yapilan aritmetiktir.
Bu anlamda béliinebilmeden ayr1 diisiiniilemezdir. Gauss tarafindan ilk kez ortaya

atildigindan bu yana gelisimini stirdiirmektedir [13-17].

Bu tez calismasinda, literatiirde 6nemli yer tutan boliinebilme ve kongriians olma

kavramlari, Fibonacci sayilari ile birlikte diisiinerek ilging sonuglar elde edilmistir.



2. TEMEL BIiLGILER

2.1. Fibonacci ve Lucas Sayilar

Fibonacci sayilar1 matematikte ve farkli alanlarda ilgi c¢eken konular arasinda
gelmektedir. Bunun nedeni Fibonacci sayilarinin ilging sonuglara sahip olmasidir.
Fibonacci sayilar1 ilk kez Leonardo de Fibonacci tarafindan kesfedildi. Fibonacci
sayilarindan olusan Fibonacci serisi, tavsanlarla ilgili bir problemin ¢oziimiinden

elde edilmistir. Tavsan problemi su sekildedir:
Biri erkek digeri disi yeni dogmus iki tavsan olsun.

e Her ciftin olgunlasmasi bir ay siirsiin.
e Her cift ikinci aydan itibaren her ay erkek-disi bir ¢ift iiretsin.

¢ Biitiin tavsanlar 6liimsiiz olsun.

Bu sartlar altinda bir yilda iiretilen tavsan sayisi hesaplanmak istensin. Varsayalim Ki
tavsanlarin ilk ¢iftleri 1 Ocak’ta dogsun. Olgunlagmalar1 bir ay siireceginden bu
nedenle 1 Subat’ta hala 1 ¢ift olur. 1 Mart’ta iki ayliklar ve yeni bir ¢ift irettiler.
Boylece toplam 2 ¢ift oldu. Bu sekilde ilerleyerek, Nisan ayinda 3 ¢ift, Mayis ayinda
5 ¢ift olacak sekilde devam eder. Buradaki 1,1,2,3,5,8... sayilar1 Fibonacci
sayilaridir. Etkileyici bir 6zelligi vardir: ilk ikisi hari¢ herhangi bir Fibonacci sayisi,
kendinden 6nceki iki Fibonacci sayisinin toplamidir Boylece, n. Fibonacci sayist F,

asagidaki sekilde tanimlanir:

v
w

F, = F1 + F, n



Adin1 Lucas’dan alan, Fibonacci sayilartyla yakin iligkili olan Lucas sayilar

1,3,4,7,11 ... dir. n. Lucas sayis1 L,, asagidaki sekilde tanimlanir:

Ly = Lyp1+ Ly, n =3

Fibonacci sayilar1 ve Altin Oran uygulamalart modern bilimde biiyiik bir ilgi
olusturmaktadir. F, ile gosterilen Fibonacci sayilart 0,1,1,2,3,5.. dizisinin
terimleri olup, F;, = 0 ve F; = 1 degerlerinden baslayarak, her bir terim kendinden
onceki iki terimin toplamidir. Diger taraftan, modern arastirmalarda, 6zellikle yiiksek

enerjili parcaciklar fizigi veya teorik fizikte, ardisik iki Fibonacci sayisinin orant,

Altin Oran veya Altin Kesit olarak gegen ¢ = %g ’ye yakinsar [1].

Tamm 2.1.1. (Fibonacci ve Lucas Sayilari)

Fp =0,FF =1 n>2icinF, = F,_1 + F,_, yineleme bagintisi ile tanimlanan
tamsayilar dizisindeki sayilara Fibonacci sayilar1 denir. Ly =2, L; = 1, n>2
icin L, = L,_1; +L,_, yineleme bagintis1 ile tanimlanan tamsayilar dizisindeki

sayilara Lucas sayilar1 denir.
Tamm 2.1.2. (Altin Oran ve Altin Dikdortgen )

Altin Oran, yaklagitk 1.61803398874989 degerine sahip olan irrasyonel bir

matematik sabitidir ve ¢ ile gosterilir. iki nicelik a ve b i¢in

a+b_a_
a _b_¢




ise bunlar Altin Orana sahiptirler denir.

a+b_1 2_1 l
—=1+-= +¢
T

.
PP=0+1
P?*—d—-1=0
1445
¢=

¢ = 1.61803398874989
¢ = 1.618.

Uzun kenarmin, kisa kenarina orami Altin Orami veren dikdortgene ise Altin

Dikdértgen denir.
Teorem 2.1.3.
Ardisik iki Fibonacci sayisinin orani, Altin Orana yakinsar, yani

. Fayq
lim =

n—0oo

dir.

ispat:

.. R
n = 1,2,3,..i¢in 7, =’;—“ olsun. Bu durumda,

n

r. = Fn+1:Fn+Fn—1 =1+ 1
" Fn Fn Th—1




dir. n = oo i¢in, yukaridaki denklemin limiti alindiginda,

1
x=1+-—
X
yani
x?=1+x
buradan
x2—x—1=0
olup
1++5
x = > = ¢
bulunur. Béylece,
F,
l n+1 — ¢
n—-0o

elde edilir.
2.2. Boliinebilme ve Ozellikleri

Bu béliimde, sayilar teorisindeki temel konular ile ilgili baz1 tanimlar ve sonuglar
verilecektir [1]. Bu anlamda, bundan sonraki boéliimlerdeki ¢alismalarda temel teskil

edecektir.
Tamm 2.2.1. (Bolme Algoritmasi)

a ve b herhangi iki tam say1 ve b > 0 olsun. Budurumda,a =bqg+1r, 0< r< b
olacak bi¢cimde bir tek g,r tam say1 ¢ifti vardir. Buradaki q sayisina, a'nin b ile
boliinmesinden elde edilen boliim, r sayisina da a'min b ile boliinmesinden elde

edilen kalan denir.



Tanim 2.2.2. (Boliinebilme)

a = dc olacak sekilde bir ¢ tamsayist varsa, a tamsayisina d # 0 tam sayisi ile

bolinebilirdir denir.

Tamm 2.2.3. (En Biiyiik Ortak Bolen)

a ve b her ikisi birden sifir olmayan iki tamsay1 olmak iizere,
1)d|aved]|b,

2)c|lavec|bisec|d,

sartlarim saglayan pozitif d tamsayisina a ile b nin en biiyiik ortak bdleni denir ve

(a, b) ile gosterilir.
Tanim 2.2.4. (Aralarinda Asal )

a ve b her ikisi birden sifir olmayan iki tamsay1 olmak iizere, (a,b) = 1 ise bu

sayilara aralarinda asal denir.
Tamm 2.2.5. (Euclid Algoritmast)

Euclid algoritmast verilen iki tamsayinin en bilyiikk ortak bdlenini bulmak igin
uygulanan bir yontemdir. Bélme algoritmasinin tekrarli uygulanmasidir. a ve b en
biiylik ortak bdleni bulunmak istenen iki tamsayr olsun. (a,b) = (|a|,|b])
oldugundan , a ve b nin pozitif tamsay1 oldugunu varsaymak yeterlidir. Bu durumda,
a>b > 0‘dir. Bolme algoritmasindan 0 < r; < b, iken a = bq; + r;‘dir.
r, = 0 ise bla ve (a,b) = b’dir. r ; # 0 ise, bélme algoritmasindan b = r,q, +
r,, Ve burada 0 < r, < ry ‘dir. Eger r, = 0 ise islem durdurulur. r, # 0 ise
bolme algoritmasindan r; = 1, q3 + 13, Ve burada 0 < r; < r,‘dir. Bu sekilde
kalan sifir olana kadar devam edilir. 7y, 15,13, ... tam sayilarin azalan bir dizisini
olusturdugundan bu durum bir yerde son bulur. r — 1 < b oldugundan bu dizi en
fazla b tane negatif olmayan tamsay igerir. Kabul edelim ki, r;,,,; = 0 ve r, sifirdan

farkli son kalan olsun. Bu durumda asagidaki durum vardir.

a = bq, + 1y, O0<n <b

7



b=7‘1q2+ 1, 0< T‘2<T'1
T‘1=T2q3+7'3, 0< 3 <T2

Th—2 = Th-1qn T T 0<m < m

Th-1= Thqns1 + 0
Buradan (a,b) = n, ‘dir.
Teorem 2.2.6.
a, b, c tamsayilari igin

1. a|lbvec]|dise ac|bd dir.
2. a|bveb|cise a]|c dir.

3. a|bveal]cise keyfi x ve y tamsayilari i¢in a | (bx + cy) dir.
Ispat:

1. a|b vec|dise,b= raved = scolacak sekilde r,s € Z vardir. Buradan
bd = ra.sc = rs.ac = ac | bd dir.

2. a|lbveb|ciseb = ravec = sbolacak sekilde r,s € Z vardir. Boylece,
c = sb = sra = a|cdir.

3. a|bvea]ciseb =arvec = asolmak iizere r,s € Z vardir. Ancak x ve y
ne secilirse segilsin bx + cy = arx + asy = a (rx + sy) dir. rx + sy bir

tamsayisi oldugundan a | (bx + cy) dir.
Teorem 2.2.7.

a,b,q,r € Z\{0} olsun.



a=b.q+r
ise
(a,b) = (b,a—gq.b) = (b,1)
dir.
Teorem 2.2.8. (Aritmetigin Temel Teoremi)

Herhangi bir pozitif tam say1 ya asaldir veya asallarin ¢arpimi seklinde ¢arpanlarin

sira degisikligi harig tek tiirlii yazilir.
Tamm 2.2.9. (Kongriianslar)

m, sabit pozitif bir tam say1 olsun. a ve b iki tamsay1 olmak lizere, a — b, m ile
boliinebilir ise a ve b ye m modiiliine gore kongriienttir denir ve a = b (modm) ile

gosterilir.

Kongriiansin bazi 6zellikleri:

1. a = a (modm) dir.

2. a = b (modm)ise b = a (modm) dir.

3. a = b(modm)veb = c (modm) ise a = c (modm) dir.

4. a = b (modm) ise, herhangi bir ¢ tam sayisi igin

5. ac = bc (modm)isea = b (mod %) dir.



3. FIBONACCI VE LUCAS SAYILARIYLA iLGILi TEMEL OZDESLIiKLER

Bu béliimde, Fibonacci ve Lucas sayilarinin bazi temel 6zdeslikleri verilecektir.
Ozdeslik 3.1.

n € Z¥ i¢in

Fi2 = FyFaq

ﬁ'M 3
=

dir [2].

Ispat:

n lizerinden tiimevarim yontemi ile ispatlayacak olursak, n = 1 i¢in;

F? =F}=11=FF,

~—
1l =
=Y

olup saglanir. Ozdeslik n = k igin dogru yani

k
Fiz = FyFi11
=1

l
olsun.Simdin = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

k+1 k

ZFiz =zFi2 +Fk2+1
i=1 i=1

= FyFyq +FI§+1
= Frp1(F + Fiqq)

= Fry1Frs2



olur ve ispat tamamlanir.
Ozdeslik 3.2.n € Z* icgin
Fry1.Fooy — B = (D"
dir [2].
Ispat:
Fr1-Fpoq — Ff
= (Fpo1 + E)Fpy — F7
= Fp_q + Fy(Fooy — F)
= Fr%—l —F.Fp
= —(Fp-Foa — F_p)
= (=1)?(Fp-1.Fpe3 — Fr%—z)
= (-1)°(Fp_z-Fpea — Fr%—3)
= (=D"(Fy.F.1 — F§)
= (=Dt

Ozdeslik 3.3. n € Z* icin

n
D Fi=Fup—1

dir [2].

ispat:



Fpo1 = Fpyr — B
By, = Fuyo — Fup

olur ve esitlikleri taraf tarafa toplayarak;

Fi=Fpio —F, = Fpip — 1

n
i=1
elde edilir.
Ozdeslik 3.4.n,m € Z* igin
Frnin = Fn1 B+ B Fopa
dir [2].
Ispat:
Tlimevarim yontemi ile ispatlarsak n = 1 igin;
Fni1 = Fpaa By + BpFiy1 = Fpeq + By
olur ve dogrudur. n = k ve n =k — 1 i¢in 6zdeslik dogru olsun.
Fnik = Fn1 Fx + By Frya
Frn+@-1) = Fn-1Fe-1+ Fn Fy
taraf tarafa toplarsak;

Foik + Fnye-1) = Fme1 (Fee1 + B )+ By (Fi + Fiqr)

Fosks1 = Fnoq Fegr + B Frao

12



olur ve n = k + 1 i¢in 6zdeslik dogrudur. Buradan ispat tamamlanir.
Ozdeslik 3.5.n € Z* icin

Ly = Fu1 + Fona
dir [2].
Ispat:
Tlimevarim yontemi ile,n = 1ven = 2 i¢in;

L, = Fp + F, ve L, = F; + F3
olur ve dogrudur. n = k ven = k + 1 igin 6zdeslik dogru olsun.
Ly = Fre—q + Fria

Ly+1 = Fx + Frez
taraf tarafa toplarsak;

Liy2z = Frs1 + Fras
elde edilip ispat tamamlanir.

Ozdeslik 3.6. n € Z* igin

dir [2].
Ispat:
Ozdeslik 3.4 ve Ozdeslik 3.5 kullanilarak;
Fon = Fpin = Fooa By + BiFpia = Fy(Fpo1 + Frya) = By Ly

elde edilir.

13



Ozdeslik 3.7.n € Z* igin

Ef + Fiiy = Fpniq
dir [2].
Ispat:

Ozdeslik 3.4 (Fpyn = Fp_q1 Fy + Ep Fpyq) ile

Fons1 = Foyen = FoFy+ FuiaFopr = B2+ Fiyy
elde edilir.
Ozdeslik 3.8. n € Z* icin
Lpyi Ly — L = 5(=D"*
dir [2].
ispat:
Tlimevarim yontemi ile, n = 1 i¢in;
LyLy — L5 =32 —1%2 =5 = 5(-1)°
olup dogrudur. n = k i¢in dogru olsun.
Lisili—1 — Ly = 5(=1)F!
n = k + 1 i¢in 6zdesligin dogru oldugunu gosterelim.
Liva Lie = Lie1 = (Liwn + Lic J(Liwr = Liwa ) = Liaq
=L%41 — Lgs1 Limq + LiLgsr — Lkg—y — Liyq
= —Lyy1 Lk—1 — Le(Lg+1 — Li-1)

= —Lyyq L1 + L},

14



= —(Lig+1 Lyg-1 — L%{
= —5(—1)k1
=5(—1)

olur.

Ozdeslik 3.9.n € Z* igin

dir [2].
Ispat:
Li = Ly — L,
Ly = Ly — Ls
Ly1 = Lpy1 — Ly
Ly = Lpy2 — Lyt
toplarsak;

n
D Li=lnsz Ly =Lz — 3

olup ispat tamamlanur.

15



Ozdeslik 3.10. n,m € Z* igin

FoFn + Foy1Fme1r = Fgnaa
dir [2].
Ispat:

Ozdeslik 3.4 ( Fpyn = Fpm1 By + Ep Fnpyq) le,

Frinr = F(n+1)+m = FoFn + Foy1Fmsa
elde edilir.
Ozdeslik 3.11. n € Z* icin
SFy = Lypq + Ly
dir [2].
ispat:

Ozdeslik 3.5 (L, = Fp_q + Fpy1) V€ Ly =Fy_,+FE, Ve Ly.; =FE, +F,i,

taraf tarafa toplanirsa;

Lyq + Lyyqs = 5K,
olup ispat tamamlanir.
Ozdeslik 3.12.n € Z* igin

Foio = F =1Ly
dir [2].
Ispat:

Fpypo—Fp o= F+F—Fho=Fh 1+tF s+ Fp—Fhp=1y
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elde edilir.
Ozdeslik 3.13.n € Z* i¢in
Fy + Ly = 2Fysy
dir [2].
Ispat:
Fot+Ly=F 4+ Fyq+ Fopq = 2Fp
Ozdeslik 3.14. n € Z* i¢in
Fr%+1 - Fn2 = Fpy2Fn-1
dir [2].
Ispat:
Fig — Ff = (Fayr + B) (Fpyr — Fy) = FyoFny
Ozdeslik 3.15. n € Z* icin
Fri1lns1 — Byl = Fopia
dir [2].
Ispat:
Ozdeslik 3.6. (F,,, = F, L,,) ’dan
Foyilni1 — ol = Fopyz — Fon = Fonga
elde edilir.

Ozdeslik 3.16. n > m > 1 igin;
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dir [2].
Ispat:
Ozdeslik 3.4°ten,
F = Fn-m+)+mm-1) = Fnoma1Fn + Bo-mFm-1
elde edilir.

Ozdeslik 3.17.

. 1+ -5 )
n € Z'* icin, =——- Ve fp = Tf olmak iizere,

a— pn

F, = oy

ve L,=a"+ p"
dir. Bu esitliklere F, ve L, i¢in Binet Formiilleri denir [2].
Ispat:

Timevarim metodu ile, n = 1 i¢in, F; = 1 dogrudur. n = k —1ven = k-2

icin dogru olsun.

ak—l _ Bk—l + ak—z _ Bk—z

Fo1+Frp = B
@@ +am®) - BT+ BT
= o
O(k _ Bk
= oy
= F,

Benzer sekilde, n = 1 igin, L; = 1 oldugundan dogrudur. n=k —1ven=%k — 2
i¢in esitlik dogru olsun.

Lk—l + Lk—z — C(k_1+ ﬁk—l + ak—z_l_ ﬂk—z
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= af@t+ a™H) + BT+ BT
= o + Bk
=L,
olur ve ispat tamamlanr.
Ozdeslik 3.18. n,m € Z* icin
Fon = LnFEp + ()™ E,_,

dir [2].
Ispat:

LnFm 4 (_1)n+1Fm—n

y N N am™ — Bm A, QM — 'Bm—n
—(a+ﬂ)( a—pf >+( D 1( a—pf )
an+m _ an ,3 m + a,m 'Bn _ ‘Bn+m + (_1)n+1am—n _ (_1)n+1 ﬁm—n
= o '8
Qtm — (_1) n ﬁm—n + (_1) nam-n _ ,Bn+m _ (_1)nam—n + (_1)n 'Bm—n
= o ﬁ
B qgmtn — ‘Bm+n
= o 'B
= Fnin

Ozdeslik 3.19. n € Z* icin
Ly, +2(=D" = 12

dir [2].
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ispat:

Ly, + 2(=1)" = a?™ + 2" + 2(af)™

= (a™ + )2
=12

Ozdeslik 3.20.

Frin-2 Fmar—1 = Fmin-1 Fpar—z = (D™ 72 E_,
dir [2].
Ispat:

m+n—-1=a v m+r—-1=5»

alalim.

(D™ 2 E,_,
= (=D Fyy
= (1P [FpuiFp + F, F_p-1)]
=(-D)P [Fauy CDPME + By (FDP Fyy ]
= Faoq Fp (=1)?% + F, Fp_y (=171
=Fq1Fp — FgFpq
= Fnin-2 Fner-1 = Fn-1 Far—2
Ozdeslik 3.21. n,m € Z* igin
Lywm + (=™ L, = L, L,

dir [2].
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ispat:
Lpvm = Lpln = o™ + B — (o™ + ™) (o™ + B™)
= — ("™ B" + a p™)
= —a™ B (@ 4+ )
== (D" Lypm
elde edilir.
Ozdeslik 3.22.n € Z* icin
5F,% — L,” = 4(-1)"*?
dir [2].
Ispat:

an_’gn

5F, — L,* =5( NG

)2 = (" + )

= (@ + prat— fr) (@ — fr—am = fT)

= —4(ap)"
- 4(_1) n+1
Ozdeslik 3.23. n,m € Z* igin
E,L n tek
F, Epep =30 ™ :
m+n+ m-n {Fan, n Qlft
ve
_ (EnLy, n tek
Fnin = Fn—n = {Fan, n (,‘ift
dir [2].
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Ispat:
Frnin = Fno1 By + EnFpia
ve
Fni-n) = Fn-1F-n + En F_(n-1)
esitlikleri taraf tarafa toplandiginda ve ¢ikarildiginda
Frsn+ Fnon = Fpog (Fy + CGD™VE) + Ep(Fpe + CD" Fiy)
n, tek ise;
Fpun + Epen =2Fy, 1 F, + E.F, = E,(Fy_1 + Fp_1 + E, ) = E, L,
n, ¢ift ise;
Foin+ Fpnon = Fn(Fppq + Faq ) = Fply
olur.
Frsn— Fnon = Fpot (Fy— (CD™VE) + Fp(Fppr — (W)™ Fooq)
n, tek ise;
Frin— Enon = En(Fpy1 + Fuq) = Buly
n, ¢ift ise;
Fpon — Ep-n =2Fn_1E, + EnF, = F,(Fp—1 + Fp_1 + E,) = E.L,
bulunur.
Ozdeslik 3.24. m,n € Z* icin

2Fnin = Buly + Byl
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dir.
Ozdeslik 3.25.n € Z* i¢in
F, =(CD"\E ve L, = (-D)"L,

dir.
Ozdeslik 3.26. m,k € Z* icin

Lintk = LinFi—1 + FiLm+q
dir.
Ozdeslik 3.27. m,k € Z* igin

5Fpk = Ly Lg—q + L L1
dir.
Ozdeslik 3.28 m,n € Z* icin

2Lpin =L Ly + 5 Ey F,

dir [3].
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4. FIBONACCI VE LUCAS SAYILARINDA BOLUNEBILME

Bu boliimde Fibonacci ve Lucas sayilariin boliinebilme 6zelikleri verilecektir. Bu

boliim icin temek kaynak olarak Koshy [10] alinmustir.
4.1. Boliinebilme Ozelikleri

Fibonacci sayilari i¢in E, | F,,, oldugu Ozdeslik 3.6’da ispatlanmisti. Bu kisimda, bu
ifadenin genellestirilmesi bulunmaya calisilacaktir. Ilk olarak, i|j iken F; | F;

oldugunu gosteren asagidaki teoremi verelim
Teorem4.1.1.

Fyp | Epn
dir [10].
Ispat

Tiimevarim yonteminden ispatlamak istersek, n = 1 i¢in ifade dogrudur. Varsayalim
Ki biitin k > 1 tam sayilart i¢cin dogru olsun. O zaman, 1 < i < k olacak
sekildeki, her i igin F;, | Fpy; olsun. Boylece, Fy, | Fpe+1) oldugunu gdstermeliyiz.
Ozdeslik 3.4’ten ( Fpyyp, = Frp—1F, + EpFpyq )’ den;

Fm(k+1) = Fnkem = Fmk—16n + FcFmaa

olur. Tiimevarim hipotezinden Fy, | Fy oldugu igin, Fy, | Frs1y bulunur. Béylece

hern > 1 i¢in dogrudur.
Ornek 4.1.2.

Fi4 = 377 ve F,g= 317811 olmak iizere 14|28 olup aynt zamanda
377 |317811°dir.

Sonug¢ 4.1.3.

m. Fibonacci sayisi F,, ile boliinebilirdir [10].



Ornek 4.1.4.

Dordiincii Fibonacci sayisi, F, = 3 ile boliinebilirdir. Yine, Fy, Fg, Fy5, ... Fibonacci
sayilar1 da 4 ile boliinebilirdir. Benzer sekilde, Fy, Fi4, Fyq, ... sayilar da F, =13

ile boliinebilirdir.

Sonuc 4.1.5.

Ardisik iki Fibonacci sayisi aralarinda asaldir [10].

Ispat:

F, ve F,_; sayilarina bolme algoritmasi uygulanirsa
F,=1F_1+F,,

Foo1=1F;+F,3

F,=1.F;+F,

F;=2.F,+0
olup vn = 3 i¢in (E,, F,_1 ) = 1 bulunur.
Teorem4.1.6. m,n € Z*

E,|E isem|n
dir [10].
Ispat:

Bo6lme algoritmasindan 0 <r <m igin n = gqm+7r dir. E,|F, olsun. Bu
durumda, Ozdeslik 3.16 (n = m = 1licinE, = Fy_mi1 En + Fpem Fneq ) dan;
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Fm I Fn—mFm—l

olur. Ancak, Sonu¢ 4.1.5. den (FE,, Fy,—1) = 1 oldugu i¢in F,| E,_,, bulunur.

Benzer sekilde Fy| Fy_zp, dir. Boyle devam ettigimizde Fy,| F,—gm Ve dolayisiyla

E,| F- olur. Bu durum r = 0 olmasi ile miimkiindiir Béylece, n = gm yani m | n

bulunur.
Sonug 4.1.7.
E,| F, olmasi i¢in gerek ve yeter sart m| n olmasidir [10].
Ispat:
Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.6’dan agiktir.
Lemma 4.1.8.
(Fqn—l'Fn) =1
dir [10].
Ispat:

(Fyn-1,F,) =d olsun. Buradan, d|F,,_; ve d|F, dir. Teorem 4.1.1’den
F,| Fgn Olup d| Fy, dir. Bu durumda, d|Fg,—;Vve d|Fg, olur. Sonug¢ 4.1.5’ten
(Fgn-1,Fgn) = 1 oldugundan d|1 yani d =1 dir. Boylece (Fgp-1,F,) =1

bulunur.
Lemma 4.1.9.
m = qn + rolsun. Bu durumda,

Fn F) = (B B)

dir [10].
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ispat:
Ozdeslik 3.4 ve Lemma 4.1.8 kullanilarak,
(Fn B2 ) = (Fanar, Fn)
= (Fgn-1b + FgnFri1 J E)
= (Fgn-1E . F)
= (K. E)
bulunur.
Teorem4.1.10. m,n € Z*
Fm Bn) = Funn
dir [10].
ispat:
m = n olmak lizere m ve n ye bolme algoritmasi uygulanirsa,
m=gqn+nr, 0<nrn<n
n=qn+nrn, 0<n<n

n=qr+rn, 0<Snr<n

Thez = Qn-1Tn-1 + T, 0 =1 < 1y
-1 = qntp + 0

Lemma 4.1.9’dan,
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(BB = (Fn'Frl) = (FrlrF;‘z) = Z(Frn_l 'Frn)

olur. 7, |m_; oldugundan Teorem 4.1.1°den F. |F, dir. Bu durumda,

-1

(Frn_uFrn) = F, olup, buradan (F,,F,) =F., olur. Bélme algoritmasindan,

1, = (m,n) oldugundan
Fm By ) = Famn

bulunur.

Ornek 4.1.11.

(Fg,Fi;) = (21,144) = 3 = F, = Fg 1, dir.
Sonu¢ 4.1.12. m,n € Z*

(m,n) = 1ise budurumda F,F,| F,, ‘dir [10].
Ispat:

Teorem 4.1.1°den F, | F,, ve F,|F,, dir. Buradan [E,,F, ]| Ey, dir. Diger
taraftan Teorem 4.1.10°dan (F, ,F,) = Fimny = F; = 1 oldugundan [F, ,F,] =

E,F, olur. Boylece Ey,F,| Fyy bulunur..
Ornek 4.1.13.

F; = 2, Fg= 21 ve F,, = 46368 olmak tizere (3,8) = 1 olup 2.21|46368
yani F;Fg| F,, dir.

Sonu¢ 4.1.14. m,k € Z*

(Fiem » Fk(m—l) ) = F(km,k(m—l)) = Fy

dir [10].

Teorem 4.1.15.
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m > 2 olmak lizere, L,, | F, olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 2m | n olmasidir [4].
Ornek 4.1.16.

10| 20 igin Ls | Fyp , yani 11 | 6765 olur.

Teorem 4.1.17.

m > 2 ve k > 1 olmak iizere, L, | L, olmasi i¢in gerek ve yeter sart n = (2k —

1)m olmasidir [4].
Lemma 4.1.18.
n 2 2i¢in, Fppg = Fpialpia — LyLnyq “dir [10].

Teorem 4.1.19.

1.
a:b =1Ly: L,y IS8 n = 2 i¢in
(a + b)Fuyq = [a,b] + (a,b)Fon_q
dir [10].
2.
a:b =F,_,: F,_; i n = 3 igin
(a + D)Fpi1 = [a,b] + (a,b)Fpn—s
dir [10].
Ispat:

a: b = L, Lyyqolsun. (L, , L,y ) = 1 o0lup bazi pozitif k tam sayilari igin,
a = kL, b = kL,,4, (a,b) =k, [a,b] = L, L4k *dir. O halde Lemma
4.1.18’den

(@ + b)Fpyy = (Ln+ Lpyq kFpig
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= Fpy1Lnio k
= (Fop-1+ Ly Lpyq)k
= [a'b] + (a'b) FZn—l

olup ispat tamamlanir.

Varsayalim ki, a : b = F,,_, : F,_4 olsun. O halde baz pozitif k tam sayilar1 igin,

a = kFy_,b = kF,_y,(a,b) =k

ve
[a,b] = Fyq Fp2k
dir. O halde
Fon1= By Fony1 — Fn2. Fq
oldugundan

(@ + D)Fpy1 = (Faez + Fpoq )kFpyy
= B, Fpak
= (Fon-1 + FpaFn2)k
olur ve buradan esitlik
(a + b)Fuy1 = (a,b)Fyp_q1 + [a, b]
dir.
Ornek 4.1.20.
n = 7olsun. F,,; = Fg = 21 ve F,,,_; = F;3 = 233 olmak lizere,

a:b=L,:Lyyq = L;: Lg = 29: 47,a = 145ve b = 235 alalim.
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Bu taktirde
[a,b] + (a,b)F,_y = [145,235] + (145,235).233

= 6815 + 5.233
= 7980

= (145 + 235).21
=(a + b)Fn41
Ustelik,
a:b=F,,:F, 1 =F:F =5:8 , a=60veb=096alalim.

O zaman [a,b] + (a, b)F,,,_; = [60,96] + 12.233 = 3276 = (60 + 96).21 =
(a + b)F,4, olur.

Teorem 4.1.21. [6]
LFp+1= Fonqlop
2.Fyn — 1= Fppyq Lon—
3. Fant1+1= Fopyq Loy
4. Finy1 —1= FopnLonys
S. Funi2+ 1= Fopia Lop
6. Fyntz =1 = Fan Lanso
1. Fynez + 1= Fonyq Lons

8. Fynys — 1= Fongo Lonya

Ispat:
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Ispat yaparken Ozdeslik 3.23ii kullanacagz.

Yani

ve

dir.

oldugunu gosterelim.

oldugunu gosterelim.

oldugunu gosterelim.

n tek
F,L,, n cift

_ (EpLy, n tek
Fm+n_Fm—n _{Fan, n (;ift

Fon = 1= Fopyq1 Lona

Fon —1=Fy—F, = F(2n+1)+(2n—1) - F(2n+1)—(2n—1)

= Fony1lon—1

Fany1 — 1= Fop Lonyq

Fyng1 —1=Fyppq —F = F(2n+1)+2n - F(2n+1)—2n

= Fon Lony1
Fynszs +1= Fonpq Longo

Foniz +1=Fuys + L = Foneyrenrn) T Feni2)-enen)
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= Fons1 Lonsz

olur.

Sonug 4.1.22. [7]

L (Fansr + LEnez + 1) = Ly
2. Fans1+ LFgnys + 1) = Foppq
3. (Fan+1 — LFpns2 — 1) = Fop
4. (Fan+1 — LFanez — 1) = Lopia
5 (Fin-1— LFEpy1 — 1) = Fop
6. (Fyn-1+ LFppys + 1) = Ly
7. (Faniz + LEyp — 1) = Fopyq
8. (Fan+z + LFypi2 — 1) = Fpy
9. (Fan+a — LFansz — 1) = Lonys

Ispat: Ispat1 yaparken Teorem 4.1.21°den yararlanacagiz.

4)
(Fan+1 — L Fantz — 1) = (Fan Lans1, Fonvz Lans1)
= Lyns1(Fon Fons2)
= Lon41-1
= Lynta
7).
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(Fants + LFan — 1) = (Fzns1 Lons2, Fanta L2n-1)
= Fony1(Lant2) Lan-1)
= Fon1 -1
= Fons1
olur.
Sonuc 4.1.23.
n > 4ise F, + 1bilesiksayin > 7ise F, — 1 bilesik sayidir [10].
Ispat:
n = 1igin, F,,, + 1 = 4 olup bilesik bir sayidir. n = 2 i¢in Teorem 3.1.18’den
Fony1 + LFapio + 1L Fpyz +1

asikar olmayan c¢arpanlara sahiptir. Boylece n > 4 i¢in F, + 1 bir bilesik sayidir.
Ayni sekilde n > 7 igin F,, — 1 Dir bilesik sayidir.

Bundan sonraki kisimda, Fibonacci sayilar1 i¢in gegerli olan 6zelliklerin Lucas

sayilari i¢in de saglanip saglanmadigi gosterilecektir.
Teorem4.1.24.n € Z*
(Ln,Lpn—q) =1
dir [10].
Ispat:
L,= 1L, 1 + Ly_»

Ly1= 1Ly 5 + Lp3
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L4: 1L3 + LZ

L3 = 1L2 + Ll

L,=3.L; +0
Buradan;

(Ln,Lp-1) =1
elde edilir.
Sonuc 4.1.25.

Teorem 4.1.1 Lucas sayilar igin dogru degildir. Yani L,, t L,,, dir. Gergekten,

Sonuc 4.1.26.

Teorem 4.1.10 Lucas sayilart igin dogru degildir. Yani (L, Ly) # L(mn dir.
Gergekten, (Ly, Lg) = (7,47) = 1fakat L4 gy = L, = 7 dir.

Sonuc 4.1.27.

Teorem 4.1.12 Lucas sayilari igin dogru degildir. Yani, (m,n) = 1ise L,,L,, t Lyn
dir. Gergekten, m =2 n =13 i¢in L,L;3 = 3.521 fakat L,,,, = Ly 13 = Lyg =
271443 olup LyL13 + Lyg dir.

Sonuc 4.1.28.

Benzer sekilde [Ly,,Ly] # Limp) dir. Gergekten,m =4, n =9 igin. [Ly,Lo] =
[7,76] = 7.76 = 532 iken Liy = L3 = 33385282 olup 532 # 33385282 dir.
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5.FIBONACCI VE LUCAS KONGRUANSLAR

5.1. Fibonacci ve Lucas Sayilarinin Kongriians Ozellikleri

Bu boliimde Fibonacci ve Lucas sayilarinin kongriians 6zellikleri incelenecektir. Bu

boliimde kaynak olarak Koshy [10] kullanilmistir.

Fibonacci sayilar1 i¢in boliinebilme 6zelliklerinde goriildiigi gibi F, | F, olmasi igin
gerek ve yeter sart m |n oOlmasidir. Yani baska bir deyisle F, = 0(mod E,)

olmasi i¢in gerek ve yeter sart n = 0(mod m) olmasidir.
Ozel olarak

E, =0(mod Fs) & n = 0(mod 5)
dir. Yani

E, =0(mod5) @ n = 0(mod5)

dir. Boylece F, dan baslayarak her besinci Fibonacci sayisi 5 ile boliinebilirdir.
Ustelik

F3 | F, olmasi igin gerek ve yeter sart 3 | n olmasidir. Ya da
F, =0(mod?2) e n =0(mod3)

dir. Boylece F; ile baslayarak her {i¢iincli Fibonacci sayis1 2 ile boliinebilirdir. Sonug

olarak;

E, =0(mod5) ®n = 0(mod5)
ve

F, =0(mod 2) & n = 0(mod3)
Boylece,

E, =0(mod 10) & n = 0(mod15)



olur.

Diger bir deyisle Fy dan baslayarak her on besinci Fibonacci sayis1 10’un katidir ve
tersine eger bir Fibonacci sayist 10’un kat1 ise o Fibonacci sayisinin indisi 15 ile
boliinebilirdir. Ornegin; F;s = 610, F3, = 832040, F,s = 1134903170, ... 10 ile
tam boliinebilirdir. Merak edilen bir soru da 10 ile boliinebilen Lucas sayilart var
midir sorusudur. Bunu cevaplamadan dnce 5 ile boliinebilen Lucas sayilarinin olup
olmadigina bakalim. Baz1 n tamsayilar i¢in L, = 0(mod 5) olsun. Bu durumda

Binet formiilii ve binom teoremi kullanilarak,

20L, = 2% (o™ + BP)

(54 55)

=(1+V5)"+ (@1 —V5)"

= Z?:o(ril) (5" + 21“:0(?) (=V5)"

2.3 (1) (v5)
=2.(1+45m) (meZ)
Buradan,
2"L, = 2.(1 + 5m)
olup
21, =1+5m

bulunur.L,, = 0(mod 5) oldugundan bu esitlik 1 = 0(mod 5) olmasin1 gerektirir
Ki bu bir geliskidir. Béylece hig¢bir Lucas sayisi 5 ile boliinemez. Dolayisiyla higbir

Lucas sayis1 10’a tam boliinemez.
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Simdi Fibonacci ve Lucas sayilar ile ilgili kongriians 6zelliklerini veren asagidaki

teoremi verelim.

Teorem5.1.1. [10] m,n, k € Z*
1.L, = 0(mod 2) & n =0(mod 3)
2.L, = 0(mod 3) & n = 2(mod 4)

3n

0(mod 2) ve n # 0(mod 3) ise L,, = 3(mod 4) dir.

4.k =0(mod 2) ve k # 0(mod 3) olmak tizere L, o, = —L,(mod L;) dir.
5.k =0(mod 2) ve k £ 0(mod 3) olmak iizere F,.,; = —F,(mod Ly) dur.
6.Lyy12 = Ly (mod 8)

Ispat:

(1) L,, = 0(mod 2) olsun. Ozdeslik 3.22°den 5 F? = L3 —4.(—1)" oldugundan
5E? = 0(mod 2)

olur. Kongriians 6zelliklerinden,

E? = 0(mod )

(5,2)
E? = 0(mod 2)
F, = 0(mod 2)
FE, = 0(mod F3)
bulunur. Buradan
n = 0(mod 3)

olur. Diger taraftan, n = 0(mod3) olsun. Buradan

38



F, = 0(mod F3)
F, = 0(mod 2)
E? = 0(mod 2)
5E? = 0(mod 2)
L2 —4.(—1)" = 0 (mod2)
L% =0 (mod2)

L, = 0 (mod2)

olup (1) in ispat tamamlanir.
(5) Ozdeslik 3.24’ten 2F,, 1y, = EpLy + EyLpy, Ve Ly, = L% + 2(—1)%71 oldugundan,
2Fn ok = FyLag + ForlLy
= Fy(Lf + 2(=1)*"1) + Fyi Ly
= F, L% + 2F,(—1)* 1+ Fy L,
= 2F,(-1)*t + Fy L,,(mod L)
= —2F, + F Ly L, (mod Ly)

= —2F,(mod Ly)

bulunur. Boylece,

k
F‘l’l+2k = _Fn(mOd (2 Lk))

(1) den k # 0 (mod3) oldugundan Lj,’lar tektir. Dolayisiyla (2,L;) = 1 ‘dir.
Boylece

Foyor = _Fn(mOd Lk)
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bulunur.
(6) Ferns[3] den 2L+, = 5F,F, + Ly L, oldugundan,
2Lpy12 = SEyFip + LyLyy
= 5.144.F, + 322.L,
Lpsis =5.72.E, + 161.L,
=360.F, + 161.L,
=0+ L, = L, (mod8)

Ornek 5.1.2. n = 15 ve k = 8 olsun. Acik olarak, k cift fakat 3 ile boliinemezdir.
Ly = Lg = 47 oldugundan,

Fpior = F3; = 1346269 = 1 (mod47)

ve
—Fis = —610 = 1 (mod47)
olup
F31 = —F;5 (mod47)
bulunur.

5.2. Tam Kare Olan Lucas Sayilari

Tam kare olan Lucas sayilar1 var midir? Biliyoruz ki L; = 1 ve L; = 4 tam Kkaredir.
Bunlardan baska var midir? Aslinda Londra Universitesinden J.H.E Cohn tam kare
olan baska Lucas sayisinin olmadigimi kabul etmistir. Ispatin1 da asagidaki formiillere

dayandirmistir.
Loy = L3 +2.(-1)"!
Eger k= 0(mod2) vek # 0(mod3) iseL, = 0 (mod4)
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Eger k= 0(mod2) ve k# 0(mod3) ise Ly;yx = —L, (modLy)
Teorem 5.2.1.[10]

Tam kare olan Lucas sayilar1 yalnizca 1 ve 4 ‘tiir.

Ispat:

Kabul edelim ki L,, n € Z* icin tam Kkare olsun. Yani L,, = x? olsun. n ¢ift ise
n = 2r ‘dir. Bu durumda L,, = L4 + 2.(—1)"! ‘dan L, = L, = L2 + 2 ’dir. L2
bir tam kare oldugundan L% + 2 tam kare olamaz. Bu da celiskidir. n tek ve n =
1 (mod4) olsun. Eger n=1 ise L, = 1 tam karedir.n > 1 olsun. Bu durumda,
i > 0ve k,3 ile boliinemeyen cift tam say1 olmak iizere n = 1 + 2.3'k yazlabilir.
Boylece Teorem 5.1.1 (4)‘ten, L, = —L; = —1 (mod L;) ‘dir ve Teorem 5.1.1°den -
1 Lj ‘nin bir kuadratik kalam oldugundan L,, tam kare olamaz. Diger taraftan n =
3 (mod4) olsun. Eger n = 3 ise L, = Lz = 4 tam Kkaredir. n # 3 olsun.i >0 ve
k, 3 ile bolinemeyen pozitif ¢ift tam sayr olmak iizere n =3+ 2.3'%k ‘dir.
Teorem 5.1.1°den L, = —L; = —4 (mod L;) ‘dir. Sonu¢ olarak —4 tam Kare

olamaz.

Boylece Lucas sayilarindan tam kare olanlar yalnizca 1 ve 4°‘tiir. 1964‘te Cohn
tarafindan bulunan asagidaki teoremde Lucas sayilarmin 2x? formunda oldugunu

gostermistir. Kanit1 agagidaki formiiller yardimiyla yapilir.
L, =0 (mod2) © n =0 (mod3)
L, =0(mod3) & n=2(mod4)
F,=(-1"1E,
L_,=(-D"L,
Lyt12 = Lp(mod 8)
Teorem 5.2.2. [10]

x Ve n bir tam say1 ve L,, = 2x? olsun. Bu durumdan = 0 veyan = +6 ‘dur.
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ispat:

x? = 0,1,4 (mod8) oldugundan L, = 2x? = 0veya 2 (mod8) olur. L, cift
oldugundan Teorem 5.1.1°’den n = 0(mod3)’dir. Buradan 3|n’dir. Kabul edelim ki
n tek olsun. Bu durumda 0 < r < 12 iginn = 12q + r’dir. n tek ve 3’ {in bir kat1
oldugundan r = 3 veya 9 ’dir.Béylece n = 12q + 3 veya 12q + 9 olur. Boylece
Teorem 5.1.1(6)’dan n = 12q + 3 ise;

Ly = Lizg43 = L3 = 4 (mod8).

dir. L,, = 0 veya 2 (mod8) oldugundan bu bir ¢eliskidir. Eger n = 12q + 9 ise bu
durumda L, = Lizq49 = L9 = 4(mod8) oldugundan bu bir ¢eliskidir. Bu yiizden n
tek olamaz. n ¢ift olsun. Yani n = 8t,8t + 2 veya 8t + 4 formundadir. Eger n =
8t veyan = 8t + 4 olursa, n = 0(mod4)’dir. Egern = 0ise L, = Ly = 2 = 2.12
istenilen formdadir. Diger bir taraftan n# 0 ise n =0+ 2.3%k seklindedir.
Buradan 2L, = —2.Ly = —4 (modL;)’dir. Boylece 2L,, tam kare ifade degildir.

Sonug olarak L, = 2x? formunda olamaz.

Eger n=8t—2 ise; n=—-2=6(mod8) olur. Eger n=26 ise Lg = 2.32
seklindedir. Diger bir taraftan eger n # 6 ise, n = 6 + 2.3% k formundadir. Burada
4|k ve 3t k’dir. Buradan 2L, = —2Ls = —36(mod L) ’dir. Teorem 5.1.1°den
—36, (Lx)’nmn gore kuadratik kalani degildir. L, ,2x? formunda yazilamaz. Son
olarak eger n = 2 (mod8) ise Ozdeslik 3.25 ‘den L_, = (—1)"L,, dir. Buradan
—n = 6(mod8) olur. Bu da gosterir ki —-n =6 yani n=—6 olur. L, = 2x?

formunda ise n = 0 veyan = +6 “dur.
5.3.Fibonacci ve Lucas Kongriianslarin Bazi Uygulamalar:

Burada iki tane yardimci sonug¢ verip bilinen iki teoremi bu sonuglar yardimiyla
farkli sekilde ispatlayacagiz. Ardindan yine bu sonuglar yardimiyla Fibonacci ve
Lucas sayilariin boliinebilme 6zelliklerini inceleyecegiz. Bu boliimde kaynak olarak

Keskin [9] kullanilmustir.

42



Sonug¢ 5.3.1.
neN vemk €Z,
Lomnsic = (=DD0 S0 () (=)D L Ly
ve
Famneie = (=100 510 (M) (1) 00T L F
dir [9].
Sonug 5.3.2. [9]
neNuU{0}vem,k €Z,
Lymn+i = (=)D L, (modL,y,)
ve
Fomn+ = (=1 F, (modL,y,)
dir [9].
Sonug¢ 5.3.3.
neNuU{0}vem,k €Z,
Lymnsk = (=1)™" L (modFEy,)
ve
Fomnsk = (=)™ F(mod Fy,)

dir [9].
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Teorem 5.3.4. [9]

m,n € Nvem = 2 olsun. Bu durumda L,,, | L,, olmasi i¢in gerek ve yeter sart m | n

ve % ‘nin bir tek tamsay1 olmasidir.

Ispat:

Ln|L, ve 0 <k <m igin n=mq + k olsun. Egerq ¢ift tamsay1 ise baz1 t
tamsayilar i¢gin g = 2t olsun. Boylece Sonu¢ 5.3.2°den; L, = Lomisrk =
(—=1)m+Vt 1, (modL,,) olur. L,, | L, oldugundan 0 < k < m veya L, = —Li(L,,)
oldugundan L,, | L, olur. Fakat bu yanlistir. Clinkii biliyoruz ki k < m oldugundan
Ly < L,, olur. Boylece g tek tam say1 olmalidir. Yani t € Z igin q=2t+1
olur. Sonug 5.3.2°den;

Ly = Lomtsmsek = (_1)(m+1)t Lm+r(modLy,)

olup L, |L, oldugundan L, = L, x(Ly)Vveya L, = —Lpyir(Ly ) oldugundan
Ly | Lm4x Olur. Simdi k > 0 oldugunu varsayalim. Eger Ozdeslik 3.26 (Lyix =
LnFr_1 + FiLy 1) y1 kullanirsak

Lm | FkLm+1
elde ederiz. Teorem 4.1.24°ten (L., , Lyy+1) = 1 oldugundan
Lm | Fk

olur. Fakat k <m iken F, < F, < L,, oldugu i¢in bu durum imkansizdir. Bu
kabuliimiizle celisiyor. Boylece k = 0elde ederiz. O halde n=mq ve q tek

tamsayidir. Tersine bazi t € Z iginm | n ve n = m(2t + 1) olsun. Sonug 5.3.2.’den
Ly = Lomesm = (_1)(m+1)t Lyp(modLy,)

elde edilir. Boylece kolaylikla goriiliir ki L,,, | Ly, dir.
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Teorem 5.3.5. [9]

m,n € N ve m > 2 olsun. L,, | F, olmasi i¢in gerek ve yeter sart m | n ve % cift

tam say1 olmasidir.
Ispat:

Varsayallm ki L, |F, m=>2ve 0<k<m i¢in n=mq+k olsun. q tek

tamsay1 ise bazi t € Z i¢in ¢ = 2t + 1 ‘dir. Boylece Sonug 5.3.2°den,;
Fyo = Fomermar = (_1)(m+1)t Frpy1(modLy,)

*dir. Buradan Ly, | Fypqp ‘dif. Ly, | g oldugundan Ly, |5 Fppp olur Ozdeslik
3.27°den

SFn+k = L Lyg—1 + Lgg Ly
‘den
Lm | LkLm—l

elde ederiz. (L,,, L;n—1) = 1 oldugundan L,, | L, ve dolayisiyla L,,, < Ly ‘dir. k <
m oldugundan L, < L, oldugundan bu bir celigskidir. Dolayisiyla q bir cift
tamsayidir. Boylece bazi t € Z i¢in g = 2t alabiliriz. Sonug 5.3.2°den,

Ey = Fomerk = (_1)(m+1)t Fr(modLy,)
olur.

L, | E, oldugundan oldugundan L,, | F;, olur.Fakat k < m oldugundan F, < E, <
L, oldugu i¢in imkansizdir. O halde k = 0 ‘dir. Boylece n = mq ve q bir gift

tamsayidir. Tersi durumda bazi t € Z igin m | n ve n = 2mt olsun. Sonug 5.3.2°den,
Fn = Fth = (_1)(m+1)t FO(mOdLm)

olur. Dolayisiyla Ly, | F,, “dir.
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Teorem 5.3.6. [9]
m,n € N ve m = 3 olsun F,, | F, olmasi igin gerek ve yeter sart m |n olmasidir.
Ispat:

Oncelikle F,, | F, fakat m ¥ n olsun. Bu durumda 0 < r < m igin n = mq + r “dur.
Varsayalim ki g bir ¢ift tamsay1 olsun. O halde baz1 t € Z i¢in g = 2t ‘dir. Sonug
5.3.3den; E, = Fypprsr = (—1)™ E.(modFE,,) dir. E, | F, oldugundan ise F, | F.
olur ama bu bir ¢eligkidir.Ciinkii 0 <r <m ve m = 3 F,. < F,,‘dir. Bu durumda q
tek tamsayr ise t €7Z i¢in q =2t + 1 dir. Sonu¢ 5.3.3‘den F, = Fomtimar =
(—=1)™ F,,,,.(modE,) olur. E, | E, oldugundan E,, | F,,.4, olur. Ozdeslik 3.4’ten
Ey | Fpga B “dir. (B, Fgq) = 1 oldugundan F, | F. olur. Bu durumda m > 3 ve
r <m i¢in F. < F,, durumu ile gelisir. Dolayisiyla r = 0 ve n = mq olur. Bdylece

m | n bulunur. Tersine m | n olsun. Baz1 g € N i¢gin n = mgq olur. [9] dan

q . .
Fng = z (]>Fr{1 FrZ—]lF}'

j=0
olur. O zaman E,, | E, olur. ispat tamamlanr.

Bir¢ok yazar tarafindan cx? bi¢imindeki Fibonacci ve Lucas sayilar1 arastirilmistir.
Chon [13] ¢ = 1,2 i¢in E, = cx? ve L,, = cx? ‘yi ¢ozmiistiir. [15]’de Robbins , px?
formundaki Fibonacci sayilarini incelemistir. Robbins, p = 3(mod4) veya p <
1000 olacak sekilde tiim tam sayilar i¢in F, = px? denklemini ¢dzmiistiir. Daha
sonra Robbins [14] cx? formundaki Fibonacci sayilarimi ele almistir. Yazar ¢ <
1000 bilesik degeri i¢in F, = cx? nin tiim ¢dziimlerini elde etmistir. Bundan sonra
[16] ‘deki aym1 yazar p bir tek asal ve p < 1000 i¢in L,, = px?2‘yi ¢6zmiistiir. Dahasi
Zhou [17] L,, = px? formundaki Lucas sayilariyla ilgilenmistir. Burada p bir asal
sayt ve 1000 < p < 60000 dir. Bundan sonraki kisimda, [9] dan ¢ bir Lucas sayisi
veya iki Lucas sayisimmn c¢arpimi olmak iizere cx? seklindeki Lucas sayilari
incelenmistir. m > 1 ve k > 1 i¢in L,k Ly,x* formunda bir L, Lucas sayisinin
olmadigini ispatlanmistir. Ayrica m ve r, 1’den biiylik pozitif tamsayilar oldugunda

L, = Ly, L, nin imkansiz oldugu ispatlanmistir. Son olarak m > 2 ve L, = L,,x? ise
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bu durumda n = m oldugu kanitlanmistir. Simdi bundan sonraki kisimda gerekli

olacak Lucas sayilariyla ilgili baz1 6zdeslikler verelim. n € Z igin,

Loyn = L% —2(=1)"
L3y = Ln(Lgl - 3(_1)71)

dir.
Teorem 5.3.7. [9]

r =1 ,m > 1 ve r bir tek tamsay1 olsun. L, = L,,L,,x? olacak sekilde L,, Lucas

say1s1 yoktur.
Ispat:

L, = LyLy,x? ve r nin tek tamsayr oldugunu varsayalim. Bu durumda, L,, | L, ve
Ly | Ly, dir. Bu Teorem 5.3.4’ten bazi tek k tam sayilari igin n = 2rk ve bazi tek t
tamsayilar1 i¢in n = mt‘dir. Boylece 2|n olur. n=mt ve t tek tamsayi
oldugundan 2 | m bulunur. 2 | n ve n / 2 bir tek tamsay1 oldugundan s = 2,6,10 ve

q = 0 olmak lizere n = 12q + s yazilir. Bdylece Sonug 5.3.3‘ten
Ly = Lyeq+s = Ls(mod8)
olur.

s € {2,6,10} oldugundan L, = 2,3(mod8)‘dir. Benzer sekilde goriilir ki L,, =
2,3(mod8) dir. r tek oldugundan goriiliir ki

I ={ 3(mod8), eger 3t r
2 = | 2(mod8), eger 3|r

‘dir. 3 4 r oldugunu varsayalim. O zaman L,, = L,,.L,x? = 3 L,,x?(mod8) olur.

Ayrica 3x? = 0, 3,4(mod8) ve L,, = 2,3(mod8). dir. Buradan agiktir ki 3L,,,x?

0,1,4,6(mod8) oldugunu gosterir. Ancak bu durum L, = 2,3 (mod8) ile

celismektedir. Simdi kabul edelim ki 3 |r olsun. Bu durumda L, = Ly, L,,x?
2Ly, x*(mod8) dir. 2x? = 0,2 (mod8) ve L,, = 2,3(mod8) oldugundan goriiliir
ki L, =0,4,6(mod8) kibuL, = 2,3(mod8) ile gelisir. Boylece ispat tamamlanr.
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Teorem 5.3.8. [9]
k > 2 olsun. Her t tek tamsayzsi igin Lk, = 2,7(mod8) dir.
Ispat:

t’nin tek tamsayr oldugunu varsayalim. O zaman t = +1,+3,+5(mod12) dir.
Dahas1 tiimevarim ile k > 2 icin 2% = F4(mod12) oldugu gosterebilir. Bdylece
2kt = 0, F4(mod12) elde edilir. Dolayisiyla g > 0 igin 2¥t = 12q veya 2kt =
12q + 4 yazabiliriz. Sonug 5.3.3°ten

Lok, = Lizq = Lyeq = Lo(modF)
veya
Lok, = L12g74 = Lpgq7a = Lza(modFy) olur.
Boylece Lk, = 2,7(mod8) elde edilir.
Simdi Teorem 5.3.7yi asagidaki gibi genellestirebiliriz.
Teorem 5.3.9. [9]

k=2, m>1 ve t>1olacak sekilde t bir tek tamsayr olsun. L, = L,k,Lpyx*

sekilde L,, Lucas sayis1 yoktur.
Ispat:

Ly = Lyk,L;yx? ve t nin tek tamsayr oldugunu varsayalim. L.k, | Ly Ve Ly, | Ly
oldugundan Teorem 5.3.4’ten n = 2*tl ve n = mu olacak sekilde iki tek tamsay [
ve u vardir. Boylece n = 2¥tl = mu ve t,l ve u tek tamsayilar oldugundan s tek
tamsayisi i¢in m = 2¥s vardir. Burada k > 2 oldugundan 4 | m ve 4 | n‘dir. Buradan
r=0,4,8 ile n = 12q + r elde edilir. Sonu¢ 5.3.3’ten L, = Ly ¢q4r = L,(mMod8)
olur. r € {0, 4,8} oldugundan L, = 2,7(mod8) olur. Benzer sekilde goriilebilir ki
Ly =2,7(mod8)dir. Ote yandan Teorem 5.3.8’den L,k, = 2,7(mod8) dur.

Oncelikle Lk, = 2(mod8) olsun. Bu durumda, L,, = L,k,Lx* = 2L,,x*(mod8)
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dir. 2x% = 0,2(mod8) ve L,, = 2,7(mod8) olup L,k,Ly,x* = 0,4,6(mod8) elde
edilir. Dolayisiyla L, = 0,4,6(mod8) oldugundan L, = 2,7(mod8) ile celisir.
Simdi L.k, = 7(mod8) olsun. Buradan L, = L,k,Ly,x* = 7Lp,x*(mod8) elde
ederiz. 7x* =0,4,7(mod8) ve L, =2,7(mod8) oldugundan L,k L,x? =
0,1,4,6(mod8) yani L, =0,1,4,6(mod8) ‘dir. L, = 2,7(mod8) oldugundan bu

bir geliskidir. Boylece ispat tamamlanur.
Teorem 5.3.10. [9]

Eger m>1,r > 1 ve m ve r tek tamsayilar ise bu durumda. L,, = L,,,L,- olacak

sekilde L,, Lucas sayis1 yoktur.
Ispat:

L, = L,L, olsun. L, | L,, ve L, | L, oldugundan Teorem 5.3.4’ten t > 1 ve k> 1
olmak tlizere n = mt ve n = rk olacak sekilde t ve k tek tamsayilar1 vardir. u > 1
icin t = 4u + 1 olur. Bu nedenle n = mt = m(4u ¥ 1) = 2.2um + m ‘dir. Sonug
5.3.2’den

Ly = Ly 2um¥m = (—=1)*Lgpm(modLyyy,)
dir. Yani
L, = ¥L,(modLyy,)
dir. Buradan
LyLy, = FLy,(modLyy,)
dir. Benzer sekilde goriilebilir ki
LynL, = F+L,(modL,,)

dir. Eger 3 | r ve 3 | mise 8] L,, dir fakat boyle olmasi imkansizdir. Bu nedenle 3 ¢
r veya 3 4tmdir. Ik olarak, 3+m ve 3tr oldugunu varsayalim. 34 m

oldugundan goriiliir Ki (L,,,, Lyy) = 1 dir. Buradan
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L, = ¥1(modL,,,)
dir. Benzer sekilde goriiliir ki 3 + r oldugundan
L,, = ¥1(modL,,)
dir. Boylece ikisinden sirasiyla Loy, | L + 1 ve Ly, | L,,, + 1 elde edilir. Buradan;
Lym < L - ¥1< L., +1ve Ly, < Lp,+1< L, +1
dir. Boylece,
Lyjp+Lyy < Ly + L+ 2
dir. Buradan
L2, + 3+2<Ly,+L,
olup bu durum imkansizdir. Simdi de varsayalim ki 34 r ve 3 |m olsun. 3 |m

oldugundan (L,,,L,,) =2 dir. Bu nedenle (LTm,LZTm)zl ve L.L,=

+L,,(modL,,,) den

yani

olur. Buradan

Lyy < Lp+1
ve

Lym < 2L, +2

dir. Buradan son iki esitlikten
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Lyy+ Loy < Ly + 2L, +3
bulunur. Béylece L,, = L2 — 2(—1)" den
2-2L,+1% —L, <-1
Yani buradan
Ly(Ly —2) 4 Lyy(Lyy — 1) < —1

olup bu bir ¢eliskidir. Buradan ispat tamamlanir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda sayilar teorisinin temel konularindan boliinebilme konusu
Fibonacci ve Lucas sayilar1 iizerinden detayli olarak incelenmistir. Ozel say
dizilerinden olan Fibonacci ve Lucas sayilar1 her konuda oldugu gibi bdliinebilme ve
Ozellikleri konusunda da ilging sonuglara sahiptir. Boliinebilmeden ayri
disiiniillemeyen kongriianslik kavrami da yine bu tezde incelenmistir. Gerek
boliinebilme gerek kongriians konusunda halen ¢alismalar stirmektedir. Bu anlamda,
yeni boliinebilme oOzellikleri ve kongrilans bagintilar1 bulup literatiire katki
saglanabilecektir. Bu tezde Fibonacci ve Lucas sayilarinin sahip oldugu boliinebilme
ve kongriians ozellikleri incelenmis, ancak Pell sayilari, Pell Lucas sayilari... gibi
farkli say1 dizilerinde de yapilabilecek benzer ¢aligmalar ilging sonuglar1 beraberinde

getirecektir.
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