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OZET

FiBONACCI VE LUCAS SAYILARININ MAKSIiMUM VE MINiMUM
ELEMANLI MATRISLERDE UYGULAMALARI

Bu ¢alismada, elemanlar1 Fibonacci veya Lucas sayilarindan olusan maksimum veya
minimum elemanli matrislerin determinantlarini, terslerini, Hadamard terslerini ve
normlarini inceledik. Sonuglar1 Fibonacci ve Lucas sayilarina bagl olarak elde ettik.

Bu calisma dort boliimden olugmaktadir. Girig boliimii olarak verilen birinci boliimde;
amag belirlenmistir ve problem tanitilmistir. Uzerinde calisilan problemle ilgili
literatiir kisa ozetlenmistir. Ikinci boliimde; Maksimum ve minimum elemanli
matrisler ile bazi temel kavramlar tamitilmistir. Ugiincii boliimde; elemanlari Fibonacci
veya Lucas sayilar1 olarak secilen maksimumlu veya minimumlu matrislerin
determinantlari, normlari, tersleri ve Hadamard tersleri ile ilgili elde edilen bulgular
verilmistir. Dordiincii boliimde ise; sonug ve Oneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Determinant, Ters, Norm.



ABSTRACT

APPLICATIONS OF THE FIBONACCIi AND LUCAS NUMBERS IN
MATRICES WITH MAXIMUM AND MINIMUM ELEMENTS

In this study, we have investigated the determinants, inverses, Hadamard inverses and
norms of the matrices with maximum and minimum elements, which have been
formed from Fibonacci and Lucas numbers. We have obtained the results which
depend on the Fibonacci and Lucas Numbers.

This study consists of four sections. In the first section given as the introduction
section; the purpose has been determined and the problem has been introduced. The
literature on the problem studied has been briefly summarized. In the second section;
Some basic concepts have been introduced with maximum and minimum element
matrices. In the third section; The determinants, norms, inverses, and Hadamard
inverses of the maximum or minimum matrices selected as Fibonacci or Lucas
numbers have been given. In the fourth section; conclusions and suggestions were
given.

Keywords : Determinant, Inverse, Norm.



SIMGELER DIiZINi
F n. ci Fibonacci Sayisi

L n. ci Lucas Sayisi

{F,} Fibonacci dizisi

{L,} Lucas dizisi

|| A|| A matrisinin Oklid normu
A matrisinin spektral normu

A>! A matrisinin Hadamard tersi

A Lambda

|A| A matrisinin determinanti

A’ A matrisinin tersi

Vi



1. GIRIS

Son yillarda teknolojik gelismelerin hizla artmasinda, matematik ile diger bilimler
arasindaki yakinlasmanin rolii yadsinamaz. Bu yakinlagsmada matris teorisi 6ne ¢ikan
konulardan birisi olmustur. Ciinkii, mithendislik ve istatistik gibi ¢cogu uygulamali
bilimlerde matrislerle karsilasilmaktadir.

Uygulamali bilimlerde, verilen bir problemin matris temsilleri yazilarak elde edilen
matrisin 6zellikleri incelenerek verilen problemle ilgili 6nemli bilgiler elde edilebilir.
Ozdeger, singiiler deger, norm ve determinant gibi kavramlar matrislerin ve
dolayisiyla ilizerinde calisilan problemin 6zellikleri hakkinda bize 6nemli bilgiler
sunmaktadir. Fakat biiyiik boyutlu matrislerde bu kavramlarin sayisal degerlerini
hesaplamak oldukga giictiir. Bundan dolay1 matris teorisi ¢aligmalarinda, matrisi veya
elemanlarini 6zel se¢gmek; hem kolaylik hem de dikkate deger bulgular elde edilmesi
acisindan son yillarda arastirmacilar tarafindan tercih edilen bir segenek olmustur. En
cok tercih edilen 0zel matrislerden biri, elemanlart Fibonacci sayr dizisi veya
Fibonacci say1 dizisi ile iligkili sayir dizileri segilerek olusturulan Circulant
matrislerdir.

Fibonacci say1 dizisi; F, =0 ve F =1 baslangi¢ sartlariyla n>1 dogal sayist i¢in

F,=F,_, +F,, kuraliyla elde edilen sayilarin olusturdugu dizidir. Benzer sekilde

Lucas say1 dizisi; Ly=2 ve L, =1 baslangi¢ sartlartyla n>1 dogal sayist igin
L, =L, +L,, kuraliyla elde edilen sayilarin olusturdugu dizidir.

Bizim bu caligmadaki amacimiz ise; elemanlar1 Fibonacci veya Lucas sayilar1 olan

maksimum ve minimum elemanli matrislerin 6zelliklerini aragtirmaktir.

1.1 Problemin Tanitimi

Son yillarda elemanlar1 a; = min(i, j) veya a; = max(i, j) ve bunlarin genellemeleri
olan minimum ve maksimum elemanli matrisler tizerinde ¢alismalar artmaktadir. Biz
ise; elemanlar1 Fibonacci sayilarindan olusan ve daha once calisilmis olan Literatiir

Ozeti boliimiinde bahsedecegimiz F =[F,; . ;,..]' i, Matrisinin daha genel halini,



Fibonacci ve Lucas sayilart agisindan inceleyecegiz. SOyle ki; k>0 tamsayisi i¢in

elemanlari,
& = Fsmaxii )1 (1.2)
b.j = Fk+min(i,j)—1' (1.2)
Cj = L magi (1.3)
ve
di = Loming ) (1.4)

seklinde Fibonacci veya Lucas sayilari olarak secilen maksimumlu veya minimumlu
A=[y;]' 5, B=[],,, C=[c],., ve D=[d;]|,., matrislerinin determinanti,

normu, tersi ve Hadamard tersi gibi 6zelliklerini inceleyecegiz.

1.2 Literatiir Ozeti

Bu béliimde ¢calismamaizla ilgili daha 6nce yapilmis ¢alismalari kisa kisa 6zetleyecegiz.
Minimum ve maksimum elemanlt matrislere ilk defa Pdlya ve Szegd tarafindan
yazilan ve 4. baskist 1971 yilinda basilan Problems and Theorems in Analysis 1l
kitabinda karsilasildigi Matilla ve Haukkanen (2016) tarafindan belirtilmistir.
Catalani (2002), a; =min(i, j) olmak iizere nxn tipinde A= (a;) matrisinin esas
mindrleri ve Fibonacci sayilari arasindaki iliskileri vermistir.
Bhatia (2006), elemanlart a; =min(i, j) seklinde tanimli matrislerin sonsuz
boliinebilirligini gostermis ve yine Bhatia (2011) bu ve benzeri tipteki matrisleri daha
kapsamli bir sekilde incelemistir.

Fonseca (2007), a>0 ve a#b olmak iizere C =[min{ai—b,aj—b}]’,, matrisinin
Ozdegerlerini ve tersini incelemistir.

Neudecker, Trenkler ve Liu (2009), &,a,,...,a, € R olmak lizere ~A=[a .. ] =
matrisinin pozitif tanimliligi, tersi ve determinanti ile ilgili baz1 problemler ortaya

atmislar ve bu problemlerin cevaplart 2 yil sonra Chu, Puntanen ve Styan (2011)

tarafindan verilmistir.



Bahsi ve Solak (2011,2013,2015), farkli i¢ ¢alismalarinda A, ve B, matrislerinin
elemanlarmi  a; =k+min(, j)-1, b, =k +max(i, j)-1 ve keR seklinde
karakterize etmigler ve bu matrislerin determinant, norm, ters, karakteristik polinom
gibi 6zelliklerini incelemislerdir.

Hossein, Petroudi ve Pirouz (2015), farkli iki ¢alismalarinda iistel minimum ve
maksimum elemanl matrisleri arastirmislardir.

Hossein, Petroudi ve Pirouz (2016), eclemanlari Fibonacci sayilarindan olusan
F =[Foin.j).)i . matrisinin determinantini, tersini incelemisler ve spektral normu
icin alt ve iist sinirlar vermislerdir.

Matilla ve Haukkanen (2016), maksimum ve minimum elemanli matrisler ile meet ve

join matrisler arasindaki iligkileri incelemislerdir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Tanmm 2.1 A=(a, ve B=(b;),., matrislerinin Hadamard ¢arpimi

ij )mxn mxn

A B=(ayby;) (2.1)

seklinde tanimlanir (Horn ve Johnson, 1991).

Hadamard carpimin spektral normu igin, r(A)=max 2|au| (maksimum satir

1<i<m

normu) ve ¢,(B)=m m /Z|bu| (maksimum siitun normu) olmak tizere
<j<n
|A< B, <r,(A)c,(B) 2.2)
esitsizligi gecerlidir (Horn ve Johnson, 1991).

Tamim 2.2 A= (3, matrisinin Hadamard tersi a; # 0 olmak iizere,

0
% e (2.3)

seklinde tanimlanir (Horn ve Johnson, 1991).

|J)mxn

Tamm 2.3 A mxn matris olmak tizere,

A= S5 j 24

ifadesine A matrisinin Oklid normu denir (Horn ve Johnson, 1991).

Tanim 2.4 ||A||2 ={ 1.1, A" A’nin mutlak degerce en biiyiik 6z degerinin karekokii}

seklinde tanimlanan norma A matrisinin spektral normu denir (Horn ve Johnson,
1991).

Tamm 2.5 Baslangic¢ degerleri F, =0, F =1 olmak {izere

I:n+l = I:n + I:n—li n 21 (25)



bagintisi ile tanimlanan sayilara Fibonacci sayilari, bu sayilarin olusturdugu {Fn}nZO

say1 dizisine ise Fibonacci say1 dizisi denir (Koshy, 2001).

Tanim 2.6 Baslangi¢ degerleri L, =2, L, =1 olmak {izere,
L,=L +L, n>1 (2.6)

bagintisi ile tanimlanan sayilara Lucas sayilari, bu sayilarin olusturdugu {Ln}nZO say1

dizisine de Lucas say1 dizisi denir (Koshy, 2001).

Fibonacci ve Lucas sayilarina ait karakteristik denklem x*—x-1=0 olup, bu

1+2J§ Ve :1—2J§

denklemin kokleri a = B seklindedir. n. Fibonacci ve n. Lucas

sayilar1 o ve B ya bagh olarak sirasiyla,

B an _ﬁn

R (2.7)
ve

L=a"+p" (2.8)

seklinde yazilip bu yazilimlara Fibonacci ve Lucas sayilarinin Binet Formiilleri denir

(Koshy, 2001). Ayrica, a = 1+V5 say1s1 altin oran olarak bilinir ve Fibonacci ve Lucas

sayilari ile altin oran arasinda,

nm%za 2.9)
ve
Iimlrl‘—”:a (2.10)

bagintilar1 mevcuttur (Koshy, 2001). Ayrica Fibonacci ve Lucas sayilar arasinda,

S F=FF,, 2.12)
i=1
S EF,=F? (ngiftise) 2.12)
i=1



Y FRFL,=F’-1 (ntekise) (2.13)

i
i=1

F,+L =2F,, (2.14)
esitlikleri vardir (Koshy, 2001).

Tamim 2.7 Elemanlart maksimum (minimum) kavramlarina bagl olarak tanimlanan
matrislere maksimum elemanli (minimum elemanli) matrisler denir. Baz1 maksimum

ve minimum elemanli matris 6rnekleri;

I ] 1 2 3 ... n]

2 3 ...n

A=[min(Ci, )I';,=|1 2 3 ... 3|, B =[max(i, )I;,=|3 3 3 ... n
12 3 ... nj N nn .. nj

[k+1 k+1 k+1 ... k+1]
k+1 k+2 k+2 ... k+2
Ak:[k+min(i,j)]{fj:l: k+1 k+2 k+3 ... k+3

k+1 k+2 k+3 ... k+n
ve

k+1 k+2 k+3 ... k+n]
k+2 k+2 k+3 ... k+n
B, =[k+max(i, )I|,,=| k+3 k+3 k+3 ... k+n

k+n k+n k+n ... k+n

seklinde verilebilir.

Teorem 2.1 T={z,2,,...z,} reel sonlu bir kime ve z,<7,<...<z, olsun. T

kiimesinin minimum matrisi ve maksimum matrisi,



Zl 22 ZZ ZZ
(T),,, =min(z,z,))=|z, z, 1z, Z, (2.15)
1L Z; I Z, |
ve
_Zl 22 Z3 Zn_
, 2, 7, ... Z,
[T]., =max(z,z))=|z, z, 2z ... Z, (2.16)
_Zn Zn Zn Zn_
olmak tizere, Nn>2 i¢in
1 z,-1, 0 0
01 ..1 0 z,-2, ... 0|11 ...0
L DO : : . Y (2.17)
00 ..1J| 0 0 z |1 1 1
ve
0 z 0 0 1
11 ..0[0 z,-z ... 0 |01 .1
(T)min:I S : . : Do (2.18)
11 1{/0 0 z,-2 (/0 O 1

esitlikleri gegerlidir (Haukkanen ve Mattila, 2016 ).

Teorem 2.2 Elemanlar1 a; =k +min(i, j) -1, k € R olarak tanimlanan

'k k k k

k k+1 k+1 ... k+1
Ay=(aij)= k k+1 k+2 ... k+2

_k k+1 k+2 ... k+n—1_

matrisi i¢in,



det(A ) =k (2.19)
dir (Bahsi ve Solak, 2011).

Teorem 2.3 Teorem 2.2.’de verilen A, matrisinin tersi k =0 i¢in

[k +1

- Lo 0 .00 0
1 2 <10 .. 0 0 0
A= 0 -1 2 -1 ..0 0 0 (2.20)
0 0 0 O -1 2 -1
0 0 0 0 0 -1 1|

matrisine esittir (Bahsi ve Solak, 2011).

Teorem 2.4 Elemanlart by =k +max(i, j) -1, k € R bigiminde tanimlanan

k k+1 k+2 ... k+n-1]

k+1 k+1 k+2 ... k+n-1

B, =(b)=| k+2 k+2 k+2 ... k+n-1
_k+n—1 k+n-1 k+n-1 ... k+n—1_

matrisinin Oklid normu,

2 — — — —
B =\/n{(n+1) 3n? + (8k — 7)n +§(3k k-1 _1)2} 021)
seklindedir (Bahsi ve Solak, 2013).

Teorem 2.5 Teorem 2.4.’de verilen B, matrisinin Hadamard tersinin tersi,

ke{0,-1,-2,...,-n+1} ve n>2igin

b, =k(k +1),
b; =2(k +i-1)?, 1<i=j<n
(BH) " =1b, =~(k+i-D)(k+ j-D), i j|=1 (2.22)
b, =(k+n-1)
b, =0. li—j|>1

seklindedir (Bahsi ve Solak, 2013).



Lemma 2.1 1#xeR i¢in

nz_lkxk ~(n=Dx™ —nx" +x
k=1 (x-1)*

esitlikleri mevcuttur (Petroudi ve Pirouz, 2016).

(2.23)

(2.24)

Bu calismada ele alinan ve g¢alismanin 3. boliimiinde bahsi gegen A, B, C ve D

matrislerti,
i I:k Fk+1 I:k+2 I:kJrn—l_
N I:k+1 Fk+1 l:k+2 T I:kJrn—l
A= [Fkerax(i,j)—l:'i‘j:l = Fk+2 Fk+2 Fk+2 Fk+n—l
: : ... Fens
L I:k+n—1 I:k+n—1 I:k+n—1 I:k+n—1 I:k+n—1_
i F. K F.. F i
4 I:k Fk+1 I:k+l ° ol Fk+1
B= I:Fk+min(i,j)—l:|i’j:1 = Fk Fk+l Fk+2 Fk+2
_Fk I:k+1 I:|<+2 I:k+n—1_
i Lk I‘k+1 Lk+2 Lk+n—l_
Lk+l I‘k+1 I‘k+2 I‘k+n—l
C= I:Lk+max(i,j)—lj|i‘j:1 = Lk+2 Lk+2 Lk+2 Lk+n—l
: : : ... L.y
L I‘k+n—1 Lk+n—l Lk+n—l I‘k+n—1 Lk+n—l_
ve
L, L L. L]
Lk Lk+l Lk+1 i Lk+1
D= [Lk+min(i,j)—l:| = Lk Lk+l Lk+2 Lk+2
L I‘k Lk+l Lk+2 ot Lk+n—1_

olup bu durum her defasinda tekrar tekrar belirtilmeyecektir.

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)



3. FIBONACCI VE LUCAS SAYILARININ MAKSIMUM VE MINIMUM
ELEMANLI MATRISLERDE UYGULAMALARI

Bu boliimde elemanlar1 Fibonacci ve Lucas sayilar1 olarak segilen maksimum ve

minimum elemanli matrisler i¢in elde ettigimiz bulgular verilmistir.

3.1 Fibonacci Sayillarimin Maksimum ve Minimum Elemanh Matrislerde

Uygulamalari

Teorem 3.1.1 k>1 ve n>2 olmak lizere A matrisinin determinanti,

n-2
|A| = (_l)n+1 Fk+n—1H Fk+i—1 (3-1-1)
i=0
seklindedir.
Ispat A matrisi,
i I:k I:k+l I:k+2 I:k+n—l_
I:k+l I:k+l I:k+2 I:k+n—l
A = k+2 k+2 I:k+2 T I:k+n—l
_Fk+n—l Fk+n—l I:|<+n—1 I:k+n—1_
seklinde olup (2.17) esitligine gore,
11|k -F 0 0 10 .- 0
o1 .- 1 0 F..—F 0 11 .- 0
A= : : . - : k+1: k+2 . : b : ) : (312)
00 ... 1 0 0 R T I I A AU |

bigiminde ¢arpanlarina ayrilir. Buradan A matrisinin determinanti alindiginda,



0
I:k+n—1 1
0
1 - 0
.=t
1 ...1

11 1R -F, 0
|A| — 1 . 0 Fk+1 - Fk+2
0 0 ... 1 0 0
yazilir.
11
01 B
0 0 . 1
oldugundan
|A| - (Fk - Fk+l)(Fk+l r I:k+2)"'(|:k+n—2 - Fk+n_1) Fk+n_1
- (_ I:kfl)(_ I:k )(_ Fk+n—3) I:kJrn—l
1 n-2
=(-D)""F.oa] | Feis
i=0
elde edilir.

o

(3.1.3)

(3.1.4)

(3.1.5)

Teorem 3.1.2 k>1 ve n>2 olmak iizere A matrisinin tersinin elemanlar1 k;; olsun.

O halde,
0 li-j|>1
Fk+i—1 - Fk+i
1 1 .
+ 1<i=]J<n
kij = Fk+i—2 - Fk+i—1 Fk+i—1 - Fk+i
: - -1
Fk+i—1 - Fk+j—l‘
1 1 .
Fk+i—2 - Fk+i—1 Fk+i—l
bi¢imindedir.

11

(3.1.6)



Ispat (2.17) esitligine gore

1 .. 1][F-F, o0
A= 1 ' 0 Fk+l _ I:k+2
0 0 ... 1 0 0

olup bu esitligin her iki yaninin tersi alinirsa,

F 1F 0 0
1 00..00]F"%" * .
-1 1 0..00 0 FF 0
pi |00 e .
B 0 0
0 0 . l 0 Fk+2_Fk+3
L 00 ..-11
0 0 0
ve matris ¢arpimindan
[ 1 1
- 0
Fk - Fk+1 Fk - Fk+1
~ 1 1 1 ~ 1
Fk - Fk+1 Fk - Fk+1 Fk+1 - Fk+2 Fk+1 - Fm
At= 1 1 1
0 - +
|:k+1 - |:k+2 Fk+1 - Fk+2 |:k+2 - Fk+3
0 0 0

0 0
0 0
Fk+nfl 1 1
0
1 -10 ..00
0 |01 -1..00
00 1 ..0 0] (3L7)
0 |: + P
: 14
L 01
k+n-1
0
0
3.1.8
0 (3.1.8)
1 1
+
|:k+n—2 - I:k+n—1 Fk+n—1 i

elde edilir ki bu matrisin elemanlari teoremin ifadesindeki gibi karakterize edilir.

Teorem 3.1.3 A matrisinin Oklid normu igin,

1
Al =

esitligi vardir.

12

ﬁ[z[nl‘Zkﬂn —(n +1)L2k+2n—2 + L2k—2]_[|‘2k+2n—l - L2k—1] - Zn(_]-)km_lilE (3.1.9)



Ispat Oklid normu tanimi, (2.7) ve (2.8)’deki Binet Formiilleri ve Lemma 2.1.’deki

esitlikler kullanilarak;

I A"2E _ Zl: Qi-HF’, , = zl 2iF2, , - 21: F2.,

N P 2_ n (gt gl 2
‘Zg'( o p J Z( o j

_ (a _:Lﬁ)z [zii (a2k+2i—2 _ Z(aﬂ)kﬂfl +ﬂ2k+2i—2)

_Zn:(a2k+2if2 _Z(aﬂ)k“*l_}_ﬁzmzpz )}

i=1

Z%Hiiaz“ () + X% (5) _iz”l:Zi (_1)k+i1]

i=1 i=1

_[iazkmz +iﬂ2k+2i2 _Zn*‘z(_l)knlﬂ

%{2(?(1%* (a?) +iZ=nl:iﬂ2k‘2 () —anzi(—l)k“-lJ

i=1

fsrer g g

—iznlzzi(—l)“”j{a” (0;):1 + (/;2)”_11 - iznllz(—l)k*”ﬂ

=5l2n(a® e B ) - ey (@ ) (a4 )
(@t )~ (o g | an-yr |
= %[Z[nLMn ~(N+ D)Ly 200 + Loy o ]~ [Lotians = Lo | = 20(=1)" ] (3.1.10)

elde edilir.
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Teorem 3.1.4 A matrisinin spektral normu igin,

|Al, < nF2, (-DF2, , +D) (3.1.11)

esitsizligi mevcuttur.

Ispat A matrisi iki matrisin Hadamard ¢arpimi olarak,

I:k 1 _1 Fk+l l:k+2 I:k+n—1
Fea Fea 1 e 1 1 1 R, Feins
A=|F., F, F, = 1 |of1 1 1 - F,,| (3112
L I:k-¢—n—1 I:k-¢—n—1 I:k-¢—n—1 I:k-v-n—l_ _1 1 1 i 1 |
=A°B, (3.1.13)

seklinde yazilsin. A, matrisinin maksimum satir normu ve B, matrisinin maksimum

sliitun normu,

2
= «/aniH (3.1.14)

a2IJ

I<i<n

n(A)=max |3

ve

n 2 >
¢,(B,) =max, > lb, | ={(n-DF7,,+1 (3.1.15)
<j<n i1 K

seklindedir. Buradan (2.2) esitsizligine gore,

|Al, =[|A; °B,]|, <r(A)c.(B,) (3.1.16)

olacagindan A matrisinin spektral normu igin,

”A”Z < \/n I:k2+n—l I:(n _1) Fk2+n—l +1}
esitsizligi elde edilmis olur.

Teorem 3.15 k>0 ve n>2 olmak iizere A matrisinin Hadamard tersinin
determinanti

‘ AOfl‘ = Fa b1

= (3.1.17)

k+n-1 I:kJrn—Z i=2 I:k+i—1

seklindedir.
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Ispat A matrisinin Hadamard tersinin determinanti,

1 1 11

I:k I:k+1 Fk+2 Fk+n—l

1 1 |

I:k-¢—1 I:k-¢—1 FI<+2 Fk+n—l (3 1 18)
I S U U

Fk+2 Fk+2 Fk+2 Fk+n—1

1 1 1 1

I:I<+n—1 I:kJrn—l I:kJrn—l I:k+n—1

olup, bu determinant; ikinci satirdan baslanarak her satir (-1) ile ¢arpilip bir 6nceki
satira eklendiginde,

L 0 0 0
Fk Fk+1
W 14y 4 i 0
Fk+l Fk+2 I:k+1 Fk+2
A*=2 1 1 1 1 1 = (3.1.19)
I:k+2 Fk+3 Fk+2 I:k+3 I:k+2 I:k+3
1 1 1 1
Fk+n—l I:kJrn—l I:kJrn—l I:k+n—l

halini alir. Bu son determinant hesaplanirsa

‘Ao—l‘_(i_ 1][1 - 1}( 1 1}[ 11 ] 1
I:k I:k+1 I:k-¢—l I:k-¢-2 I:k+2 I:k+3 I:k+n—2 I:k+n—1 I:k+n—l

— Fk+l - Fk Fk+2 — Fk+1 Fk+3 — Fk+2 Fk+n—1 — Fk+n—2 1
I:k I:k+1 F I:k+2 I:k+2 Fk+3 I:k+n—2 I:k+n—l I:k+n—l

k+1

— I:k—l I:k Fk+1 . I:k+n—3 l
I:k Fk+l Fk+le+2 I:k+2 I:k+3 Fk+n—2 I:kJrn—l I:kJrn—l

N T 1 (3.1.20)

I:kJrn—l I:kJrn—Z i=2 I:k+i—l

elde edilir.

15



Teorem 3.1.6 k>1 ve n>2 olmak iizere A matrisinin Hadamard tersinin tersi,

0

_ |:kJrile+2

Fe

Fk+l I:k+2 + I:k+2 Fk+3

| Fk Fk+1 _ Fk I:k+1
Fk—l Fk—l
_ I:k Fk+1 I:k Fk+1 + Fk+1Fk+2
Fk—l Fk—l Fk
(A1) = F..F
0 _ _k+1l” k+2
Fk
0 0
bigimindedir.

Fe

F

k+1

Ispat A matrisinin Hadamard tersi, sagdan ve soldan nxn tipinde

Il
matrisi ile ¢arpildiginda
1
F
00 1 “
oo 1
I1A_1|1= O 1 0 Fk:+1
0 :
1
_Fk+n—l
1 1
Fk+n—l I:kJrn—l
1 1
= I:k+n—1 Fk+n—2
1 1
L I:kJrn—l I:k+n—2

4 0
0
e 1
I:k+1 I:kJrn—l
1 1
I:k+1 I:k+n—1
1 1
I:k+n—1 I:k+n—l
]_ -
Fk+n—l
1
I:k+n—2 = AJ_
1
R

elde edilir. A, matrisi (2.18) esitligine gore yazilirsa,

16

0
0
(3.1.21)
0
Fo..,F
F k+n-2" k+n-1
k+n—l+ Fk+n,3
(3.1.22)
(3.1.23)
(3.1.24)



1

0 O Fk+n—l

1 0 0
A=lT T
11 -1

0

olur. Buradan,

k+n-1

100

1

I:k+n—2

1
I:k+n—2 Fk+n—1 .8
5 1 0
(L R
I:k Fk+1_
0 0
S 0
I:kJrn—l
1 | 1 !
o ... —_ -
I:k Fk+1_

0 -

1
1
: (3.1.25)
0 - 1
Mo 01
HO - 101(31.26)
100
1
0
L|=PAP  (3.1.27)
0

elde edilir. A" =PAP esitliginin her iki yanmin tersi alinirsa (A B )_1 =P7AP!

olur. Buradan,

00 .00 1]

00 .01 -1

2000 110

(Aa_l)lz'Z Lo
001 ..00

1 -1..00 0

0 0
1
1 1 ’
Fk+n—2 Fk+n—1
1
: T 1
I:k Fk+1_

17
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| RRa _FRFRe 0 0 |
Fe Fe
_ I:k Fk+1 I:k Fk+l + Fk+1Fk+2 _ Fk+1Fk+2 0
Fe Fes F F
= 0 _ Fk+1Fk+2 Fk+1Fk+2 + Fk+2Fk+3 0
F F Fea
0 0 0 Fk+n—l+ I:k+n—2 I:k+n—1
L Fk+n—3
elde edilir ki ispat tamamlanmuis olur.
Teorem 3.1.7 k>1 ve n>2 olmak tizere B matrisinin determinanti,
n-2
1B|=FJ]F.i (3.1.29)
i0

seklindedir.

Ispat B matrisi,

Fk Fk Fk Fk
Fk I:k-¢-1 I:k+1 I:k+1
B= Fk Fk+1 Fk+2 Fk+2
L Fk Fk+l I:k+2 t I:k+n—1_
olup (2.18) esitligine gore,
o][F, O 0 1
1 o||0 F,-F 0
B= . (3.1.30)
11 .10 0 .. F.,-F.,|lo 0 ..1

bi¢iminde ¢arpanlarina ayrilir. Buradan B matrisinin determinant1 alindiginda,

1 0 - O|F 0 0 11 -1
11 - 0|0 F,-F - 0 1

|B|:: : . 1 : . . : (3131)
11 ... 1[0 0 oo Fwa—Fennll0 0 ... 1

yazilir.
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oldugundan,

elde edilir.

1 0O --- 0
1 1 0

::. :1
0 0 11 1

|B| = Fk (Fk+1 - Fk)"'(ka—l - Fk+n—2)
= Fk Fk_l"'Fk+n—3

n-2
= Fk Fk+i—1

i=0

(3.1.32)

Teorem 3.1.8 k>1 ve n>2 olmak iizere B matrisinin tersinin elemanlar1 s; olsun.

O halde,

bigimindedir.

Ispat (2.18) esitligine gore

0 i-j|>1
1 + 1 i=j=1
Fk+i—1 Fk+i - Fk+i—l
! + ! l<i=j<n
Fk+i—l - Fk+i—2 Fk+i LS
1 |i - j| =1
P~ Fk+j—l‘
1 .
Fk+i—1 - Fk+i—2
0l[F 0 0 1
0[|0 F,-F 0
1/]0 0 . Fooi—Fo.,1l0

olup bu esitligin her iki yanimnin tersi alinirsa,

19
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i 0 0 0
A R _
1-10..00 | 1 00..0°0
01 -1..00 0 -110..00
Fk+1_Fk
B’l—O 01 .00 1 0 -11..0°0 3134
‘zzs".ssooFF 0 :zz.:.(")
000 .11, . R I N IO B
000 .01 ' ' 1 000 .. -11]
0 0 0 .
Fk+n—1 - Fk+n—2 ]
ve matris ¢carpimindan,
i+ L - L 0 0
Fk Fk_Fk+1 Fk+1_Fk
1 1 1 1
- + il 0
Fk+1 - Fk Fk+1 - Fk Fk+2 - Fk+1 Fk+2 - Fk+1
B?= 1 1 1 (3.1.35)
0 - + 0
Fk+2 a2 Fk+1 Fk+2 r Fk+1 Fk+3 F Fk+2
0 0 0 L
L Fk+n—1 B Fk+n—2 |

elde edilir ki bu matrisin elemanlari teoremin ifadesindeki gibi karakterize edilir.

Teorem 3.1.9 B matrisinin Oklid normu igin,

"B”E = %[(Zn +1)[L2k+2n—1 - L2k—l] - 2[m—2k+2n —-(n+1) L2k+2n—2 + LZk—Z ] + 2”(_1)k_1i|E (3.1.36)

esitligi vardir.

Ispat Oklid normunun tanimi, (2.7) ve (2.8)’deki Binet Formiilleri ve Lemma
2.1.°deki esitlikler kullanilarak;

: n K+i-1 k+i-1\2
18], = E(Zn -2+ DR, =23 (20 -2 +1)(ij

i=1 a_ﬂ
I ot g 2 N P 2
=2 (2n+1)(—a—ﬂ J 2;{—0{—,8 }

20



T Sanin(e -2 op) e )

—2§i(a2k*2i2 _Z(Qﬂ)k+i’l+ﬁ2k+2i—2 )}

=§{<2“+1>(iaz“(az)‘ WAl —22(—1)“”]

i=1 i=1 i=1

n+l

n
+ﬂ2k_2

(F) " -(e)(8) "+ 5 e
(52 -1) 22( Y }

Z%[(Zn—kl)[(az“zn’l +ﬂ2k+2n—l)_(a2k—l +,32k—1):|_2|:n(a2k+2n +ﬁ2k+2n)
_(n+1)(a2k+2n—2 +ﬁ2k+2n—2)+(a2k—2 +ﬁ2k—2 ):|+2n(_1)k71:|
= %I:(ZH +l)[L2k+2n—1 - sz—l] - 2[nL2k+2n —(N+D)Lyypn o + L2k—2]+ 2”(_1)k_l] (3.1.37)

elde edilir.

Teorem 3.1.10 B matrisinin spektral normu igin,

” B”z S \/( Fk+n—1'Fk+n - I:k—l'Fk ) (Fk+n—2'Fk+n71 - Fk—l'Fk +1) (3138)

esitsizligi mevcuttur.
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Ispat B matrisi iki matrisin Hadamard ¢arpimi olarak,

Fk 1 1 cee 1 B _1 Fk Fk Fk —_

F. R 1 1 11 F, - F,
B=IF F. F. of1 1 1 - F,| (3139

R Ra R - R/ 11 1 - 1]

(3.1.40)

seklinde yazilsm. A, matrisinin maksimum satir normu ve B, matrisinin maksimum

slitun normu igin,

i=1 1=

n 2 n+k-1 k+n-1 k-1
G<As>=m&§\/2\as.,\ J > F? J > F-YF (31.41)
T j=1 i=k 1

ve

¢,(B;) = max \/Z‘b3 | = \/HZH F2+1 (3.1.42)
<l \T i=k

olup (2.11) esitligi kullanilarak

rl(A%) = \/Fk+n—1Fk+n - Fk—le

(3.1.43)
ve
C,(By) = \/Fien2Fiuns — FuF +1 (3.1.44)
elde edilir. (2.2) esitsizligine gore,
B, =lA B[, <r(A)ci(B,) (3.1.45)

olacagindan B matrisinin spektral normu ig¢in,

”8”2 = \/[ Fk+n—1Fk+n - kale][kafz Fk+n—l - kale "'1]

elde edilir.
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Teorem 3.1.11 k>0 ve n>2 olmak tizere B matrisinin

determinanti,
B

seklindedir.

Ispat B matrisinin Hadamard tersinin determinanti,

-

-;|'1||—\ ;|'1|i—\ ;l'||i—\

£
I:k

H,:n|H

N

i
JuN

o)

LA

=
F
N

I:k +1

— (_1) n+1 Fk—l

1

I:k+n—2 i=1

|—\;|'||H

N

¥
fUN

=

.. 7\:n
i
N

1
I:k+2

I:k+i—1

l—\;l'||i—\

m

k+1

=

)

k+2

1

I:kJrn—:I.

Hadamard tersinin

(3.1.46)

(3.1.47)

bi¢imindedir. Bu determinant; (n-1). satirdan baslanarak her satir (-1) ile garpilip bir

sonraki satira eklendiginde,

1 1 1 1
I:k I:k Fk Fk
g L+ 1 1 1 1 1
k+1 Fk k+1 I:k I:k+1 k
-1l 3.1.48
Bl=lp o 1 1 L1 | (14
Fk+2 Fk+l I:k+2 I:k+l
0 0 0 t 1
I:kJrn—l Fk+n—2

halini alir. Bu son determinant hesaplanirsa,

BﬂﬂLPL_iﬁl__l}{ 1 1}
I:k I:k+1 Fk I:k+2 I:k+1 I:k+n—1 I:k-¢—n—2

— i Fk — Fk+l Fk+l — Fk+2 Fk+n—2 — Fk+n—1
Fk Fk Fk Fk+1 I:k+2 I:I<+n—2 I:k+n—1

+1
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= i _Fk—l _Fk _Fk+n—3
Fk Fk F I:k+l Fk+2 Fk+n—2 F

k+1 k+n-1

=(-)™ P H 1 (3.1.49)

I:|<+n—2 i=1 I:k+i—1
elde edilir.

Teorem 3.1.12 k>1 ve n>2 olmak lizere B matrisinin Hadamard tersinin tersi,

r FRa  ERy o o
Fk—l Fk—l
I:k I:k+1 _ I:k Fk+1 _ Fk+le+2 Fk+1Fk+2 0
a I:k—l I:k—l I:k I:k
(B 71) = 0 Fk+1Fk+2 _ Fk+1Fk+2 r Fk+2 I:k+3 0 (3150)
I:k I:k Fk+1
0 0 0 e Fk+n—le+n—2
L Fk+n—3
bi¢imindedir.
Ispat B matrisinin Hadamard tersi sagdan ve soldan nxn tipinde
00 .- 1
I, =
matrisi ile carpildiginda
I 1
F F F
00 - 1) °F “ oo - 1
SRTRRURS | NN 1 -
LB, = 0 0 F:k Fk:+1 Fk'+l O ' O (3.1.51)
10 0 ' 1 0
1 1 1
Lk Fk+l I:k+n—l _
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olur. Bu esitlik 1,'B1;* =B ™ esitliginde yerine yazilirsa,

00 1
S
01 0

olur. Buradan,

1

F

k+n-1

k+n-2

1

Fi+n—2

0 1
Fi+n—2

0 0
0

11

F:

25

1

Fi

1

F, |=B,

1

F, |
0
0111
11
1
F

0

10 - o0

w011 olo
1111

F,|
0
0

0 1

o

1

F |

(3.1.52)

(3.1.53)

01
103159

- 00

1
_|=PAPR (3.1.55)



elde edilir. B = PA,P, esitliginin her iki yanmnm tersi alnirsa, (B ’1)_1 =P AR
elde edilmis olur. Buradan,

1
00,0111 1 0 0o 0 L0 o]
00..-110|F, F., 00..-110
1100 1 00 1 00..100
(8%) = U 0 ———— o) T T Y (3.1.56)
: 1 _ 1 I oo
11..0 00 Fenz Fns 11..0 00
10..0 0 0 1 St 0.0 0 0
0 0 F
LA 1P 0 0]
I:k—l I:k—l
|:k I:k+l _ I:k Fk+1 _ Fk+1Fk+2 Fk+1Fk+2 0
Fk—l Fk—l Fk I:k
= 0 Fk+1Fk+2 _ Fk+1Fk+2 _ Fk+2Fk+3 0
I:k I:k I:k+1
0 0 0 . I:kJrn—z I:k+n—l
L Fk+n—3 n

elde edilir ki ispat tamamlanmis olur.

3.2 Lucas Saylarmmm Maksimum ve Minimum Elemanh Matrislerde
Uygulamalar

Teorem 3.2.1 C matrisinin k >0 ve n>2 i¢in determinanti,

n—.

|C| = ()" L] [ Lia (3.2.1)

2
i=0

seklindedir.
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Ispat C matrisi,

i Lk I‘k+1 I‘k+2 Lk+n—l_
Lk+l I‘k+1 Lk+2 I‘k-¢-n—1
C = Lk+2 I‘k-¢-2 Lk+2 I‘k+n—1
_Lk+n—l Lk+n—1 Lk+n—l Lk+n—1_
bi¢iminde oldugundan (2.17) esitligine gore,
1 - 1L -L, 0 0 1 0
1 0 L., —L 0 1 0
C= N o 1 (3.2.2)
0 0 ... 1 0 0 L..,|[1 1 1
biciminde yazilacagindan,
L —-L.; 0 0 (1 -0
0 L.,—L 0 (1 0
C|= . - L (3.2.3)
0 0 ... 0 0 L., 1 1
olur.
1 1 0 0
1 1 1 0
.o =|. . =1
0 0 . 1 1 1
oldugundan,
|C| = (Lk - Lk+1)(Lk+1 - Lk+2)"'(Lk+n—2 - Lk+n—1) Lk+n—l
= (_Lk—l)(_Lk)"'(_Lkm—S)Lk+n—l
L n-2
=(-)" Lk+n—lH L (3.2.4)
i=0
elde edilir.
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Teorem 3.2.2 k>0 ve n>2 olmak iizere C matrisinin tersinin elemanlar1 t; olsun.

O halde,

seklindedir.

= Lk+i—2 - Lk+i—1 Lk+i—1 -

k+i

_
Lk+i—1 - Lk+j—1‘
1 1

+

Lk+i—2 - Lk+i—1 Lk+i—1

Ispat (2.17) esitligine gore,

Cl=

o

SN

o o

.11

Lk - Lk+1 0
0 Lk+1 i Lk+2

L 0 0
Lk - Lk+1
0 L 0
Lk+1 - Lk+2
0 0 1
Lk+2 - Lk+3
0 0 0

28
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ve

1 ~ 1 0 0
Lk - Lk+1 Lk a Lk+1
1 1 1 1 g
Lk - Lk+1 Lk - Lk+1 Lk+1 - Lk+2 Lk+1 - Lk+2
-1 _
Ci=l 1 N S 0 (3.2.7)

Lk+1 - I‘k+2 Lk+1 - Lk+2 I‘k+2 - Lk+3

0 0 0 t
L

Lk+n—2 - Lk+n—1

k+n-1 |

elde edilir ki bu matrisin elemanlar1 teoremin ifadesindeki gibi karakterize edilir.

Teorem 3.2.3 C matrisinin Oklid normu igin,

1

||C||E = |:2(n'|‘2n+2k —(n+1) Lonsakz + Locca ) _( Lonioka — L2k—1)+ 2n (_:l-)km*l}E (3.2.8)

esitligi vardir.

Ispat Oklid normunun tanmimi, (2.7) ve (2.8)’deki Binet Formiilleri ve Lemma

2.1.°deki esitlikler kullanilarak

||C||2E - i(Zi -1) L2k+i71 = i(Zi —]_)(ak“fl i ﬂkq,l)Z

n n 2

zzzi(akﬂ—l_i_ﬁkﬂfl)z _Z(ak+i4+ﬂk+i4)

i=1 i=1

_ 2( -n P (0{2 )i +iiﬁzk72 (ﬁz )i N zii(_l)knlj

i=1 i=1

-2 S (o) o S () s i

i=1 i=1

(B @)+ S (5] 2]

i=0 i=0
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+22i(_1)k+ilj_[a2k ((';) _1+ﬂ2k (ﬂﬂz)_11+22(_1)k+i1

:2|:n(a2k+2n +ﬁ2k+2n)_(n+1)(a2k+2n—2 +ﬂ2k+2n—2)+(a2k—2 +ﬂ2k—2 )J

_|:(a2k+2n—1 +ﬂ2k+2n—1)_(a2k—1+ﬁ2k71):|+2n(_1)k+n—1

=2[NLyyz0 — (N +DLyean + Lo ]~ [ Loazns — Laca ]+ 202" (3.2.9)
elde edilir.

Teorem 3.2.4 C matrisinin spektral normu igin,

ICl, <., (=D, +D) (3.2.10)

esitsizligi mevcuttur.

Ispat C matrisi iki matrisin Hadamard ¢arpimi olarak,

Lk 1 1 1 Lk+1 Lk+2 t Lk+n—l
Lk+l Lk+1 1 1 Lk+2 e Lk+n—1
C= Lk+2 I‘k+2 Lk+2 o 1 °o|1 1 1 e Lk+n—l (3211)
L Lk+n—l Lk+n—1 Lk+n—l o Lk+n—1_ _1 1 1 o 1 i
=C,oD, (3.2.12)

seklinde yazilsin. C, matrisinin maksimum satir normu ve D, matrisinin maksimum

stiitun normu,
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n(C)=max [3le, [ =i, (3.213)
nax, 13

ve

n 2
(D) = max le‘dz‘ = Jn-nLi2,, ,+1 (3.2.14)

seklindedir. (2.2) esitsizligine gore,
[C], =] > B.ll, <5:(C2)eu(D,) (3.2.15)

olacagindan, C matrisinin spektral normu ig¢in,

”C”z < \/nLim—l I:(n _l) L2k+n—1+1:|
esitsizligi elde edilmis olur.

Teorem 3.2.5 C matrisinin Hadamard tersinin determinanti,

c|= = H 1 (3.2.16)

Lk+n—1 Lk+n—2 i=2 Lk+i—1

seklindedir.

Ispat C matrisinin Hadamard tersinin determinant,

< 1 1 1
Lk Lk+l Lk+2 Lk+n—l
1 1 11
Lk+l Lk+l Lk+2 Lk+n—l
c=| 1 1 11 (3.2.17)
Lk+2 I‘k+2 Lk+2 Lk+n—l
1 1 1 N 1
Lk+n—1 Lk+n—l L|<+n—1 Lk+n—1

bi¢imindedir. Bu determinant; ikinci satirdan baslanarak her satir (-1) ile ¢arpilip bir

onceki satira eklendiginde,
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1 1

o 1
(-
k

——— 0 0 0
Lk Lk+1
1 1 1 1 0 0
Lk+1 Lk+2 Lk+l I‘k+2
ci=l1 1 1 1 1 0
Lk+2 Lk-¢—3 Lk+2 Lk+3 Lk+2 L
1 1 1 1
I-k+n—1 k+n-1 Lk+n—l Lk+n—1
halini alir. Bu son determinant hesaplanirsa
1}[1_1](1_1}._( _1]1
Lk+1 Lk+l Lk+2 Lk+2 Lk+3 Lk+n—2 Lk+n—1 I‘k+n—1
o Lk+l_ Lk Lk+2 — Lk+1 Lk+3_ Lk+2 Lk+n—1_ Lk+n—2 1
Lk Lk+1 Lk+l I‘k+2 Lk+2 Lk+3 Lk+n—2 I‘k+n—1

I‘k =1

Lk I‘k +1

L

k+n-3

I‘k Lk+1 Lk+lLk+2 Lk+2Lk+3

elde edilir.

1 : 1
b P

I-k+n—1 Lk+n—2 i=2

k+i-1

L...,L L

k+n—2 —k+n-1

k+n-1

Teorem 3.2.6 k >0 olmak iizere C matrisinin Hadamard tersinin tersi,

I‘k Lk+1 _ I‘k Lk+1 0
Ly Ly
_ Lk |‘k+l Lk Lk+1 + Lk+1Lk+2 _ Lk+1Lk+2
B Les Les L L
(C _1) = 0 _ L L n L.oLis
L L Lt
0 0 0
seklindedir.
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Lk+n—1

L
+

k+n-2

L

k+n-1

L

k+n-3

(3.2.18)

(3.2.19)

(3.2.20)



Ispat C matrisinin Hadamard tersi, sagdan ve soldan nxn tipinde

matrisi ile ¢arpildiginda,

1,1, = (:) (:)
1 -0
[ 1 1
Lk+n—1 Lk+n—l
1 1
= I—k+n—1 Lk+n—2
1, 1
L I‘k+n—1 I-k+n—2

! 0
0 Lk+n—l 1
11 0 0 -
C1= . . Lk+n—2
11 1
0 0

seklinde yazilir. Bu esitlik, 1,'C/I,* =C" esitliginde yerine yazilirsa,
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k+n-1 0 0

0 0

1
3.2.21
0 ( )
0
(3.2.22)
1
1
|| (3.2.23)
1



1o 10 - 01
1w 10 1

? (3.2.24)

0 11 00

—PA,P (3.2.25)

yanmnin  tersi  alinirsa

(3.2.26)

o
—_
o
o

Ly L0
00-110-~0L”"*1 1
Lo 110 0 L_L 0

C_1:0 1 . 0 . ' . . ‘ Lk+n—2. Lk+ﬂl ' .
100111 0
0 0o o == —
I‘k Lk+1j
Ll 0 0
1 1 1 k+n-1 1 1
11 -0 0 - 0
= : : . : Lk+n—2 Lk+n—1
10 -0 1 1
0 Ww Ay —_all
L I‘k Lk+1_
elde edilir. C*=PA,P esitliginin  her iki
(C ‘1)71 = P‘l(Az)’l P olur. Buradan,
B __Lk+n—1 0 ]
00 ..00 1 1
00 .01 T 1 7
(Cc_l)‘1:0 0 ..1-1°0 I‘k+n—2 I‘k+n—l
01 .00 O
0 0 _—
1-1..00 0 1t
L Lk I‘k+1_
| I‘kl‘k+l _ I‘k Lk+1 0
Ly Ly
_ Ll Lk n Leablieo _ Leabieo
Ly Ly L L
= 0 _Lk+1Lk+2 Lol n Lol
L L L
0 0 0 L

elde edilir ki ispat tamamlanmis olur.
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Lk+n—2

L

L

k+n-1
k+n-1 +
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Teorem 3.2.7 k>0 ve n>2 olmak uizere D matrisinin determinanti,

n-2
D=L ][ Leis (3.2.27)
i=0
seklindedir.
Ispat D matrisi,
_Lk L, L .. L, i
Lk Lk+l I‘k+l t Lk+1
D=L L, L., - L.
L Lk Lk+l Lk+2 c Lk+n—1 _

seklinde olup (2.18) esitligine gore,

0 - 0][L O 0 1

h v, )T AN 0 01 - 1
D=l . . ; 1.0 ] G229

11 .. 1J[0 o0 Loni—Lens 10 0 oo 1

bi¢iminde ¢arpanlarina ayrilir. Buradan D matrisinin determinanti alindiginda,

10 - 0L 0 0 1 1 --- 1
11 .- 010 L,-L 0 1
|D|:: oo, b . : (3-2-29)
11 ... 1|0 0 oo Lena—Lenoll0 0 Lo ]
yazilir.
1 0 - 0
11 -0
:: . :1
00 11 1
oldugundan,

|D| = Lk (Lk+1 - Lk)"'(Lk+n—l - I‘k+n—2)

= Lk Lk—l"'Lk+n—3
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n-2
~ L[ Lss (3.2.30)
i=0

elde edilir.

Teorem 3.2.8 k >0 i¢in D matrisinin tersinin elemanlar1 h; olsun. O halde,

0 |i - j| >1
1 + 1 i=j=1
I‘k+i—1 I‘k+i - I‘k-*—i—l
! + ! l<i=j<n 3.2.31
hij =< L~ Laie L —Lia (3:2.31)
-1 .
i-i[=1
I‘k-+—i—l - I‘k+j—1
1 .
i=j=n
Lk+i—l - Lk+i—2
bigimindedir.
Ispat (2.18) esitligine gore,
0L 0 0
D 1 0 ' 0 Lk+1.—Lk 0
11 1/10 0 L...-L..,/l0 0O ... 1

oy 0 0
140 .0 0]" (100 .00
01-1...000L1_L 0 0 110..00

500 L 00 oo . 0 -11 . 00(3232)

N I 0 2.
00 0 .1, Lk*Z:_L“ . Jooo. 1o
000 .01 ' ' 1 000 .. -11

0 0 0 :

Lk+n—1 - Lk+n—2 ]

ve matris ¢carpimindan,
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1

esitligi gegerlidir.

=(2n +1)i

= (2n +1)(_Zn:a2k-2

Lk+1 - Lk
1 1 1
+ —
Lk+l - Lk Lk+2 - Lk+1 Lk+2 - Lk+1
1 1 1
Lk+2 - Lk+1 Lk+2 - I‘k+1 I‘k+3 - Lk+2
0

Teorem 3.2.9 D matrisinin Oklid normu icin,

IOF = 3-@n-2 L =3 on-2i (e

= (2n +1)Zn:(ak+i71 n ﬂk+i71 )2 _ Zii (akﬂfl + ng”*l)z

(3.2.33)

elde edilir ki bu matrisin elemanlar1 teoremin ifadesindeki gibi karakterize edilir.

1
”D”E = [(ZH +1)[ L2k+2n—1 - L2k—l] F 2[nL2k+2n - (n +1) L2k+2n—2 + L2k—2 ] - Zn(_l)k_l}z (3-2-34)

Ispat Oklid normunun tanimi, (2.7) ve (2.8)’deki Binet Formiilleri ve Lemma

2.1.°deki esitlikler kullanilarak,

(a2k+2i—2 +ﬂ2k+2i—2 T z(aﬂ)k+i—1) _ Zii(azkui—z + ﬂ2k+2i—2 + z(aﬂ)k+i—1)

i=1

(a) + 252 (5
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(5)" =(n+1)(5)"
(7

n
+ﬂ2k72

:[(Zn +1) |:(a2k+2n—l +ﬂ2k+2n—l)_<a2k—l +ﬂ2k—l )]_ 2[n(a2k+2n +ﬂ2k+2n)
—(n +1)(az'“2”’2 + B+ (az“ + pA? )] - 2n(—1)k’1]

= [(Zn +1)[L2k+2n—l - L2k—1] - Z[nL2k+2n - (n +1) L2k+2n—2 + L2k72] - Zn(_l)k&] (3-2-35)
elde edilir.

Teorem 3.2.10 D matrisinin spektral normu igin,

D, < \/5( Fern-Fin — Fea-Fo ) GFna-Fns —5Fa R +1) (3.2.36)
esitsizligi mevcuttur.

Ispat D matrisi iki matrisin Hadamard garpimi olarak

L, 1 1Mo Lo L

Lk Lk +1 1 "' 1 11 Lk +1 Lk +1
D=L L, L., - 1 [of1 1 1 - L, (3.2.37)

_Lk Lk+1 Lk+2 Lk+n—1_ _1 1 1 1 i
=C, oD, (3.2.38)

seklinde yazilsin. C, matrisinin maksimum satir normu ve D, matrisinin maksimum

slitun normu igin, (2.11), (2.12), (2.13) ve (2.14) kullanilarak,

n
1(Cs) = max JZ\

2 n+k-1
= \/ Z L2 < \/5Fk+n—1|:k+n _5Fk_1Fk (3239)
i=k
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ve

¢,(D,) = max \/Z‘ds r = \/kf 12+1<\BF . ,Fny-5F R +1 (3.2.40)
i=1

I1<j<n ik
elde edilir. Buradan (2.2) esitsizligine gore

IDll, =[Cs © D, <K(C;)e, (D) (3.2.41)

olacagindan D matrisinin spektral normu igin,

”D”z = \/S[Fk+n—le+n - kale ][5Fk+n—2 Fk+n—1 _5Fk—le +1]

yazilir.

Teorem 3.2.11 k >0 olmak tizere D matrisin Hadamard tersinin determinanti,

D= (™ Loy 1‘[ L (3.2.42)

Lk+n—2 i=1 Lk+i—1
seklindedir.

Ispat D matrisinin Hadamard tersinin determinanti,

1 1 1 1
Lk Lk I‘k I-k
1 1 1 1
Lk Lk+1 Lk+1 Lk+1
D=1 1 1 1 (3.2.43)
Lk I‘k-¢—1 Lk+2 Lk+2
1 1t 1
Lk Lk+1 Lk+2 I‘k+n—1

bi¢cimindedir. Bu determinant; (n-1). satirdan baslanarak her satir (-1) ile garpilip bir

sonraki satira eklendiginde,

39



1 1 1 1

I-k Lk I-k Lk
g 1 1 1 11
Lk+l Lk Lk+1 k k+1 k

-1

P=ly o .1 1 1
Lk+2 I‘k+1 Lk+2 Lk+l
0 0 0 t 1
Lk+n—l Lk+n—2

halini alir. Bu son determinant hesaplanirsa,

‘Dol‘_i{i_i)[ 11 H 1L 1 j
Lk Lk+l Lk Lk+2 Lk+1 Lk+n—l Lk+n—2

i I‘k — I‘k+l Lk+1 — Lk+2 . Lk+n—2 r Lk+n—l
Lk Lk Lk+1 Lk+l Lk+2 Lk+n—2 Lk+n—1

:i_Lk—l _Lk _Lk+n—3
Lk Lk I‘k+1 Lk+lLk+2 Lk+n—2Lk+n—l

:(_1)n+1 kal ﬁ 1

I‘k+n—2 i=1 I‘k+i—1

elde edilir.

Teorem 3.2.12 k >0 olmak tizere D matrisinin Hadamard tersinin tersi,

Lk _ Lk I‘k+1 I‘k I‘k+1 0 e 0
Ly Ly
I‘k I‘k+1 _ Lk I‘k+l _ Lk+1Lk+2 I‘k+1|‘k+2 0
. Les Les L L
(D _l) = 0 Leabio Lbee  Liobs 0
Lk I‘k I‘k+1
0 0 0 L Lk+n—1Lk+n—2
o Lk+n—3

bi¢imindedir.

40

(3.2.44)

(3.2.45)

(3.2.46)



Ispat D matrisinin Hadamard tersi, sagdan ve soldan nxn tipinde

matrisi ile carpildiginda,

S
L L L
00 - 1) ¥ “ [0 0 1
. . i 1 1 o
I,D, = 0 |_:k Lk:+1 ) Lk:+1 0 1 (3.2.47)
0 0|l . ' . 1 0 0
i 1 1
L Lk Lk+1 I‘k+n—1 B
1 1 .|
I‘k+n—1 I-k+n—2 Lk
1 1 i
= Lz Lienz L =D, (3.2.48)
11 1
L I‘k Lk I—k
halini alir. D, matrisi (2.17) esitligine gore,
1 i 1 0 0
1 I‘k+n—1 Lk+n—2 1 1
01 - 1 0 _ - 0111 -0
Dl: . Lot : I‘k+n—2 Lk+n—3 S . (3249)
00 - 1 ' ' ' 1 11 o 1
0 0 el
L Lk_

seklinde carpanlarmna ayrilir. Bu esitlik 1,'D,I,;* = D ™ esitliginde yerine yazilirsa,
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Ll _Ll 0 0
0 0 1 1 1 . l k+n-1 k+n-2 1
. ) 1 1
P AP VA AR 0 -— - 01
D= 0 1 . 0 s . Lk+n—2 Lk+n—3 |
10 - 0[[00 1 il
0 0 =
L |
1 B 1 0 0
0 O 1 Lk+n—1 Lk+|’]—2 O
0 11 0 t 1 -~ 010
= . : : I‘k+n—2 Lk+n—3 .
1 - 11 1 1
0 0 —
L Lk_

Lo 010 10 3.250)
1 1)1 00
0
}}:PlAgpl (3.2.51)
11

olur. D" =PA,P esitliginin her iki yaninin tersi alinirsa (D ’1)_1 =P 'A;'P " elde

edilmis olur. Buradan,

1
00 .. 0111 1 ’ o
00..-11°0 I‘k+n—1 Lk+n—2
L 00100 1
o) = R : 11 :
11..0 00 Lins Lons
1 0.0 00| ¢ : :
0 0 L
_Lk _ I‘k Lk+1 Lk Lk+1 0
Lk—l Lk—l
I‘k Lk+1 _ Lk Lk+l _ Lk+1Lk+2 Lk+1Lk+2
Lk—l Lk—l Lk Lk
= 0 Lk+lLk+2 _ Lk+lLk+2 _ I‘k+2 Lk+3
I‘k I‘k Lk+l
0 0 0

elde edilir ki ispat tamamlanmis olur.
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(3.2.52)

_ Lk+n—2 L

L

k+n-3

k+n-1




4. SONUC VE ONERILER

Biz bu galismada; elemanlart a; = F b =F

k+max(i,j)-17 M k+min(i, j)-1? Cij:Lk+n1ax(i,j)—l Ve

dij = Li.ming.jy-2 Seklinde Fibonacci veya Lucas sayilari olarak segilen maksimumlu ve
minimumlu - A=[a;]',.,, B=[b,',,, C=[¢;]',, ve D=[d;]',, matrislerinin
determinanti, normu, tersi ve Hadamard tersi gibi 6zelliklerini inceledik. Ele aldigimiz
B=[b;1 .. =[F.mini.j)a ]l j-. matrisi, Petroudi ve Pirouz (2016) tarafindan caligilan
F =[Foin. )i j. matrisinin daha genel halidir. S6zgelimi, k =2 i¢in elde etti§imiz

bulgular Petroudi ve Pirouz (2016) tarafindan elde edilen bulgulara indirgenir.
Bu caligmamizin; elemanlar1 Fibonacci sayilarmin farkli tiirdeki genellemeleri
secilerek olusturulacak maksimum veya minimum elemanli matrisler {izerine

calismalar yapilarak daha da genellestirilebilecegi kanaatindeyiz.
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