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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullaniimis bazi simgeler, aciklamalar ile birlikte asagida sunul-
mustur.

Simgeler Aciklama

F, n. ci Fibonacci Sayisi

Pn n. ci Pell Sayisi

Gn Genellestirilmis n. ci Fibonacci Sayisi
{Fn} Fibonacci Dizisi

{P,} Pell Dizisi

{Un} Genel Dizisi

Mn(F) Elemanlari F cisminde olan butun kare

matrislerin kimesi
detA A matrisinin determinanti

(M) M matrisine baglh | fonksiyonu



1. GIRIS

Bu bdlumde Fibonacci ve Pell sayilari icin bazi on bilgiler verecegiz.

Fibonacci Sayilari

Baslangi¢ sartlan F, = 0, F, = 1 olmak uzere,

seklinde tanimlanan rekurans bagintilarindan elde edilen sayilara Fibonacci
sayilari denir. Bu rekurans bagintisinin Urettigi tamsayilar dizisine Fibonacci
dizisi denir ve {F_} ile gosterilir. Burada F_, n-inci Fibonacci sayisini gosterir.

F,=F,_,—F,_,=0ve karakteristik denklem A? — A — 1 = 0 olmak Uzere karak-
teristik denklemin kokleri,

145 _1-J5
M=o ,

dir.
O halde fark denkleminde dizinin genel terimi,

A0 A ]

bigimindedir. Simdi A, ve A, yi bulalim.

n=1.igin,



A1

2

(1-.5

)r

denklem sisteminin ortak ¢bzumuyle,

A1=<V%5> ve A2=<—

elde edilir.

Dolayisiyla Fibonacci dizisinin genel terimi

(1+/5)

’s)

(1-V5)

F= L

dir.

2

s

|

2

]n

Cizelge 1.1. Fibonacci dizisinin ilk yirmi terimi

n | F(n) -E%%Efl n | F(n) -E%%E;l
1|1 11 |89 | 1618182
> | 1 1 12 | 144 | 1,617977
3 |2 2 13 | 233 | 1,618056
4 |3 15 14 | 377 | 1,618026
5 |5 1666667 | 15 | 610 | 1,618037
6 |8 1,6 16 | 987 | 1,618033
7 |13 | 1625 17 | 1597 | 1,618034
8 |21 |1615385 |18 | 2584 | 1,618034
o |34 |1619048 |19 | 4181 | 1,618034
10 |55 | 1617647 |20 | 6765 | 1,618034




Genellestirilmis Fibonacci dizilerinde de goruldugu gibi F;=0,F, =1 ve
F =F _,+F _,olan Fibonacci dizisinin bir terimi dncekine bolundugunde al-

1+/5
2

tin oran denilen = 1,61803398... sayisina yakinsadigi gorulmektedir.

Fibonacci dizisinde baslangi¢c degerlerini 1ve ¢ olarak aldigimizda Fibonacci
dizisi

1, ¢,1+¢, 1+2¢, 2+ 39, ...
olur.

$2 = ¢ + 1bagintisiyla

1, ¢, $% ¢° ¢*,...

biciminde yazilabilir. Bu Fibonacci dizisine ortak ¢arpani ¢ olan bir geometrik
dizidir. Bu diziye Altin dizi adi verilir.

[AB] _ [AC]
[AC]  [CB]

Herhangi bir dogru parcasinin orantisina uygun olarak C nokta-

sI tarafindan bolelim.

P

A C B

O halde

[AB] = [AC] + [CB] oldugundan

[AC]+[CB] _ [AC]

[AC]  [CB]

1 _ [AC]
T [AC]>_[CB]
<[CB]

ve denklemin kokleri



[AC] _1+/5
[CB] 2
[AC] _1-/5
[CB] 2
bulunur.

1+./5

Uzunluk sbz konusu oldugundan kbdk olarak yi alabiliriz.
[AC] 1+/5 .
= sayisina Altin Oran denir.
[CB] o S
123538
112 357
2_0--....
& L L]
1.5
1.0
0.54
O—+—+—+—+— } } }
0 123 5 8 13 21 34

Sekil 1.1. Fibonacci sayilar ve altin oran

Fibonacci dizileri ile Pell dizilerinin birgcok 6zelligi ortaktir. Ikisininde baslangi¢
degerleri aynidir.

Farkh olan tekrarlama bagintilaridir.



Pell Sayilar

Baglangi¢ degerleri Py = 0 ve P, = 1olmak uzere,

P _,=2P +P . n=f

1

seklinde tanimlanan rekurans bagintilarindan elde edilen sayilara Pell sayilari
denir.

Bu rekurans bagintisinin Urettigi tamsayilar dizisine Pell dizisi denir ve {P_} ile
gosterilir. Burada P, n-inci Pell sayisini gosterir.

Bu bagintidan hareket ederek

=—2.., P =P
elde edilir.

Bu dizinin karakteristik denklemi
x2—2x —1 = 0 olup,

bu denkleminin kokleri

_(2+/8)
B 2
_(2-V8)
b=
dir.

Pell sayilarinin Binet gosterimi ise



P _ an_Bn
n a_ﬁ

b _ (1+/2)-(1-v/2)
n 2\/5

oldugu ispatlanir.

Simdi bazi bilinen sonuglardan bahsedecegiz.

Fibonacci ve Pell sayilarini asagidaki gibi genellestirebiliriz.
Genellestiriimis {U_} dizisinin her terimi

U,=BU

n n-1

-CU, _, Uy=0, U;=1 n=2igin
bagintisiyla tanimlansin.

Burada B ve C;

B2-4C =0

olacak sekilde sifirdan farkl tamsayilardir.
Genellestiriimis {U, } dizisini karakteristik denklemi
x2— Bx + C = 0’dir.

Bu denklemin kokleri o ve f ise

(B+./D)

N[ —

p=,(B-/D)

dir. Buradan



oa+p =8B
ap = 1 (B2-D)=C
a—p=/D

oldugunu kolayca goruruz.
Buradan

{U_} dizisinin Binet formulu

_ an _ﬁn
U = a—p
seklindedir.

Boylece ilk birkag terim

U, =1
U,=B
U,=B2-C
bulunur.

EgerB =1, C =-1 alinirsa

_an_Bn
Un="0 5
oc=%(1 +\/§)
B=%(1 -/5)



U, =1
U, =1
U,=2..

olur ve genel olarak U = F 'dir.
Boylece Fibonacci dizisine donugur.
Eger B=2, C = -1 alinirsa

B on _Bn
U=

1 =
= 24
a 2( /8)

ﬁ=%@—/®
olup
U, =1
U,=2
U,=5

olur ve genel olarak U= P ’dir.

Buradan Pell dizisini donugur.



Fibonacci Matrisi

A kare matrisi elemanlari tamsayilardan olusan bir Fibonacci matrisi

= a) A", n=1, 2, ... kare matrisinin elemanlari negatif, pozitif veya sifir Fibo-
nacci sayilarindan olusgur.

b) A" indirgenemezdir. (Eger B matrisi bir block diagonal matris haline getirile-
miyorsa B matrisi indirgenemezdir.).

c) {A" | n =1}, V, ve bazi n’ler igin F, € A".

Eger A matrisi 1, —1, 0 elemanlarindan olusuyorsa temel Fibonacci matrisi ola-
rak adlandirihr.

Pell Matrisi

Eger B kare matrisi asagidaki sartlari saglarsa B’ye Pell matrisi denir.

B kare matrisinin elemanlari pozitif veya negatif Pell sayilari ve sifirdan olusur.
{B | V, ve bazi n’ler icin P, € B}

1.1. Tanim

V, F cismi Uzerinde n-boyutlu bir vektor uzayi olsun.

Herbir V — V lineer dontusumune A € M _(F) matrisi karsilik gelir.

Herbir A: V — V lineer donusumunde herbir a # 0 vektdrune A(a) = Ao sekilde
bir tek A karakteristik degeri karsilik gelir.

a = 0 ve a nx1 sutun vektoru
[, nxn birim matris olmak Uzere

(A=M)a =0
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seklinde yazabiliriz.

Bu denklem n bilinmeyenli, n denklemden olusan bir homojen lineer denklem
sisteminin asikar olmayan ¢ozumunun olmasi i¢in katsayilar matrisinin tekil
olmasi gerekir.

det(A—A)=/A—-A=0

ise cozum mevcuttur.

a11_}‘ a;, ©
a a,—A - a

det(A —M) = 7 2 mol=0
an1 an2 ann_}\‘

det(A —Al) sonucunda A\’ya bagl n’inci dereceden bir polinom elde edilir.

Bu polinoma A matrisinin karakteristik polinomu denir.

det(A —Al) = 0 denklemine A matrisinin karakteristik denklemi ve bu denkle-
min kodkleri A matrisinin karakteristik degerleridir.



11

2. GENELLESTIRILMIS FIBONACCI MATRISLERININ BAZI OZELLIKLERI
2.1. Fibonacci ve Pell Dizilerinin Matris Uretecleri
Genellestiriimis {W } dizisi

W .,=aW__ +W W, =0, W, =1 2.1)

n+1 n 0~

rekurans bagintisi ile tanimlanir. Bu dizide a = 1 igin Fibonacci dizisi a = 2 i¢in
Pell dizisi elde edilir.

Simdi 2x2 tipinde bir A matrisini

a1
10

A (2.2)

seklinde tanimlayalim.

O halde asagidaki teoremi verebiliriz.

2.1. Teorem

A matrisi Es. 2.2. ile verilsin. O halde

Ispat

Ispati n Uzerinden tumevarimla yapalim.

Eger n =1 ise,

a i
10

A= W, W,

- [Wz Wﬂ di



Simdi iddianin n — 1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

Buradan

An_1:[ n n-1

O halde n i¢in iddianin dogru oldugunu gosterelim.

Matris carpimindan

AAn_1: [a 1 Wn Wn—1
. »1 0 Wn—1 Wn—2
_ [aW +W__. aW_ _.+W__,
Wn Wn—1
— Wn+1 Wn
Wn Wn 1

olur ve ispat tamamlanir.

A" matrisi ile ilgili yapacagimiz iglemlerde n’i alt indis olarak kullanacagiz.

Baslangi¢ degerleri
Hy=qveH, =p
olan ve her terimi

H =sH_ . +rH_ rekirans bagintisiyla

12

(2.3)

(2.4)

tanimlanan Horadam dizisinde q =0, p=1, r =1, s = 1 alinirsa Fibonacci

sayilar elde edilir [1, 2, 3].

Elemanlari genellestiriimis Fibonacci sayisi olan bir matrise genellestiriimis Fi-

bonacci matrisi denir [4].
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Genellestiriimis Fibonacci matrislerinin lamda fonksiyonlari ve karakteristik
denklemleri incelenerek bazi 0zdeglikler elde edilebilir. [5, 6, 7].

Eger,

C= (2.5)

p+q pl
p q

ise, d = p2 —pq — p2 olmak tzere |C|=—d olur. O zaman C" matrisi igin duz-
gun bir ifade elde edilemez [1, 8].

2.2. Teorem

C matrisi Es. 2.5 ile verilsin. O halde

C, = [::“ E:_J (2.6)
ve

C,/= (=1"ddir. (2.7)
Ispat

Ispati n Uzerine tumevarimla yapalim.

Egern=1ise

H, H
—| 2 1_ _H2 — (_q)!
‘C1‘ = H1 Ho = H2H0 H1 (-1'd

olup boylece istenilen gorulur.

Ifadenin n igin dogru oldugunu kabul edelim, boylece



H
Cl=h H,_y—HE = (=17d
n

olur.

Buna gore ifadenin n + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

Cood=h = HaH, L

H_ ,+H =H__,

H +H _,=H__, esitliklerinden

Cod = (HypyH H)H, —HT,

Crof = Hou it HH, = 2,

‘Cnﬂ‘: Hosr (Ha = Ho ) HH,

Cof = ~HyyqHo o+ HH,

Coi =~ (HysiHy i+ H7)
=(=1)"""d

olur ve ispat tamamlanir.

14

Boylece Es. 2.5°de tanimlanan C matrisi n = 1 igin C_’in 0zel bir hali olur. Ka-
rakteristik denklemlerin kuvvetlerini indekslere gevirerek, elde edilen bazi 6z-

degliklerde bu yaklasimi kullanacagiz.

2.2. Lamda Fonksiyonu

Herhangi M matrisi i¢in lamda fonksiyonu nasil tanimlanir. Bunu yazalim.

)\(M)z‘aij+1‘—‘aij

seklinde tanimlanir, [5].

(2.8)
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Es. 2.6’da tanimlanan C_ Fibonacci matrisi i¢in, gerekli duzenlemeler yapilr-

sa, asagidaki sonucu elde ederiz.

2.3. Teorem

C matrisi Es. 2.6 ile verilsin. O halde C matrisi icin A fonksiyonu

H ., +1H +1
Ho+1 H__ +1

n

MGy = - ‘C

0

= Hn -3
esitligi saglanir.

Ispat

Ispati n Uzerine tumevarimla yapalim.

n = 1 icin lamda fonksiyonunu gosterelim.

oy Het 1 HH1 H, H,
M 1)_H1+1 H,+1 H, H,
22 1
21 1o

—1 = H_, esitligisaglanir.

n — 1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

MC, )= H+1 H _ +1 B H  H. _,
n-t H _,+1H ,+1 H _, H
=H_, _, olur.

n icin dogru oldugunu gosterelim.

(2.9)
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Ho,,+1H+1 | H_ . H
”(Cn):HnH H_.+1 H H_,
=H . +H _ —2H
=H _ .—H+H _.—H
=H,_,—H,_,
:Hn_3

oldugu gorulur. Ispat tamamlanmis olur.

a,+K/=[a) +krM) [5] (2.10)

2.4. Teorem
C,, Fibonacci matrisi igin,

H . +k H +k
H+k H_ +k

n

=[C, +kr(C,) 2.11)

esitligi saglanir.
Ispat

Ispati tumevarimla gosterelim. k’nin farkh degerleri icin saglandigi kolayca go-
rulur.

k =1 icin dogrulugu Es. 2.9’dan gorulur.
k — 1 icin dogru oldugunu kabul edelim. Yani

H,,+k—1H +k—1

H+k-1 H_ +k—1" Cot&=DH,

olsun.
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H ., +k H +k ,

H4k H_ 4k =(Hy tHy_ +HY) +k(H _,+H ,—2H)
=C|+kH 4

H ., +k H +k

H+k H_ +k = Ca TG

esitligi ispatlanmis olur.
3x3 tipinde bir matris igin, ilgili lamda fonksiyonu kolay bulunabilir, [5].
abec

M =|d e f|matrisiigin
g hj
1bc @aitc |ab 1

MM =1e fil+d 1 fl+|d e 1 (2.12)
1hj |g1j |ght

olarak tanimlanir.

2.5. Teorem
H2p H2p+1 Hm
E =|H H H (2.13)

2p+1 2p+2 m

2p+2 H2p+3 Hm
Genellestiriimis Fibonacci matrisi olsun. O halde

E+H dH_., (d=p®—pq—p® Es.2.5)dir.

m— 1‘ =
Ispat

Genellestiriimis Fibonacci matrisi E’nin determinantini gdzdnune alalim.
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‘E‘ - Hm [H2p+1H2p+3 B H§p+2 - H2pH2p+3 + H2p+1H2p+2 + H2pH2p+2 o ng_1]
=H, [H2p+1H2p+2_ H2pH2p+3]
= (- 1)2(p+1)de
=dH, (2.14)

Es 2.12%yi kullanarak

1H, ., Hy| Hy 1H| Hy Hy 1

2p+1 m 2p 2p 2p+1
ME) =11 H2p+2 Hp + H2p+1 TH I+ H2p+1 H2p+2 1
1 H2p+3 Hm H2p+2 1 Hm H2p+2 H2p+3 1
=d (2.15)

bulunur.

Eger Es. 2.10'da k = Hm 1 alirsak

E+H,_=E+H,_A® olur.
E+H, [=dH +dH
=dH__, (2.16)

Boylece ispat tamamlanmig olur.

Benzer gekilde Es. 2.10’da k = Hn koyarsak

Hn+1 + Hn 2Hn
CotHo = oy H  +H
= C,/+H,C,) (2.17)
olur. Buradan da
4H§: Hn+2Hn+1_Han—3+(_1)n+1d (2.18)

oldugu cikar.
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Genellestiriimis Fibonacci matrisleri ve lamda fonksiyonu kullanarak, genelles-
tirilmis {H_} Fibonacci dizileri i¢in bazi 6zdesglikler elde edebiliriz.

2.3. Karakteristik Denklemler

2 2
Hn—1 Hn—1Hn Hn
2
Wn: 2Hn—1Hn Hn+1_Hn—1Hn 2Han+1 (2'19)
2 2
Hn Han+1 Hn+1

olmak Uzere, genellestiriimis W _ Fibonacci matrisinin n = 1 igin gerekli hesap-
lamalar yapilirsa,

2 2

9 pq p
w,=[2pq (p+0q°-pg 2p(p+aq)
p°  p(p+aq) (p+q)

matrisi elde edilir ve bu matris icin

w = —d%olur. (2.20)
Cayley-Hamilton Teoreminden yararlanarak, w matrisi
w—M=A>—hr%2—dhr+d%®=0

denklemini

h= 2p2 + 3pq + 3q2

olmak uzere

w® —hw®—dhw +d®l =0 (2.21)

denklemini saglar.
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Buradan Es. 2.21°de

WP —dhw" T+ dPw =0 (2.22)
elde edilir.

2 2 2 2
Hn+3__2Hn+2__2Hn+1+_Hn::O
Hn+3Hn+4__2Hn+2Hn+3__2Hn+1Hn+2+_Han+1::O

2 2 2
Hn+4__Hn+2Hn+3__2Hn+3__2Hn+1Hn+2__2Hn+2
+2Han+1+H§+1_Hn—1Hn:0 (2.23)

bagintilarindan

w — 2w — 2w

n+3

+w =0 (2.24)

n+2 n+1 n

rekUrans bagintisini saglayan w__ ., w, ., ve w__, matrislerini olusturabiliriz;

buradaki rekurans bagintisi, Es. 2.22 denkleminden, p=1,q=0,h=2,d =1
konularak bildigimiz Fibonacci dizisi olan 6zel hale bir benzerlikle uyarlanmis-
tir.

2.6. Teorem

{H, } Fibonacci dizisi i¢in

(2.25)

esitligi saglanir.
Ispat

Es. 2.24’de n = 0 i¢in ifadeyi yeniden yazalim.
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W,-2W,-2W.+ W, =0

esitligi bulunur. Buradan
W, +3W, +3W,+ W, = 5W, + 5W, = 5(W, + W)
seklinde yazilabilir ki genel olarak

2n +1 2n + 1 2n + 1

0 W, .+ ’ W, +..+ on + 1 W,

= 5n (Wn+1 + Wn)
oldugu gorulr.

Birinci satirdaki ve Ucuncu sutundaki elemanlari birbiriyle esitlemek suretiyle,

2041 /20 + 1
b A T
:5n[H2n+1]

sonucunu buluruz, [1].

Genellestirilmis {H_} Fibonacci dizisi i¢gin, [7]
(2.26)

seklinde genellestirilmis Fibonacci matrisi tanimlansin.
2.7. Teorem

{H, } Fibonacci dizisi igin,

)sz =5"H,, (2.27)



esitligi saglanir.

Ispat

Es. 2.26’da n = 1 icin ifadeyi yazalim.

3p+29 p+q
-P—q9q —¢Q

J=J, =

1

matrisini elde ederiz.

J matrisi kendi karakteristik denklemini saglayacagindan
J2-Bp+qd+dJ=0

olur. Buradan

(J+ H2I)2 =H.,J+H,H,I

ve

JT(J+ H2I)2n =JM (HgJd + HyH, 1)
bulunur.

J™M ile her iki tarafi carparsak
J7(J+ H2I)2n =J™ (Hgd + HyH, 1)
olur.

Es. 2.28’den

J,—3J,+J,=0

22

(2.28)

(2.29)



yazariz.
J,+2J,+J, = 5,

esitligi bulunur.

Genel olarak, J matrisinin

2n 2n 2n N
0 J2n+ ] Jzn_1+...+ on J0:5 Jn

esitligini sagladigi gosterilebilir, yani

2n  /92n N
( K )sz = 5"H,,
k=0
elde edilir.
2 1 L
S = 4 1 matrisini gozonune alalim, [7].
2.1. Sonug

{H_} Fibonacci dizisi igin,

2n  /9n
2 ( K >H2k+1 =5"H,,.4
K=0

esitligi saglanir.
Ispat

Es. 2.30’da gerekli hesaplamalar yapilirsa

JS=

[ H2n+3 H2n+1‘

T Tlony1 T Mlon—4

23

(2.30)

(2.31)
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elde edilir.

Teorem 2.7’den

2n 2n

> ( )Jks =5"J S

k=0 \ K

toplamini elde ederiz. Buradan 1. satir ve 2. sutundaki elemanlar esitleyerek

2n 2n
— n
Z ( Kk >H2k+1 =5 H2n+1
k=0
sonucunu buluruz.

2.8. Teorem

{H, } Fibonacci dizisi i¢in,

241 /2n +1
— BN
kgo ( . )sz =5"[H,,,,+ H,] (2.32)

esitligi saglanir.

Ispat

Yine J matrisini kullanarak
Jy+38J,+3J,+J,=5(J,+J,)

esitligini elde ederiz.

seklinde genellestirebiliriz. 1. satir ve 2. sutundaki elemanlari esitleyerek
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2n 1
kg()( K )sz = 5" [H2n+2+ Hn]

sonucunu elde ederiz.

Yine
241 /2n + 1
—_ n
kgo ( k )Hk+1 =5 [H2n+3+ H2n+1]
olur.
2.9. Teorem

{H,} Fibonacci dizisi i¢in,
>H2k = M (2.33)
esitligi saglanir.

Ispat

Es. 2.29'u J, — 2J,+ J, = J, seklinde yeniden yazabilecegimizden, genel ola-

rak
2n 2n
kgo (_ 1)k ( k )Jk B Jn

olur.

Daha dnce de oldugu gibi 1. satir ve 2. sutundaki elemanlari esitleyerek
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toplamini elde ederiz.

Benzer bicimde,

2n 2
> <—1>k( k”)dks SR
k=0

toplamindan
2n 2n
kZO (=1 ( K >H2k+1 =H,,. (2.34)

sonucu bulunur.

Es. 2.34’de oldugu gibi,

G S H4n+4 H4n _ 30
n-o _H4n _H4n—4 PO 03
G S — H4n+5 H4n+1 S :[ 3 1]
" g THp )T T |1 -2
G S. = H4n+6 H4n+2- S = [ 8 1]
"2 | Huo _H4n—2_, 2 __1 1
H H ] [13 2
G S = 4n+7 4n+3 ’ S = ] (2.35)
"% | Hus _H4n—17 ® —2 -1
dersek
H H
1 an+4 4n
G = (2.36)
n 3 [_ H4n o I'|4n—4\
olur.

Es. 2.36’nin n = 1 igin 6zel bir sonucu olarak, G matrisini elde ederiz, o da ken-
di karakteristik denklemini, yani |G —Al = 0 denklemini saglayacagindan,



G’ —(7p+4q)G +dl =0

elde edilir.
G,—-7G,+ G0 =0

27

(2.37)

(2.38)

matris esitligini kolayca dogrulayabiliriz. Buradan hareketle genel olarak,

2n - 12n
—1 = n
2)0( 1) ( j )Gj 5"G,

bulunur.

(2.39)

Sagdan, yardimci matris Sg (S = 0, 1, 2, 3) ile gcarparak ve 1. satir ve 2. su-

tundaki elemanlari egitleyerek,

% (=) (2-n>H4j+s = 5nH4n+s

j=0 J

sonucunu elde ederiz.

Buradan,

G, - 3G, +3G, -G, =5(G,-G,)
matris esitligini,

2n +
j

2n+1 .
> (—D‘“(
j=0

1 n
)Gj=5 [G

seklinde bulabiliriz.

Bu esitlik Sg matrisi ile sagdan carpilirsa,

8t jerf2n+1
j+1 _ n
jzo =D ( j >H4j+s_ 5 [H4(n+1)+S_H4n+S]

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)
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Yine, Es. 2.38 denklemi,
G, +2G,+ G, = 3°G, (2.44)
denklemine denktir, bu

2n /92n n
2 ( j )Gj =3%"G, (2.45)
=0

seklinde elde edilir.

Sagdan Sy ile carparak

]220 (Zjn>H4j+s =3"H,,. (2.46)
esitligini elde ederiz.

Benzer sekilde,

G, +3G,+3G,+ G, =3°(G,+G,) (2.47)
matris esitligi,

bigiminde genellestirilebilir ki, bu son esitligi sagdan Sg ile ¢arparak, son 0z-
desligimiz olan,

2041 /2n + 1
50

2n
P >H4n+S =37 [Hunin+s ™ Hanyg] (2.49)

0zdegsligini elde ederiz.
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3. PELL MATRISLERININ BAZI OZELLIKLERI

Pell matrislerini kullanarak, Fibonacci dizilerinde saglanan bazi 6zellikleri Pell
dizileri icin saglanip saglanmadigini inceleyecegiz.

Pell sayilari, n = 1 igin

veP, =1, P, =2 olmakuzere P, . ,=2P .

+P (3.1)

rekurans bagintisi ile tanimlanur.

Pell sayilarinin karakteristik denklemi,
y? =2y +1

dir. Bu esitligin kokleriniy = 1 +v2 ve y' = 1 —/2 olup Pell sayilari igin Binet
formulu

- (3.2)

seklindedir.

Pell sayilariyla olusturdugumuz matriste P, = q ve P, = p alarak Es. 3.1'de ta-
nimlanan {P_} Pell dizisiyle ilgili bazi 0zellikler inceleyecegiz.

Tum elemanlar birer pell sayisi olan bir matrise Pell matrisi denir.

Pell dizisinin bzelliklerini, Pell matrislerinin lamda fonksiyonlarindan ve karak-
teristik denkleminden yararlanarak elde edecegiz.

Baglangi¢ degerlerini P, = q ve P, = p alarak Pell sayilarindan olugan matrisi
ifade edersek;
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(3.4)

2p+q pl

matrisini segersek ve B|= (2p + q)q — p? = 2pq + g° — p? |B| = 9 + 2pq — p?
ve d, = p? — 2pg — g> olmak Uzere |B| =—d, olur. Buradan 6zdeslikleri gos-

termek Fibonacci Matrislerinde oldugu gibi kolay degildir.

Simdi 2x2 tipinde B, matrisini
P.,P
B = [ n+1 " n \ (35)

seklinde tanimlayalim.

3.1. Teorem

B, matrisi Es. 3.5 ile verilsin. O hald¢B,| = (=1)d, dir. (3.6)
Ispat

Ispati n Uzerine tumevarimla yapalim.

n=1igin;

P, P,]_[2 1 1
Y e

olup n =1 icin ispat saglanir.

n =2 igin;

P, P,] [5 2

_ '3 "2 _ 4 — (12
BZ_[PZ P1‘_[21l ‘Bz‘—1—( 1)d,

olup n = 2 icin esitlik saglanir.
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n — 1 i¢in esitligin dogru oldugunu kabul edelim.

5 | Do B_|/=PP _,—P P
n—1 P P ‘ n—1‘ n n-2 n-1 n-1

n—1 n—-2

= (=1""'d,

olsun. O halde n i¢cin ifadenin dogru olup olmadigini arasgtiralim.

n - n

I:)n+1 I:)n
Bn:[P F)_1 ‘Bn‘:Pn+1Pn—1_P P

= (2Pn+ I:)n—1)|:)n—1_ I:)nF)n
=2PP +P P .—-PP

n-1 n-1
=2PP _+P _.P P, (2P _

n n-1 n-1 n-1
= I:)n—1|:)n—1—|_ I:)nl:)n_ 2

= (=1(=1"""d
= (- 1"d, (3.7)

1+ I:)n—2)

olur ve ispat tamamlanir.

Boylece Es. 3.5°de tanimladigimiz B, matrisi n = 1 igin P, = q = 0 ve
P, = p =1 0zel bir hal alir.

B,, matrisinin determinanti ile ilgili esitlik bulmus oluruz. Cesitli karakteristik
denklemleri kullanarak olusturdugumuz dzdeglikler i¢in buradaki matrisleri ve

esitliklerini kullanacagiz.

Lamda fonksiyonunu kullanarak Pell matrisleriyle ilgili elde edecegimiz ozellik-
lere bakalim.

3.1. Pell Matrisleri Icin Lamda Fonksiyonu

M matrisine bagh lamda fonksiyonunun (A(M)) tanimini kabul edelim. Yani ay;,
M’nin i-j’inci elemani ise

O zaman



AM) =

dir [5].

a; + 1‘—

aij

32

(3.8)

Boylece Es. 3.5°de tanimlanan B Pell matrisi i¢in lamda fonksiyonunu ifade

edersek,

P

' n+1
MB) = P+1 P _,+1

P

' n+1
MBy) = P+1 P _,+1

= 2P

+1 P +1

n

+1 P +1

n

1

esitligi saglanir.

Ispat

~Ba

~Ba

Ispati n Uzerine tumevarimla yapalim.

n =1 icin lamda fonksiyonu gosterelim.

o [P P
1|:)1F)0
P, P
"3 T2
Bz‘% P
2 1

icin A(B,) =

P,+1P,+1 P, P,
P,+1P,+1 |P, P,
32 21
21 10
(=)= (=1)=0=2P,
P,+1P,+1 PP, P,
P,+1 P,+1 P, P,
63 |52
32 21
=3-1=2=2P,

n — 1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

(3.9)

(3.10)
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B_—P” P, X(B_)—P”+1 Pn_1+1_Pn P,
n-1 Pn—1 Pn—2 n-1 I:)n—1—|_.I I:)n—2—|_.I Pn 1 I:)n—2
= 2Pn—2
olsun.
n icin dogru oldugunu gosterelim.
B — I:)n+1 I:)n )\‘(B):Pn+1+‘I I:)n—l_‘I _Pn+1 I:)n
no|P, - n P+1 P _,+1 P, P _,
= I:)n+1|:)n—1 + I:)n+1 + I3n—1—|_ 1 o I:)nF:.n o 2|:)n_ 1
o I:)n—1 + I:)n I:)n
= I:)n+1 + I:)n—1 B 2|Dn
{Pn+1=2Pn+ Pn_1} =2P +P _,+P _,—2P
= 2|:)n—1
k(Bn) = 2P__, oldugu bulunur.
Sonug olarak Es. 3.9’dan
‘aij + k‘ = ‘aij‘ + kA (M) (8.11)
esitligini yazabiliriz [5].
3.3. Teorem
B, Pell matrisi i¢in,
P.,Tk P +KkK
P+k P +k = ‘Bn‘+ kx(Bn) (3.12)

esitligi saglanir.
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Ispat

Ispati tumevarimla gosterelim. k’nin farkh degerleri icin saglandigi kolayca go-
rulur.

k = 1 icin dogrulugu Es. 3.9’dan saglanur.

P.,+1P +1

P+1 P _ +1 =[Br T2(By) (3.13)

k — 1 icin dogru oldugunu kabul edelim. Yani

P, +k—1P +k—1
P+k—-1 P _ +k—1

n

=B,/ + (k — (B, dir

k icin dogru oldugunu gosterelim.

+k Ptk
P+k P _ . +k

‘Bn + k‘ — ‘Bn‘ =

= I:)n+1|:)n—1—|_ k(F)n+1
__Pn—1Pn—1+_PnPn
:k(Pn+1 _2Pn)

+P
= K)(B,) (3.14)

+P,_)+k2— P2 2kP, —K?

1

P.P_+P =2P +P +P _.—2P

n+1 n-—1
=2P _ (3.15)

1

Es. 3.13 ve Es. 3.14’den

1 (3.16)

‘Bn + k‘ - ‘Bn‘ = kr(B,) = 2kP__
esitligini bulmus oluyoruz.

n’e farkli degerler vererekte esitligin saglandigini gorebiliriz.
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n=1vek=1ise

P,+1P+1
1‘_P1+1 P, + 1

32 21

P, P,
P, P,

‘B1+ 1‘—‘8

=—1-(-)=0
21 10 =

B,+1-B, = 2P,

1P,
1P,

P, 1

P, 1

MB =, o -

=P,~P,+P,~P,

= P,~P,+ 2P+ P, — P,

= 2P,
B,+1-B, = 1(B,) (3.17)
n=2ise

_Pyg+1P,+1 P, P 63 |52
‘B2+1‘_‘B2‘_P2+1 P+1 P, Pl 32 21

=2
B,+1—[B, = 2P,

1P, [Py 1

x@9=1ﬂ—%1=a—g+%—g

=2P,+ P,+ P,— 2P,
= 2P,
By 1By = A(B,)
n — 1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim.
‘Bn—1 + 1‘ o ‘Bn—1‘ = X(Bn—1)

olsun.

Es. 3.13’den
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B,+1-B,=1(B,)d

k icin saglandigini gosterelim.

n=1igin;
B1+k—B1=P2+k P,+k _P2 P,
P,+k P,+k P, P,
Rk 1+k 2 1
4k k 10
=2k+k?®—-1-k?*-2k+1=0
‘Bn_1 + k‘ — ‘Bn_1‘ = kk(Bn_1) oldugunu kabul edelim.

‘Bn + k‘ - ‘Bn‘ = ki (B,) esitligi Es. 3.16’dan gorulur.

3x3’luk matris icin, ilgili lamda fonksiyonu uygulanarak, daha rahat bulunabi-
lir, yani

abec
M =|d e f|matrisiigin
ghj

1bc atlc lab 1
AMM)=1e fil+d 1 fl+d e 1 (3.18)
1hij jg1j |ght

Genellestirilmis

H,, H,., H

2p 2p+1 m
E=|H H H (3.19)

2p+1 2p+2 m

2p+2 H2p+3 Hm

Fibonacci matrisini gozonune alalim; [1].
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‘E‘ = Hm [H2p+1H2p+3 - ng+2 - H2pH2p+3
H2pH2p+2_ ng+1]
=H, [H2p+1H2p+2 - H2pH2p+3]
= (- 1)2(p+1)de
=dH (3.20)
1 H2p+1 Hm H2p 1 Hm H2p H2p+1 1
ME)=1Hy o HytHpp oy 1T H +H, 0 Hyplp 1
1 H2p+3 Hm H2p+2 1 Hm H2p+2 H2p+3 1
=H, (H2p+2 + H2p+2 + H2p+1 - H2p+2 - H2p+3 - H2p+1)

=H, (H2p tHy P o= Hyp o= Hy H2p)
= Hm (H2p - H2p+2 + H2p+1H2p+2 + H2p+2H2p+1 - H2p+2H2p+2
_H2p+2H2p_ H2p+1H2p+1)

= (—12P*0d [8]. (3.21)
3.4. Teorem

I:)2n I:)2n+1 I:)m
F=|P,,.1 Ps .o P.,|Pell matrisi olmak uzere

I:)2n+2 I:)2n+3 I:)m

‘F + me1‘ = (Pm+1 + me1)d1 (d1 = p?—2pq—q° E§'3'4)
P

m—1

2

F+ = Py 1)d, (3.22)

esitligi saglanir.
Ispat
F Pell matrisinin determinantini alalim.

Fl= P (Poni2Ponii—

Py Pons a)

2n" 2n+3
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= (—1?"*22d,P_ (3.23)

Es. 3.10dak =P, _, alirsak

F+P, | =Fl+P, AP

= 2d1Pm + 2d1Pm_1
= (2Pm + 2Pm_1)d1
:(Pm+1+Pm—1)d1
Yine
P P
m-—1| _ m-—1
F+—%5=F+-—7%5"AF)

P
=2d,P, +2d, 5
= (2P, +P__,)d
= (P, 1)d

1

m+1) 1

esitlikleri saglanmis olur.
Es. 3.5ve Es. 3.10dank =P
‘Bn + Pn‘ = ‘Bn‘ +P.AB,) (3.24)

I:)n+1—|_ I:)n 2|:)n

— — (_4\n
‘Bn+Pn‘_2Pn P 4P =(=1N"d+2P P, _,

n—1 n

~P P ,+PP —4P2=(-1"d+2PP |

1 n n+1

=P P _+PP _

n+1 n-1

=P, _,P.,+PP . ,—PP +3P2=(-1"d

n—-1" n+1 n n+1
=P, _,(P,,,+P)+PP, —3P2
=P, _,(P,+P _)+PP, —3P2
=P2 +P,_,P +PP —3P

P = 2Pn + an esitliginden

= 2|:)n—1|:)n + P§—1 - Pr? = (_ 1)nd (325)
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Pn+1+ I:)n 2|:)n
2P P_+P

n—1 n

‘Bn + Pn‘ =

= ‘Bn\ +P A(B,)
Es. 3.10 ve Es. 3.6’dan
=(-1"d+2P P _.

esitligi bulunur.

{P_} Pell dizisi igin, birka¢ 0zdeslik bulabiliriz.

P P
Fn — [_ I:)2n+2 B I:)2n ‘ (326)
2n 2n—-2
seklinde tanimlanan Pell matrisini ele alalim.
3.5. Teorem
{P_} Pell dizisi igin
2n  /92n N
P ( K )sz =8"P,, (3.27)

esitligi saglanir.
Ispat

{P_} Pell dizisi

P matrisinde n = 1 igin
“Ton-2
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2

P, P
matrisini elde ederiz.

F kendi karakteristik denklemini sagladigindan

F2—F(P
F?— F(4P,+4P,)+ P53~ PP, = 0 (3.28)

4_Po)+P§_PoP4:O

4P% — P3 + P, P, = 4P} + (2P, + P,)P, — P3
= 4P2 — P2+ (4P, + 2P, + P,)P,
= 4P% — P + (5P, + 2P,)(P, — 2P,)
= 4P% — P2+ 5P - 10P,P, + 2P,P, — 4P?
= 4P - 8P,P,
= 4P, (P, 2P))
= 4P,P, (3.29)

Es. 3.24 ve Es. 3.25’den
(F- 2P1I)2 = 4P,F + 4P,P, |
dir. Boylece

F™ (F — 2P, 12" = F™ (4P, F + 4P, P, I

& (2n 2n—kgk+m — gm \n
2| (—2P,PKFT™ = F™ (4P,F + 4P,P, )

esitlikleri elde edilir.

Es. 3.22’den



matris esitliginden
F,+2F + F, = 8F,

elde edilir.

2n 2n 2n 2n N
0 F0+ ) F1+...+ on — 1 an-1+ on F2n=8 Fn

esitligini F matrisinin sagladigi gosterilir.

2n

2n N
K Fk=8 Fn

k=0

Yine 1. satir ve 2. sutundaki elemanlari esitleyerek

2n  /92n
> ( . )sz = 8"P,_elde edilir.

k=0

41
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4. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, Fibonacci sayilarindan yola ¢ikarak Fibonacci dizisinin bazi
Ozelliklerini elde ettik. Fibonacci dizilerinin bu 6zelliklerini kullanarak Pell dizi-
sinde de benzer 0zelliklerin saglanip saglanmadigina baktik. Lamda fonksiyo-
nunu kullanarak Pell dizilerine ait yeni egitliklere ulastik.

Fibonacci dizilerinin farkli 6zelliklerini kullanarak Pell dizilerinde yeni esitlikle-
re ulasabiliriz.
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