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1. GIRIS

Her bir pozitif tamsayi, birbirinden farkh ve ardisik olmayan Fibonacci
sayllarinin toplami olarak tek turli yazilabilir. Bu yazilisa pozitif tamsayilarin

Zeckendorf gosterimi denir [1].

N bir pozitif tamsayi ve {u,} de n=1i¢in u,= F_,, biciminde tanimh bir dizi

olmak Uzere Zeckendorf gosterimi asagidaki gibidir [2,3].

N=§:0ci.ui

i=1

oa,=0veyal ve «q,.a

i i+

=0 (ix1) (1.1)

Dolayisiyla; her N pozitif tamsayisi, elemanlari 0 ya da 1 olan
{a,,a,,...,q,,...} seklinde bir dizi ile temsil edilebilir. Burada dizinin «a,

elemaninin 0 ya da 1 olusu,

u,=F,, oldugundan; (i+1). Fibonacci sayisinin, N nin Zeckendorf

gOsteriminde var olup olmadigini gosterir.

Es. 1.1 deki kosul; { u,} dizisinin indisleri arasindaki farkin en az 2 olmasini
saglar. Bu ise { u,} dizisinin iki elemaninin toplaminin; baska bir Fibonacci

sayisli ile gosterilmesini engeller.
Simdi Fibonacci ve Pell sayilarina ait bazi on bilgiler verelim.
1.1. Tanim [4,5]

F,=0 ve F,=1 basglangi¢ kosullarina sahip ve n>1 igin



I:n+‘1=|:n+|:n—1 (12)
rekurans bagintisi ile tanimlanan {F } dizisine Fibonacci dizisi ve F  sayisina

da n.Fibonacci sayisi adi verilir.

1.1. Teorem [4,6]

oc=% (1+\/§) ve B=% (1—\/5) olmak Uzere n.Fibonacci sayisi

(1.3)

biciminde yazilabilir.

ispat

ispati timevarimla yapalim. k=1 igin dogru oldugu

esitliginden goralur.

1 < k < nigin esitligin dogru oldugunu kabul edelim ve k=n+1 icin esitligin

gerceklendigini gosterelim. Yani,

Fn+1= Fn+ Fn—1

R A Pl i

o—f o—



_ (an+an—1)_(Bn+Bn—1)

(«—p) (1.4)
yazariz. Diger taraftan a’=o +1 ve p>=p +1 oldujundan buradan;
a™=a"+o"" (1.5)
ve
™ =p" +p"" (1.6)
bulunur.

Es. 1.5 ve Es. 1.6, Es. 1.4 de yerine yazilirsa

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Bu algoritmada o ve B, Es. 1.1 deki indirgeme bagintisiyla iligkili olan

x2—x —1=0 karakteristik denkleminin kokleridir.

a+B=1, a-B=+5 ve a.p=-1

oldugu acgikca goralur.

Es. 1.2 kullanilarak,



esitligi elde edilir. Bu son ifadede n yerine sifir ve negatif tamsayilar segilerek

elde edilen { F ,} dizisine negatif indisli Fibonacci dizisi denir.

Boylece

bu sekilde devam edilerek negatif indisli Fibonacci sayilari elde edilir [4].

1.1. Sonug [4,6]

Her n pozitif tamsayisi i¢in

F..=(1)""F, (1.7)
dir.

Ispat

Es. 1.3 U kullanarak

F,=2 P
o-B

yazariz.

Buradan

F =% P
o—p



(1jn _[1Jn
_\a p
e 9

ifadesine ulasilir.

1 -B ve 1= -aoldugunda, bu degerleri Es. 1.8 de yerlerine yazarsak,

(Bn _ an

= (0"

= (. n+1(0('n_l3n)
= (=

=(1)"".F,

bulunur. m

Es. 1.2 ve Es. 1.7 den F_ Fibonacci sayilarina ait agsagidaki tabloyu elde

ederiz.

Cizelge 1.1. Fibonacci sayilari

n ..® 5 4 3 -2 1 0 1 2 3 4 5 6..

F ..8 5 -3 2 -1 1 0 1 1 2 3 5 8..




1.2. Tanim [7,8]
P,=0 ve P,=1 baslangi¢ kosullarina sahip ve n>1 igin
Pn-¢—1=2Pn+Pn—1 (19)

rekdrans bagintisi ile tanimlanan {P } dizisine Pell dizisi ve P  sayisina da

n.Pell sayisi adi verilir.

1.2. Teorem [8]

a=1++2 ve B =1-+/2 olmak tizere n.Pell sayisl

(1.10)

biciminde yazilabilir.

ispat

ispati timevarimla yapalim. n=1 i¢in dogru oldugu

1t
p =2 =P o
o-f

esitliginden goralur.
1 < k < nigin iddiamiz dogru olsun. k=n+1 i¢in Es. 1.9 dan

P.=2P, +P,

n+1



B O(‘n _Bn OLn-‘1 _ Bn—1
=2( e )

=(2an +(xn—1)_(2Bn +Bn—1)
(o —P)

(1.11)

yazariz. Diger taraftan o*°=20.+1 ve p?=2p +1 oldugundan buradan;

a"™=2a"+o"" (1.12)
ve

BT =2p" +p" (1.13)
bulunur.

Es. 1.12 ve Es. 1.13, Es. 1.11 de yerine yazilirsa

n+1 n+1
a” B

P =

n+1

elde edilir. BOylece ispat tamamlanir. m
a f—

Burada o ve B, Es. 1.9 daki indirgeme bagintisi ile iligkili olan x*-2x —1=0

karakteristik denkleminin kokleridir.

a+B=2,  a-p=2+2 ve a p=-1

oldugu acikga gorulur.

Es. 1.9 kullanilarak,



P, ,=P,,-2P

n-1 n+1” n

esitligi elde edilir. Bu son ifadede n yerine sifir ve negatif tamsayilar segilerek

elde edilen { P, } dizisine negatif indisli Pell dizisi denir [7].

Boylece

bu sekilde devam edilerek negatif indisli Pell sayilari elde edilir.

1.2. Sonug [7]

Her n pozitif tamsayisi i¢in

P .=(-1)""P, (1.14)
dir.

ispat

Es. 1.10 u kullanarak

yazariz.

Buradan



oa—f
(01 jn [[Dn
L (1.15)

ifadesine ulasilir.

L -B ve %= -aoldugunda, bu degerleri Es. 1.15 de yerlerine yazarsak,
a
o BN -(oy
n o-p
_(-D)"B"-(-1)"a"
o-p
— n (Bn 'an)
= ()" \P_"2* )
0"
= (-1 n+1 (an-Bn)
0™
= (_1)n+1 . Pn
bulunur. m

Es. 1.9 ve Es. 1.14 den P, Pell sayilarina ait agagidaki tabloyu elde ederiz.

Cizelge 1.2. Pell sayilari

n .6 5 4 3 -2 1 01 2 3 4 5 6 ...

P .-f0 29 12 &5 -2 1 0 1 2 5 12 29 70..
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2. FIBONACCI SAYILARI iLE TAMSAYILARIN ZECKENDORF
GOSTERIMLERI

Bu bolumde tamsayilarin Zeckendorf gosteriminin ardisik olmayan F,

Fibonacci sayilari kullanilarak elde edilebilecegini gosterecegiz.

Tamsayilarin F, Fibonacci sayilari ile Zeckendorf gosterimlerini iki bolimde

inceleyecegiz.

2.1. Pozitif indisli Fibonacci Sayilari ile Pozitif Tamsayilarin Zeckendorf

Gosterimleri

Bu bdliumde her pozitif tamsayinin ardisik olmayan pozitif indisli Fibonacci

sayilarinin toplami olarak yazilabilecegini gosterecegiz.

2.1. Teorem [4,9] (Zeckendorf Teoremi)

Her N pozitif tamsayisi birbirinden farkh pozitif indisli Fibonacci sayilarinin

toplami bigciminde gosterilebilir. Bu gosterim tek turlu belirlidir. Agikga

ik, <k, -2 (=1,2,...,r-1) (2.1)

i)k, >2 (2.2)

olmak Uzere her bir N pozitif tamsayisi N= F, + F, +...+ F, biciminde

yazilabilir.
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ispat

N tamsayisinin kendisi bir Fibonacci sayisi ise ispat agiktir. Teoremin F  den
kUguk veya esit tum tamsayilar igin dogru oldugunu varsayalim ve

F...>N>F_ oldugunu varsayalim.

n+1

N=Fn+(N-Fn); N-Fn<|:n

olur ki varsayimimizdan N - F _in Es. 2.1 ve Es. 2.2 sartlarina uyacak bigimde

ifade edilebilecegi gorulur. Dolayisiyla her pozitif tamsayinin, pozitif indisli

Fibonacci sayilarinin toplami olarak gosterilebilecegi ispatlanmis olur. m

Her pozitif tamsayiy1 ardisik olmayan pozitif indisli Fibonacci sayilarinin
toplami bigciminde ifade etmemizi kolaylastirmak icin verilen herhangi bir

pozitif N tamsayisindan kuguk olan en buyuk indisli F, Fibonacci sayisini N

den cikartip ve bu islemi sifira ulagincaya kadar devam ettirirsek; N pozitif
tamsayisinin pozitif indisli Fibonacci sayilarinin toplami olarak ifade etmis

oluruz [10].

Simdi Fibonacci sayilari igin bir érnek verelim.

Ornek

N = 25 olsun.
25 = F+(25-21)
=F,+F, +(4-3)
=F.,+F,+F,
Cizelge 2.1. de 1 den 55e kadar olan tamsayilarin Fibonacci sayilari ile

Zeckendorf gdsterimi verilmigstir.



Cizelge 2.1. Pozitif tamsayilarin pozitif indisli Fibonacci sayilari ile

Zeckendorf gosterimleri
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2.2. Negatif indisli Fibonacci Sayilan ile Tamsayilarin Zeckendorf

Gosterimleri

Bu bdlimde; sadece pozitif tamsayilarin degil, negatif tamsayilarin da yani

tum tamsayilarin i<0 olmak Uzere ardigik olmayan negatif indisli F,

Fibonacci sayilarinin toplami bi¢iminde tek turli gosterilebilecegini ortaya

konulacak ve bu gosterimi saglamak igin bir algoritma olusturulacaktir.

Bu algoritmay! olustururken asagida verilen 6n teoremlerden yararlanacagiz.

2.1. On Teorem [11]

n > 0, k>0 olmak Uzere

-F ,<n<F_, ,-1ise

0 < ¢ <k kogulunu saglayan bazi ¢ tamsayilari icin;

-F pryy <n-F 5 ,<-F ,..,,,<0 (2.3)
dir.

Ispat

-F ,<n<F_, -1 (2.4)
olsun.

Es. 2.4 Un her tarafini —1 ile carpip daha sonra da F _,, , eklersek;

1< F N <F  +F 5 (2.5)



14

elde edilir.

Es. 1.2 ve Es. 1.7 kullanilarak

I:—2k—1 +F -2k =F2k+1 -F 2k =F2k—1 (26)

yazilabilir.

Es. 2.6, Es. 2.5 de yerine konulursa

1<F _yq-n< Fol (2.7)

bulunur.

Her p>1 tamsayisi igin

0<F2m—3 <pSF2m—1 (mZZ) (28)

Eger p=F _,,_,-n alinirsa; m+ ¢ =k+1 olacak sekilde; ¢>0 tamsayilari vardir ve;

m=k-/ +1 alinip, p ve m degerleri Es. 2.8 de yerine konulursa;

0< F2k—21f—l < F—2k—1 -n < sz—zm (2-9)

olur.

Es. 2.9 un her tarafini -1 ile carparsak;

-F 2k-2/+1 =n- I:—2k—1 <'F2k—2(4—1 <0 (2-10)

bulunur.



Es. 2.10icin Es. 1.7 kullanilarak

-F —2k+20-1 <n-F —2k—1 <-F —2k+20+1 <0

bulunur. m

2.2. On Teorem [11]

n>0 ve k>0 olmak Uzere

F o<ns -F ,, ise

0 < /< k kogulunu saglayan bazi ¢ tamsayilari i¢in

0< -F—2k+2/,+2 <n- F—2k+1 <-F —2k+20

dir.

Ispat

F —2k+1 <n< -F -2k

olsun.

Es. 2.12 nin her tarafina -F ,,,, eklersek ;

0<n- F—2k+1 < 'F—zk' F—2k+1

elde edilir.
Es. 1.2 ve Es. 1.7 den

15

(2.11)

(2.12)

(2.13)
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_F—Zk_ F—2k+1= sz - F2k—1 = F2k—2 (2-14)

yazabiliriz.

Es. 2.14 4, Es. 2.13 de yerine yazarsak

O<n-F y.<Fao (2.15)

bulunur.

Her pozitif p tamsayisi icin

0<F, ,<p<F, , (m=>2) (2.16)

dir.

Eger; p=n-F ,, .,alinirsa; m+/=k+1 olacak sekilde 0</ <k kosuluna uygun /¢

pozitif tamsayilari vardir.

m=k-/ +1 alinip p ve m degerleri Es. 2.16 da yerine konulursa;

0< F2k—2(—2< n- F—2k+1 < F2k—2/f (2-17)

olur.

Es. 2.17 igin Es. 1.7 yi kullanarak

0< -F—2k+2/,+2 <n- F—2k+1 <-F —2k+2/ (2-18)

elde ederiz. m



2.3. On Teorem [11]

n<0 , k>0 olmak Uzere

1+F ,,<n < -F ., ise

0</ <k olacak sekilde bazi ¢ tamsayilari igin;

0< -F—2k+2/,+2 <n- F—2k <-F —2k+2¢

dir.

Ispat

1+F—2k< n < -F—2k+1

olsun.

Es. 2.19 un her tarafina -F _,, eklersek;

T<n-F 3 <-F pu-Foa

elde edilir.

Es. 1.2 ve Es. 1.7 den

_F—2k+1_ F k=T F2k—1+ F2k= sz' F2k—1= F2k—2

yazabiliriz.

Es. 2.21, Es. 2.20 de yerine konulursa

17

(2.19)

(2.20)

(2.21)
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1<n-F ,<F,,

bulunur.

Her pozitif p tamsayisi igin

0<F, ,<p<F, , (Mm>2) (2.22)

dir.

Eger p=n - F_,, alinirsa; m+/=k+1 olacak sekilde 0</ <k kosuluna uygun /

pozitif tamsayilari vardir;

m=k- /¢ +1 alinip p ve m degerleri Es. 2.22 de yerlerine yazilirsa;

O<F 2k—2/-2 <n-F -2k <F 2k-2¢ (2-23)

Es. 1.7, Es. 2.23 de kullanilarak

0< -F—2k+2/,+2 <n - F—2k <-F —2k+2/

elde edilir. m

2.4. On Teorem [11]

n<0, k >0 olmak Uzere

-F . ,<n<F_,-1ise

0</ <k kosulunu saglayan bazi ¢ tamsayilari igin;



-F —2k+20-1 <n- F—2k <-F —2k+2(+1< 0

dir.

Ispat

F s n<F -1

olsun.

Es. 2.24 Un her tarafini -1 ile garpip daha sonra F _,, eklersek;

1<F y-n<F o+ F 5y

elde edilir.

Es. 1.2 ve Es. 1.7 kullanilarak

F 2k+ I:—2k—’l= I:2k+1- F2k= F2k—1

yazabiliriz.

Es. 2.26 y1 Es. 2.25 de yerine koyarsak

1<F ,-n<F,,

bulunur.

Her p>1 tamsayisi igin

19

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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O<F,ns<p<F, . (2.27)

dir.

Eger p=F _,, -n alinirsa; m+ ¢/ =k+1 olacak sekilde 0</<k kosuluna uyan /¢

pozitif tamsayilari vardir.

m=k- /¢ +1 alinip p ve m degerleri Es. 2.27 de yerlerine yazilirsa;

0< F2k—2£—1 < F—2k -nN< sz—2€+1 (2-28)

olur.

Es. 2.28 in her tarafi -1 ile ¢arpilir ve Es. 1.7, Es. 2.28 de kullanilirsa

-F —2k+2/0-1 <n- F—2k < -F—2k+2(+1< 0

elde edilir. m

2.3. Z Algoritmasi [11]

Bu algoritma; herhangi bir tamsayinin Fibonacci Sayilarinin toplami olarak

yazilabilecegini ifade eder.

1) Eger n=F _ ise ; n tamsayisi Fibonacci sayisina esit oldugundan bir sey

yapilmasina gerek yoktur.

2) n>0, k >0 ve F, <n< F, , veya buna denk olarak -F _, <n<F_, ,
ise;

n=F , ,+(n-F_, ,)yaziirven-F , , icin bu algoritma uygulanir.
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3)n>0, k>0igin F, _,<n<F, veyabunadenkolarak F_, ,<n<F_, ise;

n=F ,.,+(n-F_,.)yazilirven-F_,, icin algoritma uygulanir.

4)n<0 ve k>0 igin F,,_,< -n <F,, veya buna denk olarak F ,, <n<-F_,, ,

ise; n=F _, +(n-F_,)yazlirve n-F_,icin algoritma uygulanir.

5)n<0 ve k>0 igin F,, <-n<F,, ,veya buna denk olarak -F , ,<n<F ,, ise;

n=F , +(n-F_,)yazilirve n-F_, iginalgoritma uygulanir.

—I2 Im —Im

Bu algoritma n-F_ -F_ -...-F, =F_ oldugunda sona erer.

2.5. On Teorem [11]

arasindaki fark 2 den buyuk veya esit olmak Uzere, F, Fibonacci sayilarinin

toplami olarak yazilabilecegini ortaya ¢ikarir.
Ispat

Sifirdan farkli bir n tamsayisi alalim ve her j indisi i¢in n= F _; olsun.

1) n sayisina Z algoritmasinin ikinci adimini uyguladigimizda, her j indisi
icin n-F_, , = F_ ise On Teorem 2.1 i kullanarak

-F <n- F—2k—1 < -F—2k+2£+1 <0 (¢ >0) (2.29)

—2k+20-1

yazilir.
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n-F_, , <0 oldugundan Es. 2.29. i¢cin Z algoritmasinin 4. veya 5.adimi

uygulanir. iki durum sdz konusudur:

F <n- F—2k—1 <-F —2K+20+1 (2-30)

—2k+2¢
-F —2k+2£—1< n- F—2k—1 < F—2k+2£ (2-31)

Es. 2.30 igin Z algoritmasinin 4.adimi uygulanir, Es. 2.31 igin de Z

algoritmasinin 5.adimi uygulanirsa, iki durum igin de
n- F—2k—1 - F—zk+zz

ifadesine ulasilir.

2) n sayisina Z algoritmasinin 3.adimini uyguladigimizda, her j indisi igin

n-F ,.. = F_ise On Teorem 2.2 yi kullanarak

0<-F —2k+2/+2 <n- F—2k+1 < _F—2k+2( (E > 0) (2-32)

n-F_,.> 0 oldugundan Es. 2.32 i¢in Z algoritmasinin 2. veya 3. adimi

uygulanir. iki durum séz konusudur.

-F <n- F—2k+1 < F—2k+2é/+1 (2-33)

—2K+2/0+2

F <n- F—2k+1 < _F—2k+2( (2.34)

—2k+2/+1

Es. 2.33 icin Z algoritmasinin 2.adimi uygulanir ve Es. 2.34 igin de

algoritmanin 3.adimi uygulanirsa, her iki durum igin de

n- F—2k+1- F—2k+2(:+l
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ifadesine ulagilir.

3) n sayisina Z algoritmasinin 4.adimi uyguladigimizda her j indisi igin

n-F , =F_ ise On Teorem 2.3 kullanilarak;

0< -F i <N-F 5 <F i (¢ >0) (2.35)

yazilir.

n - F_, >0 oldugundan; Es. 2.35 igin algoritmanin 2. veya 3.maddesi

uygulanir. iki durum séz konusu olur:

“F oiia <SN-F 5 <F 0 (2.36)

F—2k+2é/+l <n- F—2k < _F—2k+2f (2-37)

Es. 2.36 igin algoritmanin 2.adimi ve Es. 2.37 igin algoritmanin 3.adimi

uygulanirsa her iki durum igin de
n- F72k - F—2k+2(4+1

ifadesine ulagilir.

4) n sayisina Z algoritmasinin 5.adimi uygularsak, her j indisi igin

n-F , =F_ ise On Teorem 2.4 U kullanarak;

-F —2k+2/,—1< n- F—2k < -F—2k+2/f+1< 0 (E >0) (2-38)

elde edilir.
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n - F _,, <0 oldugundan; Es. 2.38 icin algoritmanin 4. veya 5.adimi uygulanir.

iki durum s6z konusu olur:

F—2k+2(’, <n'F—2k <-F—2k+2é+l (2-39)
-F —2k+2/-1 <n-F -2k <F—2k+2é (2-40)

Es. 2.39 igin algoritmanin 4.adimi ve Es. 2.40 igin de 5.adimi uygulanirsa,

her iki durum icin de

n- F—2k - F—2k+2/,
ifadesine ulasilir.

Bdylece algoritma bir defa uygulandiginda n - F_, (i>0 ) ifadesine ulagilirken,

ikinci defa uygulandiginda n - F _;-F ,  ifadesine ulasilir.

p

Buradap>2ve -i+p <0 dur.

Algoritmanin sonraki kisimlarinda da benzer uygulamalar yapildiginda;

indisleri arasindaki fark en az 2 olan Fibonacci sayilari elde edilmis olur. m
2.6. On Teorem [11]

F ., n. Fibonacci sayisini gostermek uzere

K
ZF—Zi =1-F 4 (2.41)

i=1

dir.



Ispat

ispati timevarimla yapalim. k=1 icin dogru oldugu,

esitliginden gorualur.

k icin dogru oldugunu kabul edelim. Yani,
k

F,=1-F
=1

olsun.

Simdi de Es. 2.41 in k+1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

k+1

SFu=F +F + 4F +F
i=1

k
= z FotF 50
i

=1-F 1 *tF a0
=1-F 2k+1 -F 2k+2

=1-(F g2+ For)

=1-F 2k+3

25



=1- F—2k—3

bulunur. m
2.7. On Teorem [11]

F ., n. Fibonacci sayisini gostermek Uzere

F 21 -F 2k

Kk
=

dir.
ispat

Ispati timevarimla yapalim. k=1 igin dogru oldugu,

esitliginden goruldr.

Es. 2.42 nin k igin dogru oldugunu kabul edelim.

F2i+1=_F 2k

Kk
=

olsun.

Simdi de Es. 2.42 nin k+1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

k+1
ZF 2i+1 = F -1 +F—3 *.. '+F —2k+1 +F—2(k+1)+1

i=1

26

(2.42)
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M-

-2k +F —2k—1
2k +F 2k+1

2k+2

|
m M M m

—2k-2

elde edilir. Bu ispati tamamlar. =

2.8. On Teorem [11]

F ., n. Fibonacci sayisini gostermek uzere,

K
F.=1-F .,

=

dir.
ispat

Ispati timevarimla yapalim. k=1 igin dogru oldugu,

esitliginden gorualur.
Es. 2.43 Un k igin dogru oldugunu kabul edelim. Yani,

Kk

ZF—i =1 - ka+1
i=1

27

(2.43)



olsun.

Simdi de Es. 2.43 Un k+1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

k+1

D F, =F_ +F ,+. . +F_ +F

i=1

= i Fo+F 4
i=1

=1-F  ,+F_,
elde edilir.
k nin tek ve ¢ift olmasina goére 2 durum s6z konusudur.
1.Durum : k tek ise

-k+1 ve -k-1 indisleri ¢ift olacagindan Es. 1.7 den ve Es. 1.2 den

1-F o tF o =14F -F

=1-(F - Fiy)
=1-F,
=1-F_,

yazilir.

2.Durum : Kk cift ise;

-k+1 ve -k-1 indisleri tek sayi olacagindan Es. 1.7 ve Es. 1.2 den

28



1- F—k+1+ F—k—1=1 - Fk—1+ Fk+1

=1+ Fk+1- Fk—1

=1 +F,

bulunur.

Her iki durumda da

elde edilir ki bu ispati tamamlar. =

2.2. Teorem [11]

i,>1i,>...>1i,>0 ve O<j<higin;i;-i,, >2 olmak Uzere

i)i, tek ise

h

-F —ig+1 < Z F—ik <-F —iy—1

=1

=

i) i, ciftise

h

-F —iy—1 < ZF—ik <-F —i+1

k=1

29

(2.44)

(2.45)



dir.
Ispat
i) Eger i, tek ise On Teorem 2.5 ve On Teorem 2.6 dan yararlanarak;

h
+F st *F,<>F, <F +F, ,+. . .+F

—ik —iq —i+2 0

bulunur.

i) Eger i, ciftise On Teorem 2.5 ve On Teorem 2.6 dan yararlanilarak

F,+F_ ,+.+F

—i4

3+ AF +F

—i+

h
,<MF, <F_ +F
k=1
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i (i1-2)

2 h 2
2Fas2Fy < Fo+ D Fa
k=1 k=1 k=1

bulunur. m
2.3. Teorem [11,12]

Z algoritmasi her n tamsayisinin i<0 olmak Uzere birbirinden farkh F,

Fibonacci sayilarinin toplami olarak gosteriminin tek turlu belirli oldugunu

ifade eder.
ispat

Eger n=0 ise n=F ;olur.
n=0 ise On Teorem 2.5 den yararlanarak n tamsayisi asadidaki formda

yazilabilir.

n=YF, (i 2i*2) (2.46)

Eger bu gosterim tek turlt belirli olmasaydi

m

n=YF,  (j2jw*2) (m<h) (2.47)

olacak sekilde n tamsayisinin yukaridaki gibi bir gdsterimi daha olurdu.
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-i,ve -j birbirinden farkli olan ilk indisler olsun ve i >j oldugunu kabul

edelim. Buradan

olur.

1)i, ve |, tek ise Es. 2.44 kullanilarak

yazilir.

Es. 2.48 den
Foaz YR > F
k=p

bulunur.
Es. 2. 49 dan

F. > -F

-Jp —ip+1

elde edilir.

i-2> ],

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)
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oldugundan;
Es. 2.51 in her tarafi eksi ile carpip -1 eklersek
i, 1< - -1 (2.52)
elde edilir.

i,ve j, tekolduklarindan; -i j+1 ve -j -1 gifttir ve Es. 2.52 den

Pl <F (2.53)

olur.

Es. 2.53 Un her tarafi -1 ile carpilirsa

-Foa>-F (2.54)

elde edilir ki bu Es. 2.50 ile celigir.

2)i, tek vej ciftise Es.2.44 ve Es. 2.45 den

h
-F—ip+1<zF—ik S 'Ffipf1 (2.55)
k=p
h
Fip—1<ZF—ik < Fip+1 (2.56)
k=p
-F_jp_1<kZF_jk <-F . (2.57)
=p
FLu<YF, <-F | (2.58)
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Es. 2.55 ve Es. 2.56 dan

h

ZF?ik >0 (2.59)
k=p

oldugu goruldr.

Es. 2.57 ve Es. 2.58 den
ZF—JK <0 (2.60)
k=p

elde edilir ki Es. 2.59 ve Es. 2.60, Es. 2.48 ile gelisir.

3)i,cift ve j tekise Es.2.44 ve Es. 2.45 kullanilarak ayni yontemle

h m
D _F, toplaminin negatif ve D F_, toplaminin pozitif oldugu gordlir.
k=p k=p

Bu ise Es. 2.48 ile celisir.

4)i,ve j, nin her ikisi de ¢ift ise Es. 2.45 kullanilarak

h
ZF—ik <-Flia (2.61)
k=p P



yazilir.

Es. 2.61 ve Es. 2.62 kullanilarak, Es. 2.48 den

m
Foi <ZF—Jk < -l
k=p

bulunur.

Es. 2.63 den

elde edilir.
i, vej, ciftoldugundan -i +1 ve -j -1 tektir.

Es. 2.52 den

ve

Es. 2.65 den

35

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)



elde edilir.

Ancak Es. 2.66 ve Es. 2.64 birbiriyle gelisir.
Oyleyse 1<k <m kosulunu saglayan k indisleri igin
b=y

olmalidir.

m<h oldugunu varsaydigimizdan ve

kabuliUmuz geregi

h
2F, =0

k=m+1
olmalidir.

h>m+1 ise ve egeri  , tek ise Es. 2.44 den

m-+1

-F —imy1+1 < iF_ik =0

k=m+1
bulunur ki bu imkansizdir.

Egeri,,, Giftise Es. 2.45 den

36
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bulunur ki bu imkansizdir.

h=m+1 olsaydi;

F . =0 olurdu ki bu da i, >0 olmasiyla celigir. Boylece ispat tamamlanir.m

Ornek

792=F +(792-F ;)
=F ,,+(792- 610)
=F ,+182
=F +F ,+(182-F )
=F ,+F ,+(182-233)
=F ,+F ,,+(-51)
=F ,+F ,+F ,+(-51-F )
=F ,+F ,+F  + (-51+55)
=F +F ,+F ,+4
=F +F ,+F ,+F_ +(4-F.)
=F ,+F ,+F +F +(4-5)
=F +F ,+F +F +F,

Ozetle; bu boélimde pozitif veya negatif her tamsayinin i<0 olmak Uzere
ardigik olmayan F, Fibonacci sayilarinin toplami olarak tek turla ifade

edilebilecegi gosterilmis olur.
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3. PELL SAYILARI ILE TAMSAYILARIN ZECKENDORF GOSTERIMLERI

Bu bolimde tamsayilarin Zeckendorf gosterimlerinin Pell sayilari kullanilarak
ifade edilebilecegini gosterecegiz. Ayrica Fibonacci Sayilari icin Es.1.1 de

verilen kosulun Pell sayilarinin indirgeme bagintisindaki P _ in katsayisindan

n

dolayi degisiklige ugrayacagini gorecegiz.
3.1. On Teorem [7]

P .. n. Pell sayisini gostermek uzere

= 1'P-2k-1

P
=2i 2

(3.1)

k
i=1
dir.

Ispat

ispati tiimevarimla yapalim. k=1 i¢in Es. 3.1 in dogru oldugu

esitliginden gorulur.

k icin Es. 3.1 in dogru oldugunu kabul edelim. Yani

ZP—Z'z -2k

k 1-P
1 2

olsun.
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Simdi de Es. 3.1 in k+1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

k+1

ZP—Zi =P ,+P  +..+P 5+ P—Z(k+1)
i=1

k
= ZP—Zi + P—2k—2
i=1

- 1-P 21 4P
~2k-2

- 1- P—2k—1 + 2P—2k—2

5 (3.2)
olur.
Es. 1.13 kullanilarak
P,.=Py.,ve P,,=-P,., (3.3)

oldugu goruldr.

Es. 3.3, Es. 3.2 de yerine yazilirsa, Es. 1.8 ve Es. 1.13 kullanilarak

i=1 2
— 1- (2P2k+1 + 2P2k+1 )
2
- 1- P2k+3
2
< 1- P—Zk—3

LPa= "

bulunur. Bu ispati tamamlar. m
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3.2. On Teorem [7]

P .. n. Pell sayisini gostermek uzere

k
P
p, = (3.4)
— 2i+1 2
dir.
Ispat

ispati timevarimla yapalim. k=1 i¢in Es. 3.4 (in dogru oldugu

esitliginden gorulur.
k icin Es. 3.4 Un dogru oldugunu kabul edelim. Yani,

k -P
szm =TZK
i=1

|
olsun.

Simdi de Es. 3.4 Un k+1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

k+1
Zp—zm = P—l + P-3+-'-+ P—2k+1 + P—2(k+1)+1

i=1

P72i+1 + P72k71

-P —2k
2

[
=1

+P —2k-1
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- szk + 2P—2k—1
2

(3.5)

yazilir.
Es. 1.13 kullanilarak
P—Zk =-P 2k ve P—Zk—l = P2k+1 (3-6)

oldugu gorular.

Es. 3.6, Es. 3.5 de yerine yazilip, Es. 1.8 ve Es. 1.13 kullanilarak

bulunur. Bu ispati tamamlar. m

3.3. On Teorem [7]
P .., n. Pell sayisini gostermek Uzere,

P = 1-P —k_P—k—1

: 5 (3.7)

k
i=1

dir.
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ispat

Ispati timevarimla yapalim. k=1 igin Es. 3.7 nin dogru oldugu

esitliginden goralur.
kigin Es. 3.7 nin dogru oldugunu kabul edelim. Yani,

P = 1-P —k'P —k-1
S 2

Kk
i=1

olsun.

Simdi de Es. 3.7 nin k+1 i¢in dogru oldugunu gdsterelim.

k+1
YP,=P_ +P,+P_ +. +P_ +P .,

i=1

k+1

SP.+P.,
i=1

_1-P P i p
2 k-1

_ 1= P_k2+ P.. (3.8)

elde edilir.

k nin tek veya ¢ift olmasina gore iki durum s6z konusudur:



1.Durum: Kk tek ise

Es. 1.13 kullanilarak

oldugu gorular.

Es. 3.9, Es. 3.6 de yerine yazilirsa, Es. 1.8 ve Es. 1.13 kullanilarak

1-(P +P)
2

1- (Pk+2 B I:)k+1 )

bulunur.
2.Durum : K cift ise

Es. 1.13 kullanilarak

oldugu goruldr.
Es. 3.10, Es. 3.9 da yerine yazilip, Es. 1.8 ve Es. 1.13 kullanilarak

ki _ 1+P +P,

43
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(3.10)
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S P = 1+ (Pk+2 — Pk+1 )
= 2
. . 1- P—k—z B P—k—l

ing
o

bulunur. Bu ispati tamamlar. m
Simdi de, pozitif ¢ift indisli, pozitif tek indisli ve pozitif indisli ve Pell sayilarinin

toplamini ifade eden 6n teoremleri verelim. Bunlarin ispatlari negatif indisli

Pell sayilari icin yaptigimiz ispatlara benzer bigcimde tumevarimla yapilabilir.
3.4. On Teorem [7]

P, n. Pell sayisini gostermek Uzere

« P, —1
D Py = —— (3.11)
1

dir.
3.5. On Teorem [7]

P .., n. Pell sayisini gostermek uzere

P 2
2

P, = (3.12)

k
i=1

dir.

3.6. On Teorem [7]

P, n. Pell sayisini gostermek Uzere
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P = (3.13)

3.1. Pozitif indisli Pell Sayilann ile Pozitif Tamsayilarin Zeckendorf

Gosterimleri

Bu kisimda her pozitif tamsayinin n>0 olmak Uzere P, Pell sayilarinin

toplami bigiminde gosterilebilecedini, bu gosterimin tek oldugunu ifade
edecegiz ve pozitif tamsayilari, pozitif indisli Pell sayilarinin toplami bigiminde
ifade etmemizi kolaylastiracak olan “Greedy Algoritmasi” ni ifade edecegiz.

3.1. Teorem (Teklik Teoremi) [7,13]

Herhangi bir pozitif N tamsayisi

0,=0,1veya 2 ve o,=2=> a, ,=0 (i>1) (3.14)
olmak Uzere,
N=Sa P (3.15)

biciminde tek turllG yazilabilir.



ispat
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N pozitif tamsayisi, Es. 3.14 de verilen kosulu saglasin ve N nin Es. 3.15 deki

formda iki farkli gosterimi oldugunu varsayalim.

N=Ya,P=YbP
i=1 i=1

olsun.

k tamsayisi,

a, #b,

kosulunu saglayan ilk i indisi olsun.

Bu durumda

a,=2, b,=0 veya1
a, =1, b,=0

durumlari s6z konusuduir.

a, ve b, nin yer degistirdigi durumda da,

b,=2, a,=0 veya1
b.=1, a,=0

olabilir.

Es. 3.18 ve Es. 3.19 birbirine denktir.

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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1.Durum :a, =2 ise

Bu durumda Es. 3.18 den goruldugu uzere b, =0 veya 1 olur. Es. 3.14 den
a, =2 oldugunda a, ,=0 olmaldir. Ve Es. 3.17 den k tamsayisi a, ve
b.katsayilarinin birbirinden farkli oldugu ilk i indisi oldugunda ac¢ik¢a k dan

kUguk olan tim indisler igin katsayilar birbirine esit olur ki
a,=b,,=0
yazilir.

a, =2 oldugundan
> aP=a,P+a,P,+.. +a,P,

=a,P,+a,P,+... +2P, >2P,

Yani;

Y aP >2P, (3.20)

k b,P,+b,P,+...+b, ,P, ,+b, P, ; b, =0 ise
b,.P, =
; b,P,+b,P,+...+b, ,P, ,+b, P ,+P, ; b, =1 ise
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<P, +P, ,+..+P +P ) ; kift
b, =0ise  (3.21)

<P, *P, ,+.. 4P, +P,) ; ktek

Es. 3.21 icin On Teorem 3.4 ve On Teorem 3.5 kullanilarak

k
2
<2. Y Py, ; kgift ise,
i=1
b, =0 ise (3.22)
k-1
2
<2. Y P, . ktek ise,
i=1
<P, ;  kciftise
b,=0 ise (3.23)
<P, -1 . ktekise
bulunur.

Es. 3.23 de, b, =0 durumu igin buldugumuz degerlere P, eklersek

<2P, ;  kgiftise .
b,=1ise (3.24)
<2P, -1 ; ktekise

elde edilir. Bu durumda

Es. 3.23 ve Es. 3.24, Es. 3.20 ile gelisir.

2.Durum: a,=1ise



Bu durumda; Es. 3.18 den b, =0 dir.

a, = 1 oldugundan

k

Za|'P| =a1P1+ a2 P2+...+ak Pk
i=1

=a,P,+a,P,+...+P,>P,

Yani;

olur.

Fakat b, =0 oldugundan
k
Zbi'Pi = b1P1+ b2P2+"- + bk—lPk—l
i=1
<2(P +P ,+..+P,+P ) ; kiftise;

<2(P +P +... P +P,) § kitekise;

Es. 3.26 igin On Teorem 3.4 ve On Teorem 3.5 kullanilarak

49

(3.25)

(3.26)
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k
2
<2.)P,, ; kgiftise
i=1
k-1
2
<2.) P, . ktekise
i=1
<P, ; kciftise
(3.27)
<P, -1 ;. ktekise

bulunur. Bu durumda

Es. 3.27 ile Es. 3.25 celigir.

Bdylece; a, # b, kosulunu saglayan bir i indisinin olmadigi gosterilmis olur.
Dolayisiyla; Es. 3.14 kosulu altinda Es. 3.15 goOsteriminin tek tarla belirli

oldugu ispatlanmig olur.

Boylece; bu teorem «,=0,1 veya 2 ve o,=2 =>0,,=0 olacak sekilde; her
pozitif N tamsayisi ile iligkili olan bir {a,, 0, ,...,a,,...} dizisinin var oldugunu

gOsterir.

Tamsayilarin Pell sayilari ile gosterimindeki Es. 3.14 kosulu, bu gosterimdeki
herhangi iki Pell sayisinin toplaminin bagka bir Pell sayisi ile ifade

edilmemesini saglar.

3.2. Greedy Algoritmasi [7,14]

Bu algoritmada 6nce verilen pozitif N tamsayisini agsmayan en buyuk Pell
sayisi N tamsayisindan cikartilir. Daha sonra sifira ulasilincaya kadar ayni

yontem uygulanmaya devam edilir.
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i tamsayisi N pozitif tamsayisindan klglk olan en buyuk Pell sayisinin

indisini gostermek Uzere N - P, >0ve i=0 ise N=0 oldugu agciktir.

Ornek [7]

N=390 olsun.

390 sayisini agmayan en buyuk Pell sayisi P, dir. (P, =169)

Simdi 390 sayisindan P, vyi ¢ikarip buldugumuz sonug icin de ayni yontemi

uygulayalim.

390 - P, =221

Benzer bigcimde 221 sayisini agsmayan en buyuk Pell sayisi 221 sayisindan

cikarilir ve sifira ulasilincaya kadar bu isleme devam edilirse;

221-P, =52
52 -P, =23
23 -P,=11
11 -P,=6
6-P,=1
1-P, =0
Boylece;

390 2P -P.-P,2P,-P, =0

oldugu bulunur. Buradan
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390 =2P,+P,+P,+2P ,+ P,

elde edilir.

Bu algoritma her N pozitif tamsayisini, pozitif Pell sayilarinin toplami olarak

ifade etmemizde kolaylik saglar.
Acikga gorulur ki; N pozitif tamsayisi igin

€,=0,1 veya 2 ve ¢,=2 => ¢_, =0 olmak Uzere

N -Zn‘,e,ipi =0 (3.28)

i=1
seklindeki gosterim gecerlidir [7,15].

Bu gosterimin tek olmadigini varsayalim. Yani N pozitif tamsayisinin;

(3.29)
5,=0,1veya 2 ve §,=2 = 5,_,=0

kosulunu saglayan bagka bir gosteriminin oldugunu kabul edelim.

k tamsayisi ¢, # 6, olacak bigimdeki ilk i indisi olsun.(i>1)

k k
Daha sonra ZaiPi ve ZSi.Pi toplamlarini ele alalim.
i=1 i=1
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Teorem 3.1. deki gibi ¢ # 8, kosulunu saglayan bir i indisi yoktur. Sonug

olarak m=n dir. Dolayisiyla Es. 3.28 deki gosterim tektir.

Daha Oncede belirttigimiz gibi ¢=2 => ¢ =0 kosulu Pell sayilarinin
indirgeme bagintisini g6z Onune aldigimizda; P. nin toplamda

bulunmamasini onler [7,16].

Cunku; ¢,=2 iken ¢, # 0 olsaydi; ¢, =1 veya 2 olurdu.

g, =1icin ¢, P +eP =P +2P =P, (3.30)
g ,=2icin ¢ P, +¢P =2P +2P =P  +P,, (3.31)

olurdu. Es. 3.30 ve Es. 3.31 den goéruldugu gibi P,

sayisl toplamda

bulunmamis olur.

3.3. Negatif indisli Pell Sayilar ile Tamsayilarin Zeckendorf Gésterimleri

Bu kisimda; ikinci bolumde Fibonacci sayilari igin kullandigimiz yontemleri
uygulayarak pozitif veya negatif her tamsayinin negatif indisli Pell sayilarinin

toplami olarak tek turlt ifade edilebileceg@i gosterilecektir.

Ancak, Pell sayilarinin indirgeme bagintisindaki 2 katsayisinin varligi

sebebiyle, bnemli degisiklikler ortaya ¢ikacaktir.

Negatif veya pozitif tUim tamsayilarin negatif indisli Pell sayilarinin toplami
olarak ifade edilebilecegini gdsterebilmek igin ikinci bdlimdeki gibi bir

algoritma olusturulacaktir.
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3.2. Teorem [7]

i,>i,>...>i,>0 ve O<j<higin i;-i,, > 2olmak Uzere

j+H

i) i, tek ise
h
2P, < ZZPfik <-P,, (3.32)
k=1
i) i, ciftise
h
-P < ZZP_ik <-2P (3.33)
k=1
dir.
ispat

i) i, tek ise, On Teorem 3.1 ve On Teorem 3.2 den yararlanarak

h
P +2(P, ,+..#P_,) < 2> P, <2P_ +2(P ,+..+P )
k=1

—ix

(i,-3)/2

P,i, +2 zp—zm < 2Zh:P—ik <2 P*il *2 przmu
ket

m=1

—ip+1

h
P, +1-P,,<2)P, <2P_ -P
k=1



—iy-1

h
2P <2)P, <-P
k=1

h
-2P—i1+1< 22‘,PfiK < - P—il—l
k=1

bulunur. m

i) i, ciftise On Teorem 3.1 ve On Teorem 3.2 den yararlanarak

bulunur. m
Ornek [7]

Egeri,=7 tek sayi ve i, =5, i,=2 olsun.

2P <2(P_,+P 4P ,) <-P

55
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140 < 392 < 408

bulunur.

Eger i, =6 cift sayi ve i, =4 ,i,=1 olsun.

P ,<2(P 4P ,+P ) <-2P ,

-169 <-162 < 58

bulunur.

3.7. On Teorem [7]

n>0, k>0 olmak Uzere

-P,<n<P_, ,-1ise; k>/ >0 olacak sekildeki ¢/ tamsayilari igin

P i P o1 SN=-P 5 <P s P i <O (3.34)
dir.

Ispat

Py <n<P_, -1 (3.35)
olsun.

Es. 3.35 in her tarafini -1 ile carpip daha sonra P _,, , eklersek;



1<P ok N <P —2k-1 +P —2k

elde edilir.

Es. 1.9 ve Es. 1.14 kullanilarak

P —2k-1 +P —2k =P 2k+1 -P 2k

yazilabilir.

Es. 3.37, Es. 3.36 da yerine yazilirsa,

1< P—Zk—l -n< P2k+1' sz

bulunur.

p bir tamsayl ve m > 2 olmak Uzere

O0<P,ns<p< Py (p>1)
0< P, 4<p=<P,., (p>0)
dir.

Her p>1 tamsayisi igin

0< szfz -PZm—4 <ps PZm—l- szfz (m22)

dir.

57

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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Eger p=P ,, ,-n alinirsa; m+/¢=k+1 olmak uzere k>/¢ >0 kosuluna uyan /¢

tamsayilari vardir. m= k-/+1 alinip p ve m degerleri Es. 3.39 da yerlerine

yazilirsa,

0< szfzm' P2k—2(—2< P—Zk—l -n < szfzm' PZk—Z( (3-40)

elde edilir.

Es. 3.40 in her tarafini -1 ile garparsak,

PZk—Z(- szfzm =n- sz—1< P2k72/;72 - PZk—Z/,—l <0 (3-41)

bulunur.

Es. 3.41 icin Es. 1.14 kullanilarak

-P —2k+20 " P —2k+20-1 <n- P—zk—l <- P—2k+2/,+2 - P—2k+2/,+1 <0

bulunur. m

3.8. On Teorem [7]

n>0, k>0 olmak Uzere

P ., <n< -P_, ise;

k> /¢ >0 olacak bigimdeki ¢ tamsayilari igin

0<-P —2k+20+2 "~ P —2k+20+3 <n-P —2k+1 <-P —2k+2¢ P —2k+20+1 (3-42)



dir.

Ispat

olsun.

Es. 3.43 Un her tarafina -P _,, , eklersek

0<n- P—2k+1 < 'szk' P—2k+1

elde edilir.

Es. 1.9 ve Es. 1.14 kullanilarak

-P -2k~ P—2k+1 = sz - sz—l

yazilabilir.

Es. 3.451, Es. 3.44 de yerine yazarsak

0<n- P—2k+1 < sz -P 2k-1

bulunur.

Her p>0 tamsayisi igin,

0< sz—4' sz—s sp=s sz—z' sz—3 (mZ?’)

yazilabilir.
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(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)
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Egerp=n-P _,  alinirsa; m+/=k+1 olacak sekilde k>/ >0 koguluna uyan
¢ tamsayilari vardir. m=k-/+1 alinip p ve m deg@erleri Es. 3.47 de yerlerine,

yazilirsa,

0< szfszz' sz—2/—3 <n- P—2k+1 < szfzzz' szfzm (3-48)

olur.

Es. 3.48 icin Es. 1.14 kullanilarak

0<-P —2k+20+2 ~ P—2k+2/,+3 <n- P—2k+1 <-P —2k+20 " P—2k+2(+1

bulunur. m

3.9. On Teorem [7]

n<0, k>0 olmak Uzere,

P_,<n<-P_, ise k>¢ >0 kosulunu saglayan ¢ tamsayilari icin

0<-P —2k+20+2 -P —2k+2/+3 =n 'P—zk <-P —2k+2/ -P—2k+21f+1 (3-49)
dir.

Ispat

szk <ns< -P—2k+1 (3.50)
olsun.

Es. 3.50 nin her tarafina -P _,, eklenirse
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O<n- P o <-P 5P s (3.51)

elde edilir.

Es. 1.9 ve Es. 1.14 kullanilarak,

-P -2k -P—2k+1 = sz -P 2k-1 (3-52)

yazilabilir.

Es. 3.52, Es. 3.51 de yerlerine yazilirsa

O<n-P ,,<P,-P,, (3.53)

bulunur.

Her p>0 tamsayisi i¢cin Es. 3.47 gecerli idi.

Eger p= n - P_, alinirsa; m+/=k+1 olmak Uzere k>/>0 kosuluna uyan ¢

tamsayilari vardir. m=k-/+1 alinip p ve m degerleri Es. 3.47 de yerlerine

yazilisa,

O<P 2k-20-2" P 2k-2¢-3 <n-P -2k <P 2k-2¢ " P 2k-20-1 (3-54)

elde edilir.

Es. 3.54 icin Es. 1.14 kullanilarak

0<-P —2k+20+2 -P—2k+2/,+3 <n- P—Zk <-P —2k+20 " P—2k+2/f+1

bulunur. m
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3.10. On Teorem [7]

n<0 , k>0 olmak Uzere

-P ., <n<P_,-1ise k>/ >0 koguluna uyan ¢ tamsayilari igin

PP oiris Sn-P_ o <-P 1509 °P si2s <0 (3.55)
dir.

ispat

Py SN<P -1 (3.56)
olsun.

Es. 3.56 nin her tarafini -1 ile garpip daha sonra da P _,, eklersek,

1<P_,-n< P, -P_, (3.57)

elde edilir.

Es. 1.9 ve Es. 1.14 kullanilarak,

P—Zk—l +P—2k =P2k+1' sz (3-58)

yazilabilir.

Es. 3.58, Es. 3.57 de yerine yazilirsa,
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1<P ,,-n <P ,.-P, (3.59)

bulunur.

Her p>1 tamsayisi igin, Es. 3.39 gegerliydi.

Eger p=P ,, -n alinirsa; m+/=k+1 olmak Uzere k>/¢>0 kosuluna uyan /¢

tamsayilari vardir. m=k-/+1 alinip p ve m degerleri Es. 3.39 da yerlerine

yazilirsa;

0< PZk—Z(—l- sz—2€—2 < P—Zk- n=< szfzm' szfze (3-60)

olur.

Es. 3.60 In her tarafini -1 ile garparsak,

szfze' Pzt«zm <n- P—Zk < sz—2€+2- PZk—Z(—l <0 (3-61)

bulunur.

Es. 3.61 igin, Es. 1.14 kullanilarak,

-P —2k+2¢0 P—2k+2€—1 <n- P—Zk <-P —2k+20-2 " P—2k+2£+1 <0

elde edilir. m

Ayrica, On Teorem 3.7 de n=P _, -1 alinirsa,

n-P_,,=-1=P_+P,
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olur.

On Teorem 3.10dan=P_, -1 alinirsa,

n-P ,=1=P +P,

olur.

3.4. Zeckendorf-Pell Algoritmasi (ZP Algoritmasi) [7]

ZP Algoritmasi; pozitif veya negatif her tamsayinin negatif indisli Pell

sayilarinin toplami olarak yazilabilecegini ifade eder.

ikinci bélimde Fibonacci sayilari igin tanimladigimiz Z algoritmasinda oldugu

gibi bu ZP algoritmasinda da 5 durum s6z konusudur.

Sembolik olarak bu durumlari x=1,2,3,4,5 olmak lzere ZP , , ile gésterelim.

1) x=1 i¢in ZP, olur. Bu durumda; n=P , veya n=2P ,ise; herhangi bir

igsleme gerek yoktur.

2) x=2 igin ZP, olur. (On Teorem 3.7 den yararlanilir.) Bu durumda; n>0

(n=P _,ve n=2P ), k>0 olmak Uzere

P,<n<P,, veya bu esitsizlige denkolarak -P , <n<P_, , ise

n= P—zk—l +( n- P—2k—l )

yazilir ve n-P_,,, icin bu algoritma uygulanir.
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3) x=3 igin ZP, elde edilir. (On Teorem 3.8 den yararlanilir.) Bu durumda;

n>0 (n=P _,ve n=2P ), k>0 olmak Uzere

P,,<n<P, veya bu esitsizlige denk olarak P_, ., <n<-P_, ise

n= P-2k+1 +( n- P—2k+1 )

yaziir ven-P _,, ., igin bu algoritma uygulanir.

4) x=4 igin ZP , elde edilir. (On Teorem 3.9 dan yararlanilir.) Bu durumdaj

n<0 (n=P _,ve n=2P ), k>0 olmak lzere

P,,<-n<P, veya bu esitsizlige denk olarak P , <n<-P_,  ise

n= P—2k+ (n'P-zk)

yazilir ve n-P _,, igin algoritma uygulanir.

5) x=5 igin ZP,elde edilir. (On Teorem 3.10 dan vyararlanilir.) Bu

durumda; n<O (n=P _,ven=2P ), k>0 olmak lzere

P,<-n<P,., veya bu esitsizligedenkolarak, -P_,  ,<n<P_,ise

n= szk +(n'P—2k )

yazilir ve n-P _,, i¢in algoritma uygulanir.
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3.3. Teorem [2,7]

ZP Algoritmasi kullanilarak her N tamsayisinin negatif indisli Pell sayilari ile
asagidaki gibi tek turlt ifade edilebilir. Agikga bu gosterim

0,=0,1veya2ve o,=2=> «,,=0 (i>1) olmak lzere

N=>" o, P bigimindedir.

i=1

ZP Algoritmasinin nasil ¢alistigini gdsteren érnekler verelim.

Ornek [7]
1) n =792 olsun. ZP On Teorem k /
792 = 985+(-193) ZP, 37 4 0
=P _,+(-408+215) ZP, 39 4 0
=P+ P_ +(169+46) zP, 38 4 0
=P ,+P_+P_ +(29+17) zZP, 38 3 0
=P ,+P +P _,+P +(29+(-12)) ZP, 3.7 2 0
=P ,+P +P_+2P +P , ZP, islem yapilmaz.
2) n=-792 olsun. ZP On Teorem k ¢
-792 = -408+(-384) ZP, 3.10 4 0
=P +(-408+24) ZP, 39 4 0
= 2P _ +(29+(-5)) ZP, 37 2 0
= 2P+ P_ +(-12+7) ZP, 39 2
=2P +P_+P_, +(5+2) ZP, 38 2 0

=2P +P +P_+P_+2P | ZP, islem yapilmaz.
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Tamsayilarin negatif indisli Pell sayilari ile Zeckendorf

gOsterimleri [3]

Cizelge 3.1.
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4. SONUG VE ONERILER

Bu caligsmada, tamsayilarin bazi kogullar altinda Fibonacci ve Pell sayilarinin

toplami bigiminde tek turlu olarak yazilabilecegini ele aldik.

Q,=2 ve Q,=2 baslangig degerleri icin,

Q =2(Qn + Qn—1

n+1

indirgeme bagintisi ile tanimlanan { Q,, } Pell-Lucas say! dizisinin n<0 igin;

Q. .=-2Q,+Q

n+1

esitligi kullanilarak negatif indisli terimleri hesaplanabilir.

{ Q,} Pell-Lucas sayi dizisinin bitin elemanlari ¢ift sayilar oldudu igin,

tamsayilarin Pell-Lucas sayilari kullanilarak Zeckendorf gdsteriminden s6z

edemeyiz.

Fibonacci ve Pell sayi dizileri i¢in yapilan bu ¢caligmanin baska sayi dizileri

icin de gegerli olup olmadigi arastirilabilir.
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