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ON sOZ

?w, C, ¢ Ve ¥, ile sirastyla biitiin smirli, yakinsak, sifir dizilerinin ve 1 < p < o olmak tizere
p —mutlak yakinsak serilerinin uzayini gosterecegiz. Ayrica cs ve bs ile sirasiyla yakinsak ve sinirli seri

teskil eden uzaylari ¢s = {x = (x) € w: Qh—o Xi)meo € C} ve bs = {x = (x) € w: QR0 Xi)meo € oo}
1
seklinde ~gosterecegiz. ¢, (1<p <o) ve {, uzayl, sirasiyla ||x||,gp = Crolx PP ve

[1x]lee = Supy|xx| normu ile birlikte BK-uzaylaridir.
X ve Y dizi vzaylan i¢in S(X,Y) climlesini S(X,Y) = {z = (z;): xz = (x,2;) €Y her x € X}
seklinde tamimlayalim. S(X,Y) ={z = (z,):xz = (xyz,) €Y her x € X} ile bir X dizi uzaymm
X%, XP ve XV seklinde gosterilen a,p ve y dualleri
X*=5(X,4,), XB=S(X,cs) ve XY =S(X,bs)
seklinde gosterilir.

Fibonacci sayilart f; = 0 ve f; = 1 olmak iizere f, = f,_1 + fnu_2;n = 2 seklinde tekrar eden
lineer denklemler ile tamimlanan {f,}s_, say1 dizisidir. Fibonacci sayilarinin bazi ozellikleri asagidaki
gibidir:

Her n € N igin X7 f2 = fufasts 2ico fe = fasz — 1 VE z;:;lﬁ yakinsaktir. Debnath ve Saha
[10]

fr

fak = fasz — 1
0 ,aksidurumda

,(1<k<n)

olacak sekilde yeni bir F = (f;,; )y =1 Fibonacci matrisi tanimladilar. Bu liggensel bir matristir. k < n igin
fan #0ve k >nicin (n =1,23,..), fur =0 dir. Ayrica bir regiiler matristir. Ayn1 zamanda E, =
{fn(0)}r-, olmak lizere agagidaki dizi uzaylarini gosterdiler.

X(F)={x=(x) eEw:E, €X},X ={c,co, o}
Bu uzaylarin baz1 temel topolojilerini ve cebirsel 6zelliklerini ¢alistilar. c(F), co(F) ve €4 (F) uzaylar
llxllxmy = lIFllx = supnlfi,(x)] ile verilen normla BK-uzaylaridir. Burada X € {c, co, £} dir.

Ercan ve Bektas [11] Fibonacci sayilarmin regiiler matrisi kullanilarak, 0 < p < oo olmak tizere
€,(F) dizi uzaym tanimladilar. Schauder bazi, a—, 8 — ve y —dualleri gibi topolojik &zelliklerini ve
diizgiin konveks, kesin konveks ve siiper-refleksive gibi geometrik ozelliklerini verdiler. Ayrica ¢, (F)
uzayindan klasik dizi uzaylarina bazi matris siniflarini da karakterize ettiler.

Bu caligmay1 hazirlamamda bana destek olan ve her safhasinda yardimini esirgemeyen tez
danigmanim degerli hocam Prof. Dr. Cigdem BEKTAS ’a, tezin diizenlenmesinde bana yardim eden
arkadasim Dr.Ogr.Uyesi Mehmet ELALDI’ya ve tez calismam boyunca beni yalmz birakmayan esime

sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Yakup BAYANCUK

Elazig, 2021
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OzET

Fibonacci Sayilarinin Regiiler Matrisi Kullanilarak Tanimlanmis Yeni Bir
BK-Uzay1

Yakup BAYANCUK

Yiiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiist

Matematik Anabilim Dali
Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi

Temmuz 2021, Sayfa: viii+32

Bu caligma da oncelikle tez boyunca kullanacagimiz temel tanim ve teoremlerden bahsettik.
Fibonacci sayilar1 yardimiyla tanimlanmig bazi dizi uzaylar1 ve bunlarla ilgili kapsama bagintilarini verdik.
Daha sonra ¢,(F) dizi uzay: tamtildi. Bu uzayin BK-uzay1 oldugu gosterildi. €,(F) dizi uzaymin bazi
ozellikleri incelendi. Ayrica £,(F) uzaymnin a—, 8 — ve y — dualleri hesaplandi. £,(F) uzay1 {izerindeki

matris doniisiimleri ve bu uzayin bazi geometrik 6zellikleri incelendi.

Anahtar Kelimeler: Dizi uzaylarinda matris doniisiimleri, a—, § — ve y — dualleri, geometrik 6zellikler
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ABSTRACT

A New BK-Space Derived By Using Regiiler Matrix of Fibonacci Numbers
Yakup BAYANCUK

Master's Thesis
FIRAT UNIVERSTY

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
Analysis and Function Theory
July 2021, Pages : viii+32

In this study, we first talked about the basic definitions and theorems that we will use throughout
the thesis. We have given some sequence spaces defined with the help of Fibonacci numbers and their
coverage relations. Then the array space ¢,(F) was introduced. This space has been shown to be BK-
space. Some properties of the £,,(F) sequence space are investigated. In addition, a—, 8 — and y — duals
of £,(F) space were calculated. Matrix transformations on ¢, (F) space and some geometric properties of
this space are examined.

Keywords: Matrix transformations in sequence spaces, a—, 8 — and y — duals, geometric properties
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SIMGELER VE KISALTMALAR

cs

bs

FK

BK

o>

: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

: Rasyonel sayilar kiimesi

: Reel ya da kompleks terimli tiim diziler uzayi
: Siurh diziler uzayt

: Yakinsak dizilerin uzay1

: Sifira yakinsak dizilerin uzay1

. p-mutlak yakinsak dizilerin uzayi

: Yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay1

: Sinirls seri teskil eden dizilerin uzay1

: Fréchet Koordinat Uzay1

: Banach Koordinat Uzay1

: Hemen hemen yakinsak dizilerin uzay1

: Sifira hemen hemen yakinsak dizilerin uzay1

: Altin oran
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1. GIRIS

Fibonacci sayilar1 matematikte oldukca onemlidir. Bu sayilarin yine matematikte baska
bir ¢ok Onemli kavram olan altin oranla iliskisi vardir. Fibonacci sayilar ile ilgili bir ¢ok
matematik¢i calismalar yapmustir. Bu yazarlar yeni Fibonacci matrisi, dizi uzaylarin1 ve bu
uzaylarin temel topolojilerini ve cebirsel 6zelliklerini ¢alistilar. Fibonacci sayilari yardimriyla
tanmimlanmis dizi uzaylar ile ilgili pek ¢ok ¢alisma Kalman ve Mena [19], Candan [22], Kara ve
Demiriz [27], Talebi ve Dehghan [28] v.s. tarafindan yapildi. Son olarak Debnath ve Saha [10]
yeni bir Fibonacci matrisi alarak bazi yeni dizi uzaylar1 tamimladilar ve bu uzaylarin BK-uzaylari
oldugunu gosterdiler. Ayn1 zamanda bu uzaylar arasindaki kapsama bagintilarini, bazi topolojik
ve cebirsel 6zelliklerini incelediler.

Bir X dizi uzayma eger X bir Banach uzay1 ve her k € N i¢in 74: X - C, 75(x) = xi
stirekli ise bir BK-uzay1 denir. Burada C kompleks sayilar cismini gostersin. ve N = {0,1,2, ...}
dir.

X,Y herhangi iki dizi uzay1 ve n,k € N olmak tizere A = (a,x) , ani reel sayilarin
sonsuz bir matrisi olsun. Bu taktirde her n € N icin (Ax), = Xk ankXx olmak iizere her
tamimlar. (X:Y) ile A: X — Y olacak sekilde biitiin A matrislerinin sinifin1 gosterecegiz.

Debnath ve Saha [10] da

fx

fnk = fn+2 -1
0 ,aksidurumda

,(1<k<n)

olacak sekilde yeni bir F = (f;;x ) =1 Fibonacci matrisi tanimladilar. Bu tiggensel bir matristir.
k<nign fp, #0ve k >nicin (n = 1,2,3,...), fur = 0 dir. Ayrica bir regiiler matristir. Ayni
zamanda F, = {f,,(x)}n=1 olmak iizere asagidaki dizi uzaylarim gosterdiler.
c(F) ={x=(xx) Ew:E, € c}
co(F) = {x = (x) € w: Fy € ¢}
Lo(F) ={x = (x;) EwW:F, € £}

Bu uzaylarin bazi temel topolojilerini ve cebirsel 6zelliklerini ¢alistilar. c(F), co(F) ve
Yoo (F) uzaylarimin ||x|[xsy = [|Fcllx = supnlfn(x)| ile verilen normla BK-uzaylaridir. Burada
X €{c,cg,t} dir.

Bu yazarlarin ¢alistigi Fibonacci sayilarinin regiiler matrisini kullanarak yeni bir BK-uzay1

lizerine ¢alisacagiz.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamim 2.1: X bos olmayan bir climle ve K reel veya kompleks sayilar cismi olsun.
+HXXX->Xve.: KXX->X
fonksiyonlar1 asagidaki ozellikleri saglarsa X ciimlesine K cismi iizerinde bir vektor(lineer)
uzayi adi verilir. V x,y,z € X ve V a,b € K igin
V)x+y=y+x
V) (x+y)+z=x+(y+2)
V3)Vx € X igin x + 6 = x esitligini saglayan bir tek 8 € X vardir.
V4)V x € X igin x + (—x) = 0 esitligini saglayan bir tek —x € X vardr.
V5)1.x =x
V6) a(x +y) = ax + ay
V7) (a+ b)x = ax + bx
V8) a(bx) = (ab)x
dir. Bu uzaymn elemanlarina da vektor veya nokta adi verilir. K = R alinirsa X’ e bir reel

vektor uzay1 K = C alimirsa X’ e bir kompleks vektor uzayi adi verilir [1].

Tamim 2.2: X bir K cismi tizerinde bir vektor uzayr ve M c X olmak iizere;
Vx,yEMveVceEKigin,x+y€EM,c.x €M oluyorsa X’ in bir M alt ctimlesine alt

vektor uzayi denir [1].

Tanim 2.3: X bos olmayan bir ciimle olsun. V x,y,z € X icin;

M1)d(x,y) =0

M2)d(x,y) =0 x =y

M3) d(x,y) = d(y,x)

M4) d(x,z) < d(x,y) +d(y,2)
ozelliklerine sahip d: X X X — R fonksiyonuna metrik ve (X, d) ikilisine de metrik uzay denir.
M1,M3 ve M4 sartlarin1 saglayan d fonksiyonuna bir yari metrik, (X,d) ikilisine de yar1

metrik uzay denir [1].

Tanim 2.4: X, K cismi {izerinde bir lineer uzay olsun.
II.]l: X » R
fonksiyonu asagidaki Ozellikleri saglarsa ||.|| fonksiyonuna X tizerinde bir norm ve (X, ||.|])

ikilisine de bir normlu uzay denir. Vx,y € X veV a € K igin;



N1) [|x][ =0
N2) |[x] =0 x=86
N3) llax|l = falllx]|
N4) llx + Il < llxIl + [yl
dir. Eger N2) yerine N2°) x = 8 = ||x|| = 0 sart: alinirsa yarinorm elde edilir [1].

Tanim 2.5 : K bir cisim ve X bir vektor uzay1 olmak iizere <.,.>:X X X — K donlsiimii
asagidaki sartlart sagliyorsa <.,.> doniisiimiine X iizerinde bir i¢ ¢arpim ve (X, <.,.>)
ikilisine de bir i¢ ¢arpim uzay1 denir. Her x, y, z € X ve «a skaleri i¢in
. <x,x>=20ve <x,x>=0Sx=20,
ii. <x, y>=<y, x> (kompleks eslenik ),
iii. <ax,y>=<x,ay>=a<xy>
iv. <x+y,z>=<x,z>+<y, z>dir.
X lizerinde tanimlanan bir i¢ ¢arpim, X iizerinde
I x lI=< x,x > /2 2.1)

ile verilen bir norm tanimlar. Buna gore, i¢ ¢arpim uzaylar1 birer normlu uzaylardir [3].

Tanim 2.6: Bir (X, <.,.>) i¢ carpim uzay1 (2.1) normuna gore tam ise bu i¢ ¢arpim uzayina

Hilbert uzay1 denir [3].

Teorem 2.7 (Paralel kenar kanunu ): Herhangi bir i¢ ¢arpim uzayinda
Ihx+y 12+ x =y 7= 20 x 1>+ y I1?)
esitligi saglanir [3].

Tanim 2.8: Tanim climlesi N dogal sayilar ciimlesi olan fonksiyona dizi denir. Diziler deger
ciimlelerine gore gesitli isimler alirlar. Eger dizinin deger ciimlesi R reel sayilar ciimlesi ise

diziye reel terimli dizi,Q rasyonel sayilar ciimlesi ise diziye rasyonel terimli dizi ad1 verilir [4].

Tanmmm 2.9: £ > 0 ve a € R olsun.
K={x:lx—al<egx € R}

kiimesine a nin e-komsulugu denir [4].



Tamm 2.10: (X, ||.|]) bir normlu uzay ve x = (x,,), X uzayinda bir dizi olsun. Eger V & > 0
icin Vm,n>n, iken ||x,, —x,|l <& olacak sekilde bir ny = ny(e) € N sayis1 varsa

x = (x,) dizisine Cauchy dizisi denir [5].

Tamm 2.11: (X, ||.]|) bir normlu uzay ve x = (x,), X uzayinda bir dizi olsun. Eger V € > 0
icin Vn > ny iken |[x, — x|| < & olacak sekilde bir ny = ny(e) € N sayisi varsa x = (x,)

dizisi x’ e yakinsaktir denir ve lim,, x,, = x veya x,, = x seklinde yazilir [5].

Tanmm 2.12: (X, ||. ||) normlu uzayinda her Cauchy dizisi bu uzayin bir noktasina yakinsiyorsa

bu normlu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzay1 denir [6].

Teorem 2.13: Bir X Banach uzayinin bir Y alt uzayinin tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart, ¥

uzayinin X uzayinda kapali olmasidir.

Tanim 2.14: (X, d) metrik uzay ve M c X olsun. M’nin noktasi olabilen ya da olmayan bir
Xo € X alalm. Eger x, 1 her bir komsulugu x,’dan farkli en az bir y € M noktasi igeriyorsa
Xo noktasina M’nin yigilma noktast denir. “x,’mn bir komsulugu” ifadesi ile X in x,’mn en az

bir ¢ —komsulugunu i¢eren herhangi bir alt ctimlesini anlatmak istiyoruz.

Tanmm 2.15: (X,d) metrik uzay ve M c X olsun. M’nin noktalariyla, M’nin yigilma

noktalarindan olusan ciimleye M nin kapanist denir ve M ile gosterilir.
Teorem 2.16: M nin kapali olmast icin gerek ve yeter sart M = M olmasidir.

Teorem 2.17: (X, d) bir metrik uzay M c X ve M, M ciimlesinin kapamsin1 gstersin. x € M
olmasi i¢in gerek ve yeter sart, x,, = x olacak sekilde M ctimlesinde bir (x,,) dizisinin mevcut

olmasidir.

Tamm 2.18: w, biitlin x = (x,,) dizilerinin uzayidir. Bu uzayda metrik;

c 1 |xn ynl
d(x,y) = E T
(x y) 127’1 1 I |xn ynl
n=

seklindedir.

Tanim 2.19: w’ nin herhangi bir alt vektor uzayina bir dizi uzay1 denir [7].

4



Tamim 2.20: A ve B iki kiime olsun. A dan B ye olan bir f bagintisi

i) Vx€A igin(x,y) € f olacak sekilde 3y € B bulunabilir
i) (x,y)ef ve (x,z) ef ise x=z dir.

sartlarini sagliyorsa A dan B ye bir fonksiyondur [4].

Tanmm 2.21: AC R, f:A — R bir fonksiyon ve a € A olsun. lim,_, f(x) = f(a) ise f

fonksiyonu a noktasinda siireklidir [4].

Tamm 2.22: A,B € Rve f: A = B olmak iizere V x € A i¢in |f(x)| < K olacak sekilde bir K

pozitif reel sayisi varsa f fonksiyonuna sinirlidir denir [4].

Tanim 2.23: Terimleri reel ya da karmasik sayilardan olugan ve terimlerinin salt degerlerinin

toplam1 yakinsak olan x = (x,,) dizilerinin olusturdugu kiimeye ; uzay1 denir [7].

L= {x = (xn):z:lxnl < oo}
n=1

Tanim 2.24: Terimleri reel ya da karmasik sayilardan olusan ve terimlerinin salt degerlerinin

karelerinin toplam1 yakinsak olan biitiin dizilerin olusturdugu uzaya [, uzayi denir [7].

I, = {x = () () bl < oo}
n=1

Tanmm 2.25: £, , x = (x,) biitiin smirh diziler uzay1 olmak tizere; sinirh diziler uzaymnin
matematiksel ifadesi, €, = {x = (x,) : sup,|x,| < 0} seklindedir. Ayrica €, dizi uzayi

d(x,y) = supy|x, — yn| metrigi ile birlikte bir metrik uzaydir [7].

Tamm 2.26: p = (p,,) pozitif sayilarin smirl bir dizisi olsun, £(p) = {x = (x,,) : X|x, | <

oo} seklinde tamimlanir. Bu durumda 0 < p, < supp, = H < o iken, £(p) lizerinde bir

1
dogal metrik; d(x,y) = Xlx,, — ¥ /") , M = max (1, H) dir [7].

Tamm 227: ¢, ile 1<p <o olmak iizere p-mutlak yakinsak serilerinin uzaym

gosterecegiz [7].



Tamim 2.28: ¢ uzayi, yakinsak diziler uzayidir. Yakinsak diziler uzaymnin matematiksel
ifadesi, ¢ = {x = (x,) E w:3¢ € C = lim,o|x, — £|P» = 0} seklindedir. Ayrica c dizi

uzayl d(x,y) = supy,|x, — y,| metrigi ile birlikte bir metrik uzaydir [7].

Tamim 2.29: ¢, uzay, sifir dizileri uzayidir. ¢y = {x = (x,,) € w: limy,_,|x, | = 0} ayrica

d(x,y) = supy|x, — y| metrigi ile birlikte bir metrik uzaydir [7].

Teorem 2.30: f4,c Ve ¢y uzaylar, ||x|le = suppenlx,| normu ile ve £,(p =1)

1
uzayl, ||xll, = (Xnlx,|?)P normu ile Banach uzaylaridir.

Tamim 2.31: X bir lineer topolojik dizi uzay1 ve ¥V n € N i¢in
T X = C1(x) =x,

dizisi siirekli ise K-uzay1 denir. Eger X Banach uzayi ise X uzayina BK-uzay1 denir [2].

Tanmm 2.32: X lineer bir metrik uzay ve d, X tizerinde bir metrik olsun. Bu taktirde eger
cebirsel islemler X tizerinde siirekli ise X e bir lineer uzay denir. Bir lineer X metrik uzayinin

cebirsel iglemlerinin siirekliligi asagidaki gibi tanmimlanir:

Eger x,, = x, y, > y Ve 4, = A, (n - =) iken olacak sekilde (x,,) ve (x,,) X’te iki dizi ve
(1) bir skaler dizi ise, bu taktirde x, +y, = x+y ve 1,.x, > A.x , (n = oo) dir. Bu
demektir ki d(x,,x) = 0, d(¥p,y) 2 0ve 1, > A (n - o) iken d(x,, + y,,x +y) - 0 ve
d(Ay.xp, 1. x) = 0, (n = o) dir. Bir tam lineer metrik uzayma FK-uzay1 (Fréchet Koordinat

Uzay1) denir [2].

Tanmm 2.33: X bir FK-uzay1 olsun. Ayrica X uzayinin metrigi normlanabiliyorsa bu uzaya

BK-uzay1 (Banach Koordinat Uzay1) denir [2].
Teorem 2.34: £, c Ve ¢y uzaylari ||x|| = supgen|xi| normu ile birlikte BK-uzaylaridir.

Ispat: Gergekten £, c Ve cq dizi uzaylarmim yukarida verilen norma gore birer Banach uzayi
olduklarini biliyoruz. Simdi bu uzaylarin siirekli koordinat doniisiimlerine sahip olduklarmi
gosterelim.

X € {c, cg, ¥} olmak iizere her n € N i¢in

[Tn ()] = |xn| < suplxy| = llx|le < o0
neN



olup her n € N igin 7,, koordinat doniisiimleri siireklidir. Bundan dolay1 ¢,,c ve ¢, dizi

uzaylari birer BK-uzayidirlar [7].

Tamim 2.35: cs ile yakinsak seri teskil eden uzay1 ¢s = {x = (x) € w: QR0 Xx)meo € €}

seklinde gosterecegiz.

Tamm 2.36: bs ile smirh seri teskil eden uzay1 bs = {x = (x;) € w: Qo Xi)neo € Lo }

seklinde gosterecegiz.

Tamim 2.37: X ve Y dizi uzaylari i¢in S(X,Y) climlesini
SX,Y)={z=(z1):xz=(xy.2,) EY,Vx € X} (2.2)
seklinde tammlayalim. (2.2) notasyonu ile bir X dizi uzaymm X% Xf ve X7 seklinde
gosterilen a, 8 ve y dualleri
X*=5(X,2,), XP =S(X, cs) ve XY =S(X,bs)

seklinde gosterilir.

Tanmm 2.38: Normlu bir X uzayma; x,y € X i¢in ||x|| =1, [lyll =1 ve ||x —y|| = ¢ iken
|5Gc+3)|| < 1- 6 olacak sekilde herhangi bir & € (0,2] igin & = 6(¢) > 0 meveut ise

diizgiin konveks denir [8].

Tamim 2.39: Normlu bir E uzayina Vx,y € E igin x # y, ||x|| = ||yl| = 1 iken ¥ 1 € (0,1)
icin |[|A.x + (1 — A1).y|| < 1 ise kesin konveks denir [9].

Tanim 2.40: Diizgiin konveks olmayan ya da diizgiin kare olmayan bir Banach uzayina

izomorfik olan Banach uzayina siiper-refleksive(stiper-donislii) denir [12].

Tanim 2.41: p>1 ve %+% =1 olmak iizere x = (xx) € l,,y = (yx) € l; alahm. Bu

takdirde

o) [e's) 1/p (o) 1/q
> v < (leup) .(Z|yk|q>
k=0 k=0 k=0

esitsizligi vardir. Bu esitsizlige Holder Esitsizligi denir [1].



Tammm 2.42: X, K cismi {izerinde bir vektér uzayr ve A,4,,..,4, € K olsun.
Axg + Axy + -+ Ay x,  elamanlant  xq, x5, ..., %, € X’in lineer kombinasyonu olarak
adlandirilir. A = {x1, X, ..., x,} olmak tizere Y/~ A;x; olarak yazilan elemanlar kiimesinin
lineer skaleri veya A’nin tiim lineer kombinasyonlaridir. Yine X’ in sonlu sayida bir A alt
kiimesi Y)j=; A;x; =0 ve 4; =0,i =1,2,...,n i¢in oluyorsa A’ ya lineer bagimsiz bir kiime

denir. Lineer bagimsiz degilse lineer bagimli olarak adlandirilir [13].

Tammm 2.43: X ve Y, K cismi iizerinde iki vektdr uzay1 olsun. Bir f: X — Y doniisiimii her
X, y€EX ve A, €K i¢in f(A1x1 + Ayx5) = A1f(x1) + A2f (xp) sartin1 saglarsa bu
doniisiim bir lineer doniistim ( lineer transformation veya homomorfizma) olarak adlandirilir.
Eger f doniisiimii birebir ve Orten ise f doniisiimiine izomorfizm, X ve Y vektor uzaylarina

izomorfik uzaylar denir ve X = Y seklinde gosterilir [13].

Tanim 2.44: X uzayindan Y uzayina f izomorfizmi uzakliklar1 da koruyorsa f ’ye X’den Y’ye

bir izometri, X ve Y ’ ye de izometrik olarak izomorfik uzaylar denir [13].

Tamm 2.45: Bir T lineer operatorii, asagidaki 6zellikleri ger¢ekleyen bir operatordiir:
i. T’nin D(T) tamim bolgesi bir vektor uzay olup, R(T) deger bolgesi, ayni cisim tizerinde
bir vektor uzaydir.
ii. Her x,y € D(T) ve a skaleri i¢in,
Tx+y)=Tx+Ty
T(ax) = aTx
dir [7].

Tamim 2.46: L: £, = R lineer olsun. Eger
i. x = (x,) olmak lizere her n i¢in x,, = 0 ise L(x) = 0
ii. e=(11,..)iginL(e) =1
iii. (@x),, = x,41 olmak tizere L[(¢px),] = L(x) veya L(x,+1) = L(xy)

sartlar1 saglaniyorsa L’ye bir Banach limiti denir [14].

Biitiin Banach limitleri esit olan diziye hemen hemen yakinsak dizi denir. Hemen
hemen yakinsak dizilerin uzayr ¢, sifira hemen hemen yakinsak dizilerin uzay1 da ¢, ile

gosterilir ve x = (x;) dizisi s degerine hemen hemen yakinsak ise; ¢ — lim xj, = s yazilir.



Tamim 2.47: Sinirli bir x dizisinin hemen hemen yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart

_ 1
lim——

P
Z Xn+i = S (n'ye gore dizgin olarak)
p p+1 i

olmasidir [14].

Tamim 2.48: Hemen hemen tiim null (hemen hemen sifira yakinsayan) dizi uzaylar1 ve hemen

hemen tiim yakinsak dizi uzaylar sirasiyla &, ve ¢ olmak {izere;

m
Co =1x = (xx) € £o: lim Z Ttk = 0,n’e diizgiin olarak
0 k Oo'rrl—>ook_0T)’L+1 ’ g

m
A . Xn+k I} .. ..
C={x=(xy) Elp:Ja ER 3 lim E = a,n’edlizgiin olarak
mow L m +1

. A X
seklinde tamimlanirlar. Ayrica ¢ uzayr ||x|le = Supmnen |Z§-"=Om”—:’1‘

normuyla bir Banach

uzayidir [15].

Tanim 2.49: Bir lineer X metrik uzaymda (b,)n=, dizisine, her bir x € X igin

X = Y=o An- by, olacak sekilde bir tek (4,,) skaler dizisi varsa bir Schauder bazi denir [1].

Tanmm 2.50: Vn,k €N igin a,; € R (veya C) olmak iizere A = (a,;) Sonsuz bir matris
olsun. Eger Vn,k € N i¢in k > n oldugunda a,;, = 0 ve a,, # 0 ise A = (a,) matrisine

tiggen matris denir [2].

Tanim 2.51: x = (x;) € w herhangi bir dizi ve A = (a,) sonsuz bir matris olsun. Eger
£ Y = (A

ise A = (a,y) matrisine regiiler matris denir [16].

Tammm 2.52: X,Y herhangi iki dizi uzay1 ve n,k € N olmak lizere A = (a,;) reel sayilarin
sonsuz bir matrisi olsun. Bu taktirde her n € N igin

(A = ) anict 23)

K
olmak tizere her x = (x;) € X dizisi i¢in Ax = {(Ax)}n=, dizisi Y de ise A, X den Y ye bir

matris doniigimii tanimlar [16].

Tamm 2.53: (X:Y) ile A: X — Y olacak sekilde biitiin A matrislerinin sinifin1 gosterecegiz.



Teorem 2.54: A € (X:Y) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (2.3)’{in sag tarafindaki seri her bir

n € N ve her bir x € X i¢in yakinsak ve her x € X i¢in Ax € Y olmasidir.

Tanim 2.55: w’nin herhangi bir X alt kiimesi i¢in
X, ={xew:Ax € X}

kiimesine X te A’nin matris bolgesi denir.

Tammm 2.56: Biitiin bos olmayan N’nin sonlu alt kiimelerinin koleksiyonunu F ile

gosterecegiz.

Lemma 2.57(Toeplitz Teoremi): A = (a,;) matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart
asagidaki ii¢ sartin saglanmasidir.
. Vn=123..i¢in Xy |an| < M esitsizligi saglanacak sekilde M > 0 vardr,
ii. Vk=123.. iginlima,; = 0 dir,
i, limy e per Quie = 1

dir [2].

Tamim 2.58: (py) pozitif ve B, = Y.}}—; p olmak tizere
RP = (’fk
seklinde tammlanan R? = (r,\,) Riesz matrisi bir Toeplitz matrisidir. Burada n — oo iken

P, — oo dir [6].

Lemma 2.59: Sonsuz bir A = (a,,) matrisi hemen hemen yakinsayan her diziyi hemen

hemen yakinsak bir diziye doniistiirmesi i¢in gerek ve yeter sart

i Al = supnen Zilank| < o
. C—lim Xk nr =0
iii. ¢— limn_)oo Ank = Ay (Vk € N)

, ) 1 e
iv. limge ka IS o(@nsik—1 — A1 + ax — anyir)| = 0 (n’e diizgiin olarak)

kosullarinin saglanmasidir [18].

Lemma 2.60: A = (anx) € (¢:44) olmast igin gerek ve yeter sart ||A|| < co olmasidir [6].
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3. FIBONACCI SAYILARI YARDIMIYLA TANIMLANMIS
DiZi UZAYLARI VE BAZI KAPSAMA BAGINTILARI

Tamim 3.1: Fibonacci sayilan f, = 0 ve f; = 1 olmak lizere f, = f,_1 + fn_2; 1 = 2 seklinde

tekrar eden lineer denklemler ile tanimlanan {f;, }n=, say1 dizisidir.

_1+45 _1-+5
p=—Fgvef=—7
olmak tizere n-inci Fibonacci sayisi,
qon _ ﬁn
=
¢=B

seklinde bir formiille ifade edilmekte ve bu formiile Binet formiilii denilmektedir. Binet’ in

formiiliinden hareketle,

fars _

lim
n—oo n

oldugu kolayca goriilmektedir. Buradaki ¢ sayisi “Altin Oran” olarak isimlendirilmektedir.

Fibonacci sayilarinin bazi 6zellikleri V n € N igin,

n

D= fufusn

k=0

fk=farz— 1,

fok+1 = fan+2s

= =
||M: ||M=
o o

NGE

fak = fan+1 — 1 ve
0

1
— yakinsak
Z [

=1’k

fr-1-fas1 — ;2 = (D" tiimn = 1 igin (Cassini Formula)

g

seklinde verilebilir [19, 20].



Tamm 3.2: Fibonacci matrisi;

fi
—, (1 <k <
fnk = fn+2_1 ( n)
0, aksi durumda
olmak tizere F = (fx)n k=0 seklindedir. Buda
1 0 0 0 O ]
11 0 0 O
2 2
1124,
4 4 4
1123,
7T 07 177

dir. F matrisinin ti¢ggensel matris oldugu goriiniiyor. Yani k < n igin f,, # 0 ve k > n igin

(n=1,2,3,...), fux = 0 dir ve ayrica Lemma 2.57’ye gore bir regiiler matristir.

Tanm 3.3:

fr+2
olmak tizere asagidaki dizi uzaylarini tanimlayabiliriz [10].
c(F) ={x=(xx) Ew:E, €c}
co(F) = {x = (x) € w: F; € ¢}
Lo(F) ={x=(xx) EW:E, € £}

[es) 1 n
Fx = (R (0}iz ve FaCO) = ) fuikie = ) frakic , (0 EN)
k=1 k=1

Tamm 3.4: Fibonacci matrisi kullanilarak olusturulan £, (F) uzay1
y(F)={xew:Fxet,},(1<p< )

seklindedir. Burada F = ( fnk),( fn) Fibonacci dizisiyle olusturulmus ¢ift band matrisidir ve

( fo+1 o
I_fn , k=n 1
fnkz{ fn k= k,n€eN
) =n
| fare
k 0 , 0<k<n—1lveyak>n

seklindedir [21].
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Tamm 3.5: F(r,s) = (fnk (r, s)) Fibonacci matrisi r, s sifirdan farkli reel sayilar olmak tizere

Sf%+1 , k=n—1
) fa
Jrk(T,s) = fa _ (3.1
r— k=n
fnt1
0 , 0<k<n—1lveyak >n

seklinde tanimlanmustir. (3.1) kullanilarak ¢ (%) dizi uzayimin ¢ uzayindaki déniisimii F(r, s)
dontistimii
m

)’n+j

s =1x = (x) E€p:Ia €ER 3 lim 1= n'de diizgiin olarak

m—oo m
j=0

seklinde tanimlanmustir.
Burada y = 1y, dizisi bir x = x,, dizisinin F(r, s) doniisiimiidiir ve
TXq , n=0

yTL = F(T:S)n(x) = Tixn + S@xn—l )
fr+1 f

seklindedir. Burada agike¢a goriilecegi gibi ¢/ uzayr ¢/(79) = Crrs) seklinde de yazilabilir.

n>1 (3.2)

Eger a = 0 ise ¢/ uzayr CA(}; g seklinde gosterilecektir. Burada F(r,s) matrisi r = 1 ve

s = —1 durumunda F matrisine indirgenebilir [22, 23].

Teorem 3.6: c(F), ¢y(F) ve £, (F) uzaylari
llxllxmy = IFxllx = sup|E,(x)]
n

ile verilen normla BK-uzaylaridir. Burada X € {c, ¢, €} dir [2].

Uyarn 3.7: ¢(F), ¢y (F) ve €4 (F) mutlak deger 6zelligini saglamadigi rahatlikla goriilebilir. Yani
|x| = (|xx|) olmak iizere en az bir x € {c(F),co(F),€o(F)} icin |[x|lxy # |[|lx[llx¢e dir.

Buradan c(F), ¢y (F) ve £, (F) BK-uzaylarimin mutlak deger 6zelligini saglamadigi goriiliir.

Teorem 3.8: c(F), cy(F) ve £, (F) dizi uzaylar sirasiyla c, ¢y Ve £, uzaylarina izomorfturlar.
Yani c(F) = ¢, co(F) = ¢y Vet (F) =4, dur.

Ispat: X; c, ¢, ve £, dan herhangi biriyle ve X (F) sirastyla c(F), ¢y (F) Ve €., (F) uzaylarindan
biri ile tammmlidir. F matrisi tiggensel oldugundan tersi de bir tiggensel matristir ve bu bir tektir.
Boylece Lg:X(F) — X lineer operatorii biitin x € X(F) i¢in Lp(x) = F(x) olacak sekilde
tanimlidir. Buradan X(F) = X elde edilir [2].
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Teorem 3.9: ¢y (F) € c(F) c £, (F) dir.

Ispat: Her keN i¢in x, =1 ve x=ux; dizisi i¢in her n €N olmak iizere
E,(x) = ﬁ k=1fr = 1 elde edilir. Bu da bize Fx € ¢ ve Fx & ¢y oldugunu gosterir. Yine

buradan x € ¢(F) ve x & cy(F) dir. Bundan dolay1 cy(F) < c(F) kesin saglanir.

x = (xp) dizisi; xp - (fk}ﬁfk“ Y keN seklinde tammlansin. Buna gore her
k

n €N igin E,(x) = Zk 1 frexi = (=1)™ dir. Buda bize Fx € 4, ve Fx & c oldugunu

gosterir. Buradan x € {’oo (F) ve x & c(F) olur. Dolayisiyla c(F) € €, (F) kesin saglanir.
co(F) c c(F) c £ (F) agiktr.

Teorem 3.10: ¢y € co(F),c c c(F)vet, € £ (F) dir.

Ispat: F bir regiiler matris oldugundan c, € co(F) ve ¢ € c(F) dir. Simdi x = (xy) € £o

olsun. Her k € N igin |x;, | < M olacak sekilde bir M > 0 vardir. Buradan her n € N igin

RIS 7—— 1kalm = 1ka

dir. Bu da bize Fx € £, yani x € £, (F) oldugunu gosterir. Boylece £, € €4 (F) oldugu

gosterilmis olur.

Ornek 3.11: x = (x;) = (1,0,1,0,1,0, ...) dizisini diisiindiigiimiizde her n € N igin

i) = szxk (it ot f)

elde ederiz. Bu yakinsaktir. Bu da bize Fx € ¢ fakat x € c oldugunu gésterir. Boylece x < c(F)

dir. Bundan dolay1 ¢ © c(F) oldugu goriiliir. Benzer sekilde digerleri de gosterilebilir.
Teorem 3.12: ¢ “f 5) yg 6/ () uzaylari sirasiyla ¢, ve ¢ uzaylarim kapsar.

Ispat: F(r,s) matrisi Lemma 2.59’un sartlarini sagladig igin (&,: ¢) simifindadir. O halde x € ¢,

veya x € ¢ ise F(r,s)x € ¢, veya F(r,s)x € ¢ olur ki bu da &, c ég( 9 ve ¢ ¢ ¢/ oldugunu

_\ne2
gosterir. Simdi de her n € N i¢in (k) = (w

) dizisini alalim. Eger A € {¢,, ¢} ise
F(r,s)(k,) = (1,0,0,..,0,..) =e® €A olur ki (k,)E€E Ap@rs)\A sonucuna varilir. Bdylece

é c“(]; ") e ¢ c ¢f) oldugu ispatlanir.

14



Teorem 3.13: Eger |s/r| < 1/4 ise ég(r's) c £, ve ¢f™S) c ¢, kapsama bagintilari saglanir.

ispat: ¢/("S) c ¢, oldugunu ispatlamak icin |s/r| < 1/4 oldugunu kabul edelim ve herhangi
bir x € ¢/ alalim. O halde y = F(r,s)x € ¢ £, olur. F~1(r, s) ters matrisi Lemma 2.60°1n

sartlarini saglar ve

supSf2\ )
1 2 4s
Al = sup > |fiid ()] < —= ) [ =< ]:f’fl <:2(5) <=
neN & inf 225\ inf 22 T
nENle+1 nean"'1

olur ki bu da (é:%,) sinifinin sartlarmi saglar. Bdylece x = F~1(r,s)y € £,,° dur ve
¢fs) c ¢, bagintist saglanir. Simdi |s/7| = 1/4 alalim. u = (uy) (0’lar 100 tane, 1’ler 10 tane
blok olarak artan sekilde) sinirlt dizisini v = (0, ...,0 ...,1, ...,1,0, ...,0,1, ..., 1, ...) seklinde verelim
[24]. F(r,s)u dizisi hemen hemen yakinsak olmadigindan u € £,,\¢/™%) olur. Boylece
¢f9) < £, kapsama bagmtisimin gegerli oldugu gosterilmis olur. Yine benzer sekilde

el ¢ ¢, oldugu gosterilebilir.

Teorem 3.14: ¢/ (™% yzayi ile ¢ uzay lineer izomorfiktir yani; ¢/ (™) = ¢ *dur.

ispat: Teoremi ispatlamadan 6nce, ¢/("%) uzayindan ¢ uzayma bir L doniisiimiiniin varligma
ihtiyag duyuyoruz. Bu sebepten L déniisiimiinii (3.2) notasyonu yardimu ile ¢7("%) uzaymdan ¢
’ye doniisiimii x - y = Lx = F(r,s)x seklinde olsun. L’nin lineer ve birebir oldugu agiktir. L
doniisiimiiniin 6rten oldugunu gostermek i¢in oncelikle keyfi bir y = (y;) € ¢ alalim ve bu diziyi
F~1(r, s) ters matrisinde yerine yazdigimizda her k € N igin;

k
a 1 —s\*J fi,
X = {F 1(7", S)y}k = Z;(Ts) f}l;}:l Y

j=o

dizisini elde ederiz. O halde (x;) dizisini (3.2)’de yazdigimizda her k € N igin

k . k-1 )

fr o ts fk+1x _ fx 21(—5)"_’ fitn y _|_ka+1 1(—5)"_1_1 fé —y

k k-1 = —\— i —(— =y
fk+1 fr ! fk+1j=07" r fifj+1 g fx r fifi+1

olur. Sonug olarak
fk+] fk+1+]
Xp+j + Xe—1+j
lim Z fk+1+] fk+ = lim —— Z ¢ —lim
m—oo m+1 m-ooom+ 1 Yietj = Yk

j=
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elde edilir ki bu da x = (x;,) € ¢/ oldugunu gosterir. Yani L 6rtendir. Sonug olarak L lineer,
birebir ve orten oldugundan ¢/(™S) ve ¢ uzaylari lineer olarak izomorfiktir ve bu da ispati

tamamlar.

Not 3.15: Bir u lineer metrik dizi uzayinin p4 alt matrisinin bir bazinin olmasi i¢in gerek ve yeter

sart y’niin bir baza sahip olmasidir [25].
Lemma 3.16: ¢ Banach uzaymin Schauder bazi yoktur [26].

Sonuc 3.17: ¢/ (™% yzaymin Schauder baz1 yoktur.

Ispat : Banach uzaymin Schauder bazi olmadigindan ve not dikkate alindiginda /) uzayinin

Schauder baz1 yoktur.
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4.¢,(F) DIZI UZAY1 VE BAZI OZELLIKLERI

Son zamanlarda Fibonacci sayilariyla ilgili pek gok yazar ¢alismistir. Kara £, (F) uzaym
verdi [21]. Ayrica Candan co(F(r,s)) ve c(F(r,s)) uzaylarmi g¢alisti [22]. Kara ve Demiriz
co(F,p), c(F,p) ve £ (F,p) uzaylarimi [27], Talebi ve Dehghan F,, (1 < p < o) uzaylarim
gosterdiler [28]. Debnath ve Saha [10]

_ S
fnk = fn+2 -1
0, aksi durumda

,(1<k<n) 4.1)
olacak sekilde yeni bir F = (f;5 )y k=0 Fibonacci matrisi tanimladilar. Bu {iggensel bir matristir.
k<nigin fp, #0 ve k >n i¢in (n=1,23,...), fux =0 dir. ve ayrica bir regiiler matristir.
Onlar ayn1 zamanda F, = {f;,(x)}n=1 olmak lizere asagidaki dizi uzaylarim gosterdiler.
c(F)={x=(x;) Ew:E, €}

co(F) = {x = (x;) Ew: F; € ¢o}

Lo(F) ={x = (x;) EW:F, € £}
Onlar bu uzaylarin bazi temel topolojilerini ve cebirsel dzelliklerini ¢alistilar. Onlar c(F), co(F)

ve £, (F) uzaylarinin
llxllxy = IFxllx = suplfn ()l (4.2)
n

ile verilen normla BK-uzaylar1 olduklarini gosterdiler. Burada X = {c, ¢y, } dur. Onlar ayn
zamanda bu uzaylar i¢in baz1 kapsama bagintilarini verdiler.

Simdi, F doniisiimleri £,, uzayinda olacak sekilde biitiin dizilerin ciimlesi olarak £, (F) dizi

uzayini asagidaki gibi tanimlayalim.
tp(F)={x=()Ew:Fxet,}, 0<p<o

Burada

n
fie+1

Ee = {fa()}nzo ve fr(x) = Xk ,(n €N)

k=0fn+3 -1
dir. Calismamizda p — oo iken, [17]’ye gore ¢, uzaymi kastediyoruz. Simdi y = (y,) dizisini

her k € N i¢in, bir x = (x;,) dizisinin F doniistimii kullanilarak agsagidaki sekilde tanimlayalim.

fiex1

k=0fn+3 -1

n

Yie = (4.3)



Teorem 4.1: £,,(F) koordinatsal toplama ve skaler ¢arpma islemleriyle lineer uzaydir. Ve

(M £, (F) uzay1 p-normu ||x||{;p(F) = ||Fx||€p ile birlikte

¥lle, ) = Y 1RGP 50 <p < 1) “4®
tam p-normlu uzaydir.
(i) Lyl = CalfuOP) 3 (1 < p < ) (45)
ve
Illeiey = Pl (O (4.6)

normlart ile birlikte BK-uzaylaridir.

Ispat: (i) Bu rutin bir dogrulamadir. (ii) £, ’nin her zamanki normu olan bir BK-uzayina sahibiz

ve F matrisi liggenseldir. Bu nedenle, £, (F) Wilansky’nin 4.3.12 Teoreminden BK-uzayidir.
([2,p.63])

Teorem 4.2: £,,(F) uzay1 p = 2 hari¢ 1 < p < o i¢in bir i¢ ¢carpim uzay1 degildir ve dolayistyla
Hilbert uzay1 degildir.

Ispat: x ve y dizilerini x = (x;) = (1,1,-1,0,..) ve ¥y = (yx) = (1,-3,1,0,0,...) seklinde
tammlayalim. Ayrica (Fx), = (1,1,0,0,..) ve (Fy), =(1,-1,0,0,...) ifadelerine sahibiz.
Boylece
2

e + Y113 ey + I = Y13, ) = 8 4(25) = (I + Y13, m). 0% 2)
dir.

Bu nedenle p # 2 iken £,(F) uzaymin normu paralelkenar esitligini saglamaz. Bu da bu
normun bir i¢ carpimdan elde edilemeyecegi anlamina gelir. Bu ispati tamamlar.
Sonuc 4.3: £, (F) bir Hilbert uzay1 degildir.

Sonug 4.4: £,,(F), 0 < p < oo olmak iizere bir Frechet uzayidir.

Ispat: t,(F) ve £,(F) lineer uzaylardir ve cebirsel islemlerin bu uzaylar iizerinde siirekli
oldugunu kolayca ispatlayabiliriz. Ayrica €,(F) ve £, (F)’nin tamligini Teorem 4.1’den

biliyoruz. Dolayisiyla bunlar Frechet uzaylaridir.
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Sonug¢ 4.5: Mutlak deger 6zelligi 0 < p < oo olmak iizere £,,(F) uzayinda saglanmaz.

Ispat: 1 <p < o igin €, (F) iizerindeki normu kullanarak, ¢,(F) nin asagidaki esitsizlikten

dolay1r mutlak deger 6zelliginin olmadigini sdyleyebiliriz.

Illeyer = |

n

=

1
P\p 14

|2

n

n n

fiex1

fiers |
k
k:ofn+3 -1

X = llx|lle
k:Ofn+3 -1 p(F)

burada |x| = (|xx|) dir. Dolayisiyla benzer sekilde 0 < p < 1 ve p = oo i¢in (4.4) ve (4.2) ile

verilen normlar kullanilarak ispatlanabilir.

Teorem 4.6: £,(F) uzayr £, uzayma izometrik olarak izomorfiktir. Yani 0 <p < o igin

t,(F) = £, dir.

Ispat: Teoremi ispatlamak icin 0 < p < o igin ¢, (F) uzay: ile €, uzay: arasinda dogrusal bir
eslemenin varhgmi gosterebiliriz. £, (F) uzayindan ¢, uzayma x — y = Tx olacak sekilde (4.3)
notasyonu ile verilen T doniisiimiinii diisiinelim. Burada her x € £,(F) i¢cinTx =y = Fx € £,

oldugundan T’nin dogrusalligi agiktir. Tx = 0 oldugunda x = 0 olmasi 6nemsizdir. Bu nedenle T
birebirdir.

Ayrica, y = (yi) € £, verilsin ve x = (x;) dizisini su sekilde tanimlayalim:

k
fiyz—1
Xy = Z (1) fies yj; (k€N). (4.7)
L fer1
j=k—-1
(4.7) notasyonunu kullanarak, n € N i¢in
n
e =Y

k
k=0fn+3 -1

1 n
= mkzo[(fm = D = (ierz = Y]

=Yy
elde ederiz. Bu, y € ¢, anlamina gelir. Buradan y = Fx € ¢, elde ederiz. Boylece x € ¢,,(F) ve
Tx =y oldugunu anlyoruz. Dolayisiyla T ortendir. Herhangi bir x € ¢,(F) i¢in, Teorem
4.1°deki (4.4)-(4.6)’ya gore

1T, = Iylle, ey = IFxlle, = lixlla, ey
bu da T’nin p-norm oldugunu ve sirasiyla 0 <p <1 ve 1 <p < oo durumlarinda normu
korudugunu gosterir. Dolayistyla, T izometridir. Sonug olarak £, (F) ve £, uzaylar1 0 <p < o

i¢in izometrik olarak izomorfiktir. Bu ispati tamamlar.
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Lemma 4.7: {f,,};=o Fibonacci sayilarinin dizisi olsun. Bu taktirde

o1
b (f 2 f——1> =
n=k

dir.
Teorem 4.8: £, c £,,(F) kapsamasi 1 < p < o i¢in saglanur.

Ispat: Once p = 1 igin teoremi ispatlayabiliriz. x = (x;) € £, olsun.

Ixlleyey = D GO

<D 7= fenlud
n=0’"*3 10
[oe] [o00)
1
= leklfk+1 Z f
k=0 n=k /3
[oe]
<4 Ixl
k=0
= Allxlle, < o.

Dolayisiyla, x € £1(F) ve €1 c £,(F) olur.

Simdi 1 < p < oo ve x = (xi) € £}, olsun. Holder esitsizliginden her n € N igin

- n p
@I < ff’;+11| u]
fens fens
= fn+3_1| klp] [an ]

Ayrica
oo co n
1
DR S Y a2 ) furlul?
n=0 n=0"""3  “k=o
S i Y —
= Xk k+1z—_
n=0 n=kfn+3 1
ve

15, ey < 4D [l = AllI}, < oo
k=0
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dir. Burada Lemma 4.7°den A = supy, (fk+1 Z;’f:kf;l) < o dur. Bu x € £,(F) anlamina
n+3—

gelir. Bunedenle 1 < p < o iken ¢, c £, (F) kapsamasi saglanr.
p =oo Ve x = (x;) € £, olsun. Her k € N igin |x,| < A olacak sekilde en az bir A > 0 vardur.

Boylece her n € N i¢cin

1 n
(| < =7 D fierabl
k=0

fres

< A zn:f A
_fn+3 - 1k=0 fert .

Bunun anlam1 f,,(x) € ¢, dur. Bu nedenle, ¢, € £, (F) kapsamasi saglanir.

Teorem 4.9: £,,(F) < ¥, kapsamasi 1 < p < oo igin saglanir.

Ispat: [16]’da Sonug 4.7 ve [29]’da Sonug 4.19°dan elde edilebilir.

Teorem 4.10: 0 < p < oo olmak iizere £, (F) € ¢y(F) € c(F) © £ (F) kesin olarak saglanir.

Ispat: [10]’dan c,(F) c c¢(F) € £, (F) kapsamasina sahibiz. x = (x;) € £, (F) olsun. Ayrica,
fa(x) € £, oldugunu biliyoruz ve bu f,,(x) € ¢, anlamina gelir. Dolayisiyla x € co(F) iken
£, (F) € ¢o(F) kapsamasi gegerlidir. Simdi 0 < p < oo iken, her k € N i¢in x;,, = 1/(1 + k)l/P

seklinde tanimlanan x = (xj,) dizisini diigiinelim.

n

_ fiern
= S a+k)

_a+ n)

=" 4 k+1
fara—1 &
_ 1
(1+n)'7p

dir.
Dolayisiyla, Fx & £, ve x ¢ £,(F). Buradan x € ¢,(F) ancak x & £,(F). Bu nedenle
0 <p <o igin £, (F) € ¢o(F) kapsamasi gecerlidir.

Teorem 4.11: Eger 0 < p <'s < o ise bu taktirde £, (F) c £4(F) kesin saglanir.
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Ispat: 0 < p < s < oo olsun. tp(F) € £5(F) saglanmasi ¢, C ¢ saglanmasi ile miimkiindiir. O
zaman, x = (xi) € £5(F) ancak x = (xy) & £, (F) oldugunu gostermeliyiz. y = (yy) dizisini x
dizisi cinsinden su sekilde tanimlayalim. Her k € N igin;

i (ferz = 1) = 1 (fraz — D
Vi = .

S

O halde, her n € N igin

) = fn+3 Z fr+1Yk

= 1zxk(fk+3 =D = %1 iz = D

= xn
dir. Bu f,,(y) = x ve dolayistyla F'y € £ \ £, oldugu anlamina gelir. Boylece, y = (yx) € £5(F)
ancak y = (yx) € €, (F). Bu nedenle ¢, (F) c £4(F) dir.

Teorem 4.1 ve Teorem 4.6’dan asagidaki sonucu elde ettik.

Teorem 4.12: 1 < p < oo olsun ve her k € N i¢in b € ¢, (F) dizisi, n € N i¢in

1_
(ﬂ k=n—-—1
fr+1
(b(k))n= Sz — 1 K =
_— =n
fo+1
0 0<k<n—1lveyak>n

seklinde tanimlansin. Bu taktirde (b))%, dizisi €, (F) igin bazdir ve her x € £,,(F) igin

x= fb*
k

seklinde bir tek gosterime sahiptir.

Sonu¢ 4.13: 1 < p < oo olmak lizere £, (F) ayrilabilir uzaydir.
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5.£,(F) UZAYININ a—, B — VE y — DUALLERI

Teoremleri kanitlamak i¢in agagidaki lemmalarla baslayalim [30].

Lemma5.1: A € (£,: ¢;) ancak ve ancak

(i) 1<p < oigin

q
sup z An| < oo (5.1)
Fer k IneF
(i) p = 1igin
supz:lankl < oo, (5.2)
k n
Lemma 5.2: A € (£,: ¢) ancak ve ancak
(i 1<p < oi¢in
limay, ,herk €N, (5.3)
n
suleanqu < oo, (5.4)
"%

(i) p = 1igin
limay, ,herk €N
n
sup|ang| < oo. (5.5)
nk
(ili)  p = igin

limay, ,herk €N,
n

sup ) lan| < o, (5.6)
n=

limz |ank —lima,;| = 0. (5.7)
n = n

Lemma 5.3: A € (£,: £) ancak ve ancak
Q) 1 < p < o i¢in (5.4) saglanir.
(i) p = 1ligin (5.5) saglanir.

Teorem 5.4:

q
< oo},

di = {a = (ay) € w:sup
FEF

2, tn

ner

k



fk+3 -1
fre+1

ciimlelerini tanimlayalim. Bu taktirde, {#;(F)}* = d, ve 1 < p < o olmak {izere

{t,(F))" = d? dir.

d, = {a = (ay) € w:sup < 00}.
k

ag

Ispat: a = (a;) Ewve 1 < p < o olsun. (4.7) ve (4.3) i kullanarak ; her n € N igin

n

)n—k fk+3 -1

AnXp = Z (-1 anYi = Tn(¥) (5.8)

kene1 n+1

elde ediyoruz. Burada T = (t,,) matrisi her n, k € N igin su sekilde tanimlanir:

(_1)n—k fk+3 -1

n—1<k<n
tnk = fn+1 "
0

k<n-—1lveyak >n.

Béylece, (5.8) ile x = (xx) € £,(F) oldugunda ax = (anx,) € #; oldugunu ancak ve
ancak y = (yx) € ¥ oldugunda Ty € £, iken gézlemliyoruz. Bu, a = (ay) € {{’p(F )}a ancak
ve ancak T € (£,:¢1) oldugu anlamina gelir. Bu nedenle Lemma 5.1°de A yerine T yazarak

a € {£,(F)}" ancak ve ancak

q
<

S

ner

sup
FEF

k
elde ederiz.

p =1 olsun. (5.8)’den, a = (ayx) € {£1(F)}* ancak ve ancak B € (£;:%;) ile esdeger
olan

sup Y Il < o0 (5.9)
k
n

ifade (5.2)’den yazilabilir. Ayrica her k € N igin

k+1

_ freaz —1
|tnk| - an|-
4 A

n=

Bu nedenle,

sup Y Il <
k n

ancak ve ancak

fraz —1

fea1

sup < oo,

k

ay

Bu da {#,(F)}* = d, anlamina gelir.
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Teorem 5.5: Her k € N igin

8 (o) Gevn =0 = (7)) o0

olmak {lizere

df = {a = @) ew: Y |A( fZ") (frrs — 1)|q < oo},
k

-1
dy = {a = (ag) Ew: limkaak = 0}
ko frer
seklinde d ve d, tanimlayalim. Bu taktirde {¢,(F)}¥ = d, , {£o,(F)}f = dind, ve

1 < p < o0 olmak iizere {£,(F)}’ = d, n dZ dur.

Ispat: n € N olmak iizere

n n k 1
Nase=Y | Y coeilETl, g, (5.10)
k=0 k=0 |j=k=-1 fier1
n—1
fn+3 -

1
=25 S =60

denklemini diisiinelim. Burada € = (c,), 1,k € N i¢in su sekilde tanimlanan matristir

(8 () (ha =D k<n
an:4 frez —1

) (k3 — Dyie +

k=n
farr "
0 k >n.
O zaman € matrisinin siitunlarinin ¢ uzayinda oldugu agiktir, ¢iinkii her k € N i¢in
tim euie = B () (iers = 1. (5.11)
n fre+1

Béylece Lemma (5.2) ile (5.10)’dan, x = (xi) € £, (F) oldugunda ax = (ayxy) € cs oldugunu
ancak ve ancak Cy € c ve y = (yx) € £, oldugunda ¢ikariyoruz. Bu bize 1 < p < oo iken

a=(ay) €{t (F)}ﬂ ancak ve ancak C € (£, c) sonucunu Vverir.

Simdi sadece 1 < p < co durumunu verelim. (5.4)’ten

|37 Gvs - D] <
k

fn+3 -
fr+1

ifadelerini yazabiliriz. Bu bizi, 1 < p < o i¢in {fp(F)}B = d, N d3 sonucuna gotiiriir.

Ve

sup
n

ay| < oo (5.12)
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Benzer sekilde p = 1 igin (5.5) ve p = o igin (5.6), (5.11), (5.7)’de {¢,(F)} =d, ve
{£(F)}f = d} n d, ispatlanabilir.

Teorem 5.6: 1 < p < oo olmak iizere {£,(F)}Y = d, ve {£,(F)}" = d, ndd dur.

Ispat: Lemma 5.3 kullanilarak Teorem 5.5’de verilene benzer sekilde ispatlanabilir.
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6. £,(F) UZAY| UZERINDEKI MATRIS DONUSUMLERI

Bu kisimda 1 < p < o ve X; £, ,C, Co uzaylarindan herhangi biri olmak {izere (£, (F), X)

smiflarim karakterize edecegiz. Notasyonda kolaylik i¢in her k,n € N i¢in

A Ank an,k+1>
e = (7 = ) (= 1)
T \ferr fraz P

yazariz. Ayrica X,y € w olmak iizere y = Fx bagintisi ile gosterelim. Bu taktirde (5.10)’dan

m m—1

- fm+z —1
Z AnrXg = Z AniYr + m;—anmym; (n,m € N). (6.1)
k=0 k=0 m+1

elde ederiz. Simdi asagidaki sartlar1 gz oniine alalim:

-1 o
hern € Nicin (ka ank> €l (6.2)
k+1 k=0
sup|any| < o, (6.3)
n,k
SupZI&nkl" < oo, (6.4)
n
K
-1
her n € N igin limfk+3 anx =0, (6.5)
fie+1
supZIdnkl < o, (6.6)
n
K
her k € Nicin lima,, = ay, (6.7)
n
her k € N icin limZIdnk —a,| =0, (6.8)
"%
lilednkI — 0, (6.9)
"
her k € Nicin lima,, = 0. (6.10)
n

Teorem 5.5’i ve [30]’da verilen sonuglar1 birlestirerek (6.1)’ide kullanarak asagidaki

sonuglar1 elde ettik.

Teorem 6.1:
(M A€ (£(F):f,) ancak ve ancak her n € N icin (6.2) ve (6.3) saglanur.
(i)  1<p < oo olmak iizere, 4 € (¢,(F): £s) ancak ve ancak (6.2) ve (6.3) saglanur.
(il) A€ ({n(F):%) ancak ve ancak (6.5) ve (6.6) saglanir.



Teorem 6.2:
Q) A € (¢1(F):c) ancak ve ancak (6.2),(6.3) ve her k € N icin (6.7) saglanur.
(i) 1 < p < oo olmak iizere, A € (fp (F): c) ancak ve ancak (6.2),(6.4) ve (6.7) saglanur.
(iii) A € (£, (F):c) ancak ve ancak (6.5)-(6.8) saglanir.

Teorem 6.3:
(M A € (¢1(F): cp) ancak ve ancak (6.2),(6.3) ve her k € N icin (6.10) saglanir.
(i) 1<p<oo olmak iizere, A € (¢,(F):cy) ancak ve ancak (6.2),(6.4) ve (6.10)
saglanir.

(iii) A€ (5 (F):cy) ancak ve ancak (6.5) ve (6.9) saglanir.
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7.€,(F) UZAYININ BAZI GEOMETRIK OZELLIKLERI

Teorem 7.1: ¢£,(F) ve €, (F) dizgiin konveks degildir. Hatta bu uzaylar kesin konveks de
degildir.

Ispat:  x=(x,)=(1,-1,00,..) ve y=(y,) =(0,-2,1,0,0,..) oldugunu diisiinelim.
x,y € £1(F) oldugu agiktir ve ||lx[lp,(;y =1=ylle,ry » llx—ylle,r) =2 > €. Bununla

birlikte, ||% (x+y ||[ - = 1°dir. Bu nedenle ¢, (F) diizglin konveks ve kesin konveks degildir.
1

Benzer sekilde, x = (1,1,0,0,...) ve y = (—1,2,0,0,...) alrsak, ¢, (F)’nin diizgiin konveks ve

kesin konveks olmadigini goriiriiz.
Teorem 7.2: €,(F) diizgiin konvekstir.

Ispat: x,y € £,(F) olsun. £,(F) Hilbert uzay1 oldugundan,

2 2

1
= 5 (Ix1,r) + Y1, )

-

1
”— (x+vy) +
2 £, (F) £, (F)
esitligi saglanir.

Eger ||x||§2(F) <1, ||y||§2(F) <1 ve [[x—ylle,w > ¢ iken & sayis1 yeterince kiigiik

segilirse
£2
§=1- [1-—
4
oldugunda
1 z g2
”—(x+y) <1l——=(1-96)>*
2 £5(F) 4

oldugunu goriiriiz.

Bu nedenle, £,(F) uzaymin diizgiin konveks oldugunu elde ederiz. ([9,p.9]) ile asagidaki
sonucu da elde ettik.
Sonug 7.3: £,(F) kesin konveks ve yansimali uzaydir.

Teorem 7.4: £,,(F),1 < p < oo olmak {izere siiper-refleksive (sliper doniislii) uzaydir.

Ispat: Teorem 4.6’ya gore ¢, (F)’nin ¢,’ye izomorfik oldugunu ve [31]’den diizgiin konveks

oldugunu  biliyoruz. Bdylece  Tammm  3.1°den  istenen  sonucu elde  ederiz.



8. SONUC

Bu calismada Fibonacci sayilari yardimiyla tanimlanmig bazi dizi uzaylar1 ve bunlarla
ilgili baz1 kapsama bagmtilar1 verildi. €,(F) dizi uzay1 tamimlanip bazi 6zellikleri incelendi.
£, (F) uzaymm a—,f — vey —dualleri, bu uzay iizerindeki matris doniisiimleri incelenmistir.
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