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OZET

Bu tez, Lévy siireglerinin varlik fiyatlandirma modellerine entegrasyonunu
kapsamli bir sekilde inceleyerek, finansal piyasalarin gercek karmasikliklarini,
sicramalar1 ve stokastik oynakligi ele aliyor. Arastirma, teorik temellerle pratik
uygulamalar arasindaki boslugu doldurmayi hedefleyerek, finansal piyasalarin
modellenmesi ve anlagilmasini gelistirmek igin arastirmacilara ve uygulayicilara ¢ok
yonlii bir arag seti sunuyor. Black-Scholes modelini baslangi¢ noktas1 olarak alarak, pazar
dinamiklerinin daha dogru bir temsilini saglamak amaciyla, sicrama-difiizyon ve pure
sigrama Lévy siirecleri iizerinde duruluyor. Merton ve Kou sigrama-difiizyon siirecleri ile
Hiperbolik, Normal Ters Gaussian, Variance Gama ve CGMY gibi pure si¢rama
modelleri, finansal varlik fiyatlandirma dinamiklerini zenginlestiren 6rnekler olarak ele
alimiyor. Lévy siiregleri, Lévy Ol¢listiniin dogrusal dontisiimleri ve iistel egilmesi yoluyla
insa edilerek, finansal piyasalarin ampirik 6zelliklerini daha iyi yansitmayir amacliyor.
Ayrica, tez, sicrama siirecleri i¢in stokastik hesaplamayi, Ozellikle 1t6 formiili

cercevesinde ele alarak, varlik fiyatlarin gelisimini daha iyi anlamay1 hedefliyor.

Anahtar kelimeler: Lévy siireci, Jump-difiizyon siire¢i, Pure jump siiregi,

Stokastik analizi.
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ABSTRACT

This thesis provides a comprehensive examination of the integration of Lévy
processes into asset pricing models, addressing the real complexities, jumps, and
stochastic volatility present in financial markets. The research aims to bridge the gap
between theoretical foundations and practical applications, offering researchers and
practitioners a versatile toolkit for improving the modeling and understanding of financial
markets. Using the Black-Scholes model as a starting point, the focus is on providing a
more accurate representation of market dynamics by emphasizing jump-diffusion and
pure jump Lévy processes. The thesis explores examples such as the Merton and Kou
jump-diffusion processes, as well as pure jump models like the Hyperbolic, Normal
Inverse Gaussian, Variance Gamma, and CGMY models, all of which enrich the
understanding of asset pricing dynamics. Lévy processes are constructed through the
linear transformations and exponential tilting of Lévy measures, aiming to better reflect
the empirical characteristics of financial markets. Additionally, the thesis examines
stochastic calculus for jump processes, particularly within the framework of Itd’s

formula, to better quantify the evolution of asset prices.

Keywords: Lévy process, Jump-diffusion process, Pure jump process, Stochastic

analysis.
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1. GIRIS

Finansta uygulanan Jump-Diffusion modelleri iizerine yapilan ¢alisma, 1976’da
R.C. Merton’un getiris siirecinin ii¢ bilesenden olustugunu one siirdiigii makalesiyle
baslamistir: dogrusal bir siiriiklenme, “normal” fiyat degisimini temsil eden bir Brownian
hareketi ve beklenmedik yeni bilgilerin neden oldugu si¢cramalar1 yollara ekleyen
compound Poisson siireci. O zamandan beri, bu tiir modellerin kullanim1 gercek piyasalar
ve uygulamali matematik ile nicel finans alanlarindaki teorik ¢alismalarda artmistir. Bu
kullanim, pure difiizyon modellerinde oldugu gibi, fiyat degerlendirme teorisinden gelmis
ve ikinci agsamada portfoylerin riskten korunma, ¢cogaltma ve risksiz arbitraj stratejilerine

uygulanmaya baglanmaistir.

Bu arada, iyi bir soru soyle olmalidir: “Black-Scholes modeli ve tiirevleri gibi
difiizyon modelleri bu kadar yaygin ve bircok durumda piyasa ile bu kadar uyumluysa,
neden biri Jump-Diffusion modelini kullanmay1 tercih eder?”” Bu basit bir soru degildir
ve otuz yildan fazla bir calismanin ana fikirlerini burada birka¢ satirda 6zetlemeye

calisacagiz. Daha fazla bilgi i¢in R. Cont ve P. Tankov’u [57] bakiniz.

[lk nokta, fiyatlardaki biiyiik ve ani hareketlerdir. Difiizyon modelleri uzun vadeli
varlik modelleri i¢in 1yi bir sekil sunsa da, 6rnegin bir aydan fazla gozlemler i¢in, bir
varligin giin i¢i veya kisa vadeli hareketlerini modellemek ¢ok zordur, burada varlik
fiyatinin siirekli olma 6zelligi siipheli olabilir ve bunu simiile etmek i¢in ¢ok biiyiik bir
volatilite ~gerektirir. Bu kisa donemler icin varliklar, ampirik gozlemlerle
karsilastirildiginda, bu hareketlerin varliga bagh olarak kalibre edilebilecegi genel bir
ozellik oldugu jump modelleri ile daha iy1 modellenmis gibi goériinmektedir. Jump
modelleri ayrica yogunlagsmis ani bilylik kayiplara izin verir, bdylece bir hisse yatirimi

kaybetmenin en yaygin sekli olan biiyiik agag1 yonlii hareketler modellenebilir.

Piyasanin tamligi da tartisilmasi gereken bir diger konudur. Difiizyon
modellerinde piyasa tamdir ve bu nedenle segenekler risksiz bir sekilde korunabilir.
Boliim 5°te gorecegimiz gibi, Jump-Diffusion modelleri, risksiz bir 6l¢ii olusturmak i¢in
bliyiik sayida degisken nedeniyle eksik piyasalara dayanir, bu nedenle secenek ampirik
gozlemlerden gordiiglimiiz gibi riskli bir yatirimdir. Bu, baz: stratejilerin tiim risklerden
korunamayacagi anlamina gelir, ancak bazi tlirden korumalar hala mevcuttur. pure

difiizyon yontemlerinde, Delta, Vega, Theta korumalar1 gibi tiim koruma stratejileri,
1



portfoydeki varliklar, secenekler ve risksiz yatirimlarin dogru se¢imiyle sifir artik riskine
yol acar. Jump modellerinde koruma daha gercek¢idir ¢iinkii bu, bir portfoy stokastik
optimizasyon problemi ¢oziilerek yapilir ve bu nedenle risk olasiliksal olarak devam eder.

Daha fazla bilgi icin [58]’e bakiniz.

Jump Modellerinin kullanimin1 hakli ¢ikarmak i¢in temel prensipler bunlardir. Bu
calismada, Brezilya Piyasasindan dort aylik vadeye sahip iyi bilinen bir Avrupa Alim
Opsiyonu segerek ve bunu modellemek i¢in iyi bir yontem bulma umuduyla dort sekilde
degerlendirerek Jump-Diffusion siire¢lerinin  kullanimima yonelik ampirik  bir
degerlendirme yapacagiz. Bu ¢alisma, bu belirli Alim Opsiyonu iizerine odaklanmistir ve
ayni kokene sahip diger varliklarin, yani yiiksek likiditeye sahip bir opsiyonun fiyatini
degerlendirmek i¢in ilham kaynagi olarak kullanilabilir. Bu, Brezilya piyasasinda en ¢ok
islem goren ikinci varliktir ve orta vadeli, ii¢ ila alt1 ay arasinda bir vadedir. Sonug olarak,
kisa vadeli ve uzun vadeli varliklarin parametrelerinin tahmininin farkli prosediirler
izledigi dikkate alinmalidir, ¢linkii modelin se¢imlerinden ¢ok etkilendigi bir gergektir.
Bu nedenle bu ¢alisma, parametrizasyonun eksiksiz bir ¢aligmasi olarak alinamaz ve
Jump modelleri i¢in tahmin ve sistem kalibrasyonu iizerine daha fazla bilgi i¢in, 6zellikle
“Cift Ustel Dagilimli” Jump-Diffusion siireclerine yonelik Maksimum Olabilirlik

Tahmin tekniklerinin genel prosediirlerle kullanildig: [59] calismalarina bakiniz.



2. GENEL BiLGILER

Finansal piyasalarin dinamik yapisin1 anlamak ve modellemek, modern finans
teorisinin en onemli zorluklarindan biridir. Bu baglamda, klasik yaklasimlarin Gtesine
gecerek, piyasalarin gergek karmasikliklarini ve belirsizliklerini daha iyi yansitacak
yontemler gelistirilmesi gerekmektedir. Bu boliimde, bu ihtiyaci karsilamak amaciyla
Lévy siireclerinin varlik fiyatlandirma modellerine entegrasyonunu derinlemesine
incelemekte ve teorik bilgileri pratik uygulamalarla birlestirerek finansal modellemede

yenilik¢i bir perspektif sunmaktadir.

Opsiyon degerlemesi, finansal literatiirde genis bir konu olarak 6ne ¢ikmaktadir. Bu
konu, Ficher Black ve Myren Scholes gibi taninmis uzmanlarin ilgisini ¢ekmis ve opsiyon
fiyatlama teorisi olarak bilinmektedir. 1973 yilinda Black ve Scholes, belirli kosullar altinda
opsiyon fiyatin1 hesaplayan bir model gelistirmistir. Bir opsiyon, bir alict ile bir satici
arasinda yapilan bir s6zlesmedir, burada alic1 belirli bir fiyattan bir varligi alma veya satma
hakkini satin alir. Alici, opsiyonun fiyati olan bir bahis ticreti dder. Satici ise aliciya belirli
bir fiyattan bir varlig1 alma veya satma hakki verir. Bir varligin satin alinmasi i¢in verilen
secenege “satin alma opsiyonu”, bir varligi satilmasi i¢in verilen secenege ise “satis
opsiyonu” denir. Avrupa opsiyonlar1 sadece vade sonunda alim/satim hakki verirken,
Amerikan opsiyonlar1 vade tarihine kadar her an kullanilabilir. Kullanim fiyat1 veya
tizerinde anlagsmaya varilan fiyat, sézlesmede belirtilen fiyattir ve alim satim opsiyonunun
icerdigi varlik bu fiyat lizerinden alinip satilabilir. Kullanim tarihi veya vade tarihi,
opsiyonun kullanilabilecegi son giindiir. Uygulama fiyatin1 K ile ve hisse senedi veya

dayanak varligin fiyatin1 S ile gosteririz.

Bachelier, 1900 yilinda ilk opsiyon fiyatlandirma modelini sundu. Hisse senedi fiyat
dalgalanmalarmni inceleyerek, hisse senedi fiyatlarinin Brownian hareket teorisinin bazi
matematiksel yonlerini elde etti. Merkezi limit teoremi ve piyasa etkilerinin hafizasiz olmasi
gerektigi anlayisindan ilham alan Bachelier, emtia fiyatlarinin bagimsiz ve normal dagilima
sahip olmas1 gerektigini savundu ve stoklar1 siiriiklenmeli Brownian hareketi olarak
modelledi. Ancak bu modelin kusurlari da vardi, 6rnegin negatif fiyatlar1 da icermekteydi.
Samuelson'un uygun modelinden 65 yil 6nce Onerilen bu model, geometrik Brownian
hareketinin kullanilmasma dayaniyordu. Ancak 8 yil sonra Black ve Scholes, geometrik
Brownian hareketine dayali olarak Avrupa opsiyonlarimin nasil fiyatlandirilacagint gosterdi

ve bu fiyatlandirma modeli Black-Scholes olarak bilinir.



Finans miihendisligi, finansal enstriimanlarin degerlemesi ve risk yonetimi gibi
konulari ele alan bir disiplindir. 1980’lerde ve 1990’larda, Black-Scholes modeli bu alanda
biiylik bir etki yaratti. Bu model, opsiyonlarin fiyatlandirilmasi igin kullanilan bir

matematiksel formiilasyon sunuyordu.

Black-Scholes modeli, bir¢ok finansal kurum ve yatirimci tarafindan yaygin bir
sekilde kullanildi. Bu model, opsiyonlarin degerini hesaplamak i¢in gerekli olan
degiskenlerin yani sira, risk faktorlerini de dikkate aliyordu. Bu sayede, yatirimcilar
opsiyonlarinin ~ degerini  daha dogru bir sekilde belirleyebiliyor ve risklerini
yonetebiliyorlardi. Ancak, Black-Scholes modelinin kullanimi bazi zorluklarla karsilasti. Bu
model, opsiyonlarmn fiyatlarim hesaplamak icin bazi varsayimlar yapmaktaydi. Ornegin,
model, opsiyonun degerini belirlemek igin siirekli bir getiri oran1 varsayimi yapryordu.
Ancak, gercek finansal piyasalarda getiri oranlar siirekli degildir ve dalgalanmalar
gosterebilir. Bu ve benzeri zorluklar, yeni finansal modellerin gelistirilmesine yol agti.
Finans miihendisleri, daha ger¢ek¢i ve esnek modellerin kullanilmasini savunmaya
basladilar. Bu yeni modeller, opsiyonlarin fiyatlandirilmasi ve risk yonetimi konularinda

daha giivenilir sonuclar sunmaktaydi.

Sonug olarak, Black-Scholes modeli finans miihendisligi alaninda biiyiik bir etki
yaratmis olsa da, baz1 zorluklarla karsilasmistir. Bu zorluklar, yeni ve daha gelismis
modellerin ortaya ¢ikmasina yol agmistir. Finans miihendisligi, siirekli olarak gelisen bir

alan oldugundan, gelecekte daha etkili ve dogru modellerin kullanilacagini sdyleyebiliriz.
2.1. Black-Scholes Modelinin Eksiklikleri

Finansal zaman serilerinin istatistiksel 6zelliklerini yansitan klasik Black-Scholes
modelinin sinirlamalari, ¢alismalar ve ampirik kanitlarla desteklenmektedir. Bu durumda,
iki énemli nokta ortaya ¢ikmaktadir. Ilk olarak, tiim piyasalarda getirilerin logaritmasi
normal dagilima gore davranmaktadir. Ikinci olarak ise oynaklik, bir hissenin oynakligint
Olgen standart bir parametre olan ¢ ile ifade edilen belirsizligi temsil etmektedir. Oynaklik,
hisse senedi fiyat degisikliklerini kullanarak tahmin edilebilir veya zaman iginde rastgele

degisebilen belirsizlik parametreleri ile iliskilendirilebilir [28].

Bu bulgular, finansal piyasalardaki gerceklikle klasik Black-Scholes modeli
arasindaki uyumsuzlugu gostermektedir. Finansal zaman serilerinin istatistiksel 6zelliklerini
tam olarak yansitmayan bu model, getirilerin normal dagilima uymadigini ve oynakligin

sabit olmadigmi goz ardi etmektedir. Bu nedenle, daha gelismis ve esnek modellerin
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kullanilmas1 gerekmektedir. Bu modeller, piyasalardaki gergekligi ve degiskenligi daha iyi
yansitacak sekilde tasarlanmalidir. Bu sekilde, finansal risklerin daha dogru bir sekilde

degerlendirilmesi ve yonetilmesi miimkiin olacaktir.
Asimetri ve ekstra belirginlik

Bir degiskenin beklenen degeri py veya E[X] olarak tanimlanir. Bu deger,
degiskenin tiim olas1 degerlerinin agirlikli ortalamasidir. Varyans ise degiskenin beklenen
degerine olan uzakliklarinin karelerinin beklenen degerinin hesaplanmasiyla bulunur.

Matematiksel olarak, varyans su sekilde ifade edilir:
Var[X] = E[(X — ux)?] = 0.

Varyansin sifirdan biiyiik veya esit olmasi beklenir, ¢linkii bir degiskenin varyansi

negatif olamaz.

Carpiklik, bir dagilimin asimetri derecesini Olger. Bir degiskenin carpikligi,
degiskenin beklenen degerine olan uzakliginin {igiincli dereceden momentine, varyansin ise
ticiincli dereceden kokiine bollinmesiyle hesaplanir. Matematiksel olarak, ¢arpiklik su
sekilde ifade edilir:

E[(X — pux)°]
Var[X]3/2 °

Simetrik bir dagilimda, ¢arpiklik sifirdir. Bu, verilerin sag ve sol kuyruklarinin esit
uzunlukta oldugu anlamma gelir. Ornegin, normal dagilim simetrik bir dagihmdir ve
carpiklig1 sifirdir. Ancak, bir dagilimin sol kuyrugu sag kuyrugundan daha uzunsa, ¢arpiklik
negatif olarak kabul edilir. Tersine, sag kuyruk sol kuyrugundan daha uzunsa, ¢arpiklik
pozitif olarak kabul edilir.

Cizelge 2.1°deki cesitli endekslerin giinliik getirilerinin logaritmasina baktigimizda,
onemli bir negatif ¢arpiklik gézlemleriz. Bu, verilerin sola garpik oldugunu ve sag kuyrugun

sol kuyruga gore daha uzun oldugunu gosterir.

Ortalama ve varyans gibi istatistiksel ol¢timler, verilerin analizinde ve modellenmesinde
onemli bir rol oynar. Bu ol¢timler, verilerin dagilimmi anlamak, trendleri belirlemek ve

gelecekteki degerleri tahmin etmek i¢in kullanilir.

Brownian hareketinin tanimina bir g6z atmak, bizi bagimsiz biiyiimeye sahip ve
normalden daha genel bir dagilima dayali siirecler aramaya yonlendirir. Bu tiir siireclere

Lévy siireci denir ve bu siirecin tanimi ve bazi 6nemli 6zellikleri bu boliimiin ilerleyen
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kisimlarinda agiklanmaktadir. Fiyatlandirmada etkin olabilmek i¢in, bu sonsuz béliinebilir
dagilimlarin daha fazla carpiklik ve belirginlik gosterebilmesi gerekmektedir. Son yillarda,
finansal veri modelleme igin bu 6zellikleri igeren modeller tanitildi ve normal dagilim yerine

daha karmasik sonsuz boliinebilir dagilimlar kullanilmaya baglandi [51].

Cizelge 2. 1. Ana gostergelerle ilgili ortalama, deneysel standart sapma, ¢arpiklik ve
belirginlik [60].

Gosterge Ortalama Standart sapma Carpiklik Basikilik
S&P 500 (1970-2001)  0.0003 0.0099 -1.6663 43.36
S&P 500 (1997-1999)  0.0009 0.0119 -0.4409 6.94
Nasdag-Composite 0.0015 0.0154 -0.5439 5.78
DAX 0.0012 0.0157 -0.4314 4.65
SMI 0.0009 0.0141 -0.3584 5.35
CAC-40 0.0013 0.0143 -0.2116 4.63

Varlik fiyatlarinin modellenmesinde Lévy siireclerinin kullanilmasi, Black-Scholes

modeline gore asagidaki avantajlar nedeniyle daha fazla ilgi gérmiistiir:

1. Lévy-Itd ayrisimi, sonsuz aktivite yerine sonlu aktiviteye sahip olan biiyiik hisse
senedi hareketlerinin dogal bir tanimini sunar.

2. Gergege daha yakin ve giivenilir baz1 modeller mevcuttur.

3. Bazi ampirik ¢aligmalar, “kalin kuyruk” varligini ima eder. Cogu Lévy siireci bu

0zellige sahipken, Brownian hareketi “normal kuyrukludur” [57].

Son yillarda, modern olasilik teorisi finansal piyasalarda model olusturmanin dogal
bir dil haline gelmistir. Olasilik teorisi, rastgele siire¢lerin olusumunda temel bir rol
oynamaktadir. Rastgele davranislar nedeniyle olgular1 yoneten yasalar net olmadig: igin,
gelecegi tahmin etmek ve dogru c¢alisma bigimini benimsemek, uzmanlar ve finans
miihendisleri de dahil olmak iizere bircok uzmanin temel kaygisidir. Lévy siireci, Paul Lévy
tarafindan 1930’larda incelenen stokastik siire¢ ailesinin en onemli kategorilerinden biri
olarak basikliktir ve son on yillarda finansal matematik diinyasinda 6nemli bir rol
oynamistir.  Gectigimiz yirmi yilda, Lévy’nin siirecleri ozellikle segeneklerin
degerlendirilmesi ve fiyatlandirilmasinda dikkate alinmig ve bu konuda bircok makale ve

kitap yayimlanmustir.



Lévy siirecleri, sirali-difiizyon ve pure sigrama siireglerinin olusturulmasi ve
tanitilmasi i¢in temel olusturur. Bu nedenle, bu boliimde, gelecekte ihtiya¢ duyulacak olan
yeni Lévy siireclerini tamitmak i¢in kullanilan en 6nemli matematiksel araglarin yani sira,

Lévy siirecleri kavramlarini kisaca tanitacagiz.

Bu boliim boyunca, (£2,F,P) yapisinin bir olasilik uzayr oldugunu kabul
etmekteyiz. (2, 6rnek uzay1 temsil etmekte olup, F ise (2 lizerindeki bir sigma alanidir. P ise
F iizerinde tanimlanan bir olasilik dl¢iisiidiir. Bu varsayimlar, bu bdliimde ele alinacak olan
konularin temelini olusturmaktadir. Bu nedenle, konular1 anlamak ve uygulamak i¢in bu

yapilari iyi bir sekilde anlamak gerekmektedir.
2.2. Rastgele Siirecler

Stokastik siirecler, rastgele degiskenlerin zaman parametresi tarafindan belirlendigi
bir aileyi ifade eder, yani (X¢)te[o,r] seklindeki bir aile. Zaman parametresi t, kesikli veya
stirekli olabilir. Bu tezde, siirekli zamanli stokastik siireclere odaklanacagiz. Stokastik
stireclerin her bir gergeklestirmesi, siirecin drnek yoriinge olarak adlandirilan bir zaman

fonksiyonunu tanimlar, yani X (w): t — X;(w).

Tamm 2.1. Bir: f:[0,T] — R¢ fonksiyonu, “Cadlag” olarak adlandirilir, eger sol taraftan

gelen limit ile sag taraftan gelen limit siirekli ise ve her t € [0, T] i¢in sunlar gegerli ise:
fe-)= lim f(s), fEH=_lim f(s) @1

ve ayn1 zamanda f(t) = f(t +) olsun.

Her siirekli fonksiyon Cadlag bir fonksiyondur, ancak siirekli olmayan (siireksiz)
Cadlag fonksiyonlar1 da mevcuttur. Eger t, bir siirekli olmayanlik noktasi ise, her Cadlag

fonksiyon siirekli olur, ancak siirekli olmayan (siireksiz) Cadlag fonksiyonlar1 da bulunur.

Af() = f(O) = f(t-). 2.2)

Fonksiyonun t noktasinda ani bir degisiklik gdstermesine, bu duruma f’nin ¢t
noktasinda sigramasi denir. Cadlag bir fonksiyon olan f, kiimelerinden birinde en fazla
siirekli olmayan (siireksiz) olabilir, yani {t € [0,t], f(t) # f(t—)} kiimesi bu durumu
ifade edebilir [22]. Bir basamak fonksiyonu, T, gibi bazi noktalarda ani degisiklikler
gosteren Cadlag bir fonksiyon 6rnegidir. Bu fonksiyon, T, gibi noktalarda sigrama gdsterir

ve bu noktalardaki degeri, sigramadan sonraki deger olarak tanimlamir, yani Af (T,) = 1.



Belirli bir siirekli g:[0,T] — R fonksiyonu ve sabit f; (i =0,1,2,..,n—1)
degerleri ile t,=0<t; <--<t, =T olmak tlizere, f(t) fonksiyonu su sekilde

tanimlanir:

n-—1
FO =9+ D fileeui(®, 23

Bu fonksiyon Cadlag (siirekli artan limitli artiklar1 olan) bir fonksiyondur. g (t), fnin
stirekli bileseni olarak kabul edilir ve sigramalarda eklenir. f’nin sigramalart t; (i = 1) i¢in
Af(t;) = f; — fi—1 olarak hesaplanir. Elbette, Cadlag fonksiyonlar: siirekli ve sigramali
kisimlar olarak net bir sekilde ayrilmayan fonksiyonlardir. Cadlag fonksiyonlari, sicramalar

iceren siireclerin yoriingesini dogru bir sekilde modellemek i¢in kullanilir.

Cadlag veya Caglad terimi yukaridaki ornekte, t; sigrama anlarinda sag-siirekli bir
fonksiyon oldugu i¢in kullanilir, ¢linkii degeri sicramadan sonraki deger olarak tanimlanir:
f(t;) = f(t; +). Eger f(t;) sigramadan onceki degeri temsil ediyorsa, yani f(t;) =
f(t; =), ozaman sag limiti Caglad olan bir sol siirekli fonksiyon elde edilir. Burada “sag”
ve “sol” terimleri zaman degiskenini yorumladigi i¢in kullanilir, “sag” zamanin daha sonraki
bir an1 ifade ederken “sol” zamanin daha dnceki bir ani1 ifade ettigini belirtir. Eger bir sag-
stirekli fonksiyon t aninda bir sigrama igeriyorsa, f (t) degeri t anindan dnceki yoriingenin

gozlemleri tarafindan tahmin edilemez hale gelir.

Sicramalar, gozlemciler i¢in gerceklesme zamani onceden tahmin edilemeyen
rastgele olaylar1 ifade eder. Diger taraftan, 6rnekleme yoriingesi sol-siirekli oldugunda,
yoriinge boyunca t zamanina ulasan bir gézlemci, t anindaki f degerini tahmin edebilir.
Finansal modelleme metinlerinde sigramalar, ani ve dngoriilemeyen olaylar1 temsil eder, bu
nedenle sag-siireklilik tercih edilen bir 6zelliktir. Yani, tahmin edilebilir degerlere sahip
olmayan kesikli bir siireci modellemek istedigimizde, Caglad siirecini kullanmak gerekebilir

[16].
2.2.1. Filtrasyon

Zaman ilerledikge, rastgele bir siirecten gelen bilgi miktar1 gegmise gore artar, bu
nedenle olasilik uzayinin yapisina (€, F, P) zamanla ilgili baz1 gerekli araglari eklememiz

gerekebilir. Bu kavram genellikle bir filtre ile agiklanir.

Tamm 2.2. Filtre veya bilgi akisi: Filtre veya bilgi akisi, (Q, F, P) tizerinde hert > s > 0

icin F; € Fy © F olacak sekilde (F¢)¢e[o 7], artan bir o-alan ailesini temsil eder. Bu aile, t
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zamani boyunca bilgi diizeyini temsil eder ve zamanla artar. Bir olasilik uzay, bir filtre ile
donatildiginda, bu olasilik uzayina bir filtre ile donatilmis bir olasilik uzay1 denir. Sezgisel
bir

3. Uyarlanabilir Siire¢: Her t € [0, T] i¢in X; degeri t bakis agisindan, rastgele bir olayin
olasilig1, zaman i¢inde daha fazla bilgi aciga ciktikca degisecektir.

Tamm 2.zamaninda ortaya cikiyorsa ve X, stokastik bir degisken ise, F; tarafindan
olgiilebilirse, (X;)te[o,r] bir stokastik siire¢ olarak kabul edilir. Aym zamanda (F;)¢e[o 1]
bilgi yapisina uygun olarak uyarlanabilir olarak adlandirilabilir. Bu siire¢ ayn1 zamanda

adaptif siire¢ olarak da adlandirilabilir.
2.2.2. Rastgele zamanlar

Bazi durumlarda, rastgele zamanlarda meydana gelen olaylarla karsilasabiliriz.
Rastgele bir zaman, belirli bir olayin gergeklesecegi zamani temsil eden pozitif bir rastgele
degisken olan T > 0’dir. Bir filtre (F;) verildiginde, dogal bir soru, F,’deki bilginin (7 <
t) olaymin meydana gelip gelmedigini belirleyip belirledigindir. Eger cevap evet ise, T

rastgele zamanina uyarlanabilir rastgele zaman veya durma zamani denir. Bagka bir deyisle,
vt > 0,{T <t}€EF
oldugunda, T"yi uyarlanabilir rastgele zaman olarak adlandirabiliriz.

Eger T, ve T, rastgele zamanlarsa, o zaman T; AT, = inf{T,,T,} ifadesiyle
gosterilen ifade rastgele bir zamani temsil eder. “Durdurma zamani” terimi, 7, bir siirecin
anlik hareketini durdurmasi gereken anlar ifade etmek icin kullanilir. T bir durma zamam
ve X = (X;) uyarlanmus siireci verildigini varsayalim. Yeni bir X,,, siireci asagidaki gibi

tanimlanabilir:

X _ Xt; t<rt (2.4)
At — X‘rf t>T.

Bu ifade, belirli bir zaman t’ye kadar X;’nin degerini ve t > 1 durumunda X;’nin

degerini temsil eder.
2.2.3. Martingaller
(F;) bir filtre ve (Q, F, P) bir olasilik uzay ile ele alalim.

Tamm 2.4. (Martingale) X = (X;)c[o,r] bir Cadlag siire¢ olsun ve bu siire¢ uyarlanabilir
olsun. Her t € [0, T] i¢in E[|X,|] sonlu olsun. Ayrica,
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Vs > t, E[XSIFt] = Xt’ (2.5)

olacak sekilde olsun. Bu durumda X, bir martingale olarak adlandirilir. Baska bir deyisle,
bir martingale’nin gelecekteki degeri i¢in en iyi 6ngoril, simdiki degeri ile aynmidir. (W),
Wiener siireci, martingale i¢in yaygin bir 6rnektir.

Martingale, [0, o) araliginda tamimlandigina dikkat edilmelidir, yani sonlu t
degerleri i¢in ve t = oo icin gegerli degildir. Ornekleme 6zelligi, martingallerin temel bir
0zelligi olarak kabul edilir ve bu ozellik, 3. kosulda t ve s yerine uyarlanabilir rastgele

zamanlarin kullanilmasiyla elde edilir.

Onerme 2.1. (M) ¢e[o,r) bir Martingale olsun ve T; ve T,, uyarlanabilir rastgele zamanlar
olsun (yani durma zamanlar1). Oyle ki, neredeyse kesinlikle T > T, = T; = 0 olur ve

asagidaki kosul saglanir:
E[My,|Fr,| = M, 2.6)
ispat: [44 ve 17]’ye bakiniz.

Harmonik rastgele zamanda durdurulan martingale’nin hala bir martingale olduguna dikkat

edin [16].

Tamm 2.5. Bir Cadlag siire¢ X = (X;)te[o,r] i¢in, her artan durma zamanlarinin bir dizisi

mevcutsa (yani T,), ve bu dizinin neredeyse kesin olarak lim T,, = oo oldugu kabul

n—oo
ediliyorsa, ayrica X, ar, 11, >0y ifadesinin n tiim degerleri i¢in diizgiin bir sekilde entegre
edilebilen bir martingale ise, bu siire¢ yerel bir martingaledir [44]. Herhangi bir martingale,
yerel bir martingale olarak kabul edilebilir, ancak martingale olmayan yerel martingaller de

mevcut olabilir.

Tamm 2.6. Bir Cadlag siire¢ olan X = (X;)te[o 1], F; tarafindan uyarlanabiliyorsa ve X; =
Xy + M, + A, olacak sekilde ifade edilebiliyorsa (burada M, = A, = 0), 0 zaman X, yar1
Martingale olarak kabul edilir. Bu tanimda M, bir yerel Martingale ve A, ise sonlu degisimli

bir siirectir [32].

Tamm 2.7. Bir tahmin siireci, [0, T] X Q iizerindeki tiim sol-stirekli siirecler tarafindan
olusturulan P, c-alanina aittir. X: [0, T] x Q — R? goriintiisii, P’ye gore olgiilebilen bir

siirectir ve buna tahmin siireci ad1 verilir [16].
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2.3. Poisson Siireci ve Brownian Hareketi

Poisson siireci, daha karmasik sigrama siireglerinin olusturulmasinda kullanilan,

stirekli olmayan yoriingelere sahip stokastik siireglerin temel bir drnegidir.
2.3.1. Poisson dagilimi

Bir tamsay1 rastgele N degiskeni, 4 parametresiyle belirlenmis bir Poisson
dagilimina sahipse, bu durumda herhangi bir n tamsayisi igin
— ) = oA
P(N=n)=e — 2.7)
seklinde ifade edilir. Poisson dagilimi, asagidaki iyi tanimlanmis moment iireteci fonksiyona

sahiptir:
M(u) = exp(A(e* — 1)). (2.8)

Onerme 2.2. Eger (7;);»1, A parametresi ile iistel bagimsiz rastgele degiskenlerse, o zaman

her t > 0 rastgele degisken i¢in

n
N, = inf {n = 1,2 T > t} (2.9)
i=1
At parametreli bir Poisson dagilimina sahiptir:

(2.10)
n!

vneN,P(N,=n)=e

Poisson dagiliminin ilging bir 6zelligi, involiisyon altindaki kararlihigidir. Y; ve Y5,
sirasiyla A, ve A, parametrelerine sahip bagimsiz Poisson degiskenleri ise, o zaman Y;+Y,

toplami, 1,44, parametreleriyle bir Poisson dagilimina sahiptir.
2.3.2. Poisson siireci: Tamim ve ozellikleri

Tamm 2.8. Poisson siireci, (7;);51, 4 parametresi ile listel bagimsiz rastgele degiskenler
dizisi ve T, = 2., 7; olacak sekilde varsayalim. (N, t > 0) siireci, asagidaki sekilde
tanimlanan bir yogunlugu A olan bir Poisson siireci olarak adlandirilir:
Ny = Z les 7, (2.11)
n=1

Bu nedenle, Poisson siireci, (T, — T,,—1)n>1 Ustel degiskenlerden olusan bir i.i.d.
(bagimsiz ve ayni1 dagilimli) dizi olarak tanimlanir. Bu siireg, O ile t arasinda meydana gelen

(T;,) rastgele zamanlarin sayisini sayar.
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Onerme 2.3. N = (N,);»o bir Poisson siireci oldugunu varsayalim. O zaman asagidaki

ozellikler gegerlidir:

A A

0.

Her t > 0 icin, N; neredeyse kesinlikle sonludur.

Her w i¢in, t = N (w) Ornek yoriingesi 1 artislarla sabit pargalidir.
t = N;(w) Ornek yoriingesi, sol limiti olan sag-siireklidir (Cadlag).
Hert > 0 icin, 1 olasilikla, N;,_ = N;.

(N,) olasilikta siireklidir:

P
vt>0, N, — N, (2.12)
s—ot

Hert > 0 icin, At parametreli bir Poisson dagilimina sahiptir:

—At @ann

vneN,P(N,=n) =e — (2.13)
N, karakteristik fonksiyonu asagidaki baglantryla ifade edilir:
E[e®Ne] = exp{At(e™ — 1)}, vu € R. (2.14)

(N;) bagimsiz artiglara sahiptir. Yani, her t; < t, < -+ < t,, icin
Ntl' Ntz - Ntl' ...,Ntn - Nt‘n.—1'

bagimsiz rastgele degiskenlerdir.

N artiglart duragandir, yani her t > s icin N, — Ny, N;_; ile esit dagilima sahiptir.

10. (N;) Markov 6zelligine sahiptir, yani

vt>s,  E[f(N)| Nyu<s]=E[f(N)|Ns].

Ispat: Bu bolimde sadece 4. paragrafin ispatim1 sunacagiz. Her w € Q icin, Ny(w)

siireksizlik noktalar kiimesi, {T,,(w),n = 1} ile gosterilir. Ancak, t verilirse, o zaman

P(t € {T,,(w),n = 1}) = 0 olur. Bu nedenle, 1 olasilikla, t siireksizlik noktasi degildir,

yani 1 olasilikla, N;_ = N;. Ozelliklerin geri kalanmin ispatim incelemek i¢in [16, B&liim

2]’ye bakimiz.

Ozellikler (2), (3) ve (4) baz1 yonlerden celiskili goriinmektedir. Bir yandan, Poisson

stirecinin her 6rnek yoriingenin siireksiz oldugu 1 olasilikla kanitlanmistir. Aslinda, siire¢

sadece sicramalarla degisir ve diger yandan herhangi bir t noktasinda 6rnek fonksiyonu, 1

olasilikla stireklidir. Bu, tiim sigrama siiregleriyle ugrasirken onemlidir ve siirecin

stireksizlik noktalarinin sifir boyutlu bir kiime olmasindan kaynaklanmaktadir.
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Poisson siirecinin sag-siirekliligi (Cadlag ozelligi) gercekten bir 6zellik degildir.
N, yi 6yle bir sekilde tanimladik ki, 6rnegin siireksizlik noktasinda N; = N;, ve Cadlag’in

dogru siirekli versiyonunu sectik. Poisson siirecinin diger bir secenegi sol-siirekli siiregtir ve

Ny = Z 1, 2.15)

n=0
ile gosterilir.

N ve N’ arasindaki fark, N’ degerlerinin gelecegin yakininda tahmin edilebilir
olmasidir. Bunedenle, s < tigins — tise o zaman N/ — N, olur, ama N degerleri tahmin
edilemez. N sigramalari, fiyat hareketlerinde sicramalar baslatmak i¢in ilk
motivasyonumuzla ilgili olan ani olaylar olarak yorumlanir. Bu nedenle, her zaman Poisson
stirecinin Cadlag (N;) ;s versiyonunu kullaniriz. Poisson siirecinin baska yararli 6zellikleri

vardir.

Onerme 2.4. Bagimsiz Poisson siireclerinin toplami, yani (N&)»o ve (N?) =0, A1 Ve A,
parametreli bagimsiz Poisson siiregleriyse, o zaman (N} + N?)¢s¢, 41+4, yogunlugu olan

bir Poisson siirecidir.
Ispat: [44]’e bakimniz.
2.3.3. Telafi edilmis Poisson siirecleri
Poisson siirecinin merkezilestirilmis versiyonunu asagidaki sekilde tanimlanir:
N; = N, — At. (2.16)

N karakteristik fonksiyonu ise su sekilde tanimlanir:

Q. (2) = exp{/lt(eiz -1- iz)}. 2.17)
Poisson siireci gibi, N; bagimsiz artislara sahiptir ve su esitlik gecerlidir:

E[N¢| Ns,s < t] = E[N; — N5 + Ng| N |
E[N; — Ng] + Ny = A(t —s) + Nq,

Bundan dolays, (N;) bir Martingale’dir. Yani,

vt >s, E[N;|N; | = N;. (2.18)
(N;)tzo’ telafi edilmis Poisson siireci olarak adlandirilir ve (At);sq, telafi edici olarak

bilinir. Telafi edici, telafi edilmis Poisson siireci olusturmak i¢in ¢ikarilmasi gereken bir
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degeri temsil eder. Telafi edilmis Poisson siireci kesin bir deger tasimaz ve bu nedenle,

Poisson siirecinden farkli olarak bir sayma stireci olugturmayacaktir.
2.3.4. Sayim Siirecleri

N¢, [0, t] araliginda gergeklesen {T,,, n = 1} rastgele zamanlarin sayisini hesaplayan
bir Poisson siirecidir. T}, ise rastgele zamanlarin iistel rastgele degiskenlerin bagimsiz ve ayni
dagilimli (iid) dizisinin kismi toplamlaridir. Genel olarak, P(T,, — o) = 1 sartin1 saglayan
bagimsiz artan bir dizi {T,;,n = 1} oldugunu varsayalim. Bu durumda, (X;):so bagimli

sayma siireci agagidaki gibi tanimlanabilir:

Xt:zltzTn =#{n=>1T,<t} (2.19)

n=1

X;, [0, t] araliginda gergeklesen {T,,,n = 1} rastgele zamanlarin sayisini belirler.
P(T,, — o) =1 kosulu, X;’nin her t > 0 i¢in iyi tanimlandigini (sonlu oldugunu) garanti
eder. (X;)¢»o Poisson siireci gibi, parcal1 sabit yoriingelere sahip olan Cadlag siirecidir ve

bu, 6rnek yoriingelerin 1 boyutunda sicramalara sahip oldugu anlamina gelir.

Ik olarak, i.i.d. iistel rastgele degiskenler dizisinin kismi toplamlari olarak gdz oniine

aldigimizda, X bir Poisson siirecidir.

Genel bir sayma siireci icin, (T;,) rastgele zamanlar dizisi bagimsiz bir dagilima ve
yapiya sahip olabilir. Asagidaki lemma, bagimsiz biliylimeye sahip olan tek bir sayma

stirecinin Poisson siireci oldugunu gostermektedir.

Lemma 2.1. (X;), bagimsiz artislara ve stasyonere sahip bir sayma siireci olsun. Bu

durumda, (X;) bir Poisson siirecidir.
Ispat: [16]’ya bakiniz.

2.3.5. Brownian hareketi: Tanim ve 6zellikleri
Tamm 2.9. Brownian hareketi, (Q, F, P) olasilik uzayinda X = {X;,t = 0} stokastik bir
stirec ise ve asagidaki 6zelliklere sahipse, bu siirece standart Brownian hareketi denir:
1. Neredeyse her yerde X, = 0,
2. X bagimsiz ve stasyoner artiglara sahiptir; yani, X;,; — X;, rastgele degiskenler
icin beklenen degeri 0 ve varyansi s > 0 olan bir normal dagilima sahiptir, yani

Xevs — Xe~N(0,5).
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Standart Brownian hareketi W = {W;, t > 0} olarak gésterilir. Artislarin bagimsiz
olma 6zelligi, Brownian hareketinin Markov oldugunu ifade eder ve ayrica bu siireg, stirekli

ornek yoriingelere sahip olan tek Lévy siirecidir.
Brownian hareketinin {i¢ temel 6zelligi:

1. Martingale ozelligi: Brownian hareketi bir martingale siirectir. Yaniher0 < s <t
icin
E[W|F] = E[W,|W,] = W,
ve ayrica
E[WW,] = min{t, s}.
2. Yoriinge ozelligi: Brownian hareketi siirekli yoriingelere sahiptir. W, t’ye bagl

olarak siirekli bir fonksiyondur.

Brownian hareketinin yoriingeleri son derece diizensiz ve Onceden tahmin
edilemezdir. Ornegin, tlirevlenebilir degildir ve yoriingelerinde sonsuz degisimler bulunur,

yani her araliktaki degisimler sonsuzdur. Ayrica,

P(suth = +00 & infW; = —00) =1.
t=0 t=0

Bu, Brownian hareketinin dalgalanmalarinin tiim pozitif ve negatif degerlerde

sonsuz oldugunu ifade eder.

3. Kendine benzerlik ozelligi: W = {W;, t = 0} Brownian hareketi ise, her ¢ # 0
icin
W ={W, = cW,z,t =0},
ayn1 zamanda bir Brownian hareketidir [51].

2.4. Rastgele Olciimler

(Nt)¢s0, Poisson sayim siirecini ele alalim. Eger Ty, Ty, ... bir N sigrama zamanlar1
dizisi ise, o zaman N, 0 ile t arasindaki sigrama sayisini temsil eder ve N, — N, [s, t]

araligindaki sigrama sayisini ifade eder.

Bu tiir bir sayma siireci, [0, co[ aralig1 lizerinde bir M 6lgiistinii tammlar. Herhangi bir A <
R* olgiilebilir kiimesi igin

M(w,A) =#{i>1,Ty(w) EA} (2.20)
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olarak hesaplanir.

O halde M (w,.) pozitif bir 6l¢iidiir ve tamsay1 degerlerini alir. M (A), her sinirli A

kiimesi i¢in olasilik degeri 1 ile sonludur.

M(w,.), Olgiisii w’ya baghdir, bu nedenle bir rastgele olgiidiir. Poisson siirecinin A
yogunlugu, M rastgele Olcii degerlerinin  ortalamasin1  temsil eder. Yani,
E[M(A)] = A|Al.

Burada |A|, A’nin Lebesgue olciisiinii ifade eder.

Simdi (N;);so Poisson siirecini M rastgele sigrama Olgiisii kullanarak

tanimlayacagiz.

Niy(w) = M(w, [0,t]) = M(w, ds). (2.21)
(0,t]

Poisson stirecinin 6zellikleri, M 6l¢ii dzelliklerine de aktarilabilir. Kesirli [t4, t1], ..., [t tr]
araliklar icin, M ([ty, t;]), [tk,tx] arahigindaki Poisson siirecinin sigrama sayilaridir ve

A(ty — ti) parametreli bir Poisson rastgele degiskenidir.
[tj,t;] ve [ty tx], (G #k) iki farkli aralik igin M([tj,t]{]) ve M([t,t;]) rastgele
degiskenler bagimsizdir.

Genel olarak, her olgiilebilir A kiimesi i¢cin M(A), A|A| parametresine sahip bir

Poisson dagilimma sahiptir, yani |[A| = [ 4 dx, A’nin Lebesgue 6l¢iisiini ifade eder.

Benzer bir sekilde, rastgele bir degisken bir N telafi edilmis Poisson siirecine

iligkilendirilebilir:
M(w,A) = M(w,A) — j Adt = M(w, A) — A|A|. (2.22)
A

E [IVI (A)] =0 ve Var[M (A)] = 1|A| oldugunu gézlemliyoruz. M, M’den farkli olarak
tamsay1 ve pozitif degildir. Daha ziyade, isaretlenmis bir 6l¢tidiir. Bir 6rnek olarak, M, telafi

edilmis rastgele boyut ve ol¢iidiir ve A +— A|A|, M nin bir dengeleyicisidir [16].
2.4.1. Poisson rastgele olciimii

Poisson rastgele Ol¢limiinii tanimlamak i¢in Once gerekli bazi kavramlart

aciklayacagiz.
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Tamm 2.10. Dirac 6l¢iisii, (E, €) dlciilebilir bir uzay: temsil eder. A € € olmak iizere, x €

E noktasina karsilik gelen Dirac dlgiisii su sekilde tanimlanir:

1, x €A,
6x(A) = {O x & A.

Tamm 2.11. o-sonlu 6l¢iisii, E € R 6l¢iilebilir bir kiime iizerinde E’den Borel kiimelerine

U(E,) < oo seklinde bir ayirim yapilabilirse, u dl¢iisiine o-sonlu denir.

Tamim 2.12. Radon 6l¢iisii, B, R iizerinde o-field Borel oldugunu varsayalim. Her B € B
kompakt 6lgiilebilir bir kiime i¢in, u(B) < oo olacak sekilde u’ya (E, B) iizerinde Radon
Ol¢iisii denir.

M(w,A) olgiisii, A € R* i¢in E[M(A)] = A|A| olacak sekilde rastgele sayim
olciisiinii belirler. R**y1 E ¢ R? ile degistirerek ve Radon 6l¢iimiinii kullanarak, genel bir

yapi ifade edilebilir.

Tamim 2.13. Yaygin bir 6l¢iim, E ¢ R%’deki her noktaya sifir deger atayan p, olciimiine

denir ve su sekilde tanimlanir:
Vx € E, uy({x}) = 0.
Lebesgue 6l¢iimii, bir 6rnek olarak yaygin bir 6l¢iim olarak kabul edilir.

Tamim 2.14. Poisson rastgele olciimii, (Q, F,P) olasilik uzayi, E € R% ve u, (E,€)
tizerinde Radon 6l¢limii (pozitif) oldugunu varsayalim. A yogunluk 6l¢iisii ile E iizerinde bir

Poisson rastgele ol¢timii M asagidaki gibi tanimlanir:
M:QOxE—N
(w,A) — M(w,A)

Bu, tamsayi rastgele 6l¢iim degeridir, boyle ki w € ( i¢in (nearly everywhere), M(w, . ), E
tizerinde tamsayi bir Radon Ol¢iisiidiir. Her Olgiilebilir simirhh A € E igin, , u(4) < o

tamsay1 degerli bir rastgele degiskendir.

Her olciilebilir A € E igin, M(.,A) = M(A), bir u(A) parametreli Poisson rastgele
degiskenidir:
(n(4)"
vk € N,P(M(A) = k) = e—u(A)T_ (2.23)

A4, ..., A, € E blgiilebilir ayr1 kiimeler i¢in M (4,), ..., M(A,,) bagimsizdir.
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Aslinda, E iizerindeki herhangi bir Poisson rastgele degiskeni, bir dogrulama
noktalar1 dizisine bagli olarak sayma degiskeni olarak ifade edilebilir. Her A € € icin
{T;(w), i = 1} dizisi vardir, boyle ki M(w,A) = Yi>1 14(T;(w)) olsun. Bu nedenle M,
{T;};>1 rastgele noktalarda bulunan Dirac nokta kiitlelerinin toplamidir, yani

M= 8r
i>1
2.4.2. Telafi edilmis Poissonun rastgele degisken ol¢iimii

Telafi edilmis Poisson olgiimii, M yogunluktan yogunlugun ¢ikarilmasiyla elde

edilir.
M(4) = M(A) — u(4) (2.24)
Poisson  Olgiisiiniin  tanimindan, ayr1  kompakt kiimeler A4, ..,A, € € icin

M(A)), ..., M(A,,) degiskenlerinin bagimsiz oldugu ve ortalama ile varyansin asagidaki gibi

oldugu sonucuna variriz:
E[M(A)] =0, Var[M(A)]= p(4).
2.4.3. Poisson rastgele olciimii ile sicrama siireclerinin olusturulmasi

M, E = [0,T] x R*\{0} uzayinda bir Poisson 6l¢iisii olsun. Bu durumda, Myi, (T, Y,) €

E rastgele bir konfigiirasyonuna karsiik gelen sayma noktalarmin Olgiisii olarak

M = Z 0T t)

n==1

M(w,.) = z O (T (), Y ()"

nz=1

gosterebiliriz, yani

Sezgisel olarak, her (Tn (w), Yy, (w)) € [0, T] x R% noktas1, T,, aninda meydana gelen bir

gozleme karsilik gelir ve Y, (w) (sifir olmayan) rastgele degisken ile tanimlanir.

Tanmmm 2.15. (Q,F, (F)¢s0, P) filtreli olasiik uzay: tarafindan verildigini varsayalim.
(E,) =0, uyumlu rastgele zamanlar olsun. ¥, ’ler F,-6l¢iilebilirise, M, E = [0, T] x R%\{0},
Fy-uyumlu Poisson rastgele bir 6lciidiir. Yani her o icin, M(w,.), E = [0,T] x R*\{0}

tizerinde bir dl¢iidiir ve bu Ol¢iiye gore integral kavrami tanimlanabilir hale gelir.
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2.4.4. Isaretli nokta siirecleri

[0, T] x RY iizerindeki Poisson rastgele degiskeni (T,, Yy )po1 rastgele bir dizisi icin

[0, T] x RY noktalarindan olusan,

M(w,.) = Z O (T () Yn (@) (2.25)

n =1
sayma Ol¢iisii olarak tanimlanabilir.

(T, Y,) € [0, T] X E rastgele dizisi ele alalim. Burada (T;,),»1, olaylarin meydana

gelisini tanimlayan yapilandirilmis uyarlanmais rastgele zamanlarmn bir dizisidirve Y,, € E ©
R%, T,’de gozlemlenen degerdir. M sayim olgiisii (2-25) ile tanimlanabilir. [0,T] X E
tizerindeki degerin dogru rastgele olgiisii ve (Ty,, ¥,) € [0, T] X E rastgele dizisine isaretli
nokta siireci ve (Y;,),»1 rastgele degiskenlere isaret denir.
Tanmmm 2.16. (Q,F, (F;)¢s0, P) tUzerindeki isaretli nokta siiregi, (Tj,,Yy)ns1 € [0,T] X
E,E c R%gibi bir dizidir. Bu dizi su ozelliklere sahiptir: (T,),»; uyarlanabilir rastgele
zamanlarin (F;);s¢ filtre ile artan bir dizi oldugu ve n — oo i¢gin Tj, =5 oo, bir dizidir.
(Y,)ns1 rastgele degiskenlerin dizisidir ve degerlerini E ¢ R%'de alir. Y, ler Fr -
oOl¢iilebilir.

Limit tammi geregi, T, — oo kosulu, [0,T]’de meydana gelen olay sayisinin
neredeyse kesin olarak sonludur. Her w € Q igin M(w,.), [0, T] X E fizerinde bir sayim
olgiistidiir. Eger u bir dagilim 6lgtistiyse ve tim (t,y) € E noktalan i¢in u({t,y}) =0

olursa, o zaman, 1 olasilikla her nokta en fazla bir kez olusur, yani u({t,y}) = 0 veya 1.

Her Poisson rastgele ol¢iimii [0, T] X R iizerinde (2-25) gibi yazilabilir. Ancak, tiim
Poisson rastgele degiskenleri igin (T,),»; dizisi tiim rastgele Poisson oOlgiilerine gore T,
— oo kosulda zorunlu olarak gecerli degildir. Bu nedenle, u([0, T] X R%) < oo disinda tiim

Poisson rastgele degiskenleri isaretli nokta stireglerle belirtilemez.

M, rastgele Poisson 6l¢iisiinii [0,00) X E, E € R® iizerinde u(dtdx) = v(dx)dt

yogunluk o6lgiisti ile ele aliyoruz, burada p, E tizerinde sonlu bir ol¢iidiir.

f:10,T] x E — R? fonksiyonu [0, T] X E iizerinde integrallenebilen

f[ el <
0,T|XE

olsun. M rastgele Ol¢ciime gore integral
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M = |

[0,T]1xE

&) udedy) = Y f(T V) (2.26)

nx1

olarak ifade edilebilir. Ayn1 zamanda bir sigrama siireci ile f’den

XO=[  feyMUsiy = Y fu) @.27)

[0,T]xR%/{0} n,T,e(0.T]}

olarak tanimlanabilir. {X.(f),t € [0,T]}, M isaretli nokta siire¢ ile bir Cadlag ornek
yorlingesine sahip olan sigramalar1 adaptif siireci agiklar. Bu sigramalar (T},),s,’de
gerceklesir ve sicrama degerleri f (T, Y,)’ ye esittir. Bu nedenle, sicrama siireglerini

olusturmak i¢in isaretli nokta siire¢leri kullanilir.

Aksine, X = {X,,t € [0,T]}, R%-degerinde bir Cadlag siirecten baslayarak, Jx ad1
verilen rastgele bir Slgiiyii [0,T] X R iizerinde asagidaki sekilde elde edebiliriz. X’in
sayilabilir sayida sigramaya sahip oldugu i¢in, yani {t € [0,T],AX; = X; — X;- # 0}
kiimesi sayilabilir oldugu i¢in, bu tiyeleri (T},),; rastgele sigrama zamanlari olan bir dizi
olarak diizenlenebilir. Burada, T,,, X siirecinin rastgele zamanlar siirecleridir. 7,, zamaninda,
X siireci AY, =Y, — Y- € R4/{0} uzunlugu ile birlikte bir siireksizlige sahiptir.
(T, V)=t siireci, [0,T] X R® iizerindeki isaretli nokta siire¢ olarak tanimlamir ve X
stirecinin sigramalartyla ilgili tiim bilgileri igerir. SOyle tamimlandigimi fark ediyoruz.

Aslinda, T}, ’ler sicramalarin zamani ve Y, ’ler ise onlarin sigcrama degerleridir.

Bu isaretli nokta siirece karsilik gelen rastgele 6l¢iiyii /y olarak adlandiririz ve buna

X siirecinin sigrama 6l¢iisii deriz. Bu 6l¢iiyii asagidaki sekilde tanimlariz:

AX,=0
Jx(@,.) = Z O (T (@), Yp(@)) = Z ]5 (t, AXy). (2.28)

€10,T
n=1 tefo,

Sezgisel olarak, l¢iilebilir her A ¢ R® altkiimesi icin, J ([0, t] X A ) degeri 0 ve t
araligindaki X’in sigrama sayisina esittir ve sigrama degerleri A’ya aittir. Bu nedenle, [y

sigrama Ol¢iisli X siirecinin tiim siireksizlikleri (sicramalari) hakkinda bilgi verir.
2.4.5. Sonsuz degisim fonksiyonlari

p=f{a=t; <t, <<ty =b}nin [a,b] c R araliginda bir boliintii oldugunu

varsayalim. f fonksiyonunun p tizerindeki degisimini

Var,(f) = Y 1 (tien) = F(&))
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seklinde tanimliyoruz. sup Var,(f), tiim boliintiiler sonlu ise, o zaman f, [a, b] iizerinde
p

sonlu bir degisim gosterir. Aksi takdirde degisim sonsuz olacaktir.

f. R veya [0, ) tizerinde tanimlanmuis bir fonksiyonsa, eger herhangi bir kompakt aralikta
sonlu degisim gosteriyorsa, o zaman sonlu bir degisime sahiptir. Her azalmayan f
fonksiyonu i¢in sonlu bir degisim gosterir. Aksi takdirde, eger f sonlu bir degisim

gosteriyorsa, her zaman iki azalmayan fonksiyonun farki olarak yazilabilir.

Ornek yoriingeleri 1 olasilikla sonlu degisim gdsteriyorsa, bir siirece sonlu degisim siireci
denir. Aksi takdirde, siire¢ sonsuz degisim gosterir. Poisson siireci, sonlu degisim

stireclerine, ve Brownian hareketi ise sonsuz degisim siire¢lerine bir 6rnektir [51].
2.5. Lévy Siirecleri

Lévy siireci adin1 Fransiz matematik¢i Paul Lévy’den almistir. Bu siiregler, siirekli
zamanl stokastik siireclerin drnekleridir ve siirekli zamanl stokastik modeller olusturmak
icin gerekli araglari saglar. Son yillarda, 6zellikle finans matematigindeki teorik gelismeler
ve yeni uygulamalarin gelismesi nedeniyle, bu siireclere olan ilgi artmistir. Wiener siireci ve
Poisson siireci, onceki bolimde tartisilan bu siireglerin iki temel 6rnegidir. Bu boliimde,
dagitim 6zelliklerini ve 6rnek yoriingelerinin yapisini incelemek amaciyla Lévy siireclerini

ve bazi 6nemli araglar ele alacagiz.
2.5.1. Lévy siireclerinin 6nemi

Brownian hareketi, Poisson siireci ve benzeri siirecler gibi oldukca 6nemli ve yaygin
stokastik stire¢ tipleri, Lévy siireclerine ornek teskil eder. Bu siirecler, aslinda rastgele
yiriiylisten stirekli zaman moduna genelleme yapilan siireglerdir. Lévy siirecleri, rastgele
degerli ve rastgele zamanlarda gerceklesen rastgele sigramalarla siirekli yoriingeleri temsil
eden en temel siire¢ sinifindan biridir. Lévy siiregleri, dogal olarak yar1 martingaller gibi

cesitli siireclere genisletilebilir ve stokastik integrasyon islemlerinde kullanilirlar [51].
2.5.2. Lévy siirecinin tamim

(Xt)e=0, (Q, F, P) iizerinde Cadlag rastgele bir R® siirecine sahipse ve X, = 0 ise,
bu siirece Lévy siireci denir. Bu siirecin asagidaki 6zelliklere sahip olmasi gerekir:
1. Bagimsiz biiylimeler: Her ¢y, ty, ..., t,, artan bir zaman dizisi i¢in, Xy, X;, —
Xiyroor Xt,, — X¢,,_, rastgele degiskenler bagimsizdir.

2. Duragan dagilimlar: X;,, — X¢, t’ye bagli olmamalidir.
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3. Olasilikta siireklilik: Herhangi bir € > 0 i¢in,
,llirr(l)P(|Xt+h —Xl=ze)=0

olmalidir.

Uciincii 6zellik, belirli bir t zamanu i¢in bir sigrama gdzlemi olasiliginin sifir oldugunu

gosterir, yani siireksizlikler rastgele zamanlarda meydana gelir.
2.5.3. Sonsuz boliinebilirlik

F olasilik dagilimina sahip bir R% uzay: iizerinde her n > 2 tam sayist igin
Y1, Y, ..., Y, nrastgele ve bagimsiz i.i.d. (bagimsiz ve ayni1 dagilima sahip) degiskenlerse,

bu durumda ¥; + Y, + +-- + ¥’ dagilimi1 F’ye sonsuz boliinebilir denir.

Ciinkii bagimsiz ve ayni dagilima sahip rastgele degiskenlerin toplami, bu
degiskenlerin dagilim konvoliisyonu olarak ifade edilir. Dolayisiyla, u adi verilen bu
Y ’larin dagilimi ise F = p * p * ... * u olarak ifade edilir. Sonsuz boéliinebilir bir dagilim,

her n > 2 tam sayist1 i¢in F olasilik dagiliminin n’inci konvoliisyon kokiidiir.

Onerme 2.5. Sonsuz béliinebilirlik ve Lévy siirecleri Bir Lévy siireci olan (X,) ;s varsa,
her t icin X; nin dagilimi sonsuz boliinebilirdir. Aksine, eger F sonsuz boliinebilir bir
dagilima sahipse, o zaman bir (X,) Lévy siireci bulunabilir ve X; dagilimu F ile verilecektir.

Ispat: [50, altboliim 6-11] kaynagima bakniz.

Yani, eger (X;) bir Lévy siireciyse, her t > 0 i¢in X; sonsuz boliinebilir bir dagilima
sahiptir. Bu kosul, X; dagilimmin se¢imine kisitlamalar getirir. Ayrik zamanl rastgele
yiirliylis evrimleri keyfi bir dagilima sahip olabilirken, Lévy siirecinin artiglarinin dagilim

sonsuz boliinebilir olmalidir.

Sonsuz boliinebilirligin ana ornekleri Gauss dagilimi, Gamma dagilimi, a-kararh
dagilim ve Poisson dagilimidir. Bu dagilimlardan herhangi birine sahip olan rastgele

degisken, i.i.d. rastgele degiskenlerin toplamina ayristirilabilir.
X; Lévy siirecinin karakteristik fonksiyonunu
®,(2) = Dy, (2) = E[e"*Xt], zeR%
olarak tanimliyoruz. Her t > s i¢gin
Xevs = Xs + Kevs — X5)

yazarak ve X¢’in X;, s — X den bagimsiz oldugundan t — ®.(z) ¢arpma fonksiyonunu
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Dy (2) = CDXHS(Z) = CDXt(Z)CDXH_S_Xt (2)
= q)XS(Z)CDXt(Z) = DDy,
olarak elde ederiz. Olasiliktaki stireklilikten, t — ®.(z), t’ye basl siirekli bir fonksiyon
oldugu sonucuna variyoruz.

Buna gore ve carpma Ozelligini kullanarak, t — ®.(z) nin tstel bir fonksiyon oldugu

sonucuna varityoruz.

Onerme 2.6. Bir Lévy siirecinin karakteristik fonksiyonu (X;)¢s’1n R¢ iizerinde bir Lévy
siireci oldugunu varsayalim. ¥: RY - R siirekli bir fonksiyon olsun ve X’in iistel

karakteristigi ile eslestirilen ¥ olarak adlandiralim, yani:
E[e?X] = %@, z e R? (2.29)
olsun. Bu durumda bir fonksiyonun iistel karakteristigi tek ve siireklidir.

ispat: [59]’a bakimiz.

2.5.4. Compound Poisson siirecleri

Yogunlugu A olan compound Poisson siireci, ayrica f yogunlukla birlikte sicrama

degeri olan (X;) gibi bir rastgele siire¢ olarak tanimlanir:

N¢
X, = z 7 (2.30)
i=1

burada Y;, sigrama degerleri, f yogunluk fonksiyonu ile i.i.d. seklinde dagilan ve (X;)
stirecinin Ornek yoriingeleri sabit pargali Cadlag fonksiyonlaridir. Ayrica, (V;);» dizisi, A
yogunluguna sahip ve (N;) Poisson siirecinin (T;);>; sigrama zamanlari ile benzer bir
dagilima sahiptir. Bu sigrama zamanlari, A parametresi ile bagimsiz iistel rastgele
degiskenlerin kismi toplamlari olarak ifade edilebilir. Poisson siiregleri compound Lévy
stiregleridir ve yalnizca 6rnek yoriingeleri olan Lévy siirecleri parcali sabittir. Compound

Poisson siireci bu 6zelliklere sahiptir [16].

Onerme 2.7. (X;) ¢ bir compound Poisson siirecidir, sadece ve sadece bir Lévy siireci ve

bu siirecin 6rnek yoriingeleri sabit pargali fonksiyonlardir.

Ispat: [16, Béliim 3]’e bakiniz.
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Onerme 2.8. Compound Poisson siirecinin karakteristik fonksiyonu (X,)»o asagidaki
gibidir:
E[eiu.Xt] — etlfRd(eiu-X_l)f(dx)’ Vu € ]Rd (231)

burada A sigrama yogunlugu ve f sigrama degerlerinin dagilimini temsil eder.

ispat: N,’ye gore kosullu beklentiyi hesaplayarak ve f karakteristik fonksiyonunu f ile

ifade ederek baslariz.

E[eiu-xt] = E[[eiu.xt“Nt] _F [(f(u))Nt]

o _At n
Ze (At) (u)) _ oA w-1)

n=0

— ptAfpa(e™*-1)f(ax)

bu nedenle, 6nerme 2.8, verilen karakteristik fonksiyonun dogru oldugunu gosterir.
2.5.5. Compound Poisson siireclerinin sicrama olgutleri

Boliim 2-4-2’ye gore, herhangi bir Cadlag siireci, R%’de herhangi bir Cadlag siireci ve
ozellikle herhangi bir (X,)¢o compound Poisson siireci icin R% X [0, o[ iizerinde X

sigramalarini tanimlamak i¢in bir rastgele 6l¢ii
Jx(B) =% {(t,X; — X,;-) € B} (2.32)

olarak tanimlanabilir. Burada B, B < [0, o[ x R iizerinde istenen rastgele olciilebilir bir
kiimedir. Her A ¢ R olciilebilir kiime icin, Jx([t;,t,] X A), [t1,t,] araliginda X’in

sigrama sayisini, sigramanin A’da olacak sekilde belirler.

Onerme 2.9. Compound Poisson siirecinin sigrama olgiisii (X;)¢»o yogunlugu A olan
Compound Poisson siireci ve f sigrama deger dagilimiyla iliskilidir. Jy sigrama o6l¢iist,
[0, o[ x R? iizerinde p(dx X dt) = Af (dx)dt yogunluguna sahip bir rastgele Poisson
olciimiidiir. Ispat: [16, Boliim 3]’e bakiniz.

Tamim 2.17. Lévy dlciimii (X;);»0, R iizerinde bir Lévy siireci oldugunda, v(A) asagidaki

gibi tanimlanir:

v(A) = E[#{t €[0,1]: AX, # 0,AX, € A }], (2.33)
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Burada A, R? iizerindeki bir Lévy olgiisiidiir. v(A), her zaman birim zaman araliginda

sicrama sayisinin, degerlerinin A’ya ait olma olasiliginin beklenen degeridir.
Onerme 2.9, her compound Poisson siirecinin asagidaki gibi ifade edilebilecegini gerektirir:

Xe = Z AXg = f xJx(ds X dx) (2.34)

s€o.t] [0,e]xRY

Jx yogunluk 6lgiisii v(dx)dt olan bir Poisson rastgele degiskenidir. Bu, Lévy siiregleri igin
ozel bir Lévy-Itd ayrisimi durumudur. Burada X siirecini sadece sigramalarinin toplami
olarak yeniden yazdik. Bir compound Poisson siirecinin [0, t] araliginda neredeyse
kesinlikle sonlu sayida sigramaya sahip olmasi nedeniyle, yukaridaki formiilde goériinen

rastgele integral sonlu bir toplamdir ve bu nedenle herhangi bir yakinsama sorunu yoktur.

Onerme 2.10. Poisson rastgele olciimii igin iistel formiil M, Poisson rastgele olciisii ve

A yogunluk olgiisiine sahipse, daha sonra ;(B) < oo kosuluyla her 6lgiilebilir B kiimesi igin

ve [ B e py(dx) < oo kosuluyla tiim f fonksiyonlari i¢in
E [efB f(x)M(dx)] = eJp(e/P-1u(axn) (2.35)

Ispat: u(B) iizerinde kosullandirlarak bu esitlik elde edilir. Daha detayli bir ¢alisma icin
[16]'ya bakiniz. Bu iliskiyi elde etmek icin ef5¢™H@) yve n(B)nin oldugunu

varsaymminin gerekli olmadigini, ancak fB e ) — 1|p(dx) < oo olmast yeterlidir.

Onerme 2.10, compound Poisson siirecleri ve Poisson rastgele degiskenleri arasinda, v’nin
sonlu oldugu v(dx)dt formundaki yogunluk l¢iimleriyle birebir esleme kurar. Aslinda, v,
R? iizerinde sonlu bir 6lcii ise ve M, [0,00) x R? iizerinde v(dx)dt yogunluk dlgiisii ile
bir Poisson rastgele olgiisiidiir, 0 zaman Onerme 1.10’u uygulayarak (2.34) denkleminin

Lévy olciisii v olan bir compound Poisson siireci oldugunu gosterebiliriz.
2.5.6. Sonsuz aktivite Lévy siirecleri

Onerme 2.11. Lévy-It6 ayrisimi, (X,)¢so, R iizerindeki bir Lévy siireci ve v Lévy ol¢iisii

ile ilgilidir. v, R*\{0} iizerinde bir Radon &l¢iisiidiir ve asagidaki kosullar1 saglar:
1. f|x|51|x|2vd(x) < oo,

2. flleI vd(x) < oo.
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X sigrama dl¢iimii olarak gdsterilen Jy, [0, ) X R¢ iizerinde yogunluk 6l¢iisii v(dx)dt

olan bir Poisson rastgele ol¢iisiidiir.

Ayrica, y vektorii ve d-boyutlu (B;) ;s Brownian hareketi, A Kovaryans matrisi

ile ilgilidir, boylece asagidaki gibi ifade edilir:

X, =yt+B,+ X} + lim X:. (2.36)
&

Burada

Xt = f xJx(ds X dx)
|x|=1,s€][0,t]

veE

Xf = x{Jx(ds x dx) — v(dx)ds}

fOS |x|<1,s€[0,t]

xJx(ds X dx).

J;)S|x|<1,sE[0,t]
Bu son durumdaki yakinsama, [0, T] araliginda t’ye gore diizgiindiir.

Lévy-Itd ayrisimi, her Lévy siire¢ i¢in y vektorii, pozitif tanimli bir A matrisi ve
dagilimi tamimlayan pozitif bir 6l¢iim v’nin oldugunu garanti eder. (4,v,y) iigliisii,

karakteristik iiclii veya liclii X Lévy siireci olarak adlandirilir.

Yukaridaki formiilde, yt + B, siirekli bir Lévy-Gaussian siirectir ve herhangi bir siirekli

Lévy-Gaussian siireci bu sekilde yazilabilir.

Bu tiir siirecler iki parametre ile tanimlanir: y siiriikkleme ve A Brownian hareketinin
kovaryans matrisi tarafindan temsil edilir. Bu formiiliin diger iki kismi, X, nin sigramalara

katkida bulunan siireksiz siirecleri temsil eder ve Lévy v Ol¢iisii ile tanimlanir.

flylz L vd (y) < oo kosulu, X’in 1’den biiyiik bir norma sahip sinirl sayida sigrama yapacagi

anlamina gelir. Yani toplam

neredeyse kesinlikle sonlu terime sahiptir ve X} bir compound Poisson siirecidir. Onerme

2.10 sonucuna gore,
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Xl = f xJ(ds x dx)
|x|>1,s€[0,t]

formunu gosterir.

Benzer sekilde, € (¢ > 0) ile 1 araligindaki sigramalarin toplami i¢in

Xi= Y ax = f o, (ds x dx) (2.37)
e<|s|<1,5€[0,t]

olarak tanimlanan bu siirecler, mutlaka yakinsak olmayan sonsuz sayida kiiciik sigramaya
sahip olabilir. Bu nedenle, yakinsama elde etmek i¢in, yukaridaki sicrama integralinin telafi
edilmis bir formiiliinii kullanmamiz gerekir.

XE = x{Jx(ds X dx) — v(dx)ds}

J;)S|x|<1,sE[0,tf]

xJyx(ds X dx) (2.38)

fOSlx|<1,sE[0,t]
bir martingaledir [16].
Ispat: [16, Boliim 3]’e bakiniz.

Lévy-Itd ayrisiminin 6nemli bir uygulamasi, her Lévy siirecinin, siiriikleme ve
sonsuz sayida bagimsiz compound Poisson siirecinin bir kombinasyonu olarak Brownian
hareketi ile siiriiklendigini gostermesidir. Herhangi bir Lévy siireci, sigrama-difiizyon siireci
olarak ifade edilebilir, yani siiriikkleme ve compound Poisson siireci ile Brownian hareketinin
toplami olarak keyfi bir dikkatle yaklasilabilir. Lévy-It6 ayrisimi ilk olarak Lévy tarafindan
kesfedilmis ve daha sonra It tarafindan tamamlanmistir, bu ayrisim Lévy siirecinin

yoriingelerini dogrudan analiz kullanarak tanimlamistir.
Teorem 2.1. Lévy-Khinchin gosterimi

(X)es0, RY iizerinde karakteristik iiclii (4, v,) ile tanimlanan bir Lévy siireci olsun. Bu

durumda,
E[eith] = elit¥@ ;e R4 (2.39)

seklinde ifade edilir. Burada,

1 .
Y(z) = —52 Az +iy.z+ f (elZ'X -1- iz.x1|x|51) v(dx)

R4
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ve gercek Lévy siireci i¢in Khinchin-Lévy temsilinin degeri su sekildedir:
E[ei?%] = %@, zeR

Burada,
1 to
Y(z) = —EAZZ +iyz + f (e —1-— izx1|x|51) v(dx).

Ispat: [3, Boliim 1]’e bakiniz.

Bu sekilde, herhangi bir sonsuz bdliinebilir dagilim igin karakteristik fonksiyon

tanimlanabilir.
Teorem 2.2. Sonsuza béliinebilir dagihmlarin karakteristik fonksiyonu
F’nin R? {izerindeki sonsuz boliinebilir dagiliminin karakteristik fonksiyonu asagidaki
gibidir:
®p(2) = e¥@, z e R4,

Burada,
A 1 A : iz.x 1 s 1 d
Y(z) = —5z.Az +iy.z+ Rd(e —1—-iz.x |x|51) v(dx)
A, n X n boyutlu pozitif simetrik matris, y € R? ve v, R%\{0} iizerinde pozitif Radon
Olciisiidiir ve asagidaki iligkilere tabidir:
f|x|51|x|2vd(x) <@, ] s vd(x) < oo.

v, F dagiliminin Lévy ol¢timiidiir.
Ispat: [16, Bliim 3]’e bakiniz.
2.5.7. Lévy siireclerinin yoriinge ozellikleri
1. Sabit pargah érnek yériingeleri: Onerme 2.7°de belirtildigi gibi, bir Lévy
slirecinin tiim 6rnek yoriingeleri, yalnizca bu siire¢ bir compound Poisson siireci ise
parcal1 sabitlerdir.

2. Sonlu Lévy degisim siireci: Bir Lévy siireci, eger yoriingeleri neredeyse kesinlikle

sonlu degisimin bir fonksiyonu ise, sonlu degisime sahiptir.

Onerme 2.12. Lévy sonlu degisim siirecini ele alir. Eger (4, v,y) iiclii karakteristikli Lévy

stireci sonlu degisime sahipse, agagidaki kosullar gegerli olur:
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A=0, f |x|vd(x) < o (2.40)
|x|=1

Ispat: [16, Onerme 3.9]’a bakimz.

Bu nedenle, sonlu degisim durumunda, Lévy-It6 ayrisimi ve Lévy-Khinchin temsili daha

basit bir sekilde aciklanir.
Sonug 2.1. (Lévy-Itd ayristirmasi ve sonlu degisim modunda Lévy-Khinchin gosterimi)

(X)e=0, R iizerinde (0, v,y) iiglii karakteristik ile bir sonlu degisimli Lévy siirecidir. Bu
durumda, X i, 0 ve t arasindaki sicramalarin toplami ve dogrusal siiriikkleme terimi olarak
yazabiliriz. Yani,

AXg#0

X, = bt + f %]y (ds X dx) = bt + Z AX, (2.41)
[0,t]xR4 seo.t]

olarak tanimlanir. Bu durumda X’in karakteristik fonksiyonunu,

b= flxlﬂxvd (%)

olmak tizere
E [e iZXt] — et{ib'z-l-f]Kd(eiZ'X—l)V(dX)} (2.42)

olarak yazabiliriz.

Artimh Lévy siirecleri (Baglayicilar): (X;);so, 1 olasilikla azalmayan tek boyutlu Lévy
stirecine artimli Lévy siireci veya bagimlayic1 denir. Bu siiregler, yeni Lévy siireglerini
olusturmak i¢in zamanm degismesinde kullanilir ve Lévy’nin temel yapisi ile finansal

modellerin olusturulmasinda ¢ok énemli araglardir.

Onerme 2.13. (X,);»o’m R iizerinde bir Lévy siireci oldugunu varsayalim. Asagidaki

kosullar denktir:

i. Neredeyse kesinlikle X; = 0 olan t > 0 vardir.
ii. Hert > 0 i¢in neredeyse kesinlikle X; > 0.
iii. (X;)’nin 6rnek yoriingeleri neredeyse kesinlikle azalmaz: t > s =x ¢ = X¢
iv. (X,) karasterektik iigliisii, A = 0°da v((—o0,0]) = 0, fooo(x A Dv(dx) < o ve
b > 0 dir, yani, (X;)’in bir difiizyon bileseni yoktur, yalnizca pozitif sigramalar ve

pozitif siiriiklemesi vardir.
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Artimh Lévy siiregleri (baglayicilar): (X;):so, | olasilikla azalmayan tek boyutlu Lévy
stirecine artimli Lévy siireci veya bagimlayict olarak adlandirilir. Bu siiregler, zamanin
degismesinde kullanilarak yeni Lévy siirecleri olusturmak ve finansal modellerin temel

yapisini olusturmak i¢in 6nemli araglar sunarlar.

Onerme 2.13. (X,):o nin R iizerinde bir Lévy siireci oldugunu varsayalim. Asagidaki

kosullar esittir:

1. Neredeyse kesinlikle, t > 0 i¢in X; = 0°dur.
2. Hert > 0 icin neredeyse kesinlikle X; > 0’dur.

a.s.
3. (X,)’nin 6rmek yoriingeleri neredeyse kesinlikle azalmaz: t > s ise : t = s =

X; = X; (hemen hemen kesin olarak).

4. (X;) Kkarakteristik Ugliisi sunlar1 saglar: A = 0’da v((—oo, O]) =0, [ Ooo (x A
Dv(dx) < oveb = 0veb = 0°dir. Yani, (X;)’ nin bir diflizyon bileseni yoktur;
sadece pozitif sigramalar ve pozitif siiriiklemesi vardir.

2.5.8. Dagitim ozellikleri
Lévy siirecinin momentleri ve logaritmik momentleri

Lévy olgiisii, Lévy siireglerinin ve momentlerinin dagilimlarinin  kuyruklarinin

davranigini belirleyen bir unsurdur.

(Xt)¢=0, R tizerinde (4, v,y) iicli karakteristikle bir Lévy siireci olarak kabul edilsin.
X, nin momentleri, karakteristik fonksiyonun tiirevlenmesi ile hesaplanabilir. Ozellikle,
X nin logaritmik momentleri, 0 noktasindaki {istel karakteristigin tiirevlenmesi ile elde

edilir.

c1(Xy) = E[X,] = t(V +f|

vd(x)>,
x|=1
+o0
c,(Xp) =VarX, = t(A +f xzvd(x)>,
ve her n > 3 i¢in

cn(Xp) = tf+ooxnvd(x)

Bu, tiim boliinebilir dagilimlarin sonsuz bir sekilde verildigini gosterir ¢linkii

c4(X¢) > 0’dir. Ayrica, X, nin logaritmik moment dagilimi dogrusal olarak ¢t ile artar.
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Ozellikle, X, nin garpikligi (Skewness) ve basiklig1 (kurtosis) veya denk olarak X, —
X nin biiyiimeleri agagidaki iligki ile ifade edilir:

c3(Xa) :5(X1)
cy(Xp)3/2 VA '

Bu nedenle, Lévy siirecinin artiglar1 veya denk olarak sonsuz béliinebilir dagilimlarin

c4(Xa) _ Kk(Xy)
c2(Xa)? A

s(Xp) = K(Xp) =

artiglar1 gerilir, ancak basiklik (ve varsa ¢arpiklik) artma hesaplanirken zaman 6l¢eginde
azalir: ¢arpiklik oram1 (A)Y/?’ye diiser ve ¢arpikligin azalma orani (decay rate) 1/A’ya

esittir.
2.5.9. Kararh dagitimlar ve siirecler

Kararl siireglerin 6neminin bir nedeni, Gauss dagilimlarina kiyasla kuyruklarinin
agir olmalaridir. Gauss dagilimlarinda, kuyruklar ortalamadan uzaklastikga tistel olarak

sifira yaklasirlar. Bu 6zellik, opsiyon fiyatlarinin modellenmesinde dikkate almnur.

Brownian hareketinin énemli bir 6zelligi, kendi kendine benzer (self-similar) olmasidir. W,

R iizerinde Wiener siireci olsun. O zaman,

w
( at) = W)is0, Ya>0
va/ .,

B; = yt + W, siiriikleme ile Brownian hareketini ele alirsak, bu 6zelligi aktarabiliriz:

Wat)
= (B; + ./ ayt , Ya>0
()., =@ e

Lévy siirecine kendi kendine benzer denir, eger,

Xat
Va > 0,3b(a) > 0: (b(a)) = (Xt)¢e=o0-
£20

Bundan dolay1 X, 'nin karakteristik fonksiyonu
Dy, (2) = E[e” @),
olur ve bu 6zellik, karakteristik fonksiyonun asagidaki 6zelligiyle esdegerdir:
Va > 0,Vz,3b(a) > 0: ®y (2)* = &y, (zb(a)).

Bu 6zelligin gegerli oldugu dagilima kesin kararli dagilim denir ve ayrica agagidaki tanimi

yazabiliriz.
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Tamim 2.18. X; € R iizerinde rastgele degisken bir kararli dagilima sahiptir. Bu durum, her

a > 0igin b(a) > 0 ve c(a) € R? degerlerinin varlig: ile karakterizedir. Oyle ki,

Dy, (2)* = Dy, (zb(a))e'“?, Vz € R? (2.43)
ve kesinlikle kararli bir dagilima sahipse

Dy, (2)* = Dy, (zb(a)), Vz € R™ (2.44)

Her kararli dagilim i¢in, 0’dan biiyiik ve 2’ye kadar olan bir kararl a sabiti vardir.
Bu sabit, b(a) = a'/® olacak sekilde (2.43)’ten tiiretilir [49, Sonu¢ 2.1.3]. Bu sabite
“kararlilik indeksi” denir ve kararli dagilimlar o indekslere a-kararli dagilimlar denir.
Yalnizca 2-kararli dagilimlar, Gauss dagilimi olarak kabul edilir. Kendi kendine benzer bir
Lévy siireci her zaman kesin kararli bir dagilima sahiptir. Bu nedenle bu tiir siireclere “kesin

kararli Lévy stirecleri” denir. a-kararli Lévy siireci, a > 0 i¢in

X
va > 0,3b(a) > 0: (al‘jta) = (X)) eso (2.45)
t=0

bagintisini saglar.

Kararli Lévy siireci, bir kararli dagilim ailesini tanimlar ve tam tersi, her kararl
dagilim sonsuzca boliinebilir ve belirli bir zamanda kararli Lévy siirecinin dagilimi olarak

goriilebilir [50].

a —kararli dagilimin olasilik yogunlugu S, (o, S, ) ile gosterilir. Bu durumda, o > 0
olcek parametresi, -1< f <1 araliginda carpiklik derecesini ve u € R aktarim

parametresini ifade eder. Bu olasilik yogunlugu yalnizca agagidaki ti¢ durumda gegerlidir:
e S,(0,0,u): Gauss dagilimi, yogunlugu ﬁ e~ (—m*/49% ¢eklinde ifade edilir.
- - - g . e . .
e S;(0,0,u): Cauchy dagilimi, yogunlugu o bicimindedir.

1
(x—p)3/2

o Si,(0,1,p): Lévy dagil suntugu (=) —0/Ge=1) 1
1/2(0, 1, u): Lévy dagilimi, yogunlugu e sy

21

seklinde verilir.

Ilk iki dagilimin ortalamalar1 komsuluklarinda simetriktir, son dagilim ise (u, o)

tizerinde merkezlidir. Kararli Lévy siireclerinin olciisti,

Cc
v(dx) = W dx

baginti 1yla gosterilir, burada ¢ > 0’dir.
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2.5.10. Lévy ve Martingale siirecleri

Martingaller, olasilik teorisi ve finansal matematikte 6nemli bir rol oynar. Lévy

stireglerinin bagimsiz biiyiime 6zelligi kullanilarak ¢esitli martingaller olusturulabilir.

Onerme 2.14: (X,) ;> bagimsiz artislara sahip reel degerli bir siire¢ olsun. Bu durumda:

eiuXt

1. Heru € R, i¢in (E

) Martingaledir.
t=0

2. Bazt u € R degerleri igin ve her t > 0, eger E[e™Xt] < oo, ise, (EF;—:’;])t .
Martingaledir.

3. Hert > 0i¢in E[X;] < oo ise, M; = X; — E[X;] Martingaledir (bagimsiz artiglara
sahip bir siirectir).

4. Hert = 0icin Var[X;] < oo, ve M yukarida tanimlandigi gibi bir Martingale ise,
(M)? — E[(M,)?] Martingaledir.

Eger (X;), bir Lévy siireci ise, bu 6nermedeki tiim siireglerin martingale olmasi
icin karsilik gelen momentlerin t degeri i¢in sonlu olmasi yeterlidir.

Ispat: [50, Teorem 3.25 ve 17-25]’e bakniz.

Notasyon: Fizik¢iler a-kararli Lévy siireglerini “Lévy sigramalar1” olarak adlandirir.
Lévy sigramalari, Lévy siireclerinin bir alt kategorisi olup kendi kendine benzer ve sonsuz

varyans Ozelligine sahiptir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, finansal varliklarin fiyatlamasinda kullanilan siireglerin teorik
temelleri ve modelleme ydntemleri ele almacaktir. Oncelikle, sigrama-difiizyon siiregleri
ve bu baglamda Merton sigrama-difiizyon modeli ile Kou modeli incelenecek; ardindan,
saf sigrama siireglerine yonelik yaklagimlar ve bu siireclerin altinda yatan hiperbolik
dagilimlar, Normal Ters Gauss (NIG) siireci, Varyans Gama (VG) siireci ve CGMY
stireci ayrintili olarak agiklanacaktir. Bu yontemlerin her biri, finansal piyasalardaki
karmasikliklar1 ve belirsizlikleri modellemek i¢in kullanilan ileri diizey matematiksel
araclar1 temsil etmekte olup, teorik cerceveleri ile birlikte uygulamali 6rnekler

sunulacaktir.

Hisse senedi piyasalari, ilk kez 1531 yilinda Belgika’nin Antwerp sehrinde
faaliyete gegmistir. Glinlimiizde diinya genelinde 150°den fazla borsa bulunmaktadir. Bu
piyasalardaki hisse senedi fiyatlarinin matematiksel modellemesi, Antwerp’ten yiizyillar
sonra baslamis olmasina ragmen, bu alandaki ilk ¢abalar 1900 yilinda Louis Bachelier
tarafindan matematiksel bir doktora tezi olarak gergeklestirilmistir. Bachelier,
arastirmalarinda Brownian hareketini kullanmis, ancak bu calisma uzun yillar boyunca
fazla ilgi ¢cekmemistir. Sonunda, 1950°de bir istatistik¢i olan L.J. Savage, Bachelier’in
calismasini yeniden kesfetmistir ve bu bilgiyi Samuelsen’e (1915-2009) aktarmistir.
Samuelsen daha sonra Bachelier’in modelini gelistirmis ve hisse senedi fiyatlarini
geometrik Brownian hareketine dayali olarak modellenmistir. Samuelsen’in 1965 yilinda
yayinlanan makalesinden sonra, 1973’te Fisher Black ve Myron Scholes ile ayni yil
Merton’un yayinladigi makaleler, hisse senedi fiyat modellemesi alaninda bir devrim

yaratmistir. Bu makaleler, opsiyonlarin fiyatlandirilmasi i¢in bir yontem sunmustur.

Varlik getirilerinin normal dagildigi varsayimi, son yillarda hisse senedi
fiyatlarinin matematiksel modellemesinde 6nemli bir rol oynamistir. Dagilimlarin normal
oldugu yoriinge siirekliligi varsayimi, Samuelsen, Black, Scholes ve Merton tarafindan

tanitildiktan sonra bir¢ok makalede kullanilmistir [43].

Fiyatlandirma ve fiyatlarin modellemesi i¢in kullanilan rastgele siireclerin
evreninde en 6nemli y1ldiz kuskusuz Brownian hareketidir. Brownian hareketi ve finansal

modelleme, bagindan beri ayrilmaz bir sekilde baglantilidir.
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Sekil 3. 1. SLM (NYSE) hisse fiyatinin logaritmasinin gelisimini 1993-1996 donemi icin
gosterir ve ayni verimlilik ve volatiliteye sahip tipik bir Brownian hareket yoriingesi ile
karsilastirilmasi.

Brownian hareketinin 6nemli bir 6zelligi, 6rnek yoriingelerinin siirekliligidir.
t — B, yoriingesi zamanin siirekli bir fonksiyonudur. Ancak hisse senedi piyasasi
verilerine dayali ampirik kanitlar, Brownian hareketinin aksine, fiyat yoriingesinde
stireksizlikler olarak goriinen sigramalarin varligim1 gostermistir. Sekil 3.1, SLM hisse
senedi fiyatinda Brownian hareketinin aksine, fiyat yoriingesinde ani sigramalarin oldugu
bir donemi gosterir. Brownian hareketinin bir diger onemli o6zelligi Ol¢ekleme
degismezligidir (Scale invariance). Brownian hareketinin Ozellikleri tim zaman
dilimlerinde aynidir. Sekil 3.2, 6nceki diyagramin ii¢ y1llik periyodunun ilk ¢eyregi i¢in
yakinlastirilmis halini gosterir. Agikca, Sekil 3.2°deki (solda) Brownian ydriinge, Sekil
3.1’deki egriye benzer, ancak Sekil 3.2°deki (sagda) hisse senedi fiyatinin gelisimi,
Olgekleme degismezliginin aksine sigramalar daha goriiniir hale gelir. Fiyatlarin
davranigina daha yakindan bakildiginda, farkliliklar daha belirgin hale gelir. Sekil 3.2,
SLM’nin Subat 1993°teki bir aylik donemdeki gelisimini, ayn1 zaman dilimindeki
Brownian hareketi yoriingesiyle karsilastirirken, Brownian yoriingeleri ii¢ yillik ve ii¢
aylik donemlerde benzer goriinse de, bu siire zarfinda gercek piyasa fiyatlarinin davranisi

biiyilik asag1 yonlil sigramalar icerirken, Brownian modeli siirekli davranisini siirdiiriir.

Son olarak, Sekil 3.4’teki giinliikk karsilastirmaya dikkat edildiginde, fiyat
hareketinin sadece sigramalarla oldugu, Brownian modelinin ise ufuk boyunca siirekli
davranigini siirdiirdigli goriiliir. Bu nedenle gercek verilere daha uyumlu olabilecek

modellerin gelistirilmesi gerekliligi glindeme gelmistir [16].
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Sekil 3. 2. SLM (NYSE) hisse fiyatinin logaritmasinin gelisimini Ocak-Mart 1993
donemi igin gosterir ve ayn1 volatiliteye sahip Black-Scholes modeli ile karsilagtirilmasi.
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Sekil 3. 3. SLM (NYSE) fiyat davranigin1 Subat 1993 tarihine odaklanarak gosterir ve ayn
volatiliteye sahip Black-Scholes modeli ile karsilagtirilmasi.
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Sekil 3. 4. SLM (NYSE) fiyat davranisin1 11 Subat 1993 tarihine odaklanarak gosterir ve
ayn1 volatiliteye sahip Black-Scholes modeli ile karsilastiriimasi.

Mali modellemede, Lévy siireglerini kullanmanin temel motivasyonu, varlik

getirisi dagilimin1 daha iyi uydurmaktir. S&P 500 endeksinin giinliik getirisini ele alalim.
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Sekil 3.5’de maksimum ve minimum giinliik normal getiri sirasiyla 7.9967 ve -21.1550

civarindadir.

Dikkat edin, Z standard normal dagilimi kullanildiginda, P(Z < —21.1550) =
4 x 107197 oldugu i¢in, bu olaym 15 trilyon yilda bir gerceklesmesi gerektigi bir diinya
yasami ile karsilastirildiginda, 25 yillik bir siiregte meydana geldigi gozlemleniyor.
Agikca, S&P 500 endeksinin normal giinliik getirisi olan Sekil 3.5’teki histogram, daha
uzun stireli zirveler ve iki belirgin asimetrik kuyruk gostermektedir. Uzatilmis dagilim,

normal dagilima gore daha fazla basikliga sahiptir (3’e esit bir basiklik).

Black-Scholes gibi finansal piyasalarin getiri slirecinin klasik modeli log-normal
difiizyon siirecini igerir. Bu siireclerin getirilerinin logaritmas1 normal bir dagilima
sahiptir. Ancak bazi1 durumlarda gergek piyasalar bu ideal modelden sapmaktadir. Piyasa
verilerinin, log-normal modelde bulunmayan bazi daha gercek¢i ozellikleri dikkate
almas1 gereklidir. Ampirik gozlemlere dayanarak, bu yeni ozellikleri modellemek icin

Lévy siireci gibi sigramali en basit Markov modeli kullanilmistir [27].

Hisse senedi piyasalarinin getirilerinin logaritmasindaki sicrama ve pure sigrama
stireglerini tanitir. Ayrica, piyasa fiyatlar1 siirecinde dagilimin daha uzun oldugu ve
kuyruklarin daha kalin oldugu gercegi, normal dagilim modeline uymamaktadir. Bu yeni
ozelliklerin siniflandirilmasi i¢in Lévy siireci, yani sicramali en basit Markov modeli
kullanilmistir [27]. Bu boéliimde, iki siire¢ kategorisi olan sigrama-difiizyon siirecleri ve

pure si¢crama siireclerini tanitiyoruz.
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Sekil 3. 5. S&P 500 endeksinin (Haziran 1980°den 31 Aralik 2005°e kadar) ve yogunlugu
N(0,1) olan normal giinlik getirisinin histogramimin karsilastirilmasini gosterir. Bu
karsilastirma, uzun bir zirve ve daha belirgin bir kuyruk sergiler.

37



Sigrama-diflizyon siiregleri, Brownian bilesenine ek olarak sigrama stireksizliklerini
iceren siireclerdir. Bu siirecler ilk kez 1976 yilinda Merton tarafindan tanitildi. Daha sonra
2002 yilinda diflizyon sigrama siiregleri kategorisinde Kou modeli tanitildi. Bu siireg

kategorisi, borsa modellemesinde ilk kez 1995 yilinda kullanildi.

Sigrama-diflizyon siiregleri, her sonlu zaman aralifinda sinirli sayida sigrama
tiretirken, varlik fiyatlarinin gozlemlenmesi, her sonlu aralikta ¢ok sayida kiigiik
sicramanin varligini gosterir. Boylece, her sonlu aralikta sonsuz sigramalara sahip bagka
bir fiyatlandirma literatiirii dali tamitilmistir. Genellestirilmis hiperbolik siiregler
kategorisi, 1995 yilinda Eberlin, Keller ve Prause tarafindan tanitildi. Hiperbolik siire¢
(1995), normal ters Gauss siireci (1995) ve Gamma varyans siireci (1998),
genellestirilmis hiperbolik siiregler olarak siniflandirilir. CGMY Pure-sigrama siireci,
(2002) yilinda Carr, Geman, Madden ve Yor tarafindan tanitildi. Ampirik kanitlar,
genellestirilmis hiperbolik siireclerin iki smifinin ve CGMY siirecinin hisse senedi

fiyatlandirmasi icin Lévy siire¢lerinden daha uygun oldugunu gostermektedir [15].
3.1. Sicrama-Difiizyon Siirecleri

1975 yilinda Merton tarafindan ilk kez dikkat ¢ekilen bir nokta, ampirik kanitlarin
stirekli 6rneklem yoriingeleri desteklemedigiydi. Merton, hisse senedi fiyatinin siirekli
bilesenini Wiener siireci olarak temsil edebilecek bir siiregle birlikte sigrama bilesenini
ifade etmek icin Poisson siirecini tanimladi. Hisse senedi verilerinin giris orani, bir
Poisson dagilimina sahip bir olayla ifade edildi. Bu olaylarin bagimsiz ve diizgiin

dagildig1 varsayildi.

Bu nedenle, si¢grama-difiizyon siireci, sigrama siireci ile diflizyon siirecinin bir
kombinasyonu olarak tanimlanir. Aslinda, sigrama-difiizyon siireci, bir Black-Scholes
modeline sigrama eklenmesiyle olusur. Bu siirecler genellikle asagidaki gibi ifade edilir:

N

Xt:yt+O_Wt+ZYl-

i=1
Burada ilk iki terim siirecin siiriiklenme ve difiizyon bilesenlerini, li¢iincii terim ise
sigrama-difiizyon siirecindeki bir siireksizligi (sigramay1) temsil eder.

Tamm 3.1. Taramah Lévy siireci (Interlacing Lévy processes)

Brownian hareketi ve compound Poisson siirecinin toplamu, iki bagimsiz toplama

sahip bir Lévy siirecleri ailesini tanimlar. Bu siireclerin yoriingeleri zaman zaman
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sicramalarla ve rastgele zamanlarda ||Y;|| miktarini i¢ ige gegirerek siirekli bir hareketle

karakterizedir. Bu tiir siireclere “taramali” denir.
3.1.1. Merton sicrama-difiizyon siireci

Brownian hareketi ve compound Poisson siirecini birlestirerek, sigramali difiizyon
siirecinin en basit sekli olusturulur. Bu siire¢ iki boliimden olusur. Fiyatlarin normal
gelisimi, rastgele zamanlarda sigramalarin gergeklestigi diflizyon siireci tarafindan
belirlenir. Bu sigramalarin sayisi nadir ve biiyiik olaylar ve degisiklikler nedeniyle ortaya
c¢ikar. Bu siireg, sicramalar arasinda rastgele bir gelisime sahiptir:

N

thyt+aWt+ZYi (3.1)

=1
Merton sigrama-difiizyon siireci, taramali Lévy siiregleri ailesinde bulunur ve sigrama-

difiizyon siirecleri kategorisinin en iinlii modelidir [53, 54].

Merton modelindeki X, fiyat logaritma siireci, Gaussian dagilimi olan sigramalara
sahiptir. Yani, ¥;~N (i, §%). Merton modelindeki siireksizliklerin (sigramalarin) rastgele

sayist kosulu altinda olasilik dagilimi su sekilde ifade edilir:
P(X, € 4} = ) P{X, € AIN, = k}P(N, = k}
k=0

Sonug olarak, X; olasilik yogunlugu su sekilde ifade edilir:

o0 (X —yt— k‘u)Z
peC) =it Y a0t |~ St Thot)
' P k!'\/2m (o2t + ka?)

(3.2)

Drifti dikkate alinmadan Merton modeli 4 parametreden olusur. Burada, o
difiizyon volatilitesini, A sigrama dl¢iislinii, 4 sigrama degerinin ortalamasini ve § sigrama

degerinin standart sapmasini ifade eder.

Merton modelinde Lévy yogunlugu:

o~ (x—1)? /487 (3.3)

v(x) :6@

Lévy-Khinchin temsiline ve Merton modelindeki sonlu sigrama sayisina gore Merton

karakteristik fonksiyonu asagidaki gibi olur:
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o _ou? .
Yu) = — +iyu+A{e "z THE— 1} (3.4)

Bununla birlikte, karakteristik fonksiyondaki son terimin biiyiik sigramalardan dolay1
sonlu oldugunu g6z 6niinde bulundurmaliy1z.
Merton modelinin beklenen degeri:

E[X¢] = t(y + ) 3.5)
ve kosullu varyansi:

VarX, = t(c? + 162 + Au?) (3.6)
ayrica asagidaki logaritmik momentleri de hesaplayabiliriz:

c3 = tA(36%u + u3) (3.7

cqs = tA(363 + 61262 + ut). (3.8)

Merton olasilik yogunlugundaki kuyruklar, Gauss modelinden daha agirdir ve bu modelin

tiim iistel momentleri sonludur [16, 41].

Sekil 3.6°da, sigrama degerleri ve Merton sigrama-difiizyon siireci i¢in Gauss dagilimina

sahip compound Poisson siirecinin 6rnek yoriingeleri gosterilmektedir.
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Sekil 3. 6. Solda: Gauss dagilimina sahip compound Poisson siirecinin 6rnek yoriingesi
sigrama degerleri icin. Sagda: Merton sigrama-difiizyon siirecinin Ornek yoriingesi
(Brownian hareketi + compound Poisson).

Soldaki grafikte, Gauss dagilimma sahip compound Poisson siirecinin sigrama

degerlerine ait 6rnek yoriinge goriilmektedir.
3.1.2. Kou modeli

Kou si¢cramali diflizyon siireci 2002 yilinda tanitildi. Bu modelde, Merton modeli

ile benzer bir sekilde, varlik fiyatlarimin logaritmasi, bir Brownian hareketi ve bir
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compound Poisson siirecin toplamindan olusur. Sigrama degerleri ¢ift iistel bir dagilima
sahiptir. Bu modelin Merton modelinden farki, momentlerinin daha kolay hesaplanabilir
olmasidir. Bu, c¢ift tstel dagilima sahip (asimetrik) bir bellegin olmamasindan

kaynaklanir. Sigrama miktari, asagidaki gibi asimetrik bir ¢ift tistel dagilima sahiptir:

fry) = P/1+e_/1+y1y>o + qll—e_l_yly«): (3.9)

burada, A, pozitif sigrama degerlerinin dagilimi i¢in bir parametre, A_ negatif sicrama
degerlerinin dagilimi i¢in bir parametre, p,q € [0,1] ise yukar1 ve asagi sicrama

olasiliklarini gosterirler. Kou modelinin 5 parametresi bulunmaktadir:
o Difiizyon volatilitesi
A: Sigrama ol¢iisii
Ay Pozitif sicrama degeri i¢cin dagilim parametresi
A_: Negatif sigrama degeri i¢cin dagilim parametresi
p ve q: Sigrama degerlerinin yoniinii ve olasiligin1 belirleyen parametreler.
Lévy modelindeki 6l¢ii
v(x) = pAde ™1 0 + gAd_e M1, (3.10)

¢ift iistel dagilimin iki ilging &zelligi vardir. Ilk olarak, sigrama degerinin dagiliminin
genisletilmis olmasidir ve ikincisi, bu dagilimin benzersiz bir 6zelligi olan belleksiz

(hafizasi1z) olmasidir.

Bu 6zellikler, opsiyon fiyatlandirma gibi konularda analitik ¢éziimler sunar. Kou
modeli arbitraj izni vermez ve Ramezani ve Zeng tarafindan 1999°da yiiriitiilen deneylere
dayanarak, ¢ift iistel sigrama difiizyon modelinin Merton sigrama difiizyon modeline gore

piyasa verilerine daha iy1 uyarlanabildigi gosterilmistir [36, 45].
3.2. Pure Sicrama Siirecleri

Bu kesimde pure sigrama siireclerini ve sonsuz aktiviteli Lévy siireclerini ele
alacagiz. Lévy siirecleri yalnizca sigrama-difiizyon siiregleriyle sinirli degildir, ¢iinkii bazi
Lévy stirecleri her aralikta sonsuz sayida sigramaya sahiptir. Pure sigrama siireglerinde, cogu

sigrama cok kii¢iik degerlere sahiptir ve yalnizca sinirh sayida biiyiik sigrama bulunur.

Pure sicrama siireci ilk kez 1976°da Cox ve Ross tarafindan tanitildr. ilk olarak sonlu

aktiviteli bir pure sicrama siireci incelenmistir. Ancak sonraki ¢aligmalar, finansal piyasa
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verileriyle daha uyumlu olan sonsuz aktiviteli stireclere odaklanmistir. Hisse senedi fiyat
hareketlerini modellemede sigrama bileseninin 6nemi 1996’da Bakshi, Chen ve Carr

tarafindan vurgulanmistir.

Ampirik kanitlar, hisse senedi piyasalarinda gozlemlenen fiyatlarin logaritmasinin
Lévy pure sigrama siiregleri modelleri ile daha iyi uyum gosterdigini gostermektedir. Bu
nedenle bu kesimde, en yaygin olarak kullanilan pure sicrama siireglerini tanitacagiz ve
finans matematigi icindeki biiylik roliine odaklanacagiz. Bu modellerde, Brownian
bilesenini ayrica tanitmaya gerek yoktur, cilinkii sigramalarin yapisi hisse senedi fiyatinin

kisa zaman araliklarindaki davranisini ifade eder.

Geman, 2001°de finansal varlik fiyatlandirma siireclerinde bir sigrama bileseni
oldugunda artik bir difiizyon bilesenine gerek olmadigini ileri siirdii. Sigramalar, zaman
zaman meydana gelen biiyiik hareketleri gostermek icin gereklidir ve difiizyon bileseni
stirekli olarak meydana gelen kiiciik hareketleri ifade eder. Ancak deneyler, bu modellerin
genellikle bir difiizyon bileseni eklenerek iyilestirilemedigini gostermistir. Bu nedenle, bu

stireclerde Brownian bileseni bulunmamaktadir.

Sonlu aktivite siiregleri (her aralikta sinirli sayida sicrama) diisiiniilebilir, ancak bu
modeller fiyat davraniginin gergek bir agiklamasma yol agmaz. Bu nedenle sadece sonsuz
aktivite modellerini inceleyecegiz. Sonlu aktivite modellerini incelemek isterseniz,
CGMY’nin [42]’ye bagvurabilirsiniz. Incelenecek siirecler arasinda hiperbolik siireg,

normal ters Gauss siireci, Gama varyans siireci ve pure sicrama Lévy siireci bulunmaktadir.
Pure sigrama siiregleri genellikle 3.2 tanimiyla ifade edilir.
Tanim 3.2. Pure sicama siirecleri

Sayma siireci, negatif olmayan rastgele degiskenler dizisi T, ile ifade edilir. Bu durumda,
T, <oo ise, T, <Tpyq ve T, =0 ise T, = T4, olarak kabul edilir. T;,, n. olaymn

gerceklesme zamanini temsil eder.

N(t), t zamana kadar gerceklesen olaylarin sayisidir ve su sekilde ifade edilir:

N(t) = Z HT, <t}, N(t) =0 3.11)

N(t), pargali sabit bir siirectir ve T), anlarinda degeri 1 olan si¢gramalara sahiptir. Bu tiir

siireclere basit nokta siiregleri denir.

42



Basit nokta siirecleri, (T, Z,) ¢iftleri ile tanimlanan isaretli nokta siire¢lerinin bir alt
tiiriidiir ve 6rnegin, bu siireglerde rastgele degisken Z,,, T,, anindaki sigrama degerini ifade

edebilir.

(Xt)¢s=0, pure sigrama siireci olarak tanimlanir ve asagidaki sekilde ifade edilir:

X(6) = X(0) + Z I(T, < t)Z,, (3.12)
n=1

Bu siire¢ sag-siirekli ve parcali sabit bir siirectir. Burada, T;,, n. zaman si¢ramasi ve Z,,,

n. sicrama degerini temsil eder.
3.2.1. Hiperbolik dagilhmlar

Bir grup Lévy siireci, finansal uygulamalarda Eberlein ve Freiburg kentindeki
arastirma grubu tarafindan kapsamli bir sekilde gelistirilen hiperbolik (simetrik) siirecleri
igerir.

Bu boliimiin amaci, 1995 yilinda tanitilan ve 1998 yilinda Eberlein, Keller ve
Pravez tarafindan genisletilen hiperbolik modeli tanitmaktir. Bu siire¢, Brownian bileseni
icermeyen pure sigrama siirecleri kategorisine aittir. Hiperbolik model, hisse senedi
getirilerine oldukca iyi uyar. Ancak, hiperbolik hareketi kullanmak, Brownian hareketi
kadar basit degildir. Bu siirecle opsiyon fiyatlandirmasinin kapali bir formiilasyonu

Eberlein ve Keller tarafindan 1995 yilinda bulunabilir.

Hiperbolik model, finans matematiginde tanitilan ilk pure sigcrama modellerinden
biridir. Volatiliteyi sabit kabul eden Black-Scholes ve Merton formiiliinden farkli olarak,

bu modellerde volatilite rastgele bir siirectir [28].

Genellestirilmis hiperbolik dagilim, ilk olarak 1977 yilinda Barndorff-Nielsen
tarafindan riizgarla savrulan kum yataklarinda pargacik boyutu icin bir model olarak
kullanild1. Bingham ve Kiesel, kum torbalarinin olugsum siireci ile hisse senedi fiyatlar
arasinda ilging bir iliski buldu. Enerji transferinin ardisik etkilerinin biiyiik taglar1 kirip
kum yiginlarina doniistiirmesi gibi, kiiresel diizeyden bolgesel diizeye ve giderek kiiciilen
sosyal bilimlere bilgi aktariminin art arda gelen etkileri sermayelerin ve hisse senetlerinin

degerinde belirleyici bir role sahiptir [57].

Finansal veri modellemede ii¢ alt kategori i¢inde genellestirilmis hiperbolik
stiregler kullanilir. 1995 yilinda Eberlin ve Keller tarafindan kullanilan hiperbolik siirec,
Barndorff-Nielsen tarafindan ortaya atilan normal ters Gauss siireci ve gama varyans
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siireci, finansal verileri modellemek i¢in kullanilan genellestirilmis hiperbolik siireclerin
arasindadir [51]. Hiperbolik dagilim adi, yogunlugunun logaritmasinin bir hiperbol
olmasindan gelir. Hiperbolik dagilim, 4. boliimde tartisilan genellestirilmis hiperbolik

dagilimlarin 6zel bir durumudur [16].

Hiperbolik fonksiyonlarin yogunlugu asagidaki gibidir:

F@h 8,000 == ey (-a/FF G2+ -w) (13

Bu baglamda, hiperbolik dagilimin dort parametresi vardir, bunlar u € R, > 0
ve 0 < |B] < @’dir. @ ve B parametreleri dagilimin seklini, B carpikligini, § ve u ise
Olcegi ve konumunu ifade eder. Bu parametreler, bagimsiz bir gdzlem 6rnegi kullanilarak
maksimum olabilir. Bu alanda ¢alismak i¢in Blaesield ve Serensen’in 1992 makalesine

bagvurulabilir.

Barndorff-Nielsen ve Halgreen, hiperbolik dagilimin sonsuz béliinebilir oldugunu
kanitladilar [4]. Bu nedenle, hiperbolik dagilim (X;);so, Lévy siirecini, yani bagimsiz ve
sabit biiyiimeleri olan bir siireci olusturabilir, bu dagilimin yogunlugu (3.13) ile ifade
edilir. (X;)¢o hiperbolik hareket siireci, (@, ,5,u) parametrelerine baglidir. Lévy-
Khinchin temsil teoremi kullanilarak hiperbolik hareketin pure sicramalarla degisen bir

stire¢ oldugu gosterilmistir. Moment tireten fonksiyon asagidaki gibi ifade edilir.

Lemma 3.1. Hiperbolik dagilimin moment tireten fonksiyonunu asagidaki iligki ile ifade

eder:

B et a? — B? Kl(S\/aZ - B+ u)z)
- K (8 a? - ,82) Jaz — (B +u)? '

Ispat: u bir konum parametresi oldugu igin # = 0 durumu dikkate almak yeterlidir.

28K/ a? — B2

olarak tanimlayalim. |8 + u| < « i¢in,

M(u)

1B+ u| < a. (3.14)

a(a, B, ) = (3.15)

M(u) = feuxf (a,B,6,0)(x)dx

=a(a,pB,9) f exp l—a\/62 +x2+ (B + u)xJ dx

44



_ a(@B,8)
a(a,f+u,8)

_ Jar =g K (8Ya? - (B +w?)
_Kl((?\/az—ﬁz) Jaz — (B +u)? .

Hiperbolik dagilimin tiim momentleri mevcuttur ve X, hiperbolik hareketinin

(3.16)

momentleri, u = 0’deki moment {ireten fonksiyonun tiirevleri hesaplanarak elde

edilebilir. Ilk olarak, bagimsiz ve sabit biiyiimeleri kullanarak,

k k

0 d
EX{] = 5 My, Wluzo = 5% MW Tlu=o

= tM®(0) = tE[Xf]
clinkii, M(0) = 1. M’nin tiirevini alarak

BS K (9)

4 Ja?z —p2Ki(s)

elde ederiz. Burada, ¢ = §/a? — B2 olur. Varyans i¢in asagidaki baglantiy1 bulabiliriz:

— £2 ﬁ B? {K3(C)_ K;(¢) 2}) 318
var(¥y) =0 <cl<1+a2—ﬁz AORY: 3 G189

E[X,] =

(3.17)

Lemma 3.2. Hiperbolik dagilimin karakteristik fonksiyonunu asagidaki baglantiyla ifade

eder:

Jar =2 Ki(8a? — (B +iw)?)
Jaz — (B + iu)? K1(6\/F,82) .

Ispat: Lemma 3.1’ gore hiperbolik dagilimin a(a, 8, §) parametreleri ile moment iireten

p(x) = et (3.19)

fonksiyonunun yakinsama yarigapt « — fB’ya esittir. Dolayisiyla, ¢@(u) = Ee?¥t =

M (iu) i¢in istenilen formiil elde edilebilir. Bu gosterim tiim u reel degerler i¢in gegerlidir.

Bu nedenle, f = u =0 simetrik merkezli durumda (ve sonu¢ olarak ¢ = ad

parametresine)

(0 a,8) = a K1(5\/a2 — uz)
PSS T Ki(@d)

simetrik ve reel degerdedir.

(3.20)
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Simetrik merkezli durumdaki f = pu = 0’1n karakteristik fonksiyonunun Lévy-

Khinchin gdsterimi asagidaki gibidir:

p(u) = exp Uoo(ei“x —-1- iux)g(x)dxl (3.21)
0

burada, g(x) hiperbolik Lévy Ol¢timiidiir ve

g X)) =— e .
IxlJo m2y(J2(J2y)) + Y£(8/2y)

olarak tanimlanir. Burada, J;ve Y;, 1 indeksli birinci ve ikinci tip Bessel fonksiyonlaridir.

Bu temsilden, Lévy hiperbolik hareketinin siirekli kismi olmadigi i¢in pure

sicramalarla degisen bir siire¢ oldugu goriilebilir. Bessel fonksiyonlarinin 6zelligini
kullanarak, her x — 0 icin g(x)~ xiz oldugu sonucuna varabiliriz. Bu nedenle, bu siirecin

her yoriingesi, her sonlu zaman araliginda sonsuz sayida sigramaya sahiptir. Lévy
Ol¢timiinii daha kesin olarak incelemek nispeten karmasiktir ve belirli fonksiyonlarin
integrallerinin incelenmesini gerektirir. Daha fazla bilgi edinmek i¢in [11, 18 ve 19]’a
bakiniz. Genellestirilmis hiperbolik dagilimin bir parametresi daha vardir, bu parametreyi A

ile gosteririz. Bu dagilimin yogunlugu su sekildedir:

)

fGH(x; /L a,ﬁ, 6,[1)(.')6') = a(l, a:ﬁ; 6!.“)(62 + (X - M)Z) 2

X Kl_% (a,/@z +(x—p?+ exp(ﬁ(x — ,u))) (3.23)

burada

1
(a? - B?)2
V2rma?-1/252K, (6Va? — u?)

ald,a,B,6,u) =

olarak tanimlanir. Bu bir sabit degerdir ve K,,, v mertebesinden genellestirilmis Bessel
fonksiyonudur. 4, ek parametrenin kuyruklarin agirlig1 iizerinde giiclii bir etkisi vardir. A =
1 icin hiperbolik bir dagilim elde edilir ve A = —1/2 i¢in, sonraki boliimde oldugu gibi

normal ters Gauss dagiliminin elde edildigi belirtilmektedir.

Sekil 3.7, Deutsche Bank Germany’nin logaritmasmin normal dagilimdan sapmasini
gostermektedir. Deneysel veriler, normal yogunluga kiyasla agik¢a daha uzun bir tepe

noktast ve daha agir bir kuyruk gostermektedir. Sekil 3.8, hiperbolik dagilimi Deutsche
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Bank Germany getirisinin logaritmasina uygunlugunu gostermektedir. Agikc¢asi, hiperbolik

dagilim, normal dagilima kiyasla verilere daha iyi uyum saglamaktadir.

S ] B
5 © -’
— [
3 8 g 2
3 3 5 o
g 9 g2
= - >
S .
aaol, o
o [

3 2 1 0 1 2 3

Sekil 3. 7. Sol: Almanya’da Deutsche Bank getirileri i¢cin normal QQ grafigi. Sag:
Deutsche Bank getirileri i¢in ampirik yogunluk ile normal yogunluk uyusmazlig.
Normallikten sapma agikca goriilmektedir.

i |
=]

0.5

0.4

Yogunluklar
03

0.2

0.1

0.0

Sekil 3. 8. Deutsche Bank’in getiri yogunlugu - normal dagilima gore hiperbolik
dagilimin daha 1yi oldugu goriilmektedir.

3.2.2. Normal ters Gauss siireci (NIG)

Finans matematigi baglaminda, varlik getirilerinin logaritmik dagilimlari, normal
ters Gauss siireci ile iyl uyum saglayabilir. Bu siire¢, bir¢ok uygulama alaninda basarili
bir sekilde kullamlmustir. Ilk olarak 1995 yilinda Eberlein ve Barndorff-Nielsen
tarafindan tanitilan ve daha sonra 1998 yilinda Barndorff-Nielsen tarafindan finansal
modelleme icin onerilen NIG siireci, A = 1/2 ile genellestirilmis hiperbolik siireglerin alt

kategorilerinden biridir.

Normal ters Gauss siireci, ters Gauss siirecini temel alarak olusturulan sonsuz
degisimli pure sigrama siirecleri kategorisine aittir (Ek-2). Bu modelin yapimu {igiincii
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boliimde ele alinacaktir. Eger {X;};s, normal bir ters Gauss siirecini temsil ediyorsa, X;’in

li¢ parametreli dagiliminin karakteristik fonksiyonu su sekildedir:

onic (s @, B, t8) = exp | —t8 (Va? = (B + w)? — \Ja? = )] (3.24)

NIG modeli, bir ters Gauss bagimlayici1 T tarafindan izlenen bir Brownian hareketidir ve

asagidaki sekilde gosterilir:

X(t) = B(T())

T = (T)¢>o ters Gauss siirecini goz oOniinde bulundurun. v, kaymali Brownian
hareketinin pozitif t diizeyine ulastigi ilk zaman olan T olsun, ardindan T}/, Laplace

doniistimi

Elexp(~212)] = E [exp (~t (V22 + v2 - v) |

ile ters bir Gauss dagilimina sahip olsun.

Simdi, Gauss siiresi T} lizerinde siiriiklenme parametresi 6 ve dalgalanma
parametresi o ile Brownian hareketini ele alalim. Yeni Xy;; siirecini asagidaki gibi

tanimlayabiliriz:
Xnic(t; 0,v,0) = 0T + cW(TY). (3.25)

Bu, bir normal ters Gauss siirecidir ve karakteristik fonksiyonu asagidaki gibidir:

. - O_Zuz
E[elUXNIG(t)] =E |exp <iu9Ttv 5 Ttv>l

[ o?u?
=F |exp <iut9 - >Tt”l

= exp (—1:\/172 — 2iub + o?u? — v)

Kolaylik saglamak icin

B 2 v2+62 )
=— A° =—+ — =0
o2’ g2 o%’

olarak yazabiliriz. Bu baglantilar1 kullanarak, NIG siirecini asagidaki gibi ifade edebiliriz:
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Xwio(T; a, B,8) = BTV F 4+ sw (va “2‘ﬁ2>. (3.26)

Zamana bagli sicrama degeri (ters Gauss) bagli Gauss siireci X, ortalama f&%u ve §%u

uvaryansa sahiptir. Ters Gauss’un degistirilmis zamanindaki sigramalarin Lévy

yogunlugu asagidaki gibidir:

8202 _ p2
exp[ o’ ﬁ)u]
v(u) = I :

Yukaridaki ifadeden, NIG siireci i¢in Lévy yogunlugu asagidaki gibidir:
1 —(x — p5*u)?\ 1 —8%(a? - B?)
— exp > uldu
2

ex
fo 5V2mu P 26%u
11 —5%a? x?
=§j \/T_T[t exp > t_262t dt (3.27)
0
Cefr e . x2 62a2dt
=5 ), VR P\" T 2ez )2 %

Genellestirilmis Bessel fonksiyonu

K,(x) = %(;)2 j:o exp <— <t + z—i>> t~4 1ldt

olmak iizere,
2

jom exp (— (t + g)) £==1dt = 2K, (x) (;)

seklinde ifade edilebilir. Bu nedenle, NIG siirecinin Lévy yogunlugu asagidaki gibidir

[23]:
2 Ky (]x
VNIG(x) = _(SazeﬁxM (328)
s [x|
Sekil 3.9, « = 50,8 = —10 ve § = 1 parametreleriyle normal ters Gauss siirecinin érnek

bir yoriingesini gostermektedir.
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Sekil 3. 9. Termal ters Gauss siirecinin ornek yoriingesi

3.2.3. Varyans Gama siireci (VG)

Gama varyans siireci, sonsuz aktiviteye sahip bir pure sigrama siireci olarak kabul
edilir. Bu model, ilk olarak 1990°da Madan ve Seneta [30] tarafindan ve daha sonra
1998°de Madan, Caar ve Chang [39] tarafindan incelenmistir. Genel olarak, gama varyans
stireci igin iki farkli temsil yontemi bulunmaktadir. Bu siireg, gama bagimlayicisi
tarafindan olusturulur ve bu siirecin yapis1 4. béliimde ayrintili bir sekilde ele alinmistir.
Bu model, bir normal rastgele degiskenin varyansiin bir gama rastgele degiskeni ile

degistirilmesiyle olusturulur ve bu nedenle adin1 hakli bir sekilde almistir.

Aslinda, gama varyans siireci, hisse senedi fiyatlarinin logaritmasint modellemek
i¢in kullanilan bir model olan Brownian hareketinin ii¢ parametreli bir geniglemesidir. Bu
slirec, sabit siiriiklenme ve dalgalanma ile Brownian hareketinin rastgele degisimini

gosterir ve gama siireci olarak adlandirilir.

VG (Variance-Gamma) siireci i¢inde, birim zaman basina varlik getirisinin
normal bir dagilima sahip oldugu rastgele bir zamanin ger¢eklesmesine baglidir. Bu
stokastik silireg ve bagimli opsiyon fiyatlamasi, li¢ parametreli bir model sunar.
Dalgalanma ile birlikte, belirginlik ve carpiklik da bu parametreler tarafindan kontrol
edilir. Gama varyans siirecinin siirekli bir bileseni yoktur; bunun yerine siirekli zaman

araliklarinda sigramalarin sayist sonsuzdur ve pure bir sigrama siirecidir.

Gama varyans siireci, Brown hareketinin aksine, logaritmik degisimlerin mutlak
degerlerinin toplami sonlu bir degere sahiptir. Bu nedenle gama varyansi, fiyatlar artiran

ve azaltan iki artan siirecin farki olarak yazilan sonlu bir degisim siirecidir. Gama varyans
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siireci, iki artan gama siirecinin farki olarak ifade edilebilir. Farkli borsalarda yapilan
tahminler, normal dagilimda sifir ekstra belirginlik varsayiminin gegerli olmadigini

gostermektedir.

Aslinda, 1990 yilinda Madan ve Seneta ve 1991 yilinda Madan ve Milne
tarafindan incelenen, oynaklik ve belirginligi kontrol edebilen iki parametreli stokastik
bir siireg, ¢arpiklig1 da igeren {i¢ parametreli bir siirece genellestirilmistir. Gama varyans
slireci, gamma siireci tarafindan verilen rastgele zamanlarda kayma ile bir Brownian

hareketinin degisimini temsil eder. Yani,
B(t;0,0) = 6t + W (t) (3.29)

B(t; 0, o) ifadesi, W (t)’nin standart bir Brownian hareketi oldugu bir siireci ifade eder.
B(t; 6, o) siireci, 6 siiriikklenme ve o dalgali bir Brownian hareket igerir. Ortalama orani
U ve varyans orani k, gama siireci y (t; u, k) tarafindan temsil edilir. Bu siireg, ayr1 zaman
araliklarinda bagimsiz gama biiytimeleri icerir (Ek 3). Yeni yogunluk fonksiyonu artisi,
g=vt+hur)—yEtupK)

ile ifade edilir. Bu gama dagilimi, puh ortalama ve kh varyans ile bir gama dagilimina

sahiptir ve su yogunluk fonksiyonunu elde ederiz:

u2h ﬂ—1 U

2% o0
Ry
(%)

Gama yogunlugunun karakteristik fonksiyonu, agsagidaki gibi ifade edilir:

fule) = (%) g>0. (3.30)

1 _ (3.31)

Gama varyans siireci, sonsuz aktiviteye sahip olmayan boliinebilir (Infinity

divisible) bir siirectir ve Lévy yogunlugu asagidaki denklemle ifade edilir:

2 _H
pon(he)
v, (x) = o , x>0, (3.32)

0, aksi takdirde
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2
Boliim 4°te, yukaridaki denklemde ¢ = ”7 ved = % olacak sekilde tanitilacaktir (Baglanti

3.32). Bu baglantiya gore, v,(x) Lévy ol¢iisii R iizerinde sonsuz oldugu sonucuna

varilabilir.

+o0
f v, (x)dx =

Diger yandan, [0, o) araligindaki gama varyansi sonlu bir degisim siirecidir. Bagka bir

deyisle, gama varyans siireci, karakteristik ticliisii (A = 0, v,y) olan ve

A=0, f | x| v, (x)dx < o0
|x|<1

baglantisini saglayan bir Lévy siirecidir.

X(t; 0,k,0) gama varyans siireci, B(t; 8, 0) siiriikklenme ile bir Brownian hareketi ve

y(t; 1, k) gama siireci tarafindan tanimlanir:
X(t;0,x,0) =B(y(t;1,k);6,0) (3.33)
Bu siirecin {i¢ parametresi bulunmaktadir:

e ¢: Brownian hareketinin dalgalanmasi,
e k: gama varyans orani gelisimi,

e (@: Brownian hareketinde siiriikleme.

Bu siire¢, Brownian hareketi lizerinde dalgalanma ek olarak iki tiir kontrol saglar.

Bu kontroller, siirecin ¢arpikligini 8 nedeniyle ve kurtosis’i k nedeniyle etkiler.

t zamanindaki varyans siirecinin yogunluk fonksiyonu, g’nin zaman degisimine
bagl olarak normal dagilim fonksiyonu seklinde ifade edilebilir. Kosulsuz yogunluk,
g’ye gore integral alinarak ve g’nin zaman degisimi i¢in yogunluk (3.30) kullanilarak

elde edilir:

oo

Py, (x) = f Pucl(xelt = v = g)p,(g; K)dg
0

t_ g
—0g)>\ gt exp|—%
_x=69) )g ( K)dg (3.34)

1
R

ox,(u) = E [exp (iup(iuX (t)))], karakteristik fonksiyonu, VG siireci i¢in su sekildedir:

fo () = fo .
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| =+

1 K
_ 3.35
x, (W) = (1 — ifku + (O‘ZK/Z)u2> -39

Laplace doniistimiinii kullanarak:

Elexp(=Ay{)] = (1 + AK)"%

elde edilir. VG siirecinin karakteristik fonksiyonu, iki karakteristik fonksiyonun ¢arpimi

olarak tanimlanabilir [31, Teorem 6.4]:

1 )(KZ)t

(pyp(t)(u) B <1 - i("p/n“p)u

ve

2
HUn )t

1 ( Kp
Dy, (O (w) = < )

1+i(r,/pp)u

Burada, py, tty, kp Ve Ky igin

2 2
1
B _Hn _ 2 (3.36)
Kp K'p K
KoK, 02
P === (3.37)
Upln 2
K K
- — = 6k (3.38)
Hp  Hn

baglantilar saglar. Bu nedenle, gama varyans siireci sirastyla ortalama oranilari p, ve u,,

varyans oranlari k,, ve k, olan iki gama siirecinin farki olarak elde edilir. Sonug olarak:

X(t; 0, K, 9) =Y (t; Up, Kp) - Vn(t; Un, Kn) (3.39)

Gama siireci parametreleri ile gama varyans siirecindeki ana parametreler
arasindaki agik baglanti, (3.33), (3.37) ve (3.38) denklemlerini c¢oziilerek elde edilir.
(3.37) ve (3.38) denklemlerinden:

Kp

— ==+/02%k% + 20%Kk + —,
pp 2

K 1 0
= 2./0%2K2 + 202K — —
Un 2 2



Bu nedenle, (3.36)’dan asagidaki sonuglar elde edilir:

i =3 |07+ 2242 (3.40)

un=% gz+2%2_§ (3.41)
2

=2 |07+ 2242 (3.42)
2

=7 for 220 (3.43)

Gama varyans siireci, iki Gama siirecinin farki olarak goriildiigiinde, (3.32) iliskisi

kullanilarak X; i¢in Lévy Ol¢iisii asagidaki gibi olacaktir:

( _Hn
e exp( K le) 0
Kn | x| ’
vy (x) =3 i (3.44)
2 exp (——x)
ar i x>0
\ Ky X ’

(3.44)’te, VG siirecinin hisse senedi fiyatindaki sigramanin sonsuz girig oran1 6zelligini,
Gama siirecinden devraldigini gorebiliriz. Ciinkii (3.32) iligkisini kullanarak, integral

sonucunun sonsuz oldugu goriiliir.

Lévy ol¢iisiinii dogrudan bu parametrelerle yazdigimizda ana parametrelerin roli
kolayca goriilebilir. (o, k, 8) parametrelerine bagli olarak Lévy olgiisti asagidaki gibi ifade

edilebilir:

0 2, 0?2
ew (3z) K o2
vy(x) = PP exp| — |x|
_ 1 eMx—c|x|:£eMx—G|x| (3.45)
K|x| |x|
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(3.45) bagintisi, 8 = 0 6zel durumu, sifir civarinda simetrik Lévy Olctimiinii elde eder.
1990°da Madden ve Seneta tarafindan ve 1991°de Madden ve Milne tarafindan gosterilen,

bazen simetrik bir siirece yol agacaktir.

Gama varyans siireci parametreleri, verim dagiliminin ¢arpikligini ve basikligin
yalnizca dolayli olarak yansitir. Asagida, t uzunlugunda bir mesafe boyunca verim

dagiliminin dort ana merkezi momentini elde ediyoruz. X(t) degiskeninin dagiliminin, g

normal kosuluna gore, ortalamasi 6 g ve varyansi 0\/5 oldugu diisiiniildiiglinde

X() =6g+0/gz (3.46)

Olur. Burada, z bir normal standart degisken, ortalamasi t ve varyansi kt oldugu, g gama

rastgele degikenden bagimsizdir. Oyleyse,
E[X(t)] = 6t
oldugundan ve x = X(t) — E[X(t)]’yi varsayarsak,
x=6(g—t)+a\/§z
olur. Ikinci kuvvetin beklenen degerini hesaplayarak
E[x?] = 6%kt + 0%t

elde edecegiz ve bu nedenle,

E[(X(t) — E[X(©)]D?] = (6%k + 6?)t (3.47)
olur. x’in ticlincii kuvvetini hesaplayarak,

x3=03(g—t)3+30%(g — t)za\/gz +30(g —t)o?gz? + a3g%Z3

olur ve buyiizden,

E[x3] = 63E[(g —t)3] + 0 + 3020kt + 0.

elde edilir. E[(g — t)3]iin beklenen degeri gama yogunlugunun dogrudan integrasionu ile

elde edilir ve
t t\t
E[g3] = x3 (2 + —) (1 + —)— = t3 + 3kt? + 2k%t
K K/ Kk
oldugundan,

E[(g —t)3] = t3 + 3kt? + 2kt — 3(kt + t*)t + 3t3 — t3 = 2K?t
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olur ve E[x3] igindeki bu ifadeyi degistirerek sunu elde ederiz:

E[(X(®) —E[X(®)]D3] = (263K + 3520K)t (3.48)
olur. x*’iin agilimina gore dordiincii momenti igin

E[x*] = 6*E[(g — ©)*] + 60%0°E[(g — t)*g] + 30*E[g?]
vardir. g*’iin beklenen degeri agik integrasionla hesaplanir ve
Elg*] = Bk + )2k + t)(k + t) = 6K3t + 11Kk%t* + 6Kt + t*
elde edilir. Sonug olarak, yerine koyarak
E[(X(t) —E[X(®)D*] = Bo*k + 120%6%k?)t
+(30* + 60262k + 30*K?)t? (3.49)

Ifadesini elde ederiz.

(3.48)’de 68 degerinin 0 oldugunu goriiyoruz, bu nedenle ¢arpikligin olmadigini gosterir,
bu baglamda 6 carpiklig1 temsil eder. Ayrica, (3.47) ve (3.49) baglantilarindan, 6°’nin 0
oldugu durumda dordiincii merkezi momentin ikinci merkezi momentin karesine
boliinmesi sonucunun 3(1 + k)’ya esit oldugu ve dolayisiyla x’nin bu dagilimin normal

dagilima gore ekstra belirginlik oranini gosterdigini gorebiliriz [39].

Sekil 3.10, C = 20,G = 40 ve M = 50 parametreleriyle gama varyans siirecinin
ornek bir yoriingeni gostermektedir. Ayrica, Sekil 3.11, parametrelerinin farkli degerleri

i¢in gama varyans siirecinin bilylikliiglinii gdstermektedir.

(8] g S SRS N S

005

-0.05

-0.10

ol ..
0 02 04 0.6 08 1.0

Sekil 3. 10. Gama varyans siirecinin ornek yoriingesi
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Sekil 3. 11. o siiriikleme parametresinin farkli degerlerle gama varyans siirecinin Lévy
Ol¢iisiinii grafiyi. 0 = 0.2 ve k = 0.1 parametreleri sabittir.

N e o M i o o aw oy

20
L -
L
-
L
L =4’L’
n- = T
=U.3 -U.2

Sekil 3. 12. Volatilite i¢in farkli degerlerle gama varyans siirecinin Lévy 6l¢iisti. k = 0.1
ve 8 = 0 parametreleri sabittir.

57



Sekil 3. 13. Takipgi varyansinin farkli degerleri i¢in gama varyans siirecinin Lévy 0Ol¢iisii.
0 = 0 ve 0 = 0.2 parametreleri sabittir.

3.2.4. CGMY siireci

Genellikle, varlik getirilerini tanimlamak i¢in kullanilan si¢rama-difiizyon
modelleri, difiizyon bdliimiiniin siirekli kiigiik dalgalanmalar1 yansittig1 ve sigramalarin
nadir biiylik dalgalanmalar1 temsil ettigi ilkesine dayanmaktadir. Sonsuz aktivite
sigramalart icerebilen bu model, varlik getirilerini modelleme konusunda hala emisyon
bilesenini dahil etmenin gerekliligi konusunu giindeme getirir. Bu soruya yanit 2002°de
Karr, Geman, Madan ve Yor tarafindan “Varlik Getirilerinin Ayrintili Yapilar:: Ampirik

Bir Aragtirma” baslikli makalede verilmistir [14].

Bu makale, serbest birakmalar ve sigramalar igin siirekli bir zaman modelini hem
sonlu aktivite hem de sonsuz aktivite modlar i¢in tanitmaktadir. Model, aslinda pure bir
sigrama siirecidir ve her zaman diliminde fiyat sigramalarinin sonlu veya sonsuz olmasina
bagli olarak sonlu veya sonsuz bir aktiviteye sahiptir. Bu model, bu makalenin dort

yazarinin adinin ilk harflerinden esinlenerek CGMY modeli olarak adlandirilmaktadir.

CGMY modeli, varlik riski ve varlik tahsisi siireclerini incelemek, tiirevlerin
fiyatlandirilmasi ve riskten korunma ig¢in risksiz stiregleri degerlendirmek amaciyla
kullanilir. Bu modelde, difiizyon bileseni bulunmamakta, sigrama bileseninin varligi ise
hem pozitif hem de negatif olabilmektedir. Kesikli verilerden siirekli zamanli 6rnek
yoriingelrin 6zelliklerini incelemek i¢in Karr ve Madan’in 1998 tarihli makalesine

bagvurabilirsiniz [12].
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Yeni model, yoriingenin siirekliligi ve otomatik diizelme yetenegi gibi 6zellikleri
koruyarak Brownian hareketinin temel oOzelliklerini degistirmeyi amaglamaktadir.
Karakteristik fonksiyon, Lévy-Khinchin teoremi tarafindan benzersiz bir sekilde
tanmimlanir. Ozellikle, X (t), sonlu sicrama bilesenine sahip bagimsiz biiyiime ve sabit
stirliklenme a ve difiizyon katsayisi b ile sonsuz boliinebilir bir siirec i¢inde karakteristik
fonksiyon asagidaki baglanti tarafindan benzersiz bir sekilde tanimlanir:

u?b?t
2

+ o0
E[e™®] = E liuat — + t] (e — 1)v(x)dx|.

Lévy yogunlugu v(x)dx, x konumundaki sigramalarin varis hizin1 6lger. Bu siire¢lerin

sigrama bileseni tamamen Lévy yogunlugu tarafindan belirlenir.

Onceki kesimde gama varyans modelinin ayrmtilarm inceledik. Gama varyans
modelinin volatiliteyi agiklamadaki bagarisi, bu modelin sonsuz aktiviteye sahip olmasina
ragmen sonlu degisime sahip pure bir sigcrama siireci olmasindan kaynaklanmaktadir.
CGMY siireci aslinda sonlu bir degisken parametresi iceren genellestirilmis bir gama

varyans siirecidir.

Eklenen Y parametresi, sonlu veya sonsuz aktiviteyi ve sonlu veya sonsuz
degisimi temsil edecektir. Gama varyansinin CGMY modeline genellemesi Y parametresi

tarafindan gergeklestirilir.

CGMY yogunlugu asagidaki sekilde ifade edilir:

exp(—Glx|)
W, x <0

Veemy (x) = exp(—M|x) (3.50)
W, x>0

burada, € > 0,6 =20,M >0 ve Y <2 kosullar1 gegerlidir. Y <2 kosulu, 3.12
onermelerinde sunulan sinirlamalardan kaynaklanmaktadir. Xqqpy (t; C, G, M,Y), (3.50)
baglantisinda bir Lévy yogunluguna sahip bagimsiz biiyiimeye sahip sonsuz boliinebilir bir

stirectir. Y = 0 durumunda, VG siireci parametreleri su sekildedir:

1

C== (3.51)
K
P

G=-"
Py (3.52)
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:u'p
M =L
) (3.53)

Bu parametreler, incelenen siireclerin farkli yonlerini incelemekte temel bir rol
oynar. C parametreleri, tiim aktiviteleri iceren bir Olcii olarak kabul edilebilir. G = M
durumunda, Lévy boyutu simetriktir. Madan tarafindan 1998 yilinda yapilan bir ¢alisma,
bu 6zel durumda C parametresinin X (t) dagiliminin 6nemini kontrol edecegini gosterdi.
Ayrica, G = M modu, 1995 yilinda Koponen tarafindan incelenmistir. Daha fazla ¢aligma
icin [33]’e bakabilirsiniz.

G ve M parametreleri, sirasiyla Lévy boyutunun sag ve sol iistel bozulma
oranlarint kontrol eder ve farkli olduklarinda carpik bir dagilima neden olur. G > M

durumunda, X (t) dagiliminin sol kuyrugu sag kuyrugundan daha agir olacaktir.

Y parametresi, 1995 yilinda Por ve Vershik tarafindan [56] makalesinde
incelenmis olup, kararli yasalarla ilgili siireclerde ortaya ¢ikar. Y parametresi, opsiyon
fiyatlarinin yoriingesinin davranisini ifade eder ve 6zellikle stokastik siireclerin ayrintili
yapilarini tanimlamak igin yararlidir. Ornegin, su sorulari sorabiliriz: Yukar1 ve asag1
stireclerde tamamen tekdiize bir Lévy dagilimi1 var m1? Yoksa siirecin sonlu veya sonsuz

etkinligi veya degisiklikleri var mi1?

Fonksiyonun tamamen monoton Lévy yogunlugu: f: [a, b] — R fonksiyonunun

k d¥F(w)

tiim tiirevleri mevcutsa ve her k > 1 icin (—1) e

tamamen monoton ise. Biiyiik

sigramalarin kiigiik sigramalardan daha az oldugunu biliyoruz; aslinda Lévy yogunlugu,
biiylik sigramalarin miktari ile kii¢lik sigramalarin girig oranin1 tamamen monoton bir
sekilde iliskilendirir. Bernstein teoremine gore (Ek 2.4), CGMY siirecinin Lévy
yogunlugu ¢’ nin pozitif 6l¢li degerleri i¢cin tamamen monoton ve bu yogunluk asagidaki

gibi yazilabilir:
v(x) =f e~ **{(da). (3.54)
0

Daha fazla calisma i¢in [24]’e bagvurabilirsiniz.

Sonsuz aktivite siireci: Sonsuz aktivite siirecleri ilk olarak finans teorisinde
finansal piyasa verilerinin ilk tahminleri olarak kabul edildi. Bu siirecler, yiiksek diizeyde
aktiviteye sahip pazarlar1 incelemek amaciyla tasarlanmigtir. Bu piyasalarda kisa stireli

stirekli ve sonsuz gelismeler hisse senedi fiyat trendinde sigramalara neden olur. Bu
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nedenle, herhangi bir sonlu araliktaki aktivite veya sigrama miktar1 sonsuz olarak kabul

edilir.

Cizelge 3. 1. Y parametresinin farkli degerleri icin CGMY siirecinin 6zellikleri

Y degerleri arahg: Siire¢ ozellikleri

Y <-1 Tamamen monoton degil, sonlu aktivite
-1<Y<O0 Tamamen monoton siire¢, sonlu aktivite
0<Y<1 Tamamen monoton siire¢, sonlu aktivite, sonlu degisimin
1<Y<?2 Tamamen monoton siireg, sonlu aktivite, sonsuz degisimin

CGMY, (X;) ¢ stireci icin, (0, Veeumy, 0 ) Uglisiiyle asagidaki teorem ile elde edilir.

Teorem 3.1. Bagimsiz biiyiimeler ve CGMY yogunlugu ile sonsuz boéliinebilirlik stirecinin

karakteristik fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilir:

OcemyW, t;C,G,M,Y)

(3.55)
= exp{tCT(-Y)[(M — iv)Y — MY + (G + iu)¥ — G']}
Ispat: Lévy-Khinchin teoreminden
+o00 ]
©cemy (U, t) = exp [tf (elux — D) veeuy (x)dx (3.56)
olur. Goriiniimdeki integral asagidaki gibi iki integralin toplami olarak yazilabilir.
too exp(— ﬁx)
I = j;) (e‘ux — 1) T dx. (357)
Yukaridaki baglantida 8’yi G ve M ile degistirerek
o exp(—Gx) exp(—Mx)
I= ]_ (e —1)C e et J (e"* —1)C— 7 —dx (3.58)

elde ederiz. [ = I; + I, tanimlar ve I, i¢in

to exp(—Mx
I, = f (e‘ux — 1)6de
0

X1+Y

= f+ooCx‘1‘Y{exp[—(M —iu)x] — exp[—Mx]}dx
0
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(M — iu)x = w ve Mx = w degiskeni degistirerek,

+ 00 +o00
= Cf M —iw)'w ¥ texp(—w)dw — CJ MYwY"lexp(—w)dw
0 0

+ oo + o0

w ¥ lexp(—w)dw — CMYJ w ¥ lexp(—w)dw
0

=C(M - iu)yf
0
= CT(=YV)[(M — iw)" — M"]

elde eder’z. f = G durumu i¢in benzer bir sekilde ve - iu’nun yerine iu yazarak

too exp(—Mx)
Il:_]; (e‘”x—l)Cde

= CT(-V[(G + iw)" — G]
olur. Boylece ifadeyi degistirerek sonug
[=1+1,=CT(-Y)[M—iu)" — M"]+ cT(=V)[(G + iu)" —G"]
= CT(-V)[(M —iu)" — MY + (G + iw)" — GY]
Karakteristik fonksiyon goriiniimiinde elde edilecektir.

Teorem 3.2. (CGMY Siireci)

i. CGMY siireci, Y > —1 kosulu altinda tamamen monoton bir yogunluga sahiptir.
ii. CGMY siireci, Y > 0 kosulu altinda sonsuz aktivite siireci olarak kabul edilir.

iii. CGMY siireci, Y > 1 kosulu altinda sonsuz aktivite siireci olarak kabul edilir.
Ispat: (i) Y < —1 durumu icin, 1 + Y negatif oldugundan, § = G veya M icin Lévy
yogunlugu x~*exp(—pLx) sifira yaklasir. x biiyiidiikge (x > é) Lévy yogunlugu

azalir ve x sonsuza gittiginde, Lévy yogunlugu sifira yaklasir. Bu nedenle, yogunluk

tamamen monoton degildir. (1 + Y) > 0 oldugunda,

1 (@@= .,
x1+Y exp(—ﬁx) - L F(1—+ Y) e da

agirlik fonksiyonu ile tam monoton olacaktir.

(i1) Negatif degerler i¢in, Lévy 6lciisii sifira yakin sonlu bir deger verir. Sonug olarak,
sonlu bir aktivite siireci elde ederiz. Y degeri sifirdan biiyiik oldugunda, sifira yakin

Lévy 0l¢iisii sonsuz bir degere ulasir ve sonsuz bir aktivite siireci elde edilir.
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(iii) |x|kcemy» sifirin yakininda ve Y < 1 igin sonlu bir integrale sahiptir, bu integral

Y > 1 i¢in sonsuzdur.

CGMY siirecinin momentleri, karakteristik fonksiyonun tiirevlenmesiyle elde
edilir ve VG siireci ile aynidir. Bu siirecin beklenen degeri E[X(t)] = 0 olur ve ikinci,

liglincii ve dordiincli momentler sirasiyla asagidaki baglantilarla hesaplanir:
E[(X(¢) — E[X(6)])?] = tT (2 — Y)CM" 2
E[(X(t) — E[X(©)])3] = tT(2 — Y)CMY 3
E[(X(¢) — E[X(©)D*] = T2 - Y)CM'™*

Sekil 3.12, CGMY siirecinin SPX indeks verilerine uydurulmasini géstermektedir.

200 T T T 3

Sekil 3. 15. C’nin ¢esitli degerlerle CGMY siirecinin Lévy yogunlugu. Sabit parametreler:
G=1,M=1veY = 0.9.
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—G6G=M=10

——=G=1&M=20

-—=G=20&M=1

Sekil 3. 16. G ve M’nin farkli degerlerle CGMY siirecinin Lévy yogunlugu. Sabit
parametreler: C = 1veY = 0.9.
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Sekil 3. 17. Y nin cesitli degerlerle CGMY siirecinin Lévy yogunlugu. Sabit parametreler:
G=1 M=1veC = 0.5.
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Sekil 3. 18. Y = —1.5’in farkli degerlerle CGMY siirecinin Lévy Ol¢iist. G =1, M =1
ve Y = 0.5 parametreleri sabittir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, Lévy sicrama siireglerinin ve yarim martingale dayali stokastik
analizlerin finansal modelleme tizerindeki etkilerini kapsamli bir sekilde inceleyecegiz.
Lévy siireclerinin ingsast ve modifikasyonu iizerine yapilan c¢aligmalar, finansal
piyasalarda varlik fiyatlarinin modellenmesinde énemli bir rol oynamaktadir. Oncelikle,
Lévy siireglerinin nasil olusturuldugu ve mevcut yontemlerle nasil gelistirildigi iizerinde
durulacak. Lévy siirecleriyle model olusturma siireci, bu siireglerin yap1 taslar1 ve
parametrelerinin nasil secildigi {lizerine detayli bir analiz sunacaktir. Bilinen Lévy
tirlerinden yeni bir slire¢ olusturma asamasinda kullanilan dogrusal doniisiimler,
baglayicilar ve Lévy Ol¢iisiiniin tilting ve tempering 6zellikleri, yeni siireclerin teorik ve
uygulamali 6zelliklerini belirlemede kritik rol oynamaktadir. Diflizyon sigrama tipi
modellerin yapimi1 ve genellestirilmis hiperbolik modellerin olusturulmasi gibi konular da
ele almmacak. Bu konular, finansal modelleme i¢in daha esnek ve dogru araglar
gelistirilmesini saglamakta, piyasa davranislarini daha iyi yansitacak modellerin ortaya
¢ikmasina olanak tanimaktadir. Brownian hareketi ile baglayici yontemlerin uygulanmasi
ve degistirilmis Brownian hareketine dayali modellerin incelenmesi, klasik modellerin
Otesine gecerek daha karmasik finansal dinamikleri yakalamay1r amaglamaktadir. Bu
modeller, Lévy siire¢lerinin 6zelliklerini daha iyi bir sekilde temsil edebilmekte ve farkli
piyasa kosullarma adapte olabilmektedir. Son olarak, kararli ve iyi huylu siireclerin
olusturulmasi iizerine yapilan ¢alismalar, bu siireclerin finansal uygulamalarda daha

giivenilir ve gecerli sonuglar tiretmesini hedeflemektedir.

Yarim martingale dayali stokastik analizler ise bu modellerin uygulama
asamasinda nasil kullanilabilecegini gostermektedir. Riemann-Stieltjes integrali,
stokastik integral kavramlari ve bu integrallerin alim-satim stratejileri tizerindeki etkileri
detayli bir sekilde ele alinacaktir. Ayrica, basit tahmin edilebilir integrallerden yarim
martingale siireglerine, Cadlag siiregleri i¢in integrandlardan Poisson rastgele degiskeni
lizerinden rastgele integrallere kadar genis bir yelpazede konular incelenecek ve her

birinin finansal analizlerdeki rolii degerlendirilecektir.

Bu boliimde elde edilen bulgular, teorik modellerin uygulamali finansal
problemlere uyarlanabilirligini ve etkinligini gosterecek, ayrica bu bulgularin gelecekteki

aragtirmalar ve pratik uygulamalar i¢in nasil bir temel olusturabilecegi tartigilacaktir.
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4.1. Lévy Siirecleriyle Modelini Olusturma

Sigramali finansal modeller, iki ana kategoriye ayrilir. ilk kategori olan “Sigrama-
diflizyon” modellerinde, fiyatlarin gelisimi rastgele araliklarla sigramalarin bulundugu bir
difiizyon siireci ile ifade edilir. Bu sigramalar genellikle nadir olaylar olarak kabul edilir.
Fiyatlari bu gelisimini aciklamak i¢in, sigrama-diflizyon modelleri, sigrama bileseni olarak
adlandirilan bir compound Poisson siireciyle (her zaman diliminde sinirl sayida sigramaya
sahip) ve sifir olmayan bir Gauss bilesenine sahip bir Lévy siireciyle modelleyebilir. Merton
sigcrama-diflizyon modeli (Gauss si¢ramalarina sahip) ve Kou modeli (¢ift listel sicramalara

sahip), sigrama-diflizyon modellerine 6rnek teskil eder.

Ikinci kategori, her sonlu aralikta sonsuz sayida sigramaya sahip modelleri icerir ve
bu modellere “sonsuz aktivite” modelleri denir. Bu tiir modeller, sigramalarin fiyat
davranisini ¢ok yonlii bir sekilde acikladigr i¢in, Brownian bilesenine gerek duyulmaz. Bu
modeller, fiyat siirecini ¢esitli zaman oOlgeklerinde daha dogru ve gergekei bir sekilde
tanimlamak igin kullanmilir. Bu kategorideki bircok model, Brownian hareketinin bir
uyarlamas ile elde edilebilir. Diflizyon bileseni olmadan sonlu aktiviteye sahip pure sigrama
stireclerini diistiinmek de miimkiindiir, ancak bu modeller, fiyat hareketini gercekci bir

sekilde tanimlama konusunda yetersiz kalabilir.

Cizelge 4. 1. iki sigrama-difiizyon ve sonsuz aktivite modellerin karsilastiriimasi

Difiizyon-sigrama modelleri Sonsuz aktivite modelleri
Bir Brownian bileseni icerir. Zorunlu olarak bir Brownian bileseni
icermez.

Sicramalar nadir olaylardir.

Sicramalarin dagilimi bilinmektedir. Siireg sigramalarla hareket eder

Yogunlugun kapali sekli bilinmemektedir. Sicrama degeri dagilimi1 mevcut degildir ve

sigrama sayis1 sonsuzdur.

Bazi kapal1 yogunluk durumlart mevcuttur.

Cizelge 4.2°de goriilebilen parametrik Lévy siirecini tanimlamak i¢in ii¢ uygun yontem
bulunmaktadir.

Birinci yontem, sonsuz boliinebilir bir yogunlugun, belirli bir zaman 6lgegi (A)
i¢in bliylime yogunlugu olarak dogrudan tanitilmasini icerir. Genellestirilmis hiperbolik

siire¢, bu yontemle elde edilir.
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Ikinci ydntem, bagimsiz bir artimli Lévy siireci ile bir Brownian hareketini
bagimli hale getirmeyi igerir. Bu yOntem, siire¢lerin karakteristik fonksiyonuna
erisilebilmesine ragmen, Lévy 6l¢iisii i¢in her zaman net bir formiile sahip olunmamasini
icerir.

Ugiincii yontem, sigrama yapisini dogrudan modelleyen ve Lévy boyutunu
belirleyen yontemler icerir. Bu ydntemle siirecin dagilimi, Lévy-Khinchin formiilii
(karakteristik fonksiyon) kullanilarak verilir. Bu yontem, dogrudan Lévy boyutunu

belirlemek ac¢isindan kullanishidir [14].
4.2. Bilinen Tiirlerden Yeni Bir Lévy Siireci Olusturma

Yeni Lévy siirecleri olusturmak i¢in, degismez Lévy siirecleri kategorisine ait ii¢
temel doniigiim tlirtinii kullanmaktayiz: Dogrusal doniistimler, bagimli doniisiimler (baska
bir artimli Lévy siireci ile zaman degisimini kullanarak bir Lévy siireci olusturma) ve Lévy

Olciisiiniin iistel hale getirilmesi (tempering).

Cizelge 4. 2. Lévy siireglerini yapmanin ii¢ yontemi

Brownian’1 baglayici yapmak  Lévy'nin boyutunu A=t icin olasilik yogunlugunu

belirleme belirleme
“Ticaret sirasinda Brownian ozelliklerin net bir ~ Sigramalarin yapisi bilinmiyor.
hareketi” olarak yorumlanur. goriintiisii ornek

Ornekleme aralig1 A olan veriler
Maksimum Likelihood YOTUREEYL Verir. icin tahmin yapmak kolaydir.

tahminlerini elde etmek zordur. Tahmin, transfer . )
Verilen modellerin sonsuz

Cok boyutlu Brownian yogunluguna boliinebilirligini kanitlamak
hareketi ile cok degiskenli yaklagilarak elde zordur.
edilir.

genelleme miimkiindiir.

4.2.1. Dogrusal doniisiimler

Teorem 4.1. (X;);5, R? iizerinde bir Lévy siireci, iiclii karakteristik (4, v,y) ile temsil
edilsin, ve M, n X d boyutlu bir matris olsun. Bu durumda, Y; = M X;, R" iizerinde bir Lévy

stireci olusturur ve tli¢lii karakteristik (Ay, vy, yy) su sekildedir:

Ay = MAM' @.1)
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vy(B) = v({x: Mx € B}),VB € B(R") 4.2)

Yy = My + f y (1{|y|51}(Y) -1 (}’)) vy (dy). 4.3)
Rn

Burada x € R% ve S; = {Mx: |x| < 1}.
Ispat: [16, Boliim 4]’e bakiniz.

Onerme 4.1. Lévy siireglerinin bagimsizlig1 (X, Y;), Gauss bileseni icermeyen ve v Lévy
Olciisiine sahip olan bir Lévy siirecinin bilesenleri yalnizca v(A) destekleyicisinin bir alt
kiimesi oldugunda bagimsizdir. Baska bir deyisle, X;ve Y; nin bilesenleri, yalnizca birlikte

sicrama olmamalar1 kosuluyla bagimsizdir. Bu durumda,
v(4) = vx(Ax) + vy (Ay)

burada

Ay = {x: (x,0) € A}
ve

Ay ={y:(0,y) € 4}
seklindedir. Ayrica, , vy ve vy, X;ve Y nin Lévy ol¢iileridir.
Ispat: [16, Béliim 5]’e bakiniz.
Ornek 4.1. Bagimsiz Lévy siireclerinin toplami

(Xt)es0 Ve (Y1) =0, iki bagimsiz Lévy siireci olup, her biri iiclii karakteristik (44, v4, Y1)

ve (A,, v,,7,) ile tammlanmustir.

Teorem 3.1°e gore, M = (1 1) i¢in, onerme 4.1 kullanilarak X, + Y;, iiclii karakteristik

(A, v,y) ile bir Lévy siireci olur ve su sekilde ifade edilir:
A = A1 + Az

v(B) = v;(B) + v,(B) ,VB € B(R)

Yy =V1tV2— J yv(dy)
[-v2,-1]u[1v2]

Sonlu degisimli Lévy siireci i¢in Teorem 4.1 asagidaki sekilde basitlestirilebilir.

Eger (X;)¢s0, RY iizerinde sonlu degisime sahip bir Lévy siireci ise ve karakteristik

fonksiyonu
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Ele'?Xt] = exp {ib.z + f (etz* — 1)vd(x)} (4.4)
R4

ise ve M, n X d boyutlu bir matrisse, o zaman Y; = MX,, R" iizerinde bir Lévy siireci
olusturur ve agagidaki 6zelliklere sahiptir:
vy(B) = v({x: Mx € B}),
Lévy olc¢iisii ve by = Mb.
4.2.2. Baglayici yapmak
(S:)ts0’m bagimlayict oldugunu varsayalim, yani 2.14 Onermelerinin esdeger
kosullarindan birini saglayan bir Lévy siireci olsun ve bu siirecin yoriingeleri neredeyse

kesinlikle artis gdstersin. S; her t i¢in pozitif bir rastgele degisken oldugu i¢in, Fourier

doniistimii yerine Laplace doniistimiinii kullanabiliriz.

S Lévy iicliisiiniin (0, p, b) oldugunu varsayalim. Bu durumda, moment {ireten fonksiyonu

E[e®St] = et vy <0 (4.5)

seklinde olur. Burada,

[(w).l(u) = bu + jw(e”x —1)pd(x)
0

ifadesine S nin Laplace iisteli denir. S rastgele artish oldugundan, diger Lévy siireclerinde

“Rastgele degistirilen zaman™ olarak kullanilabilir. Teorem 4.2, bu ifadeyi agiklamaktadir.

Teorem 4.2. Bir olasilik uzay1 (Q, F, P) lizerinde baglayict olan bir Lévy siireci (X¢)¢»o,
R? iizerinde W(u) iistel ve (4, v,y) iiclii karakteristige sahip bir siirectir. Ayn1 zamanda
(St)es0, [(u) Laplace iisteli ve (0, p, b) tiglii baglayici bir siiregtir. Bu kosullar altinda,

(Y1) =0, herw € Qigin Y (t, w) = X(S(t, w), w) ile tanimlanan ve karakteristik fonksiyonu
E[ei#¥] = gt(*¥(w) (4.6)

olan bir Lévy siireci olur. Yani, S’nin Laplace iisteli ile X in Laplace iisteli birlestirilerek

Y ’nin karakteristik iisteli elde edilir. Y siireci ile ilgili (AY, v¥, yY) iicliisii

AY = bA
vY(B) = v({x: Mx € B}),VB € B(R") 4.7)
yY = by + f p@s) [ xpX(axn) 48)
0 |x|=1
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olarak belirlenir. Yukaridaki baglantilarda X, olasilik dagilimi p¥ ve (Y)es0, (Xt)eso

stirecinin bagimecisi olarak adlandirilir.

Ispat: lk olarak Y’nin bir Lévy siireci oldugunu gosterelim. FS, FS = E3S ile (Sp)eo

tarafindan iiretilen bir filtrasyon olsun.

to < t; < -+ < t, zaman dizisi icin, bagimsizlik ve duraganlik 6zelliklerini kullanarak X

kullanarak su ifadeyi elde ederiz:

fp%@@&d%ﬁng%

i=1

:Eﬂﬁgkm@@md%u)

eiui<X(Sti)—X(5ti_1)) FS

artiglart ile Lévy-Khinchin formiiliinii elde ederiz. X icin ve artislarin bagimsizlik 6zelligini
E

} =F {ﬁ e(sti_sti—l)w(ui)}
= ﬁE {e(sti_sti-l)w(ui)} = f; E {eui(x(sti)—x(sti_l))}

i=1

FS

elde ederiz. Bu nedenle, Y ’nin bagimsiz artiglarina sahiptir. Artislarin duraganligi da benzer
sekilde kanitlanmistir. Simdi Y nin olasilikta siirekli oldugunu gésterelim. Her Lévy siireci,

artiglarin duraganlik nedeniyle diizgiin olarak stireklidir. Ek olarak, her ¢ > 0 ve § > 0 i¢in
P{X(Ss) = X(S| > €}
< P{IX(Ss) = X (S| > €llX(Ss) — X(S)| < 63 + P{IX(Ss) — X(Se)| = 63

elde edilir. § y1 degistirerek, soldaki ifade, tiim s ve t degerleri i¢in ayn1 anda keyfi olarak
en aza indirilebilir, ¢iinkii X, olasilikta diizgiin olarak siireklidir. ikinci terimin limiti, s — ¢
oldugunda her zaman sifira esittir, ¢linkii S olasilikta stireklidir. Bu nedenle, s = ¢

oldugunda
P{X(Ss) — XSl =€} -0

Formiil (4.6), F* iizerinde kosullandirilarak elde edilir.

E[eiuX(S't)] — E{E[eiuX(S't)]lFS} — E{e St‘l’(u)} — etl(‘l’(u))

Y ’nin karakteristik ti¢liisii hakkinda daha fazla ayrinti i¢in [50, Teorem 7.30]" a bakiniz. S

ticlii (0,p,0) karakteristik iceren bir compound Poisson baglayiciy1r varsayalim. Bu
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durumda Y, sigramalar1 S ile ayn1 anda meydana gelen, benzer yogunluga sahip bir

compound Poisson siireci olacaktir.

Bu compound Poisson siireci sadece su¢lamalarla ilerler, bu yiizden siiriikleme ve
Gauss bileseni sifirdir. Sigrama 6l¢iisiinii hesaplamak i¢in, S nin t’de bir sigramasi oldugunu
varsayalim. S = S, — S,-’ye bagl olarak Y deki sigrama degerleri, pX olasilik dagilimina
sahiptir. Oran1 hesaplamak i¢in, S’nin sigrama Olgiisiine gore integralini alarak (4.7)
baglantisin1 elde ederiz. Son olarak, Y nin tglii karakteristigini 1|,|<; kesme fonksiyonuna

gore yazarak (4.8) formiiliinii elde ederiz.

Ornek 4.2. Bir a degeri araliginda (0,1) olan a-kararli bir siireci igerir. Bu baglayicinin
negatif olmayan bir siiriikleme bileseni vardir ve biyilikligi pozitif yaricapta
merkezlenmistir (bu tiir siiregler bagislayicidir ¢iinkii Onerme 2.14’iin son kosulunu saglar).
(S¢)¢s0, stifir stiriiklemeli ve kararli bir baglayiciya sahiptir. ¢; > 0, sabit degeri i¢in Laplace

tistel ifadesi agagidaki gibidir:

l(w) =c f exl—:aldx = —@(—u)“ (4.9)
0

(X ¢=0, €2 > 0, sabit bir degere sahip olup R iizerinde W(u) = —c,|u|? karakteristik
iistelle 8-kararl1 bir siirece sahiptir. Bu durumda, (¥;) ;¢ siireci, S ile X’in baglayicisidur.
Bu siire¢, ¢ = ¢;¢, (1 — a)/a degeri igin l(‘l’(u)) = —c,|u|P® karakteristik iistelle
sahiptir, yani, Y simetrik kararli ve fa kararli bir siirectir. Ozellikle X, Brownian hareketi

oldugunda, baglayic1 2a-kararlidir.

4.2.3. Lévy olciisiiniin Tilting ve iyi huylu (Tempering) 6zellikleri

Lévy olciisiiniin, agagidaki integral kosullari karsiladigini biliyoruz:

f |x|?v(dx) < oo, f v(dx) < o
|x|=1 |x|=1

Lévy ol¢iisiindeki herhangi bir doniisiim, yukaridaki integral kosullari i¢in gegerliyse, yeni
bir Lévy siirecine yol agacaktir. Bu doniistimlerden biri v(.)’m1 bir iistel fonksiyonla

carparak elde edilir. € R? oldugunda ve | e%*v(dx) < o oldugunda, o zaman

|x|=1

(dx): = e?*v(dx) (4.10)
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seklinde tanimlanan 6l¢ii bir Lévy ol¢iisiidiir. 8. x, iki 6 ve x vektorlerinin i¢ carpimidir.
Bu nedenle, her (X;)¢s0, (4, v,y) tglii karakteristige sahip olan bir Lévy siireci, (4, 7,y)
ticlii karakteristige sahip bir Lévy siireci olur. Buna Esscher dontisiimii denir ve (4.10)’daki

doniistim, Lévy ol¢iisiinii istel tiling hale getirir.

d = 1 igin, bu doniisiimiin asimetrik bir versiyonu diisiiniilebilir. Eger v, R iizerinde bir

Lévy ol¢iisiiyse, o zaman
#(dx) = v(dx) (106 ™™ + 1coe 1)

seklinde olur. Burada, A, ve A_-pozitif parametrelerdir. ¥(dx), biiyiik sigramalar1 1slah
islemi yapilmis olan bir Lévy ol¢iisiidiir, yani, Lévy olciisiindeki kuyruklar iistel olarak

azalir [16].
4.3. Difiizyon Sicrama Tipi Modellerin Yapim

Onerme 4.1 ve 6rnek 4.1°e gore, bagimsiz Lévy siireclerinin toplaminin da bir Lévy
stireci olustugunu biliyoruz. Sigrama-difiizyon siirecleri (Merton ve Kou), siirekli
(stiriklenen Brownian hareketi) ve sicrama (compound Poisson siireci) olmak iizere iki
bilesenin toplamindan kaynaklanir. Bu iki bilesen birbirinden bagimsizdir ve her biri bir
Lévy siirecidir. Bu nedenle, 6rnek 4.1’in sonucuna gore, sigrama-difiizyon siiregleri iki

bagimsiz Lévy siirecinin toplamindan olusur.
4.4. Genellestirilmis Bir Hiperbolik Model Olusturma
Bu modellerin yapis1 dogrudan olasilik yogunlugundan elde edilir. Sabit zamanda ters Gauss
baglayici olasilik yogunlugu asagidaki gibi yazilabilir:
1
p(x) = c(p, OxH2eTW I “.11)

ve genellestirilmis ters Gauss olasilik dagilimi su sekildedir:

1
p(x) = c(A, x, Dxr"te 208/ . 4.12)

Bu dagilimin sonsuz boliinebilir oldugu ispatlanmistir [26] ve bir baglayic1 Lévy
stireci Uretebilir. Genellestirilmis ters Gauss dagilimlar1 kategorisinin konvoliisyona gore

kapal1 degildir. S, bir GIG rastgele degisken ve S’den bagimsiz W standart normal rastgele

degisken olsun. u sabit olmak iizere, VSW + uS dagilimu, birlestirici S dagilimu ile “normal
ortalama-varyans compound” dagilimi olarak adlandirilir. S, bir GIG rastgele degigkeni ise,

VSW + uS dagilim sonsuz boliinebilirdir ve genellestirilmis hiperbolik dagilim olarak
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adlandirilir. Boliim 2°de bahsedildigi gibi, genellestirilmis hiperbolikler finansal modelleme
icin birgok yazar tarafindan kullanilmistir. Tek boyutlu bir genellestirilmis hiperbol,

asagidaki yogunlukla tanimlanan bes parametreli bir aile i¢inde yer alir.

flAapB,6,1m) =C>6%+ (x— u)z)%_%l{l_ (a\/(?z + (x — ,u)z) eP-1  (4.13)

1
2
Burada,

N G
 VZrad 12K, (8,[a? — B7)

ve K ikinci tipin degistirilmis Bessel fonksiyonudur. Yukaridaki dagilimin karakteristik

fonksiyonu su sekildedir:
o3 W( a? — B2 )“2 Ky (8522 = (B + iw)?) @1
u)=e : .
a? —(p +iu)? K;(8 /a? = B?)

Genellestirilmis hiperbolik dagilim konvoliisyon altinda kapah degildir. iki GH
rastgele degiskenin toplami bir rastgele degisken degildir. Ote yandan, GH sonsuz
boliinebilir oldugundan, belirli bir t zamandaki dagilimi & (u)® karakteristik bir fonksiyon
olan genellestirilmis bir hiperbolik Lévy siireci olusturmak miimkiindiir. Bu siirecin Lévy
Ol¢iistinii hesaplamak ve bununla calismak zordur, ancak bazi o6zelliklerine, asagidaki

lemma uygulanarak dogrudan karakteristik fonksiyondan erisilebilir.
Lemma 4.1. (X;), ¥Y(u) = %log E[e™X¢] karakteristik iistel ve

Y(u) +¥Y(—uw)
> )

Pu) =
simetrik karakteristik iistel ile bir Lévy siireci olsun.

1. X bir compound Poisson siireci ise, 0 zaman W(u) smurlidir.

. o - N o P(u
2. X bir sonlu degisim siireci ise, 0 zaman u — oo oldugu zaman % - 0 olur.

3. X’in Gauss kism1 yoksa, o zaman u — oo oldugu zaman ? — 0 olur.

Ispat: [16, 4. boliim]’e bakiniz.

Genellestirilmis hiperbolik dagilimin ana avantaji, giiclii yapisi ve ¢ok cesitli
formlandir. Bilinen ¢ok sayida olasilik dagilimi, genellestirilmis hiperbolik ailenin alt

kategorileridir. Ornegin,
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Genellestirilmis hiperbolik dagilimin limit durumunun normal dagilimi, § — oo

oldugu zaman 6 /a — o2 olur.

t-student dagilimlari A < 0 ve ¢ = f = u = 0 ile elde edilir.

A =1 durumu

P(x;a,B,6,u) = a(a,B,8)exp (—aw/SZ + (x—w?+px— ,u))

yogunluga sahip hiperbolik dagilima karsilik gelir.

A = —1/2 durumu bir sonraki boliimde incelenecek olan normal ters Gauss
dagilimina karsilik gelir.
e 6 = 0veu = 0 gama varyans dagilimina karsilik gelir.

4.5. Brownian’1 Baglayic1 Ederek Lévy Siireglerinin Insasi

(St)es0, L(u) Laplace isteli ile bir baglayic1 yapar ve (W;);s0, S ten bagimsiz bir
Brownian hareket olsun. Brownian hareketini p siirliklemeyle S siirecini kullanarak
baglayici yaparak yeni bir siireg, X, = oW (S;) + uS;, elde edilir. Bu siireg, yeni bir zaman
Ol¢eginde, yani rastgele bir S; zaman 6lgeginde elde edilirse, bir Brownian hareketidir. (4.6)

baglantist i¢in X icin karakteristik {isteli

u?o?
Y(u) = l<— > + iuu)

olarak elde edilir ve X, nin logaritmik momentlerini S;’ler tizerinden hesaplayabiliriz. u =
0 simetrik durumu olarak dikkate alirsak, o zaman X, dagilimi dagilim ortalamasi etrafinda
simetriktir ve ortalama ile ¢arpiklig: sifirdir, bu nedenle varyansi ve kiirtosis hesaplanabilir

ve
VarX, = 0?E[S;]

3VarsS,

k(Xe) = E[S,]2

olur. Bu nedenle, siire¢ baglayicis1 deterministik bir siire¢ degilse, X; uzamis olacaktir.
Modellerin daha kolay anlagilmasi i¢cin Brownian baglayici ile temsil edilmesi arzu edilen

bir 6zellik olmasina ragmen, Lévy 6l¢iistinde kisitlamalar da olusturur.

Teorem 4.3. v, R iizerinde bir Lévy 6l¢iisii ve u € R olsun. (Z;);s, bir baglayici olsun,
(W}) ¢=0 ise Z’den bagimsiz bir Brownian hareketi olsun. Bir (X;):so Lévy siireci, v Lévy
olgiistiile Xy = W(Z;) + uZ; olmak iizere, ancak ve ancak asagidaki kosullar saglandiginda

mevcut olur:
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1. v, kesinlikle siirekli bir yogunluk fonksiyonuna sahiptir.
2. Herxicin v(x)e ™™ = v(—x)e** olur.

3. (0, 00) iizerinde v(\/ﬂ)e_”‘/a, monoton bir fonksiyondur.
Ispat: [16, 4. Boliim]’e bakiniz.

Bu teorem, bir siirecin sigramali yapisinin zamanla degisen siiriiksiiz Brownian
hareketi ile temsil edilebilecegini belirtir. Ustel tilting biiyiik sigramalar etkiler, bu nedenle
bu tiir siireclerin kii¢iik sigramalar1 her zaman simetrik kalir. v, R%iizerinde bir Lévy 6l¢iisii
olsun. v simetrikse ve v(\/ﬂ), (0,0) iizerinde tamamen monoton bir fonksiyon olmasi
kosuluyla, ancak ve ancak, bir baglayici olmayan (stiriiklenmesiz) bir Brownian hareketinin
bir Lévy oOlglisii oldugunu varsayalim. Ayrica, siirliksiiz ve p bir Lévy ol¢iisii oldugunu
dikkate alalim. Formiil (4.7), bu zamanla degisen baglayici ile p siiriiksiiz Brownian
hareketinin Lévy yogunlugunun v(x) i¢in asagidaki gibi olacagini belirtir:

0 _Mp(dt)
v(x) :fo e” 2 —. 4.15)

4.5.1.Siirecleri baglayic1 yapmak

Iyi huylu ve kararli baglayicinin iyi huylu versiyonunu ele alalim, bu {i¢ parametreli
stirecin Lévy olciisii:
—-Ax
ce
p(X) = W1x>0 (4.16)

Burada, ¢ ve A pozitif ve 1 > a > 0. Iyi huylu kararli baglayici, formiil (4.25)’e dayali

olarak elde edilen iyi huylu kararl bir stiregtir.

¢ parametresi, tlim sigrama degerlerinin yogunlugunu ayni1 anda degistirir, yani siirecin
zaman Olgegini degistirir, A biiyiikk sicramalarin soniim (decay) oranimmi ve a, siire¢
yoriingelerindeki kiigiik sicramalarin goreli 6nemini belirler. Genel durumdaki (a # 0) iyi

huylu kararli baglayicinin {istel Laplace ifadesi soyledir:
l(w) = cT'(—a)log((1 —w)* — (DY) (4.17)
ve @ = 0 durumunda:
[(u) = clog(1 —u/A)

Iyi huylu ve kararli baglayicinin olasilik yogunlugu @ = 1/2 (Ters Gauss baglayicisi) ve
a = 0 (Gama baglayicisi) bilinmektedir. Bu iki durum Tablo 4.3’te karsilastirilmistir.
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Iyi huylu kararl baglayicinin asagida aciklanan Slgek dzelligi vardir. (Sp(@, 4, ¢)) g0, @, A

ve ¢ parametrelerine sahip bir kararli ve iyi huylu baglayici olsun. O zaman her r > 0 i¢in:
rS¢(a, A, ¢), Spar(a, A/, C)
ile ayn1 dagilima sahiptir.

Bu 6lcekleme 6zelligi ve Brownian hareketinin 6zbenzerligi nedeniyle, baglayici
modellerde yalnizca E[S;] =t ile uyumlu kararlih@ dikkate almak daha iyidir. Bu
durumda, iki parametreli bir aile olugturur. Momentler ve logaritmik momentler dahil olmak

tizere, karakteristik fonksiyonla ilgili tiim hesaplamalar i¢in, parametrik form

(4.18)

1 1—aq\l7% e~ (-@)x/x
(=)

pt) = I'1l—-oa)

ifadesini kullanmak daha iyidir.

a kararlilig1 temsil eder. k yeni bir parametre olmasi durumunda baglayicinin zamandaki
varyanst 1°dir. Bundan dolayi, baglayicinin beklenen degeri 1 zamaninda 1’e esittir ve k =

0 deterministik bir fonksiyona esittir. Yukaridaki iliskinin gama varyans siire¢ modu daha

basit bir sekilde
1 e—x/K
e (4.19)
plx) =——
doniisiir ve ters Gauss siireci durumunda asagidaki gibi olacaktir:
1 —x/2k
¢ (4.20)

PO = T <

Cizelge 4. 3. Gama bagimlayici ve ters Gauss baglayici

Baglayici Gama stireci Ters Gauss siireci
Lévy yogunlugu ceMx/x ce Mx/x
p(x) = — Lx>o p(x) = a7 1yso

Laplace déniisimii~~ E[e™%] = e~2etVr(Vi-u=Va) E[e"¥] = (1 —u/A)~¢

X. olasilik sunlus act ct—-1,-Ax pt(x)
¢ Olasllik yogunlugu pt(x) = @x e — ct chtme—)lx—ncztz/x
%372
x > 0 icin
( ¢in) (x > 0 icin)
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4.5.2. Degistirilmis Brownian hareketine dayalh modeller

Kararl1 bir harmonik baglayici tarafindan bagimsiz bir Brownian hareketinin (o
salmimlik ve @ siiriikleme ile) siiresi degistirilerek, normal ve iyi huylu kararl siire¢ elde
edilebilir. Genelde kararli siirecin karakteristik

2.2
1—a K(uza —i0u>

a

Y(uw)=——-—-1-|1+ (4.21)
Ka l1-«a
iyl huylu ve normaldir ve ve gama varyanst durumunda (¢ = 0 ) olarak
1 u?c?k
Y(u) = Elog 1+ >~ ifxu (4.22)

elde edilir. Kararli, normal ve iyi huylu bir siirecin Lévy 6lgiisii, denklem 4.7 kullanilarak

hesaplanir ve asagidaki Lévy yogunluguna sahiptir:

2c [® _x-6* (¢

— 2tg2  —0 —
v == e P
1/2
20 (VoZxzaan\" |x|V6Z + 2207
B ovV2n |x| ¢ Kasy2 o?
o 0 |x|\/92+302(1—a)\
_ 0.9 ox/oty K (4.23)
- |x|a+1/2 a+1/2 o2 . ’
Burada,
2 1 —a 1-a 2 C(/2+1/4-
Cla,x,0,0)= ( ) <92+—02(1—a)>
r1—a)oV2r\ k K

ve K, modifiye edilmis Bessel fonksiyonunun ikinci tiirtidiir.

1 2
A== \/92+—02(1—a)+9
o K

veE

2
\/92 +-02(1-a) -6
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kuyruklarin séniiliim oranini tanimlar. Bu 6l¢iiyii asagidaki gibi yeniden yazabiliriz:

v(x) = eA-"A2K (I (A= +24)/2) (4.24)

|xc|@+1/2

K Bessel fonksiyonunun limit davranigindan,

1

v(x)~ x|zaT x = 0ise

v(0)~ o e ¥ x — oo ise
1 :

v~ e A-x x > —oo ise

Yani, Lévy ol¢isii sifira yakin oldugunda, kararli bir davranig sergiler ve kuyruklarda

sOniiliim oran1 A_ ve A, olur.

Iyi huylu kararli baglayicilarin @ = 1/2 ve a = 0 igin olasilik yogunlugu kapali bir formda
bilindiginden, bu nedenle baglayici siire¢ler yaygin olarak kullanilmaktadir. Finansal
modellemede, hisse senedi fiyatlarinin logaritmasi i¢in gama varyans modelleri [39] ve

normal ters Gauss modelleri [5, 6 ve 48] gibi modeller kullanilmaktadir.
4.6. Kararh ve Iyi Huylu Bir Siire¢ Olusturmak

Iyi huylu kararl siirec, tek boyutlu bir kararli siire¢ alip Lévy 6l¢iisiinii azalan bir is
ile carparak elde edilir. Bu siiregte, kiiciik sigramalar kararli bir davranis sergilerken, biiylik

sicramalar daha diisiik yogunluga sahip olur.

Iyi huylu bir kararli siire¢, R iizerinde Gauss bileseni olmayan ve asagidaki Lévy
yogunluguna sahip bir Lévy siirecidir:

Cc
— —Aix
|x|1+a e 1

—A_lx +
e ! |1x<0 + |x|1+a x>0

v(x) = (4.25)

Burada,c, > 0,c_ >0, A, >0, A_ > 0 ve @ > 0’dir. Bu model, finansal modellemede

Koponen tarafindan kullanilmistir [12].

Notasyon: Kararli siirecler sadece @ > 0 i¢in tanimlandigina karsin, iyi dengelenmis kararli
stireclerde « tizerinde dogal bir alt sinira sahip degildir. Denklem (4.25), @ < 2 olan tiim o

degerleri icin Lévy Olciisiinii saglar.

Negatif a degerleri, daha gii¢lii bir compound Poisson modeline yol acar ve « icin
farkli degerler, gercek sayilar bazinda diisiiniilebilir. Bu siirecler o, <2 ve a_ < 2

oldugunda asagidaki Lévy ol¢iisiine sahiptir:
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_ Cy _
U(X) = | |1+a e l—|X|1x<0 + IX|1+a+ e /1+x1x>0 (426)

Asagidaki Onerme, iyi dengelenmis kararli modellerin, Brownian hareket baglayici

modellere gore daha giiclii bir yapiya sahip oldugunu gostermektedir.

Onerme 4.2. Kararh iyi huylu siire¢ icin zamanla degisen Brownian hareketinin

gosterimi

Genellestirilmis iyi huylu kararli siireci, ancak ve ancak c_ =c, vea, =a_=a = —1

ise, zamanla degisen Brownian hareketi (siiriiklenme ile) olarak temsil edilebilir.
Ispat: [16, Boliim 4]’e bakiniz.

Notasyon: Genellestirilmis 1yi huylu kararl siireg, yalmzca c_ = c, ve ay =a_ = a =

—1 oldugunda zamanla degisen Brownian hareketi (siiriiklenme ile) olarak temsil edilebilir.
Ispat igin [16, Béliim 4]’e bakiniz.

Notasyon: Katsayilardaki kosullar, kiiciik sigramalarm simetrik olmasi gerektigini
gosterirken, biiylik sigramalarin soniilme oranlarmin farkli olabilecegini belirtir. Bu iyi
huylu kararli siireg¢ kategorisi, Carr [13] tarafindan tanitilan “CGMY” modeline karsilik
gelir. Iyi huylu kararli siirecler siifi, Brownian uyarlamasina dayali modellere gore daha
fazla esneklik sunar, ¢linkii 1yi huylu kararli modeller ayn1 zamanda kiiciik sigramalarin

asimetrisini de yansitir.

Genellestirilmis kararli siireg, siirliklenme parametresinden bagimsiz olarak 6
parametreli bir modeldir. Bu 6 parametrenin roliinii karakteristik fonksiyonu hesapladiktan
sonra tartisacagiz. Biiylik sigramalart kesilmeyen Lévy-Khinchin formiiliinii kullanarak,

yani asagidaki gibi yazabiliriz:

E[eiuXt] =expt {iu)/c + f (eiux -1 iux)v(x)dx}_ (4.27)

Bu durumda, E[X;] = .t olur. Karakteristik fonksiyonu hesaplamak igin 6nce pozitif Lévy

biyiikliigiinii ve ;. # 1 ve aq # 0 varsayimin ele alacagiz.

0o —Ax
iux_l_ : )e d
(e ux x1+a X
0

- iu)" - iu)™"
Z ) f XMy = Z —( n') A" T(n — a)
n=2 )

n:
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-rra-o ) 54 G) ) )

Parantez icindeki ifade, bilinen bir kuvvet serisine benziyor:

— 1)x?
(1+x)H = 1+ux+%+
Iki seriyi karsilastirarak asagidaki sonuca vartyoruz:
C i e N u\% ua
f (e™* —1 — iux) e 0 = AT(—a) (1 - 7) —1+— (4.28)
0

|u| < A ise, yukaridaki ifadeyi elde etmek i¢in kullandigimiz sigma ve integral ve kuvvet
serisi yakinsamasinin kaymasi dogrulanabilir. « =0 ve a =1 durumlarinda benzer
hesaplamalar yapacagiz.

a = 1ise,

A

e ] iu ]
= dx = (A —iu)log (1 — 7) + iua (4.29)

(o]
f (e —1 — jux)
0
vea = 1ise,

e‘lxd —u+l il
x= Ogu+i/1

4.30
X il ( )

f (e™* — 1 — jux)
0
Her iki Leévy olglsiinii de dikkate alarak, genellestirilmis iyi huylu kararli siirecin

karakteristigi elde edilir.

Onerme 4.3. (X,) s, genellestirilmis iyi huylu kararl bir siirectir. Genel durumda (aty #

1ve ay #0) W(u) =t !logE [e™Xt] karakteristik iisteli

u\%* iua
W(w) = iuy, + T(—a )%, {(1 BN }

1, 1,

u\%- iua_

+I(—a_)A%c_ (1 — —) -1+ 4.31)
A A
olur.a, =a_ =1ise
iu
Y(u) =iuly,+cy —c_)+c, (A4 —iu)log (1 — /1—>

+
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+c_(A_ +iu)log (1 + ;_u) (4.32)

a, =a_=0ise

] iu iu iu iu
Y(u) = iuy, + c, {/1— + log (1 - /1—)} +c_ {— + log (1 + /1_>} (4.33)
+ + - -

2.15 onermesini kullanarak, iyi huylu kararl: siireclerinin ilk logaritmik momet hesaplamak

miimkiindiir. Genel olarak, karakteristik listelden tiirev alarsak,
K; = E[X,] = ty,

K, =VarX, = tT(2 — a,)c, A7 2 +tT(2 — a_)c_1%2
Ky =1tI'3 - “+)C+’ﬁ+_3 +tr(3 —a_)c_1%-73

Ky = tT(4 — a,)c, AT + 6T (4 — a_)c A%

Yukaridaki ifadeler, farkli parametrelerin roliinii netlestirmez. Siirecin simetrik oldugunu

varsayalim, o zaman X; dagilimin ¢arpiklig

I = K, (2-a)3-a)
-~ (VarX,)? ctA®

olur.

Yukaridaki ifadeden anliyoruz ki, A’y1 artirarak (sigramalar kiiciiliir ve siire¢ siirekli
bir duruma yaklasir) veya c’yi artirarak (sigramalar daha fazla tekrarlanir ve bu nedenle
merkezi limit teoremi daha iyi ¢aligir) azaltabilecegimizi gosterir. Ancak bu ifadeler, A ve ¢
arasindaki farki agik¢a belirtmez. Farkli parametrelerin roliinii tam olarak anlamak i¢in Lévy
Olciisiine bir kez daha dikkat ediyoruz. A, ve A_, risk yonetimi agisindan kisa vadede kazang
veya kayip miktarini ifade eden Lévy Sl¢iisiiniin kuyrugunun davranigini belirler. ¢, ve c_,
artan ve azalan sicramalarin goreceli frekansimi belirler. Sigramalarin toplam frekansi
sonsuzdur. Bu iki parametre, belirli bir olayin ne siklikla beklenmesi gerektigini gosterir.
Sonug olarak, @, ve a_, siirecin yerel davranisini (fiyatin biiylik sigramalar arasinda nasil
degistigini) belirler. o, ve a_, 2’ye yakinsa, slireg, biiyiik sicramalar arasinda bir¢ok kiigiik
salimimla birlikte bir Brownian hareketi gibi davranir. a, ve a_, Kkiigiikse, fiyat
degisikliklerinin ¢ogu, aralarinda nispeten istikrarli donemler bulunan (¢ok sayida kiigiik

dalgalanmadan bagimsiz olarak) biiyiik sigramalardan kaynaklanacaktir.
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Notasyon: Iyi huylu kararli siirecler finansal literatiire ilk olarak Koponen tarafindan
kesintili Lévy sigramalart olarak girmistir. Bundan sonra Boyarchenko-Levendorski, bu
stiregleri KOBOL ad1 altinda incelemis ve son olarak Carr, 4 parametreli kararli iyi huylu

modellerin bir alt kategorisini CGMY adiyla incelemistir.
4.7. Yarim Martingale Dayali Stokastik Analiz

Gliniimiiz diinyasinda, Itd Lemmas1 kadar bilinen ve yaygin olarak kullanilan bir
matematiksel sonu¢ diisiinmek olduk¢a zordur. Matematiksel analizde bu sonug, klasik
analizdeki kalkiiliisiin temel teoremi (Newton) ile benzer bir dneme sahiptir. Bu, bu konunun
ayrilmaz bir pargasi oldugu anlamina gelir. Kiyoshi It6’nun bilimsel ¢aligmalari, Amerikan

Ulusal Bilimler Akademisi tarafindan agiklanmustir.

1944 yilinda Kiyoshi Itd, Tokyo Kraliyet Akademisinin “Stokastik integral” baslikli
inlii makalesini yayimladi. [t6’nun makalesi, stokastik analizin veya It analizinin baslaticisi
olarak kabul edilir. Son 60 y1l boyunca, It6’nun teorisi bir¢ok bilimsel alanda incelenmis ve

en dikkate deger olan1 Black-Scholes modelidir [34].

Leibniz-Newton’un hesaplamalarinda, deterministik fonksiyonlarin tiirevi ve
integrali ortaya ¢ikar. Tiirevdeki temel teorem, iki farkli fonksiyonun tiirevlerini ¢arparak
birlestirilmesi ile tlirevi hesaplamak i¢in kullanilan zincir kuralini igerir. Ancak Brownian
hareketi karsisinda, Leibniz-Newton hesaplamalarinin zincir kurali etkisizdir. Brownian
hareketin Ornek yoriingeleri higbir yerde tiirevlenebilir degildir. Bu nedenle, klasik

hesaplamalarda oldugu gibi Brownian hareketini elde edemeyiz [34].
4.8. Riemann-Stieltjes integrali

Birsonlup = {ty, ty, ..., t;,} nokta kiimesini ele alalim, burada 0 = t, < t; < -+ <
tm = t olmak iizere, p, [0, t] araliginin bir boliintiisii olarak adlandirilir. t; € [ty_q, ti]

noktast, p’nin bir orta noktasidir. A(p), p boliiniisii icin max (tx — tx—1) ile tanimlansin.
<ksm

Eger sup{};;|h(t;) —h(t;_1)|"} < o ise, her r > 0 i¢in h,[0,t] tizerinde siirh r-
degisimlidir. Burada supremum, [0, t] araliginin tiim bdliintiileri izerinde hesaplanir. r = 1

ise, 0 zaman h’a [0, t] lizerinde sinirl degisim denir.

f ve g sirhi [0, t] € R araliginda iki gergel degerli fonksiyon olsun. p’ye karsilik gelen

f’nin g’ye gore Riemann-Stieltjes toplami1 asagidaki gibi tanimlanir:
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Srp(9) = Z ftdlg (i) — g(ty-1)] (4.35)
k=1

f,|a, b] tzerinde g’ye gore Riemann-Stieltjes integraline sahiptir, eger s gibi bir say1
bulunuyorsa, her € > 0 i¢in [a, b] araliginin bir p, boliintiisii vardir ve her p, boliiniisii igin

ps € p olmak {lizere |Sf,p (g9) — s| < € saglansm. s, f’nin g’ye gore Riemann-Stieltjes
integrali olarak adlandirilir ve | Ot f(s)dg(s) veya | Ot fdg ile gosterilir.
) Ot fdg’nin varlig1 asagidaki iki kosul saglandiginda ispatlanir:
1. f ve g her ikisi de ayn1 s € [0, t] noktasinda siirekli degilse.
2. Her h > 0 ve g > 0 degerleri i¢in f ve g sirasiyla h-degisimi ve g-degisimi ile
siirlanir, bdylece, % + é > 1.

) Ot fdg Riemann-Stieltjes integrali, Sf, 'nin toplamlari dizisinin limiti olarak

n ()

tanimlanabilir. Burada p,, keyfi orta noktalar t,’c(n) € [tk_l,tk ile rafine edilmis

boliintiiniin bir dizisidir ve n — 0 oldugunda A(p,,) — 0 olur.
Riemann-Stieltjes integrali, siradan integralin tiim 6zelliklerine sahiptir.

Teorem 4.4. f; ve f,, g’ye gore Riemann-Stieltjes integrallerine sahipse ve ¢, ve ¢, keyfi

gercek sayilarsa ve s € (0, t) ise, 0 zaman:

a) c1f1 +cof2, g'ye gore Riemann-Stieltjes integraline sahiptir ve su sekilde ifade

edilir:

[ @h+ardg=c [ fdg+e [ fdg
0 0 0

b) f, g, ve g,’ye gore Riemann-Stieltjes integraline sahipse, 0 zaman

t t t
de(cﬂh + ¢292) =C1f f1d9+czf f2dg
0 0 0

c) Integrasyon aralig1 iki pargaya béliinebilir. Yani eger [0, t] iizerinde f, g’ye gore

Riemann-Stieltjes integraline sahipse ve 0 < s < t ise, 0 zaman

fo fdg = fo Fdg + f fdg (4.36)

Ispat: [25, Boliim 4]’e bakiniz.
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B bir Brownian hareketi olsun. B’nin s+ B(s,w) ornek yoriingeleri, herhangi bir
[0,t] sonlu aralikta, her g > 2, g-degisim ile siirhidir. Bu nedenle, fot fdB(s, w),

Riemann-Stieltjes integrali olarak, hemen hemen tiim 6rnek yoriingeleri icin B’ye sahiptir.

fotskde(s, w), fot cos(s) fdB(s, w), fotesde(s, w).

Riemann-Stieltjes integralleri, s*, cos(s) ve e® fonksiyonlar1 smirl degisime sahip

oldugundan dolay1, hemen hemen tiim 6rnek yoriingeleri icin Brownian hareketi mevcuttur.

Goriinlige gore yukaridaki tamm [ Ot fdB ve fot BdB gibi daha genel integrallere
genigletilebilir. Burada, f keyfi bir siirekli fonksiyondur. Ancak, fot f(s)dB(s,w) ve

) Ot B(s, w)dB(s, w)’lerin Riemann-Stieltjes integralleri mevcut degildir.

Ornegin, | Ot f(s)dg(s) Riemann-Stieltjes integrali, keyfi siirekli f fonksiyonlar1 i¢in, g'nin
degisimi sinirli oldugu disinda mevcut degildir [52].

Bu nedenle, fot f(s)dB(s,w) integrallerini hesaplamak icin, daha genel integralleri ve

rastgele integratorleri tanimlayan yontemlere ihtiyag vardir [25].

Bu nedenle, keyfi bir siirekli fonksiyon igin | Ot f(s)dB(s, w) bir Riemann-Stieltjes

integrali olarak tanimlanamaz ve bu sebeple fot f(s)dB(s,w) ve fot B(s,w)dB(s, w)
integrallerini hesaplamak i¢in, daha genel integralleri ve stokastik integratorleri iceren

tanimlamalar yapilmalidir [25].
4.9. Stokastik Integrale Giris

Stokastik integralin tanimi ile Riemann-Stieltjes integralinin tanimi arasinda iki

temel fark bulunmaktadir:

1. Stokastik integrali tanimlayan toplamlar dizisi rastgeledir. Stokastik integralin
tanimi, rastgele degisken dizileri i¢in yakinsama kriterlerinin uygulanmasini
gerektirir. Bu baglamda, kullanilan en yaygin yakinsama kriteri, karesel ortalama
yakinsamasidir.

2. Stokastik integrali tanimlayan toplamlar dizisinin limiti, [0, t] araliginda p,, dizisi

boliintiilerinin t,’((n) orta noktalarinin secimine bagl olabilir. Ote yandan,

Riemann-Stieltjes integralinin taniminda kullanilan orta noktanin secimi ne

olursa olsun, her zaman ayn1 degere sahip olur [25].
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Bu boliimde, B ve N, sirastyla Brownian hareketi ve Poisson siirecini temsil eder, ve f 0 BdB

ve | Ot NdB stokastik integrallerini ifade ediyoruz.

Ornek 4.3. Asagidaki diziye odaklanalim:

Jnt®) = Y 812 () - 5(e2)

=y =0<t} < <tp,, =t),|0,t] iizerinde, |t"| - 0, n - oo oldugunda, dizi
boliintiisiiniin ¢, ) — t,(c")l orta noktas olarak kabul edelim. /g ,,(B)’nin limiti, n — oo
oldugunda karesel ortalama ve olasilik agisindan mevcuttur. Bu limit, |, Ot B(s)dB(s) veya

) Ot BdB olarak gosterilir ve B’nin [0, t] iizerinde It integrali olarak adlandirilir.

ftB(s)dB(s) = %(B(t)2 —t), t=0 (4.37)
0

Ayrica, bdliintii dizisi [0, t] iizerinde rafine edilirse, yani 7 € n™*?! ise, 0 zaman /5 ,(B)

neredeyse kesinlikle (4.37)’e yakinsar.

Ispat:
Jon® =23 ()~ 5(0)) 1S (5() - 5(e2)
k=1 k=1
- %B(t)z - %;Z (B(t,ﬁ”)) ~ B(t ,E”)l))Z

J5.n(B) nin karesel kuvvetin ortalamasi limiti (B(t)? — t)/2 olur, ¢linkii

n+1
- 5. o)+

k=1

2

t

1 2
- Z; E[(AB)?(8B)?] - 5 4 E[(ABy)?] +—

Yukaridaki ifade, n — oo oldugunda sifira yaklasir. Burada AB, = B (t,(cn)) — B( ™ ) dir.

neredeyse kesin oldugundan, rafine edilmis / ,,(B)’nin boliintiileri neredeyse kesin olarak
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(B(t)* —t)/2’ye yakimsar. Sonug¢ olarak, bu durumda Itd integrali, Jp,(B) olarak

tanimlanabilir.

Ornek 4.4. N, yogunlugu A olan bir Poisson siireci olsun. Asagidaki rastgele diziye

odaklanalim:
n+1
Jun@) = D N(e) [N () = N ()]
k=1

[0, t] tizerinde, |r™| = 0, n — oo oldugunda, dizi boliintiisii olarak kabul edelim. O zaman,

Jnn(N)’nin limiti, n—o oldugunda karesel kuvvet ortalama ve neredeyse kesin olarak
yakinsaktir. J ,(N)’nin limiti, [ Ot N(s7)dN(s) veya |, Ot N_dN olarak gosterilir ve N_’nin,

[0, t] izerinde, N’ye gore Itd integrali olarak adlandirilir ve

t t 1
f N_(s)dN(s) = f N(s7)dN(s) = E(N(t)2 — N(D), (4.38)
0 0

olarak ifade edilir. N ’nin Cadlag 6rnek yoriingeleri oldugu i¢in

N_(s)=N(s7) = 11%1 N(u)

bir Cadlag siirectir.
Ispat: [25]’e bakiniz.

Bu kesimde oOncelikle finansal modelleme kavramlarmi ifade ederek stokastik
integral ile sicrama siirecleri arasindaki baglantiy1 ele alacagiz. Daha sonra, basit dngoriicii
integrallerin ve yarim martingallerin Cadlag integraller ve yar1 martingal integratorlerle nasil

genisletildigini agiklayacagiz.

Alim-satim stratejisi, farkli tarihlerde varliklarin alinip satilmasiyla elde edilen
dinamik bir ¢, portfoyiinii stirdiirmekten olusur. Bir finansal varligin fiyatinin rastgele siire¢
S = (St)tefo,r] olarak verildigini varsayalim. Alim-satim stratejisini ifade etmek igin,
varliklarin alim-satimindan kaynaklanan hisse senedi portfoylindeki degisimi dikkate

almaliy1z.

Bir yatinme1r 0 =Ty <T; <--<T, =T donemlerinde alim-satim yaparsa,
1T}, T; 1] donemdeki varligi ¢;’dir. Piyasa fiyatlarindaki dalgalanmalardan kaynaklanan

sermaye
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n
Z (pi[STi+1 o STi]

i=0
olarak verilmistir. ¢’den kaynaklanan bu sermayeyi temsil eden bu miktar, S’ye gore ¢ nin

rastgele integrali olarak adlandirilir ve [ OT @ds; olarak gosterilir.

Eger X bir Lévy veya difiizyon siireciyse, genel olarak |, Ot @dX, Lévy veya difiizyon
stireci degildir. Yani, Lévy siirecleri bu tiir rastgele integrasyon veya dogrusal olmayan
doniigiimler altinda kararh degildirler. Bu nedenle, bu operatorler altinda kararlilik 6zelligi
iceren daha genis bir stokastik stire¢ kategorisini géz 6niinde bulundurmamiz gereklidir. Bu
tir kosullar1 saglayan bir siif yarim martingalelere aittir. Yarim martingaleler, sadece
rastgele integrasyon ve dogrusal olmayan doniistimler altinda degil, ayn1 zamanda 6l¢iim
degisikligi, filtre degisikligi ve zaman degisikligi gibi diger operatorler altinda da

kararlidirlar.

4.10. Alm-Satim Stratejisi ve Stokastik integral
4.10.1. Basit tahmin edilebilir integral

(Q., F, (F)tefor) P), filtrelenmis bir olasilik uzay1 oldugunu varsayalim. Fiyatlari

Cadlag S; = (Stl, 4 S{l)’nin rastgele vektor siireci ile modellenen d adet varliga sahip bir
piyasa diisiiniin. Portfoy g, yatirimcinin varliklarinin miktarini gosteren bir vektordiir. Bu

sepetin t zamanindaki degeri asagidaki baglantiyla ifade edilir:

d
V@) = ) gust = 9.5, 439)
k=1

Alim-satim islemleri 0 =T, < T; < -+ <T,, =T tarihlerinde gerceklesir. T; ve
T; 41 arasindaki siire i¢inde varlik portfoyli degismez ve bu ¢; ile gosterilir. Portfdy ¢,

t zamaninda

n
00 = 9ol + ) Piliryn (O (4.40)

i=0
olarak belirir. Aslinda, alim-satim zamanlar1 6nceden bilinmez ¢linkii bir yatirimei T;
zamaninda alim-satim karari, 7; zamaninda eldeki bilgilere dayali olarak alir. Bu nedenle,
alim-satim zamanlar1 (T;) adapte rastgele siireler (veya durma zamanlari) olarak
tanimlanmalidir, bu [0,T] tlizerinde rastgele bir dagilim olusturur. Yeni portfoy ¢;, T;

zamanindaki bilgilere dayali olarak segildiginden, ¢;, Fr, tarafindan dlgiilebilir. Bir tiiccar
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t = T; aninda alim-satim yapma karar1 aldiginda, portfoy hala ¢;_; olarak ifade edilir.
Portfoy ¢;, alim-satimdan hemen sonra, yani t > T; aninda yeni degerini alir. Bu nedenle
(4.40) baglantisindaki gosterge fonksiyonu 1y7, 7, 1] olarak belirir. (4.40) bigimindeki

rastgele siireclere basit tahmin edilebilir siirecler (Simple predictable process) denir.
Tanmm 4.1. Basit tahmin edilebilir siire¢

(®¢)tefo,r]> rastgele siirece asagidaki gibi bir temsilimiz varsa, basit tahmin edilebilir siireci

olarak adlandirilir:

n
Ot = Poli=o + Z oilir, i, ()

=0

Burada, 0 =Ty < T; < --- <T,, = T adaptif rastgele zamanlar ve her ¢;, degeri T;’de

belirlenen smirli rastgele degiskendir (Fr,-6l¢tilebilirdir).

[0, T]’deki basit tahmin edilebilir siiregler kiimesini S([0,T]) ile gosteriyoruz.
Herhangi bir gercek veya operasyonel strateji, basit bir tahmin edilebilir siireciyle ifade
edilmeli veya en azindan (4.40) bicimindeki stratejilerle yaklasik olarak tahmin edilmelidir.
Ciinkii sicramalarin oldugu bir piyasada, tahmin edilebilmeyen stratejiler arbitraj firsatlart
yaratir. Tahmin edilebilir siirecler kategorisi, stokastik integralin taniminda temel bir role
sahiptir. Yarim martingallere (ve daha spesifik olarak Lévy siireglerine) yalnizca tahmin
edilebilir veya yaklasik stireclerin integre edilebilecegi kanitlanmistir. Yarim martingallerin
integrasyonunda tahmin edilebilir siireclerin temel roliinii incelemek i¢in [32 ve 44]’e
basvurabilirsiniz. Burada bir Ornekle basit tahmin edilebilir siireglerini kullanmanin

gerekliligini gosteriyoruz.
Ornek 4.5. Alim Satim Stratejilerinin Tahmin Edilebilirligi

S = At — N¢’yi N¢, A yogunluguna sahip bir Poisson siireci olan N, tarafindan telafi
edilen bir Poisson siirecidir. Bu nedenle S bir yar1 martingale'dir. Ik sigramanin zamanini
T, ile gosterelim ve Sz, = S - — 1 olsun. T, A parametresi ile iistel bir rastgele degisken
olarak modellenebilir. Simdi, stratejinin ¢ = 0 zamaninda (sifir fiyattan!) bir S varligi birimi
satin almak ve fiyati diismeden hemen Once satmak seklinde oldugunu varsayalim: ¢, =
1jo,r,[(¢). Bu strateji, (4.40)’da tammlandig1 gibi soldan siirekli degil, ancak sagdan siirekli

(Cadlag) bir stratejidir. Bu stratejiye bagl olarak olusan sermaye su sekildedir:

t
_ _ /1t, t < Tl;
Ge(p) = JO PudSy = {ATL t=>T;.
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Yukaridaki denklemin nasil elde edildigini, ilerleyen boliimlerde Itd6 formiiliinii
kullanarak gorecegiz. Bu nedenle, sifir baslangi¢c yatirimina sahip olan bu strateji, kesin
olmamakla birlikte kesinlikle sifir olmayan bir sonuca yol acar, bu da kesin olmayan bir
olasilikla pozitif bir sonu¢ elde etme firsati yaratir. Bu tiir stratejiler, arbitraj firsatlart
yaratabilir ve bu nedenle arbitraj dis1 modellere doniistiiriilmelidir. Arbitraj, nakit ve opsiyon
piyasalar1 arasindaki 6nemli ve temel bir iliskiyi ifade eder. Arbitraj, ayni tiriiniin farkl
piyasalarda farkli fiyatlarla satildigi durumlarda, risksiz kar elde etme firsatidir. Bir
arbitrajci, bir tirlinii diisiik bir fiyattan alir ve hemen daha yiiksek bir fiyattan satar. Arbitraj,
yatirimcilar i¢in cazip bir stratejidir. Bir hisse senedi, farkli borsalarda farkli fiyatlarla
satiliyorsa, arbitrajcilar diisiik fiyattan satin alir ve yiiksek fiyattan satarlar, bu da diisiik
fiyatin yiikselmesine ve yiiksek fiyatin diismesine yol agar. Genellikle ayn1 portfoyler ayni
fiyata sahip olmalidir, aksi takdirde arbitrajcilar hizla harekete geger ve fiyatlar1 dengelemek
icin iglem yapar. Bu kurala tek “fiyat kanunu” denir ve ayni iriiniin farkli fiyatlarda

satilamayacagi anlamina gelir [28].

Fiyatlarin diisecegini zaten bilen birileri olmadikca, Ornek 4.5°deki strateji ¢ pratik
bir strateji degildir. Aslinda, ¢, tahmin edilebilir bir siire¢ degildir. Bu 6rnek, stratejileri ve
bu stratejilerin integrandlarini tahmin siiregleriyle sinirlamamiz gerektigine dair bir
motivasyon sunacaktir. Ayrica, bu drnekte, S siirecinin kesikli dogasina dikkat edin. Eger S
stirekli olsaydi, strateji bir noktada degisse bile yatirimcinin elde edecegi sonucu
etkilemeyecekti ve bu durumda strateji sagdan siirekli olabilirdi. Bu nedenle, yari-martingal
integratorlil stokastik integral konseptinde, integral olarak soldan siirekli adaptif siireclerin
(Cadlag) kullanilmasimi gerektirecektir. Baska bir deyisle, rastgele integrali toplamlarin
limiti olarak tanimladigimizdan, diizgiin yoriingelere sahip integral hesaplamak i¢in
ihtiyacimiz vardir. Bu nedenle, integralin tanimini, soldan siirekli yoriingelere ve sag

limitlere sahip adapte siireclerin uzayina odakladik.

T; ve T;, 1 zaman araliginda portfoydeki varlik miktar1 ¢;’ye esittir ve varlik miktar
(.S’Ti+1 - STi) degisir. Bu nedenle portfoy sermayesinin edinimi ¢;. (.S’Tl.+1 — STl.) ile ifade
edilir. Sonug olarak, baslangi¢ sermayesi ¢, ile baslayan ve strateji ¢’yi benimseyen bir
yatirimel, t > 0 zamaninda:

j-1

Ge(9) = 9o-So + Z @i (Sriyy = Sr.) + 0 (St - Sr,-)' I <t =Tj

=0
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esit birikmis sermayeye sahip olacaktir. Rastgele siireg (Gt ((p)) strateji ¢’yi elde

te[o,T]’
etme siireci olarak adlandirilir. Durma siiresi tanim1 uygulanarak, elde etme islemi su sekilde
yeniden yazilabilir:

j—1

G (@) = @o-So + Z @i (S, e = Stint): 4.41)
i=0

Rastgele integrali strateji ¢’e ulagsma siireci olarak yorumlamak istiyorsak, portfoy
¢; donemin basinda olusturulmalidir. Yani, varliklardaki degisim T;’de ¢; ortaya ¢ikarken,
(STl.+1 - STi) sadece donem sonunda, yani ¢;’de ortaya ¢ikiyor. (4.41)’de tanimlanan
stokastik siire¢, ¢’in tahmin siirecine gore S’ye gore stokastik integral olarak adlandirilir ve

su sekildedir:

t n
j PudSy = @o.So + 2 @i (STiﬂAt — Srine)- (4.42)
0 .

=0

Bu nedenle, rastgele integral [ OtgadS , strateji ¢’yi benimseyerek O ile t arasinda

biriken sermayeyi temsil eder. t zamaninda varlik portfoyii V(@) = ¢. S;’ye esit bir degere

sahiptir. Bu iki deger arasindaki fark, stratejinin t zamana kadar olan maliyetini agiklar

t

Co(@) = V(@) — Go(¢) = @p.5: — f 9udS, 4.43)
0

C:(¢) ,strateji ¢’nin maliyet siirecidir. Maliyet (neredeyse kesinlikle) sifirsa, strateji
(®¢)¢tefo,r)’ye kendini finanse eden strateji denir. Bu durumda, V;(¢) portfoyiin degeri,
baslangi¢ degeri art1 0 ile t arasindaki sermaye kazanglarina esit olacaktir:

t t

©udSy = PoSo +f 0, dSy (4.44)
0

Ve(g) = j

0

Denklem (4.44), portfoy degerindeki degisikligin tek kaynaginin varligin
degerindeki degisiklik oldugu anlamia gelir: tiim islemler ortaya ¢ikan fonlar tarafindan
yapilir, ortaya cikan tiim fonlar portfoye yatirilir ve hesaba likidite eklenmez veya

azaltilmaz.

Bir edinim siireci S;, stratejiyle iligkili stokastik integralin asagidaki temel 6zellige
sahip oldugu anlamma gelir: eger bu bir martingale ise, o zaman herhangi bir strateji ile

iligkili edinme siireci de bir martingale olacaktir.
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Rastgele integralin 6zellikleri agagida siiflandirilmistir.

Onerme 4.4. Koruyan Martingale Ozelligi

(S¢) te[o,r] bir martingale ise, her basit tahmin edilebilir siireci ¢ igin stokastik integral G, =
) Ot @ds de bir martingale’dir.

Ispat: [16] kaynagina basvurun.

Kendi kendini finanse eden stratejiyi géz Oniinde bulundurarak, V;(¢) = G.(¢)
olsun. Bu nedenle, (S¢);e[o,r] bir martingale ise, herhangi bir kendi kendini finanse eden
stratejinin degeri de bir martingale’dir [44].

Onerme 4.5’ genellestirerek diizeltilmis bir sekilde ifade edelim:

Onerme 4.5. Birlesme (Associative) Ozelligi

(Xt)tefor) gereek degerli bir adaptif Cadlag siire¢ oldugunu ve (0¢)¢o Ve (@¢)es0 gereek
degerli basit tahmin edilebilir siiregler oldugunu varsayalim. Bu durumda, S; = [ Ot odX bir

adaptif Cadlag siirectir ve su baglanti gegerlidir:

t t
j¢udsu =f 0,4 Xy,
0 0
Ispat: [44, Boliim 2]’ye bakiniz.

Sy = fot 0,dX, baglantis1 genellikle diferansiyel form dS, = o,dX, ile ifade edilir.
Birlesme 6zelligi, “rastgele tiirevler” igin bir baglantiya yol acar: dS; = g, dX;ve G; =

@:dS; ise, o zaman dG; = @.0.dX; olur.
(Xt)te[o,r) sonlu bir degisim siireci ise, [ Ot @dsS ile yoriingeden yoriingeye Stieltjes integrali
kullanilarak tanimlanabilir.
4.10.2. Yar1 martingaleller

Kararlihgm o6zelligi, integrand’deki (portfoy) kiiglik bir degisikligin integralin
sonucunda (edinme iglemi) kiiciik bir degisiklige yol agmasi gerektigi anlamina gelir.
Ornegin, S([0, T]) ise, @™ — ¢ (6rnegin, diizgiin yakinsak) oldugunda, [ Ot o™dS - [ Ot @dS

(6rnegin, olasilikta yakinsak) olur. Onerme 4.6, yukaridaki anlamda yarim martingalelerin

sadece kararlilik 6zelligine sahip oldugunu gosterir.
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Onerme 4.6. Eger (S;)¢e[o,r] bir yarim martingale ise, o zaman @™ ve ¢ € S([0,T])’nin

timil i¢in,
su "w) — )]s = 0
ol o8 (@) = 2@l (4.45)
ise
t t p
sup f(p”dS—f @dS —0 (4.46)
tE[O,T] 0 0 oo

olur. (4.45) baglantisinin yakinsamasi [0, T] X {2 iizerinde diizgiin yakinsamasini ve (4.46)

baglantisinin yakinsamasi, olasilikta ve [0, T']’de diizgiin yakinsamasidir [16].
Ispat: [44] e bakiniz.

Genel olarak, bir siirecin yar1 martingale oldugunu kanitlamak i¢in tanimi kullanmak zordur.
Yart martingalleri tanimlamak i¢in basit kriterler vardir. Simdi yar1 martingalleri belirlemek

icin bazi kriterleri tanitiyoruz.

o S, kompakt bir kiimede sinirlt degismeli Cadlag yoriingeler ile adaptif bir siireg ise, S
bir yar1 martingale’dir.

e S, Cadlag yoriingeleri olan ikinci mertebeden integrallenebilir bir martingale ise, S
bir yar1 martingale’dir.

e S, Cadlag yoriingeleri olan ikinci mertebeden integrallenebilir bir martingale ise, S
bir yar1 martingale’dir.

e S, Cadlag yoriingeleri olan ikinci mertebeden lokal integrallenebilir bir martingale

ise, S bir yar1 martingale’dir.

Bu nedenle, her Brownian hareketinin bir yar1 martingale oldugunu soyleyebiliriz,
clinkli stirekli yOriingeleri vardir ve martingalelerin kendileri yerel martingalelerdir ve
martingaleler ikinci dereceden integrallenebilirdir. Asagidaki 6nermeler, bu tezde tartisilan

tlim siireclerin yar1 martingale oldugunu gostermektedir.

Onerme 4.7. Her siirlanmis degisim siireci bir yarim martingaledir.

Ispat: [44]’e bakimz.

Onerme 4.8. Her ikinci mertebeden integrallenebilir martingale, bir yar1 martingaledir.

Ispat: |loll, = (stup)lgo(t, w)|’y1 ele alalm. Ikinci mertebeden integrallenebilir M
@

martingali icin asagidaki ifade yazilabilir:
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2

([oae)

n
=E <(pOMO + z ‘Pi(MTl-+1 - Mn))

1=0

n 2
= E ((ngg + z (piz(MTH_l - MTi))
i=0

2

n
< llglizE (Mé + ) (Mr,,, - Mn)>
i=0

2

n
= ”90”121E <M§ + Z(MTL'HM - MTi/\t))
i=0

= lllZE[Mz,,,] < l@llZEIME]

Yukarida, rastgele degiskenler {izerinde keyfi Ornekleme teoremi birkag kez
kullanilmistir. Bu esitsizlikten, stratejinin diizgiin yakinsak oldugunda, stokastik integralin
t icin L? normiine diizgiin yakimsak oldugunu ve L? yakinsamasindan olasilikta yakinsama

elde edildigini ve sonucun elde edildigini goériiyoruz.

Eger ¢™ — ¢ basit bir tahmin edilebilir siireciyse, asagidaki sonuca ulagiriz:

E

T 2 2
( f (rp”—cp)dM> ]s [supkp?(w) —<ps<w)|] sup E[M2] - 0
0 (s,w) s
T 12
= f (™ — @)dM — 0
0
T L2 T
=>j p"dM —>f pdM
0 0

T p (T
:>f e"dM —>f @dM.
0 0

Sonug olarak, Wiener siireci (¢linkii martingale karesel kuvvetle integrallenebilir),
Poisson siireci (sonlu bir degisim siireci) ve tiim Lévy stirecleri yar1 martingaledir, ¢linkii bir
Lévy siireci ikinci mertebeden integrallenebilir bir martingaledir ve sonlu bir degisim

stirecinin toplamina ayrigtirilabilir.
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A. @ nin yoriingesi
[ —

Zaman

Sekil 4. 1. Yalnizca integral sicramalarin rastgele integral sigramalara yol agtigini (2)
rastgele integralin Cadlag giinliigiiniin 6rnek bir yoriingeye sahip oldugunu gosterir.

4.10.3. Cadlag siireci icin integrand

Gergek alim satim stratejileri genellikle (4.40) ile temsil edilir, bu nedenle tahmini
stiregler i¢in stokastik integrallerin tanimi basit gibi goriinse de, bazi stratejiler (6rnegin, alim
satim opsiyonlarinin riskinden korunma stratejileri) ekonomik nedenlerle (4.40) olarak ifade
edilemez. Bu tiir stratejiler sadece basit bir tahmin edilebilir siirecle tahmin edilebilir. Bu
siirlama, stokastik integralleri basit tahmin edilebilir siireclerin 6tesine genisletmek i¢in bir

motivasyon sunar.

Omek 4.6, S’nin bir sigramasi oldugunda, S’ye gore rastgele bir integrandin
tanimlanamayacagini ve sagdan siirekli integralleri koruyarak (6rnegin, Onerme 4.4 gibi) bu

nedenle sol-siirekli integralleri (Cadlag) dikkate almaliy1z.

S([0,T]), [0, T] iizerinde basit tahmin edilebilir siirecler ve L([0,T]), [0, T] iizerinde tiim
Cadlag siireclerinin kiimesi olsun. Her ¢ € L([0,T]) Cadlag siireci, bir (¢™) € S([0,T])
basit tahmin edilebilir siirecler dizisi ile yaklasik olarak hesaplanir [44]. (4.45) ve (4.46)
baglantilarim kullanarak, | ¢dS rastgele integrali [ ¢™dS’nin limiti olarak tanimlanabilir.

Ayrica, adi Riemann toplami ayrik bir yaklasim olarak kabul edilebilir.
Onerme 4.9. Riemann toplamlar ile rastgele integral

S’nin bir yart martingale oldugunu, ¢’in bir Cadlag siireci oldugunu ve n" =

(td =0<t} < <tpyq =T),[0,t] iizerindeki rastgele dagilimlarin bir dizisi oldugunu
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varsayalim, bdylece n — oo iken, neredeyse kesinlikle |n™| = sup|T;' — T;-,| = 0 olur.
k

Bu durumda yakinsama

t

n
j2
oSy + z (ka(MTi+1At - MTiAt)n_)oo —)J Pu-aSu 4.47)
i=0 0

[0, T] tizerinde, t’ye gore diizgiindiir.

Yukaridaki tanim, Riemann integralinin tanimma ¢ok benzer. Tek fark, araligin sol ug
noktast i¢in S degisikliklerinin sol tarafinin (4.47) toplaminin ¢, ile ¢arpilmasi gerektigidir.
Ancak Riemann integralinde ¢ degeri, limiti degistirmeden [T;, T; 1 | arahi@nin herhangi bir
noktasinda tanimlanabilir. Bir Cadlag siirecini bir tahmin edilebilir slirece yaklastirarak,
basit tahmin edilebilir integrand i¢in 6nerilen 6zelliklerin Cadlag integrand i¢in de gecerli
oldugu gosterilebilir. S bir yar1 martingale ise, (0¢),efo,r] adaptif her Cadlag siireci icin

(Q,F, (F:), P) asagidaki 6zelliklere sahiptir:

e Yari martingale ozelligi: S; := [ Ot odX bir yar1t martingaledir.

e Birlesme: ¢, adaptif Cadlag siire¢se, o zaman

t t
f(de=J (po)dX
0 0
e Koruyan Martingale Ozelligi: (Xt)tefo,r) ikinci mertebeden integrallenebilir bir

. . t . o
martingale ve ¢ simrh ise, 0 zaman M, = [ , @dX rastgele integral, ikinci mertebeden

integrallenebilir bir martingaledir.

4.10.4. Brownian hareketine gore rastgele integraller

Wiener siireci yar1 martingaledir, bu nedenle rastgele integral, Wiener siirecine kiyasla

yukaridaki gibi tammlanabilir. ¢ basit tahmin edilebilir siireci verilmistir.

n
Pt = Polyy + Z oilir, 7,1 (©)

i=0

[ @dW rastgele integralini

T n
f Qi dW, = Z ‘Pi(WTi+1 - WTi)
0 i=0

olarak tanimliyoruz.
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W, martingale olduundan, | (f @dW’da bir martingale olacaktir ve E [ ) OT (ptth]. W’nin

bagimsiz artig 6zelligini kullanilarak, ikinci momet de hesaplanabilir.

n
Z oi(Wr, — WTi+1)]
i=0

2

E = Var

T
f QAW
0

= Zn:E [(piZ(WTi - WTi+1)2]

+2 z Cov ((pi(WTiH - WTi)’ Pj (WTj - WTj+1)>

i>)

- iE [E [‘piZ(WTi = WTi+1)2| FTi]]

FTi]]

V3 el O ) o,

i>j

n
4 Z E [(piz(WTi o WTi+1)2| FTi] Y
i=0

L
P t
= El@HTa =T = E [ ot de
i=0 0
Bu ¢ok yararli baglantiya izometrik formiil denir.

Onerme 4.10. izometrik formiilii: Basit integrand

(Xt)te[o,r]» basit tahmin edilebilir siireci ve (W) tefo 1 bir Wiener siireci olsun. Bu durumda,

T
E [ f <ptthl =0 (4.48)
0

2
E

T T
0 0

Izometrik formiilii kullanarak, asagidaki iliski i¢in gecerli olan Wiener siirecine gore basit

tahmin edilebilir siirecler (@) ,e[o ] icin rastgele bir integral yapmak miimkiindiir.

T
E U |<pt|2dtl < (4.50)
0
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@’ye L?’deki basit tahmin siiregleri (™) nin bir dizisi ile yaklasarak asagidaki ifadeyi elde

ederiz:
T n—-0
E f lpf — @¢l? dt| —— 0
0

[zometrik formiilii (4.49) kullanilarak, fOT @rdW, nin L?(P)’de fOT @dW,’ye yakinsak

oldugunu gosterilebiliriz.
Onerme 4.11. Brownian integralleri icin izometrik formiil

@, asagidaki iliskide gecerli olan bir tahmin edilebir siireci olsun:

E

T
f |¢t|2dtl < oo 4.51)
0

Bu durumda, [ OT @ dW , ikinci mertebeden integrallenebilir martingale ve

18,

T
j ¢tthl =0 (4.52)
0

2

E

T T
f pdWy| | =E U- loe]? dtl (4.53)
0 0

Bu yap1 bize 1yi tanimlanmis rastgele degisken r @ dW’y1 saglasa da, ¢, “alim satim’in
0 %

stratejisi” olarak yorumlanamaz ciinkii mutlaka Cadlag degildir ve integrali mutlaka

Riemann toplamlarinin limiti olarak temsil edilemez.
4.10.5. Poisson rastgele degiskeni iizerinden rastgele integral

Bu kesimde, Poisson rastgele degiskenine gore tahmin edici fonksiyonlarin

integrallerini agikliyoruz.

M, yogunlugu u(dtdx) olan [0, T] x R iizerinde bir Poisson rastgele degiskeni olsun. M

telafi edilmis bir rastgele 6l¢tim, M ’nin merkezi versiyonu olarak tanimlanir, yani,
M (A) = M(4) — u(4) = M(4) — E[M(A)]
olur.

2.4.1 boliimiinden, her 6lciilebilir A ¢ R kiimesi i¢in M, (4) = M ([0, t] x A), u([0,T] X
A) < oo’iin bir sayma siirecini tammladigim ve M,(4) = M([0,t] x A) — u([0,T] X A)

bir martingale oldugunu biliyoruz.
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Simdi ¢: Q X [0, T] x R? basit tahmin edilebilir fonksiyonunu ele alalim.

n

0V =D Pilir ) (O14, ) (454

i=1j=1
Burada T; < T, < -+ < T, rastgele adaptif zamanlar, ((pl-j)(]' =1,2,...,m) smurh F(T;)-
olciilebilir rastgele degiskenler, (Aj)j=1, " R%*’den ayr1 alt kiimeler ve ,u([O, T] x Aj) <

0. | [0.T]x R4 @ (t, y)M(dtdy) rastgele integral olarak tanimlanir:

f f @(t,y)M(dtdy) = Z @iiM(IT;, Tiy1] X 4))

i,j=1

ii ¢ij|Mr,,,(4;) — Mr,(4;)]. (4.55)

i=1j=1

Benzer bir sekilde, t - [ Ot f]Rd @(s,y)M(dsdy) siirecini asagidaki gibi yazabiliriz:

f j (p(t y)M(dtdy) - z Pij MT1+1/\t(A ) MT;/\t(A )] (4.56)
R4

i,j=1

to [ Ot fm{d (s, y)M(dsdy) rastgele integrali bir adaptif Cadlag siirectir.

f[OT ><Rd(p(t y)M(dtdy)’in telafi edilmis integrali de rastgele bir degisken olarak

tanimlanir.

f fqu)(t y)M(dtdy) = z 0 (1T, Tiaa] X 4)

i,j=1
= z @ii[M(T;, Tiga] % 4;) — u(1T;, Tiga] X 45)] 4.57)
=1

Ciimleleri T; < t ile siirlayarak (yani t’de durarak), sonugta ortaya ¢ikan rastgele siireg

elde edilir:

f f 9(s, y)M(dsdy)—z% My 0o (4)) = M, (4] (4.58)
R4

i,j=1
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Onerme 4.12. Koruyan Martingale ozelligi

@:Q x [0,T] x R? i¢in basit tahmin edilebilir bir fonksiyon olsun. Telafi edilmis integral,

(X¢)te[o,r7 tarafindan tanimlanan

X = fo t fqui(s. y)M(dsdy)

stireci, ikinci mertebeden integrallenebilir bir martingale’dir ve

t
E[IX,|2] = E [ f fR 0 (s, ) 12u(dsdy) (4.59)
o Jrd

1izometrik bir formiil olarak gecerlidir.
Ispat: [16, Boliim 8]’e bakiniz.

Bizi ilgilendiren durum, sigrama zamam ve (S;)(t € [0,T]) rastgele siirecin sigrama
degerleri ve M sigrama degerlerini agiklayan Poisson rastgele degiskenidir. M sicrama
ol¢iisii, (2.18) denkleminde oldugu gibi

AS;=0

M=]i(w,.) = Z Oe.as)
te(o,T]

olarak tanimlanir.

S, Lévy oliisii olan bir Lévy siireci ise, 0 zaman sigrama boyutu Js, yogunlugu u(dtdx) =

dtv(dx) olan bir Poisson rastgele degiskenidir.

Sonra, ¢ integral tahmin edilebilir (4.55) stokastik bir fonksiyonu i¢in, sigrama zamanlari
ve sigrama degerleri ile ilgili ctimlelerin toplami S, dir:

. AS¢=0
[ [ ownmaan=">" ocas). (460
0 JRd

te[0,T]
4.11. ikinci Mertebeden Degisim
Tamm 4.2. Ikinci dereceden degisim, yar1 martingale X’in ikinci dereceden degisimi,
asagidaki gibi tanimlanan adaptif Cadlag siirectir:
2

[X, X1, == |X,]? — zf X,-d X, 4.61)
0
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Teorem 4.5. ikinci dereceden degisim siireci X, Cadlag, adaptif ve artimli bir siirectir.
Ayrica,
i. [X,X], =X, AlX,X] = (AX)?
i, t"=f=0<t <--<tp,,=T), [0,T] tizerindeki bolmelerin bir dizisi
oldugunu varsayalim, boylece, n — oo iken, |t™| = sup|t;} — ty_,| — 0 ise, o zaman
K

ost;<t

P
Z (Xti+1 - Xti)zn_wo - [X'X]f

t;en™
Yakinsakligi, t’ye gore diizgilindiir.
Ispat: [44]’e bakiniz.

Teorem 3.4’ten, eger X siirekliyse ve sonlu degisimli 6rnek yoriingeye sahipse, X ’in toplam

degisimi [0, T] tizerinde, TV (X) ise, sunu elde ederiz:

o<t;<t

2
Z (Xti+1 - Xti) s S‘L.tplxti+1 o Xfil z |Xti+1 — Xy,
tien™ l t;en™

< sup|X,,,, — X,,|TV (X) -0
12

Bu nedenle, sonlu degisime sahip siirekli siiregler i¢in ikinci mertebeden degisim sifirdir.

Tamm 4.3. Yar1 martingale X icin, [X, X]€ siireci, [X, X] yoriingesine giden yoriingenin
stirekli kismini ifade eder ve asagidaki 6zellige sahip oluruz:
2
X1, = X XIE+ ) (AX(9)’, (462)
Ossst

Onerme 4.13. ikinci mertebeden degisikligin 6zellikleri

e ([X, X]¢)te[o ), artan bir siiregtir.

o A[X, X]; = |AX,| ifadesiyle [X, X] nin sigramalari, X’in sigramalarina baglidir.

e [X, X] siirekli 6rnek yoriingelere sahiptir, ancak ve ancak X siirekli ise.

e X siirekli ise ve sonlu degisimli yoriingelere sahipse, o zaman [X, X] = 0.

e X bir martingale ve [X, X] = 0 ise, o zaman neredeyse kesinlikle X = X,.

Ispat: [44]’e bakiniz.
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Ikinci mertebeden degisimin varyanstan farkli olarak beklenti degeri hesaplanarak

belirlenmedigi, bir “6rnek yoriinge” 6zelligi oldugu unutulmamalidir.

Onerme 4.14. Brownian hareketinin ikinci mertebeden degisimi B, = oW, ise, o zaman

[B, B]; = ot olur. (W standart Wiener siirecidir.)

Ispat: n" = (t} = 0 < th < -+ <t , = T),[0,T] iizerindeki bolmelerin dizisi

oldugunu varsayalim, dyle ki, n - oo iken, |7"| = sup|t; — t;;_;| = 0. Bu durumda,
K
n 2 2 2
V(™) = 0T = > (Be,,, = Be)” = 0% (tirs — )
n-n

sifir ortalamali bagimsiz ciimleler toplamidir.

2
EWVs (") = 0TI = > E|(Be,,, = Be)” = 0%(tirs — t)]

nn
2
=) o*tiyy — t;I2E (Bryy = Bu)_ By)’ L 1
; iy 0%t — t;)
=0ty mot|ti — tIPE[(Z% — 1)?] (Z~N(0,1) ise)

< E[(Z% - 1)?]o*T|n"| = 0.

E|Vg(n™) — 62T|? - 0°dan, V(™) nin olasilikta 62T ye yakinsak oldugu sonucuna
variyoruz. X bir Brownian hareketi ise, [X, X];, X; nin varyansina esit olacagina dikkat

edebiliriz.

Tamm 4.4. [X,X]¢ =0 ise, o zaman X yar1 martingale olarak adlandirilir ve ikinci

mertebeden pure sigrama siireci olarak kabul edilir.

X ikinci mertebeden pure sigrama siireciyse, o zaman Tanim 4.3’e gore

olur. Poisson siireci, ikinci mertebeden pure sicrama yar1 martingale icin iyi bilinen bir
Ornektir.

Ornek 4.6. Poisson siirecinin ikinci mertebeden degisisi N bir Poisson siireciyse, tanimdan
veya Teorem 4.5’den [N, N]; = N; oldugu kolayca goriilir. X; = ZNt Z;, N; bir sayma
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stireci, T; sigrama siirecleri ve Z;’ler bagimsiz ve ayni dailima sahip rastgele degiskenler

oldugunu varsayalim. Bu durumda,

N¢ Nt
Xe= ) Zi= XXl = ) |ZiF = ) I8X,J2 (4.63)
i=1 i=1

0ssst

Ornek 4.7. Lévy siirecinin ikinci mertebeden degisisi X, (62, v,y) iiclii karakteristik ile bir
Lévy siireci olsun. Lévy-1t6 ayristirmasina gore, asagidaki gibi ikinci dereceden bir degisim

stirecine sahiptir:

[X,X], = 0%t + z |AX|? = 0%t + J y?]x(dsdy)
O<s=t [0,t] /R
AX,#0

(4.64)

Bir Lévy siirecinin ikinci mertebeden degisisi yine bir Lévy siirecidir [ 16, Boliim 3].

Ornek 4.8. Poisson integralinin ikinci mertebeden degisisi M, [0,T] x R? iizerinde
u(dsdy) yogunluguyla Poisson olgiisii ve ¥: [0,T] X R% — R basit tahmin edilebilir

rastgele bir fonksiyon olsun. X siirecini 1’nin M’ye gore integrali olarak tanimliyoruz.

X, = fo t fRde(s,y)M(dsdy)

X’in ikinci mertebeden degisisi asagidaki ifade ile belirlenir:

t
(X, X], = j dehp(s, VM (dsdy) (4.65)

4.12. 1to Formiilii

Leibniz kalkiiliisiindan, her f: R — R ve g: [0, T] — R fonksiyonlari i¢in
d ! !
Z(9®) =f(9®)g' ®
zincir kuraly, integral bi¢iminde
t t
F(9©) - Fg@) = [ £(g(s2)g')ds = [ 1'(g(s))dg(s) (4.66)
0 0
oldugunu biliyoruz. Bu ifadeyi f (x) = x? i¢in kullanirsak,
t
90 = 90 =2 [ g(s)dg(s)
0

ve 4.11 kesiminden X yar1 martingale oldugu zaman
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t
X2 X2 = zf X-dX, + [X,X],
0

Olduunu gosterebiliriz ve genel olarak [X, X] # 0 ifadesi dogrudur [16].

g() = y?/2 igin klasik degisken degistirme formiilii ile sunu elde ederiz:

f B(s)dB(s) =%B(t)2

Ancak, 1t6 formiilii degeri [ Ot B(s)dB(s) i¢in B(t)?/2 — t/2 olur.
Onerme 4.15. It6 formiilii

X bir yar1 maringale ve f € C?(R), R iizerinde iki kez tiirevlenebilir fonksiyon ise, f(X)

bir yar1 martingaledir ve
t 1 t
FX@) - @) = [ FXG)AXE) +5 [ FrEREDIX K
ot ot

+ ) [FER®) - F(XG) - /(X ()BX ()] 467)

0ss<t

formiilii her t > 0 icin neredeyse kesinlikle dogrudur.
Ispat: [44]’e bakiz.

Notasyon: f € C%(R), f:R — R fonksiuononun siirekli ve ikinci mertebeden
tiirevlenebilir olduu ve f' ve f", f fonksiyonunun birinci be ikinci tiirevini gosteriyor. 4.67

bagntisinin sagindaki son iki terim klasik hesaplamalarda goriilmez.

[X, X] ile [X, X]¢ arasindaki iliskiye gore, It6 formiiliinii yar1 martingaleller i¢in

t t
FOXO) = () = [ F(Xax) +5 [ R
ot ot

1 2
+ 0 |Fx©) - F(x ) = £ (K )AXE = 5 £ KE)XE)| @es)

0ss<t

olarak da yazilabilir.
Onerme 4.16. Siirekli yar1 martingale icin It6 formiilii

X siirekli bir yar1 maringale ve f € C(R) ise, o zaman f (X) siirekli bir yar1 martingaledir.

It6 formiiliiniin tiirev ve integral formu asagidaki gibidir:
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df (X(©) = f'(X(6))ax () + % £ (X(®)d[x, X1(t) (4.69)

t 1 t
FOX@) = FEO) = | F RGNS +5 | FXED)AN K

Ispat: [34]’e bakimniz.

stirekli yar1 martingale , tiim t = 0, AX(t) = 0 icin ve X, siirekli 6rnek yoriingelere sahiip
ise, o zaman [X, X](t) = [X, X]¢(¢t) olur [34].

Onerme 4.17. Lévy siireci icin Ito formiilii

(02, v,y) iiglii Lévy ile bir Lévy siireci ve f € C2(R) olsun. O zaman,

t -2 t

o a?
FOD = FO + [ Fprerds + | Fpxds
+ Oszsst[ﬂxs— +AX,) = F(Xe) = AXef (X,0)] w0)
AXs#£0

Ispat: [16]’ya bakniz.

Notasyon: f € C2(R), R iizerinde siirekli ve iki kez tiirevlenebilir bir f fonksiyonunu

tanimlar. f' ve f", sirasiyla, f fonksiyonunun birinci ve ikinci tiirevlerini gosterir.
4.67 bagintisinin sagindaki son iki terim klasik hesaplamalarda goriilmez.

[X,X] ile [X, X]¢ arasindaki iliskiye gore, Itd formiiliinii yar1 martingaleler igin su sekilde

ifade edebiliriz:

t t
FOXO) = () = [ F(xGaxs) +3 [ R KIE)
ot ot

£ 3 [ ®) - F(x(7) - F(RNAKE) 5 ()X )]

Oss<t
Onerme 4.18. Siirekli yar1 martingaleler icin It6 formiilii

X siirekli bir yar1 martingale ve f € C(R) ise, o zaman f (X) siirekli bir yart martingaledir.

[t6 formiiliiniin tiirev ve integral formu asagidaki gibidir:

df (x(@®) = f'(X(©)dx () + %f”(X(t))d[X, X1()
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t 1 t
FO@) = FEO) = | Fr6)IXE +5 | FRE)X X,

Ispat: [34]’e bakiniz.

Siirekli yar1 martingaleler, tim t > 0 icin AX(t) = 0 ve X siirekli 6rnek yoriingelere
sahipse, o zaman [X, X|(t) = [X, X](t) olur [34].

Onerme 4.19. Lévy siireci i¢in Itd formiilii (62, v, y) iicliisiiyle bir Lévy siireci X ve f €

C?(R) olsun. O zaman,

t 2 t .2
FO) = £ + [ S 0ds + | T f10-)ds
0

0

+ § [f(Xs‘ + AXS) - f(Xs‘) - AXsf’(Xs‘)]
0<s<t
AXg#0

Ispat: [16]’ya bakmniz.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu arastirma, finansal matematik ve opsiyon fiyatlandirma siireglerinin
derinlemesine incelenmesini ve bu siireclerin yatirnmcilar i¢in nasil 6dnemli araglar
sundugunu kapsamaktadir. Dort ana boliimde ele alinan konular, finansal modelleme

diinyasinda karmasik dinamiklerin anlagilmasina katki saglamaktadir.

Bu tezde, finansal matematik ve opsiyon sozlesmelerinin temel tanimlamalari
yaptlmistir. Opsiyon sozlesmelerinin fiyatlandirilmasinda kullanilan modellerin
gerekliligi vurgulanmis ve bu modellerin yatirimeilarin risklerini yonetmelerinde nasil
kritik rol oynadigi aciklanmistir. Finansal piyasalarin dinamiklerini anlamak,
yatirimcilarin dogru stratejiler gelistirmesi ve risklerini minimize etmesi igin ilk adimdir.
Sonra, finansal matematik diinyasinda piyasa modellemesi i¢in sunulan en iinlii Lévy
stirecleri iki ana kategori altinda tanitilmigtir. Sigrama-difiizyon siiregleri kategorisinde
Merton ve Kou modelleri; pure sigrama siiregleri kategorisinde ise hiperbolik, normal ters
Gauss, gama varyansi ve CGMY modelleri ele alinmistir. Bu modellerin her biri, piyasa
hareketlerini daha dogru bir sekilde yansitmak i¢in belirli avantajlar sunmaktadir. Hangi
modelin kullanilacagi, hedef piyasanin verilerine ve yatirimcilarin ihtiyaglarina bagh
olarak degisir. Devaminda, karmasik Lévy siireclerinin nasil olusturulacag
detaylandirilmistir. Bu modellerin dogrudan olasilik yogunlugu kullanilarak, Brownian
hareketinin zaman 6lgegi degistirilerek ve Lévy 0Olclisli ayarlanarak nasil gelistirilecegi
gosterilmistir. Bu siire¢lerin olusturulmasi, finansal modelleme i¢in gerekli matematiksel
altyapinin anlasilmasini saglar. Son olarak, stokastik analizin temellerine odaklanmaistir.
Lévy sicrama siireglerinin rastgele yapisi, finansal modelleme diinyasinin stokastik
hesaplamalarin1 gerektirir. Bundan dolayi, Cadlag siireglerinin yari-martingallere gore
stokastik integrali ve onemli It6 formiilii ele alinmistir. Bu analizler, yatirimcilarin
portfoylerinin degerini dogru bir sekilde hesaplamalarma ve arbitraj firsatlarim

onlemelerine yardimci olur.

Genel olarak, bu tezde sunulan 5 boliim, finansal enstriimanlarin fiyatlarinin
tahmin edilmesi i¢in gerekli araglar1 saglamaktadir. Opsiyon fiyatlandirmasinin ilk adima,
fiyat hareketlerinin siirecini dogru bir sekilde anlamaktir. Hisse senedi piyasalarindaki
gozlenen fiyat egilimleri ve dalgalanmalar, matematiksel siireglerle agiklanabilir. Bu

nedenle, uygun modelin se¢imi biiyiik 6nem tasir.
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Yatirnmcilar, farkli enstriimanlardan olusan portfoylerini yonetmek i¢in bu
modellerden yararlanabilirler. Ustel hisse senedi fiyat siirecleri kullanilarak, rastgele
zamanlarda alim satim stratejileri uygulanabilir. Yari-martingale integratorlii rastgele
integral, yatirimcilarin portfoylerinin degerini hesaplamalarinda ve arbitraj firsatlarini

onlemelerinde 6nemli bir aractir.

Bu arastirma, finansal matematik ve opsiyon fiyatlandirma siireglerinin
karmasikligint anlamak ve bu siireclerin yatirim stratejilerine nasil entegre edilebilecegini
gostermek i¢in 6nemli bir katki saglamaktadir. Yatirimcilar, dogru model ve stratejilerle
finansal piyasalardaki risklerini yoOnetebilir ve potansiyel getirilerini artirabilirler.
Ozellikle Lévy siireclerinin sundugu esneklik ve dogruluk, finansal modellemede biiyiik
avantajlar saglamaktadir. Sigrama-difiizyon ve pure si¢rama siireglerinin dogru kullanimu,
hisse senedi fiyat hareketlerinin daha iyi tahmin edilmesine yardimei olabilir. Ayrica,
stokastik analiz ve It6 formiiliiniin uygulanmasi, yatirimcilarin karmasik finansal
enstriimanlar1 anlamalarint ve degerlendirmelerini kolaylastirir. Sonuc olarak, bu
arastirma, finansal modelleme diinyasinda kullanilan matematiksel araglarin ve siireglerin
kapsamli bir incelemesini sunarak, yatirnmcilarin bilingli kararlar almalarina ve
piyasalardaki dalgalanmalara kars1 daha hazirlikli olmalarina katkida bulunmaktadir. Bu
sayede, finansal piyasalarda daha etkin ve verimli stratejiler gelistirilebilir, yatirimcilarin

hedeflerine ulagsmalar1 daha miimkiin hale gelir.

Bu tez, finansal matematik ve opsiyon fiyatlandirma siireclerinin derinlemesine
incelenmesini sunmakta olup, gelecekteki arastirmalar ve gelistirmeler i¢in c¢esitli

onerilerde bulunulabilir:
1. Lévy Siireclerinin Gelistirilmesi ve Uygulama Alanlari:

e Lévy siireglerinin daha karmagik piyasa kosullarini modelleyebilme
kapasitesinin artirilmasi igin yeni ydntemler gelistirilebilir. Ozellikle,
Lévy stireglerinin hiperparametre ayarlamalari ve karmasik piyasa
hareketlerini yansitma yetenekleri lizerine daha fazla ¢alisma yapilabilir.

o Lévy siireclerinin diger finansal araglar ve iiriinlerle entegrasyonu iizerine
aragtirmalar  yapilabilir.  Ornegin, karmagik tiirev  iiriinlerinin
fiyatlandirmasinda Lévy siire¢lerinin kullanim1 {izerine ¢aligmalar

genisletilebilir.
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2. Model Performansinin Karsilastirilmasi:

Merton ve Kou modelleri ile hiperbolik, NIG, VG ve CGMY modellerinin
performanslarim1  karsilagtiran daha kapsamli ¢alismalara ihtiyag
duyulmaktadir. Farkli piyasa kosullarinda bu modellerin etkinlikleri ve
dogruluklar1 detayl olarak incelenebilir.

Finansal verilerle bu modellerin performanslarinin ger¢cek diinya
uygulamalar1 iizerinde degerlendirilmesi, hangi modellerin hangi

kosullarda daha iyi sonug¢ verdigini belirlemek agisindan faydali olabilir.

3. Stokastik Analizlerin Derinlestirilmesi:

Stokastik analizlerin, ozellikle Cadlag siiregleri ve yari-martingale
analizlerinin daha genis uygulama alanlar1 iizerine calisilabilir. Yari-
martingale siireclerinin finansal piyasalarin dinamiklerini daha 1iyi
modellemede nasil  kullanilabilecegi  ilizerine yeni  yOntemler
gelistirilebilir.

Stokastik integrallerin ve It6 formiiliiniin daha karmasgik finansal yapilarin

analizindeki rolii lizerine derinlemesine arastirmalar yapilabilir.

4. Yeni Finansal Araclarin Incelenmesi:

Finansal modelleme icin yeni finansal araglar ve enstriimanlarin
gelistirilmesi ve bu araglarin Lévy siirecleri ve stokastik analizlerle
entegrasyonu lizerine ¢alismalar yapilabilir.

Kripto paralar ve diger dijital varliklar gibi yeni finansal enstriimanlarin
fiyatlandirmasi iizerine yapilan arastirmalar genisletilebilir ve bu araglar

icin uygun modeller gelistirilebilir.

5. Makine Ogrenmesi ve Yapay Zeka Uygulamalar:

Finansal modelleme ve opsiyon fiyatlandirmasinda makine 6grenmesi ve
yapay zeka tekniklerinin kullanimi iizerine arastirmalar yapilabilir. Bu
tekniklerin Lévy slirecleri ve stokastik analizlerle nasil entegre

edilebilecegi incelenebilir.
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e Model dogrulugunu artirmak igin veri tabanl yaklasimlar ve yapay zeka
algoritmalar1 ile finansal tahminlerin nasil iyilestirilebilecegi iizerine

caligmalar yapilabilir.

6. Gerg¢ek Zamanh Veri ve Portfoy Yonetimi:

e Gercek zamanh veri kullanarak portfoy yoOnetimi stratejilerinin nasil
gelistirilebilecegi iizerine arastirmalar yapilabilir. Lévy siireclerinin ve
stokastik analizlerin gercek zamanli veri ile nasil uyumlu hale
getirilebilecegi konusunda yeni yontemler gelistirilebilir.

o Portfoy optimizasyonu ve risk yOnetimi stratejilerinde daha etkili
yontemlerin arastirilmasi, yatirimcilarin finansal piyasalarda daha basarili

olmasin saglayabilir.

Bu Oneriler, finansal modelleme ve opsiyon fiyatlandirma alanindaki
arastirmalarin genisletilmesi ve iyilestirilmesi i¢in temel olusturabilir. Gelecekte
yapilacak bu tlir ¢aligmalar, yatirimcilarin finansal piyasalardaki riskleri daha iyi

yonetmelerine ve daha bilingli yatirim kararlar1 almalarina yardimei olabilir.
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EKLER

EKk 1. Black-Scholes Modeli

Black-Scholes Modeli, opsiyon fiyatlamasinda kullanilan matematiksel bir
modeldir. Bu model, 6zellikle Avrupa tipi opsiyonlarin fiyatlandirilmasi i¢in yaygin
olarak kullanilir. Black-Scholes Modeli, Fisher Black ve Myron Scholes tarafindan
gelistirilmis ve 1973 yilinda yayimlanmistir. Robert Merton da modelin gelistirilmesine
katkida bulunmus ve bu katkilarindan dolay1 Merton ve Scholes, 1997 yilinda Nobel
Ekonomi Odiilii'ne layik goriilmiislerdir. Bu model, tiirev fiyatlama teorisi icin 1900

yilinda Bachelier tarafindan 6nerilen ilk formiiliin daha genel bir versiyonudur.

Riskli varliklarin fiyat hareketlerini modellemek i¢in (£, F, F;, P) olasilik alani
ve belirli bir varlik seti S = {S;,0 <t < T} ile bir hareket siireci W = {W,,t > 0}

varsayalim. Bu siire¢, agagidaki stokastik diferansiyel denkleme gore tanimlanir:

1
S, = Spexp ((r — 502>t + O'Wt).

Burada W, hareket siirecini, r sabit faiz oranini1 ve ¢ fiyatin volatilitesini temsil eder.
Black-Scholes modelinde, piyasalarin friksiyonsuz oldugu, islemlerin aninda ve risksiz

yapilabildigi ve arbitrajin olmadig: varsayilir.
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Ek 2. Baglayicilar ve Bernestein Teoremi

2.1. Ters Gauss Baglayicilar

T nin, siiriiklenme katsayisi {w; + bs, s = 0} olan bir Brownian hareketinin
pozitif a > 0 seviyesine ulastig1 ilk zaman oldugunu varsayin. Bu rastgele zaman,
1G (a, b) ters Gauss siireci olarak tanimlanir ve karakteristik fonksiyonlar1 asagidaki gibi

tanimlanir:

¢c(u; a,b) = exp (—a (\/ —2iu + b? — b)) .

Ters Gauss dagilimi sonsuz boliinebilirdir ve parametreleri a,b > 0 olan ters
Gauss siireci XU = {Xt(m),t = O}, sifirdan baglar ve duragan ve bagimsiz artiglara
sahiptir

E[exp(iuXt(IG))] = ¢;c(u; a,b) = exp (—at (\/ —2iu + b? — b))

ile elde edilir. Ters Gauss y()g" unluk f()llkSiY()llLl su sekildedir:
f ( ) = ( ) 3 ( ( 2x1 2 )) >
X, a, b exp ab) x exp a“x + b*x » X 0.
IG /—2 2

Ve IG(a, b) Lévy yogunlugu

3

1 3 1
vig(x) = Eax 2 exp (‘ 5 (bzx)) 1(x0

olarak tanimlanir.
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Sekil A. Ters Gauss siirecinin ornek yoriingesi
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2.2. Genellestirilmis ters Gauss siireci

Ters Gauss dagilimi, GIG(A,a,b) genellestirilmis ters Gauss dagilimina
genellestirilebilir. x > 0 i¢in yogunluk fonksiyonu
2
b
(*a)” .

1
. S A 2,.—1 2
feic(x; A, a,b) ZKl(ab)x exp( > (a*x "+ b x)),x > 0.

olur. Burada, A € R, a ve b her ikisi de negatif ve aym1 zamanda 0 degildir.

Genellestirilmis ters Gauss dagiliminin karakteristik fonksiyonu

(1 - 2iub-2)*2K, (ab (VI—2iub~? - b))

¢GIG(u; A, a, b) =

K;(ab)

olarak tamimlanir ve Kj(x), A indeksli diizeltilmis Bessel fonksiyondur. Genellestirilmis

ters Gauss siireci Lévy siireci olarak tamimlanir. s,t = 0 olmak iizere [s,s + t]

araligindaki her zaman dilimi {izerinde artiglarla, ((;bG,G(u; Aa, b))t karaktrestik

fonksiyona sahiptir.
2.3. Gamma Tasiyicilar

Gama dagilim yogunlugu fonksiyonu, Gamma(a,b), a>0 ve b >0

parametreler ile su sekilde ifade edilir:

feamma (x; @, b) = %xa—l exp(—xb),x > 0.

Karakteristik fonksiyonu su sekilde ifade edilir:

Gcamma(W; a, b) = K, (ab) (1-iu/b)"¢,

acikca gortliiyor ki karakteristik fonksiyon sonsuza kadar boliinebilir.

x (Gamma) — {XgGamma)' t> 0},

Gamma siireci olarak, a,b > 0 parametreler ile sifirdan baglayan, gama dagilimi ile
bagimsiz biiyiiyen rastgele bir siireg olarak tanimlanir ve X (€44 giireci Gamma(at, b)

dagilimina sabhitir.
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Sekil B. Gama siirecinin 6rnek yoriingesi

2.4. Bernestein Teoremi

1) f Bernstein fonksiyonudur ancak ve ancak tiim t > 0 icin x — e~ ) goriintiisii

tamamen monotondur.
2) f Bernstein fonksiyonudur ancak ve ancak her x >0 icin a,b >0 ve

) Ooo(y A 1)A(dy) < oo, asagidaki gibi bir gosterimi var:

[ee]

f(x)=a+bx+ f (1 — e Y)A(dy).
0

3) g tamamen monotondur, ancak ve ancak [0, co[ iizerinde bir u Olgiisii mevcut

olmak uizere

(0]

gx) = ] e Y u(dy),
0

olsun.
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EKk 3. Bessel Fonksiyonu ve Degistirilmis Bessel Fonksiyonu
3.1. Besel fonksiyonu

Bessel fonksiyonlari, sirasiyla Johann Friedrich Pfaff ve Daniel Bernoulli
tarafindan 18. yiizyilin sonlarinda incelenmis ve Adrien-Marie Legendre tarafindan daha
derinlemesine ¢alistlmustir. Isimlerini, bu fonksiyonlar: ilk defa inceleyen ve kullanan
Alman matematik¢i Friedrich Bessel’den almislardir. Bessel fonksiyonlari, ikinci
dereceden bir diferansiyel denklemin ¢oziimleri olarak ortaya cikar. Genellikle,
dikdortgen koordinat sistemindeki Laplace denkleminin ¢dziimlerinde, silindirik ve konik
simetrili problemlerde, dalga denkleminin ve diger fiziksel siireclerin ¢oziimlerinde

kullanilirlar.

[lk tiir Bessel fonksiyonlar1 J;,(z), ikinci tiir Bessel fonksiyonlari Y,(z) ve

degisken katsayili1 Bessel fonksiyonlari Hél) (z) ve ngz)(z) olmak iizere dort ana tiptedir
ve
d*w  dw

z2 12 +ZE+ (z2=vHw =0

diferansiyel denklemin ¢oziimleri olsun. Bu ¢oziimler, farkli matematiksel 6zelliklere ve
davraniglara sahiptir. Bessel fonksiyonlar1 genellikle x pozitif ve reel sayilar i¢in
tanimlidir. Bu fonksiyonlar her zaman dogrusal olarak bagimsizdir ve asagidaki seri

acilimlariyla

SO (=2%/8)k
Jo(2) = (2/2) KT+ k+ 1)
k=0

Jo(x) cos(vm) = J_,(x)

sin(vm)

Yo (2) = (2/2)"

)

olarak ifade edilir. v bir tamsay1 degeri veya sifir ise yukaridaki iliskinin sag tarafi bir

siir degerle degistirilir. Ayrica,

HP(2) = [, (2) + iYy(2)

ve
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HP () = J,(2) = i¥,(2)
olur.
3.2. Degistirilmis Bessel fonksiyonu

Birinci tip ve lglinci tipteki degistirilmis Bessel fonksiyonlarina Macdonald

fonksiyonlar1 da denir. K, (2),

d’w dw
2 2 _ 22\ —
z dZZ+ZdZ+(z vIO)w =0

diferansiyel denklemin ¢oziimleri olsun. I,(z) asagidi seri olarak yazilabilir:

SO (@2 /F
b(2) = (2/2) k'T(v+k+1)
k=0

ve K, (2),

_nly(z) —1,(2)
Ky(2) = 2 sin(vm)

)

ifadesile, eger v bir tamsay1 degeri veya sifir ise, bu denklemin sag tarafinin yerini bir

limit deger alir. K,,, Bessel fonksiyonu asagidaki integral bicimindede ifade edile bilir:

[ee]

1 1
K,(z) = EJ u’"lexp (—Ez(u + u"l)) du, v>0.
0
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