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ONSOZ

Bu tezde kullanilan yontem, genellikle lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
¢oziimiinde kullanilmis, temelinde 6nce ¢esitli yontemlerle denklemi lineerlestirip, daha
sonra kuintik B-Spline fonksiyonlar1 kullanilarak kolokasyon yontemiyle sayisal ¢cozim
arastirtlmaktadir. B-Spline terimi Isac Jacop Schoenberg tarafindan ortaya atilmistir.
Rubin ve Khosla(1976) kiibik spline kullanarak kolokasyon yontemiyle kismi
diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimiinii arastirmis, bu yontemi Burger denkleminin
sayisal ¢oziimii i¢in kullanmislardir. I.Dag, D.Irk ve B. Saka(2005) bir boyutlu Burger
denkleminin ¢oziimlerini, sonlu elemanlar iizerinde kiibik B-Spline fonksiyonlarinin
diizenlenmesine dayanan bir yontem ile elde etmislerdir.

H. Caglar, M.Ozer ve N.Caglar(2007) ise lokal olmayan baslangic kosuluna sahip bir
boyutlu 1s1 denklemini iiclincii dereceden B-Spline fonksiyonlarini kullanarak
incelemislerdir.

Bu calismanin kolay anlagilabilir olmasi acisindan, birinci boliimde yaklasim
yontemleri ve polinom yaklasimlarindan bahsedilerek yaklasim fonksiyonlarina bir giris
yapilmistir. Ikinci béliimde polinom yaklagimlar: detayli bir sekilde teorik altyapisiyla
beraber ele alinmistir. Ugiincii béliimde Spline fonksiyonlar, ozellikleri ve bu
fonksiyonlarin bazini olusturan B-Spline fonksiyonlarindan, 6zelliklerinden, besinci
dereceye kadar olan alt siniflarindan bahsedilmistir. Dordiincii boliimde asil iizerinde
durulacak olan Fisher’s denklemi baslangi¢ ve sinir kosullariyla birlikte tanitilip bu
denklem, kuintik B-Spline fonksiyonlar1 kullanilarak kolokasyon yontemiyle
¢ozlilmiistiir. Besinci boliimde ise bu yontemin dogruluk derecesi, Fisher’s denkleminin
farkli baslangi¢ kosullar altinda test problemleriyle test edilip, sonuglar arastirmacilarin
yaptiklar1 daha onceki ¢alismalarin sonuglariyla karsilastirilip bircok yontemden daha

dogru sonuglar verdigi gergegine ulasilmigtir.
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OZET
Yiksek Lisans Tezi

FISHER’S DENKLEMININ KUINTIK B-SPLINE FONKSIYONLARI
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. Danisman: Yrd.Dog¢.Dr. Ali SAHIN
Ikinci Danisman: Prof.Dr. Galip OTURANC

KKP denklemi olarak ta bilinen Fisher’s denklemi, farkli fiziksel sistemlerde
karsilasilan 6nemli bir kismi diferansiyel denklemdir.

Bu yiiksek lisans tezinde Fisher’s denkleminin(KKP) kuintik B-Spline fonksiyonlar
yardimiyla kolokasyon yontemi kullanilarak niimerik ¢oziimleri incelendi.

Tez bes bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde yaklasim yontemleri ve literatiir
ozetinden bahsedildi. Ikinci boliimde polinom yaklasimlarmin teorik altyapisi ele alindi.
Ugiincii bdliimde Spline fonksiyonlari, B-Spline fonksiyonlar1 ve &zellikleri verildi.
Kuadratik, kiibik, kuartik ve kuintik fonksiyonlar ile bunlarin 6zellikleri ifade edildi.
Dordiincii boliimde, Fisher’s denklemi baslangic ve sinir kosullar ile birlikte tanitildi.
Denklemin 6nceden bulunmus niimerik ¢oziimlerinden kisaca bahsedilip, denklemin
kuintik B-Spline fonksiyonlar1 kullanilarak kolokasyon yontemi ile niimerik ¢oziimleri
elde edildi. Yontemin kararlilik analizi Von Neumann yontemi uygulanarak incelendi.
Besinci boliimde ise Fisher’s denkleminin farkli baslangi¢ kosullar altinda degistirilmis
sekillerinin test analizleri yapilip niimerik sonuclar elde edildi. Elde edilen sonuglar,
arastirmacilarin daha onceki ¢alismalarinin sonuglari ile karsilastirildi.

Sonug¢ olarak kuintik B-Spline fonksiyonlart kullanilarak uygulanan Kolokasyon
yonteminin yeterince iyi sonuclar verdigi goriildii. Bu nedenle diger nonlineer kismi
diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerinde B-Spline fonksiyonlarinin kullanilmasi
onerilmektedir.

2013, 75 Sayfa

Anahtar Kelimeler : Spline, Fisher, KKP, B-spline ,Kuintik B-spline, Kolokasyon



ABSTRACT
Master of Science Thesis

NUMERICAL SOLUTIONS OF THE FISHER’S EQUATION
BY USING QUINTIC B-SPLINE FUNCTIONS
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The Fisher (KKP) equation is an important partial differential equation which arises
in the study of many physical systems.

In this MSc. Thesis, numerical solutions of the Fisher (KKP) equation based on
Collocation methods using Quintic B-spline functions are investigated. The thesis is
consist of five parts.In the first chapter of the thesis,approximation methods and
summary of the literature is mentioned.In the second chapter, theoretical aspects of
polynomial approximation methods is focused on. In the third chapter, Spline functions,
B-spline functions and some properties of them are explained. Quadratic, cubic, quartic
and quintic functions are given. In the fourth section, the Fishers’ equation is introduced
together with initial and boundary conditions. Some of the previous numerical methods
about the equation are mentioned shortly and numerical solutions of the Fishers’
equation are obtained with Collocation methods using quintic B-spline functions.The
stability analysis of the numerical technic based on Von Neumann theory is given. In
the fifth section, the collocation method which is given to solve the Fishers’ equation is
tested by using test problems with modified of equation under the different initial
conditions.Then numerical solutions of Fisher equation are obtained with collocation
methods by using quintic B-spline functions.

As a result, Collocation method with B-spline functions give adequately good results.
Computed results are compared with the numerical results given by previous authors.
So it is recommended that B-spline functions can be used for solving other nonlinear
partial differential equations.
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1. GIRIS

Yaklagim yontemleri matematikte oldugu kadar temel bilimlerin diger alanlarinda ve
miihendislikte yaygin olarak kullanilan énemli ¢6ziim tekniklerindendir. Tek yada ¢ok
degiskenli fonksiyonlarin yaklagik hesabinda kullanilan bu yontem ile ilgili olarak
glinlimiizde interpolasyon ve yaklasim, niimerik integral ve tiirev, adi ve kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin sayisal ¢6ziimleri, integral denklemler,diferansiyel denklem
sistemlerinin sayisal ¢dziimleri, 6z deger hesaplari ve operatorlerin 6z fonksiyonlarinin
hesaplanmasi,kontrol teorisi gibi alanlarda ¢ok sayida ¢alisma yapilmistir.Yaklagim
fonksiyonlari, interpolasyon ve egri uydurma fonksiyonlari olarak iistiin 6zelliklere

sahiptir.

Yaklasim yontemleri igerisinde polinom yaklasimlari 6nemli yer tutmaktadir.Ancak
nokta sayisinin artmasiyla elde edilecek interpolasyon polinomunun derecesi de artar.
Bunun yaninda bir de noktalar disinda interpolasyon polinomunun gergek fonksiyondan
gosterecegi sapma dikkate alindiginda, polinom interpolasyonu yerine baska tekniklere

gerek duyuldugu anlagilmistir.

Birgok durumda bir diferansiyel denklemin belirli sartlar1 saglayan 6zel ¢6ziim
egrisi bilinmiyor yada denklem analitik yollarla ¢oziilemiyor olabilir. Bu durumda
bilinmeyen fonksiyon degerleri, ¢6ziimiin var oldugu aralik parcgalara boliinerek,her bir
parcada ikinci,li¢lincii veya daha yiiksek dereceden polinom yaklasimi yapmak suretiyle

¢oziim yaklasik olarak hesap edilir.

Her bir aralikta degisik fonksiyonlarla yaklasimin yapildigi bu tiir interpolasyona Spline
interpolasyonu denir. Belirli verilere uyan Spline fonksiyonlari konusunda ilk galisma
1940’ It yillarda Schoenberg tarafindan yapilmistir. Spline fonksiyonlari, pargali
polinomlarin bir siifindan olup,bu fonksiyonlar polinomlarin siireklilik 6zelligi tasiyan

diziligleri ile olusmaktadirlar. (Bas, 2007)

Spline fonksiyonlar1 diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinde tanim ve teorileri ile ayirt
edilen kullaniglh fonksiyonlardir.Bu fonksiyonlar niimerik metotlarda ve grafiklerde
gittikce artarak uygulama bulmaktadir. Ornegin Spline fonksiyonlari, adi ve kismi

diferansiyel denklemlerin sinir deger problemlerinin ¢6ziimleri igin Rayleigh-Ritz ve



Galerkin metotlarinda deneme fonksiyonlar1 olarak kullanilabilir ve gercek ¢oziime az
hata ile ulasilabilir (Ozkan, 2006).

Bu tezde diferansiyel denklemler igin Spline fonksiyonlarinin teorileri incelenecektir.

1.1. Literatiir Ozeti

Yaklagim teorisi uzun ve zengin bir tarihe sahiptir. Bu konudaki detayl bilgi

Achieser (1947), Sard (1963), Cheneyve Kincaid(1966), Laurent (1972) kitaplarinda
bulunabilir. Spline teorisi Schoenberg (1946) tarafindan tanimlanmistir. Ama bu
fonksiyonlar ancak 1960 yilindan sonra matematiksel modellere ve fiziksel problemlere
uygulanmistir. Bu konuda Birkhoff ve Garabedion (1960), Ahlberg ve Nilson (1962)
birtakim caligmalar yapmislardir.

Yari lineer parabolik denklemler icin ilk ¢alisma David Archer tarafindan 1977
yilinda yapilmistir. Bu ¢alismada yar1 lineer parabolik denklem iizerinde kiibik spline
kolokasyon ydntemi kullamlarak hata analizi yapilmis ve O(h*) mertebesinde hata
yaklasimi elde edilmistir.

Trigonometrik Spline fonksiyonlart da ilk defa Schoenberg tarafindan
incelenmistir. Ayrintili  bilgi i¢in L.Schumaker(2007) kitabina bakilabilir. Bu
fonksiyonlar Nikolis tarafindan adi diferansiyel denklemlerin ve dinamik sistemlerin

¢oziimii i¢in kullanilmis ve hata analizleri yapilmistir (Ozkan, 2006).



BOLUM 2
POLINOM ENTERPOLASYONU
2.1. Tanim
Amerika Birlesik Devletleri niifusunun sayimi1 her 10 yilda bir alinir.
Asagidaki tablo 1950-2000 yillart arasindaki insan sayisini listelemektedir ve ayrica

veriler asagidaki sekille de temsil edilmektedir.

Yil 1950 1960 1970 1980 1990 2000
Niifus(Bin) 151,326 179,323 203,302 226,542 249,633 281,422

Cizelge 2.1. ABD’nin yillara gbre niifus sayimi

300
250
200
150 -
100 -
50 -
0 A T T T T T 1
1950 1960 1970 1980 1990 2000

Bu veriler gézden gecirildiginde, bunlarin 1975 veya 2020 yillari i¢in makul bir niifus
tahmini saglayip saglayamayacagi sorulabilir.

Verilen verilere uyan bir fonksiyon kullanarak bu tip ongoriilerde bulunulabilir. Bu
stirec interpolasyon veya yaklasim olarak adlandirilir.

(Burden ve Faires, 2001)

2.2. interpolasyon Teknikleri

Interpolasyon teknikleri tablo veya grafik halinde verilen belirli noktalardan gecen egri
denklemlerinden yararlanarak ara degerlerin yaklasik olarak bulunmasini saglar ve bu
yaklasimin, analitik ¢ozlimiin(ger¢ek ¢oziim) tizerindeki etkisi yapilacak hata analizi ile

yaklasik olarak belirlenir. Interpolasyonda yapilan hata, herhangi bir f



fonksiyonunun belirli noktalara karsilik aldig1 degerler ile olusturulan B, interpolasyon
polinomu arasindaki farktan olusur. Yani

E, = |f(x) — B ()]
seklindedir (Ozkan, 2006).

Simdi kisaca interpolasyon teknikleri verilecektir.

2.3. Interpolasyon ve Lagrange Polinomu

Reel Sayilar kiimesi iizerinde tanimli,en faydali ve en iyi bilinen fonksiyon siiflarindan
biri olan cebirsel polinomlar
P, (X)=a,x"+a,_x""1+.... +a;x+a,

formunda ve n,negatif olmayan tamsay1 olmak iizere a, ,a,,..., a, reel sabitlerin oldugu
fonksiyonlardir. Bunlarin 6nemli olmalarmin bir sebebi, siirekli fonksiyonlara diizgiin
olarak yaklasmalaridir. Bununla kastedilen, kapali ve sinirli bir aralik tizerinde, tanimli
ve siirekli verilen herhangi bir fonksiyon igin, istenildigi gibi bu fonksiyona yakin olan
bir polinomun olmasidir. Bu sonuc¢ tam olarak Weierstrass Interpolasyon Teoremini

ifade etmektedir (Burden ve Faires, 2001).

YV A

Sekil 2.1. Kapali ve sinirl bir aralik {izerinde siirekli herhangi bir fonksiyona yakin bir

polinomun olmast

2.4. Weierstrass Interpolasyon Teoremi

ffonksiyonunun [a,b] aralig1 iizerinde taniml ve siirekli oldugu kabul edilsin.
Her € > 0 igin
|f(x) —P(x)| <& VxE€E][ab]igin
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ozelligine sahip bir P(x) polinomu vardir.

Fonksiyon yaklasimlarinda polinom smiflarinin kullanilmasinin diger énemli sebebi,
polinomun tiirev ve belirsiz integrallerinin bulunmasinin kolay olmasidir.Bu sebeplerle
polinomlar, siirekli fonksiyonlara yaklasmak i¢in sik¢a kullanilir.

Bu verilen 6neme dayanarak, fonksiyon yaklasimlarinda polinom yaklasiminin yogun
olarak kullanildig1 diisiiniilebilir. Ama durum bdyle degildir. Taylor polinomlar1 belirli
bir noktada, verilen fonksiyona olabildigince yakindir ama Taylor polinomlarinin
dogrulugu verilen belirli nokta etrafinda yogunlagmstir. Iyi bir yaklasim polinomu,
biitiin aralik tizerinde nispeten dogru yaklasimlar saglama ihtiyacindadir ve Taylor
polinomlar1 genellikle bunu saglayamaz.

Taylor polinomlar1 igin yaklagimda kullanilan biitiin bilgiler, tek x, noktasinda
yogunlasir, bu yiizden bu polinomlar x, noktasindan uzaklastikca dogru olmayan
sonuglar verirler. Bu durum Taylor polinomlarina, sadece x, noktasina yakinliginin
ihtiya¢ duyuldugu yaklagimlarda kullanilma sinirliligini getirir.

Niimerik analizde Taylor polinomlarinin kullanilmasinin temel amaci, yaklasim degil,

hata tahmini ve niimerik tekniklerin tiirevidir.(Burden ve Faires, 2001)

2.5. Lagrange Interpolasyon Polinomlar:

Birinci dereceden polinom interpolasyonu vasitasiyla f(x,) =y, ve f(x;) =y; olan f
fonksiyonuna yaklagim problemiyle (xq,y,) ,(x1,y1) noktalarindan gegen polinomun
derecesini belirleme problemi aynidir. Aralik i¢inden verilen u¢ noktalarda yaklasim

yapmak i¢in kullanilan polinoma Lagrange interpolasyon polinomu denir ve

Lo(X) =

L (X)=E (21)

x X1—X0

(x0,Y0) Ve (x1,y;) noktalarindan gegen lineer Lagrange interpolasyon polinomu

X=X

%) + 27 () (22)

P(X) = Lo(X).f(x0)+L1(X). f(x1) =

Xo—

Lo(xo)=1, L1(%0)=0,L(xx1)=0 ,L; (x1)=1
P(xo) = 1. f(x0) + 0. f(x1) = f(x0) = ¥o
P(xy) = 0.f(xo) + 1. f(xq) = f(x1) = 1

5



Bu yiizden P , (x4,Y9) Ve (xq,y;) noktalarindan gecen en fazla birinci dereceden
benzersiz(tek) polinomdur.

Lineer yaklasimin konseptini genellestirmek igin, n+1 noktadan gegen en fazla

n.dereceden polinomun olusumu géz 6niine alinsin.

(xo, £ (20)), (32, £ C1)), e, (o, £ ()

T T T T »-
X

Xg X X, X,

Sekil 2.2. (n+1) noktadan gegen en fazla n.dereceden polinomun grafigi

Bu durumda 6ncelikle her k=0,1,..,n i¢cin i# k iken
Ly (x;) = 0ve Ly () =1
ozelliklerine sahip L,, ; (x)fonksiyonu insa edilsin.
Lpx(xr) = 1’ i saglamak iginL, ;(x) fonksiyonunun paydasi bu terimle ayn: olmali

fakat x= x; noktasinda bu degerlendirilmez.

Boylece
L (X) — (X - Xo) (X - xk_l)(x - xk+1) (x — xn)
nk (xk - XO) (xk - xk_l)(xk - xk+1) e (X — x)
elde edilir.
Ln,k{"‘) A

1 | /\
N /—\ I N -
— =1 T — — -
AD .‘\-I P .‘\-k_ 1 J‘k .‘\-k+ 1 .. 'Y?f_ 1 '\-?f -“

Sekil 2.3. Tipik bir L, , Lagrange fonksiyonunun grafigi
6



Lagrange interpolasyon polinomu olarak adlandirilan bu polinom, su teoremle
tanimlanir.

Teorem:

Eger xg, x1, X, ..., X, belirli noktalar1 ve bu noktalardaki degerleri verilen f fonksiyonu
veriliyor ise en fazla n.dereceden ve su sartlar1 saglayan benzersiz bir P(x) yaklasim
polinomu vardir (Burden ve Faires, 2001).

f(xx)=P(xx) her k=0,1,...,n igin

(x — x0) e (0 = X 1) (¢ = Xpeg1) - (X — Xp)

Lje () = (ke — x0) wo O — Xg—1) (g = Xgg1) oo (X — X))
_ . (x —x;)
- 1=0 (xx — x;)
i%k

2.6. Boliinmiis Farklar interpolasyon Polinomu

Xp Ve X1 noktalarma ait f fonksiyonunun birinci boliinmiis fark ifadesi,

f(xp+1) = f (%)

Xp+1 ~ Xp

f[xp,xp+1] =

seklindedir. Bu ifade geometrik olarak (x,, f (x;,)) noktasini (xp44, f (Xp4+1)) noktasina
birlestiren dogrunun egimidir. x,, X,4+1 V€ X, noktalarina ait f fonksiyonunun ikinci
boliinmiis fark ifadesi de,

X X — flx.. x
f %0, Xp 1, Xpe2] =f[ p+12 Xpr2] = f[Xp Xpsi]

Xp+2 ~ Xp
bi¢iminde tanimlanir. Bu ifada iki b6liinmiis farkin bir béliinmiis farkidir. Genellestirme

yapilacak olursa x, X, 11, ..., Xp+m Noktalarma ait m. boliinmiis fark asagidaki gibidir

f[xp;xp+1, ---;xp+m] _ f[xp+1»xp+2 ---'xp+m] - f[xp'xp+1 ---'xp+m—1]

Xp+m — Xp

Ayrica f [xp] = f(xp) seklinde yazilir ve sifirinci boliinmiis fark olarak bilinir:

Bu boliinmiis fark terimleri olusturulan



Py (x) = flxo]l + flxo, x11(x — x0) + flx0, %1, %21 (x — x0) (x — x1) + -

+ flxo, %1, s X0 ] (0 — x0) (X — x1) (X — Xpp—1)

enterpolasyon polinomuna boliinmiis farklar interpolasyon polinomu denir
(Ozkan, 2006).

2.7. Hermite Interpolasyonu

Oskiilator polinomlar, Taylor polinomlarimi ve Lagrange polinomlarini genellestirir.
[a,b] araliginda verilen xg,X;,X3,....,X, ntl tane farkli say1 ve my,my,m,,....m,
negatif olmayan tamsayilar ve m = max{my,m,;,m,,...., my}.

oskiilatér polinom yaklasimi olan f fonksiyonu i¢in her i=0,...,n i¢in X; noktasinda
f € C™[a,b] olmak iizere, yaklasim polinomunun derecesi her x; i¢in m; den kii¢iik veya

m;’ ye esittir ayrica bu oskiilator polinomunun derecesi en fazla

M=) ,m; + ndir.
Ciinkii saglanmasi gereken sartlarin sayisi
M=y ,m; + (n+ 1) dir.

Ve m dereceli bir polinom, bu sartlart saglamak i¢in kullanilabilecek M + 1 sabite
sahiptir.
[a,b] aralig1 lizerindeki parcalanis a= xy < x; < x; <....< x,= b olmak lizere

P@=1f@ , P)=f0B) (1)

P(a)=f(a) , P'(a)="f(a) )

P(b) =f(b) , P'(b)=f(b) (3)

ve (2)° yisaglayan bir polinomun olup olmadig1 sorusu ortaya ¢ikar.

Bu sorunun cevabi kesinlikle var oldugudur. Aslinda bdyle polinomlar son derece
fazladir fakat derecesi 3 olan sadece bir tanedir. Simdiye kadar verilen interpolasyon
tekniklerinde sadece (x;,y;) noktalarindan gegen interpolasyon polinomu olusturuldu.
Buna ek olarak bazi durumlarda f fonksiyonunun birinci tiirevinin degerleri de
kullanilabilir. Bu sekilde fonksiyonun ve birinci tiirevinin degerlerinin kullanilmasiyla
olusturulan polinoma Hermite Interpolasyon Polinomu denir

(Burden ve Faires, 2001).



X0,X1,X2,...,XpSeklinde (n+ 1) tane nokta alnsin.y; ve y’, ifadeleri f ve f
fonksiyonlarmin x; (i=0,..,n) noktalarindaki sayisal degerlerini belirtsin.Verilen

flx) =yivef'(x) =y,
degerleri ile (2n+1). dereceden bir H,,,,,; Hermite polinomu elde edilebilir.
Eger f€ C?"*?[ab], xq,%1,%2,...., X, € [a,b] farkli noktalar ve bu noktalarin f ve f'
fonksiyonlarinda aldig1 degerler ile olusturulan H,,,, Hermite polinomu olmak iizere

a< € < b kosulunu saglayan € sayisi igin

- 2---. - n 2
F(X)=Han () + 2= fO1AD (6(x)) - (23)

vardir (Ozkan, 2006).

2.8. Kiibik Spline interpolasyonu

Bundan 6nceki boliimlerde kapali araliklar tizerinde keyfi fonksiyonlara olan yaklagim
tek bir polinom kullanilarak yapilmisti.
Ama yiiksek dereceli terimler diizensiz bir sekilde dalgalanabilir. Yani araligin kiigiik
bir kismi iizerindeki kii¢lik bir dalgalanma araligin tiimii iizerinde katlanarak biiyiik ve
diizensiz bir dalgalanmayi tesvik edebilir. Alternatif bir yaklagim ise yaklagim araligini
alt araliklara bolmek ve her bir aralik iizerinde farkli bir polinom yaklagimi elde
etmektir. Buna pargali polinom yaklasimi denir. Bir spline fonksiyon, alt araliklar
tizerinde belirli siireklilik kosullartyla birlikte birlesen polinom parcalar1 igerir.
Xg, X1, -, Xn, N+ 1 tane nokta x, < x; < -+ < x,, sirastyla verilmis olsun. Bu noktalar
diigiim olarak adlandirilir. Ayrica k> 0 tamsayis1 alinsin. X, X4, ..., X, diiglimlerini
igeren k derecesindeki bir spline fonksiyon su sekilde bir S fonksiyonudur.
i.  Her bir [x;_q,x;) aralig1 lizerinde, S fonksiyonun derecesi k’dan kii¢iik veya
esittir.
ii. S fonksiyonu en fazla k — 1 derecesine kadar biitiin mertebelerdeki siirekli
tiirevlere sahip k derecesinin siirekli pargal1 bir polinomsalidir.
Sifiriner derecenin spline fonksiyonlari pargali sabitlerdir. O(Sifir) derecesinin

bir spline fonksiyonu asagidaki bi¢imde verilir;



Salx) = 1

( So(x) =co
S1(x) =,

\Sn-1(x) = cnq

X € [xg,X1)
X € [x1,x2)

X € [xn—ll xn)

[x;_1 x;) araliklar1 birbiriyle kesismez, bu nedenle boyle bir fonksiyonun diigiim

noktalarinda hig¢bir karisiklik ortaya ¢ikmaz. O(sifir) derecesinin alt1 diiglimlii tipik

bir spline fonksiyonu agagida gosterilmistir.

| % Xy [ _
— I > A
Xy X : : Xy X
o—-o0
® O

Sekil 2.4. Sifirinc1 dereceden alt1 diiglimlii bir spline (Bas, 2007)

Kiibik spline interpolasyonu, spline interpolasyonun 6zel bir halidir.

A={a=xy<x; < <xp,=b},x;

parcalanis1 olsun. Degerler tablosu

digim noktalart ile [a,b]

araliginin  bir

X X X1

Xn

Y Yo Y1

Yn

seklinde verilsin. S, kiibik spline fonksiyonu yukaridaki interpolasyon yardimiyla

olusturulacak olunursa, bunun i¢in her bir [x;,x;,4] aralifinda S; polinomlar1 S,

fonksiyonlarmi temsil eden kiibik polinomlar olsun(i = 0,..,n—1). O halde S,

fonksiyonu,

SA(X) =3

10

( So(x) x € [xp,x1)
S1(x)  x € [x1,x2)

(2.4)

LSn—l(x) x.E [Xn—1,%Xn)



seklinde ifade edilebilir.
Kiibik spline tanimindan S;_4 ve S; polinomlar1 x; noktasinda ayn1 degeri alir. Yani
Si—1(x) =y = Si(x) lsisn-1)
esitligi vardir.
Ayrica S,' ve S,"" fonksiyonlar1 da tanim geregi siireklidir. Bu kosullar kiibik spline
fonksiyonunu belirlemede kullanilir.

Buradan S,,S’, ve S, fonksiyonlarinin siirekliliginden bir kiibik spline
fonksiyonunu tanimlamak i¢in yeterli kosullar elde edilebilir mi sorusu ortaya ¢ikar.

Her bir kiibik polinomda 4 katsay1 oldugundan pargali kiibik polinomda 4 n tane
katsayr vardir. Ayrica her bir [x;, x;.4] alt araliginda 2 tane enterpolasyon kosulu
bulunmaktadir. Bunlar S,(x;) = y; ve Sa(x;4+1) = i+, seklindedir, dolayisiyla toplam
2n tane kosul elde edilir.S, fonksiyonunun siirekliligi ilave kosul vermez, zaten bu
interpolasyon kosullarinin igine dahildir. S5 fonksiyonunun siirekliligi her bir i¢ digiim
noktasinda S’;_;(x;) = S';(x;) seklinde bir kosul verir ve n — 1 tane daha ilave kosul
elde edilir. Benzer sekilde S5 fonksiyonunun siirekliliginden de farkli n — 1 tane ilave
kosul gelir. Buradan da 4 n tane katsayiy1 belirlemek icin toplam 4 n — 2 tane kosul
elde edilmis olur. Kalan 2 kosulu ¢esitli yollarla belirlenir. Bu son iki kosul i¢in
genellikle asagidaki 3 kosuldan biri kullanilir;

a) Sy(a) =S," (0)=0

b) Sx*¥(a) = 5, (b) k = (0,1,2), S, periyodik

c) Verileny'y,y', sayilariicin Sy’ (a) = y'qve Sy’ (b) = y',, dir
(Ozkan, 2006).
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BOLUM 3

SPLINE FONKSIYONLARI

3.1.Tanim

Bu boéliimdeki baslangic noktasi, bir dizi noktadan diizgiin egriler belirlemek icin
etkili ve sayisal olarak kararli metotlara olan ihtiyactir. Bunun i¢in {i¢ ihtimal g6z 6niine
almir, polinom interpolasyonu, Bezier ve Spline egrileridir. Spline ismi, gemi
tasariminda genis siliplirme egrileri olusturmak i¢in ressamlar tarafindan kullanilan
elastik kirislerden esinlenerek tliretilmistir. Spline egrileri ilk ¢izim araci olarak ugak
sanayide ve gemi inga sanayide kullanildi.

[lk olarak Schoenberg tarafindan tanitilan Spline fonksiyonlar ve bu
fonksiyonlarin uygulamalari, son donemlerde gelisme gostermistir. Spline fonksiyonlar
yapisal oOzellikleri ve bilgisayarlarla yapilan hesaplamalarda kolayliklar saglamasi
nedeniyle de birgok alanda yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Lobachevsky spline
fonksiyonlarmin taban(baz) fonksiyonlarmi teskil eden B-spline fonksiyonlarini
19.ylizyilin ilk dénemlerinde arastirdi.

1946 yilinda Schoenberg, B-Spline fonksiyonlarini istatistiksel veri yumusatmada
kullandi ve onun bu ¢alismast modern spline teorisi olarak basladi. Gordon ve
Reisenfeld resmi olarak B-Spline fonksiyonlarini bilgisayar destekli tasarimda tanistirdi.
(URL-1)

9(x) =Xl cipi (%)

d polinomun derecesi ,(c;)%, sabitler,(p;)%, baz(taban) polinomlardir. U¢ metot
arasindaki fark, baz fonksiyonlarin se¢iminde veya buna esdeger olarak, verilen
noktalarin nihai egri ile olan uyumu ve iligskisinde yatar. Yaklasim durumunda egri
tizerinde temel polinomlar olarak Lagrange polinomlari, sabitler fonksiyonun digiim
noktalaridir. Her ne kadar her ii¢ metot ta polinom egrisi olusturma 6zelligine sahipse
de farklar1 polinomlarin farkli temsillerine yol agar. Amaca uygun olarak Bezier ve
Spline egrileri tercih edilebilir ¢linkii onlar konveks egrilerin tekrariyla
olusturulabilirler. Bu egriler yuvarlama hatalarina nispeten duyarsizdir.

Spline egrileri, ongoriilen sayida tiirevlenebilen parcali polinom egrileridir. En
basit ornegi CO(sifirmnci dereceden tiirevi siirekli) lineer pargali polinom &rnegidir.

(URL-1)






Interpolasyon formiillerinin tiim aralifa uygulanmasi her zaman istenilen sonucu
vermeyebilir. Oyle ki yiiksek dereceden polinomlar kullanilarak yapilan
interpolasyonlardaki islem hatalarinin artmasiyla ger¢ek anlamda kararsiz algoritmalarla
karsilagilir. Birgok durumda kullanilan noktalarin sayisinin artmasi ¢éziimiin iraksamasi
anlamia gelir. Ayrica istenilen fonksiyon [a,b] araliginin degisik kisimlarinda degisik
Ozelliklere sahip ise Ornegin, bolgenin bir kisminda hizli diger kisminda yavas
degisiyorsa fonksiyona tek bir egri ile yaklasmak uygun sonuglara goétiirmez. Bu
nedenlerden dolayr yiiksek derecesi olmayan birinci, ikinci veya lgiincii dereceden
fonksiyonlar ile yaklasimlarin yapildig: spline interpolasyon yontemini kullanmak daha
uygun olur. Spline interpolasyon parcali polinom yaklagimidir. Yani verilen ¢6ziim
aralig1 sonlu sayida alt araliklara boliinerek her bir alt aralikta daha kiigiik dereceden
polinomlar yardimi ile yaklagimlar elde edilir.
Spline fonksiyonlar
a=xp<x < <xy_1<xy=b

sonlu parcalaniginin her bir [x,,, X;,+1] araliginda k.dereceden uygun polinomlar olup,
tanimlanan her alt aralikta (k-1). mertebeden tiirevlenebilen siirekli fonksiyonlardir.
Spline fonksiyonlarin temel 6zellikleri agagida verilmistir.

» Spline fonksiyonlar uygun bazlara sahip sonlu boyutlu lineer uzaylardir.
Spline fonksiyonlar diizgiin (smooth) fonksiyonlardir.
Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri kolay hesaplanabilir.

Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri yine spline fonksiyonlardir.

vV V VYV VY

Niimerik analizde ve yaklasim teorilerinde spline fonksiyonlarin kullanilmasi

durumunda matrisler ortaya ¢ikar. Bu matrisler uygun determinant 6zelliklerine

sahiptir.

» Yeterince parcalara ayrilmis [a,b] araligi iizerinde her siirekli fonksiyona
k.dereceden spline fonksiyonlar yardimiyla yaklagimlar elde edilebilir.

» Spline fonksiyonlar yardimiyla sadece fonksiyonlara degil ayn1 zamanda onlarin
tiirevlerine de ulasilabilir

» Diisiik dereceden Spline fonksiyonlar polinomlarda ortaya ¢ikan salimimlari

(dalgalanmalar1) sergilemezler

(Ozliik, 2005).
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3.2. Dogal Spline Fonksiyonlari

Eger f, a = xog <x; <+ <xy_1 <xy=D>b de tanimh ise bdylece f fonksiyonu
X0, X1, Xy noktalarinda benzersiz bir S dogal spline yaklasimina sahiptir.Yani

S"(a) = 0ve S"(b) = 0 dogal sinir sartlarini saglayan bir spline yaklagimidr.
3.3. B-Spline Fonksiyonlar

B-Spline fonksiyonlarinin altinda yatan temel dayanak, baz(taban) fonksiyonlar
olmasidir. B-Spline temel fonksiyonlarinin orijinal tanimmi, bolinmiis farklar
diistincesini  kullanir.  B-Spline fonksiyonlar1, bilgisayar ¢izimlerinde egrileri
tanimlayabilmek i¢in ¢ok yonlii yaklagimlar sunarak, geometrik modelleme, bilgisayar

cizimleri ve daha birgok alanda 6nemli bir konuma gelmistir. (URL-1)

Cok sayidaki veri noktalarina bir tek egri ile yaklagmak biiyilik kolayliklar saglasa
da baz1 hallerde bu durum biiyiik hatalara neden olabilir. Bu amagla kullanilan Lagrange
ve Newton interpolasyon polinomlarinin derecesi nokta sayisi arttikga artacagindan bu
tiir polinomlarla yapilacak islemler zorlasir. Bu durumda diigiim adi verilen noktalarda
birbirine bagli, polinom egri pargalarindan olusan B-spline fonksiyonlar yardimiyla

yapilan yaklagimlar bir alternatif olarak karsimiza ¢ikar.(Donmez, 2008)

B-spline fonksiyonlar1 dyle fonksiyonlardir ki, biitiin diger spline fonksiyonlari
bunlarin lineer birlesimleri ile kolayca elde edilebilir. B-spline fonksiyonlar1 belirli
spline uzaylari ig¢in taban olusturabilirler. Diigiim noktalar1 bilinirse, B-spline
fonksiyonlari ilerleme bagintisi ile kolaylikla tiretilebilir ve algoritmasi nispeten basittir.
(Ozkan, 2006)

B-spline fonksiyonlar: teorileri ve sayisal hesaplamalardaki model davranislariyla ayirt
edilebilir ve genellestirilebilir. Carl de Boor 1970’ lerin basinda B-Spline temeli i¢in
tekrar eden iligkiyi kullanmigtir. Carl de Boor, spline temel fonksiyonlari i¢in Leibniz’

teoremini uygulayarak asagidaki formiilii tiiretmeyi basarmistir.
X=Xy

Wm,d(t) = f(x) = VX¥m+d-1"Xm
0, diger

’ Xm+d-1 F Xm

olmak tlzere
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Temel ilerleme bagimtisi ile B-spline fonksiyonlar1 arasindaki iliski asagidaki gibi

verilebilir.

(pm,d = Wm,d(pm,d—l + (1 - Wm+1,d)(pm+1,d—1

X = Xpm

0 = ) 28,60 + (22— 08,,(0)

Xm+1 — Xm+2 — Xm+1

Bu birinci dereceden B-Spline fonksiyonlarindan yiiksek dereceli Spline fonksiyonlari

asagidaki ilerleme bagintis1 yardimiyla elde edilir.

X — Xy

@0 = ( )0 )+ (S o (1), d 2 1

Xm+d — Xm Xm+d+1 — Xm+1

Boylece 2.dereceden B-Spline fonksiyonlar1

D2 = WX + (1 - Wm+1,2)Xm+1

seklinde olur.
3.3.1 B-spline fonksiyonlarimin baz1 6zellikleri

d , negatif olmayan bir tamsay1 ve x = (x;) , en az d + 2 uzunlugunda, azalmayan bir
reel say1 dizisi olsun.x = (x;) dizisine diigiim vektori veya diigiim dizisi denir. Bu
durumda x; diigiimlerine sahip, d.dereceden, m. B-Spline fonksiyonu @, ; fonksiyonu
ve bazi1 6zellikleri asagidaki gibi verilebilir.

X = Xm Xm+d — X

PL(x) = " ad1(x) +

d-1
D1 (x)
Xm+d Xm Xm+d+1 — Xm+1

@, a(x) , d. dereceden bir parcali polinomdur.(Prautzsch vd., 2006)

m. B-Spline fonksiyonu @,, ; ,sadece x,,, X;41,-.., Xm+a+1 diiglimlerine baghdir
(Sahin, 2004)

Eger x € (X, Xm+a+1) 158 P q(x) > 0 dir. Burada [xp,, X;p1441] kapali aralig
@, ¢ nin destegi olarak adlandirilir (Sahin, 2004).

D a(x) , [Xm, Xm4a+1] nin disinda sifirdir (Prautzsch vd., 2006).

(a) Eger X, [X;, Xm+q+1) araliginin disinda ise @, 4(x) = 0 dur.

Eger x;, = Xjp4q+1 15€ her x igin @,,, ;4 = 0 dur.
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V.

Vi.

Vii.

viii.

X.

Xi.

(b) Egerx, [xw xu+1) araliginda bulunuyorsavem<u —dyadam > u
ise @,,, 4(x) = 0 dir (Sahin, 2004).

Her bir &%, ;(x) d.dereceden bir polinom olmak iizere @,, 4 B-spline fonksiyonu,

m+d

() = ) Py g(2). B ()
k=m

seklinde yazilabilir (Sahin, 2004).

Eger z =xp41 = ** = Xmid < Xmta+115€ P (z) = 1 ve i# micin

@; 4(z) = 0 dir (Sahin, 2004).

Eger z sayist ,X,, ..., X +q+1 arasinda t defa goriiniiyorsa @,, 4 nin 0,1,...,d — t inci
mertebeden tiirevlerinin hepsi z noktasinda siireklidir (Sahin, 2004).

X,y € R olmak lizere,

Ox+y|xXm+ Y, s Xmeas1 T V)= P(X| X oo Xnsas1) Saglanir

(Sahin, 2004).

Herhangi bir [x,,, x,,+1) araliginda d. dereceden B-Spline fonksiyonlardan en fazla
d + 1 tanesi sifirdan farklidir ve sifirdan farkli bu d + 1 B-spline fonksiyonun
toplami 1 dir (Sahin, 2004).

Eger digiimlerin sayisi t+1, B-Spline fonksiyonlarin derecesi d ve B-Spline
fonksiyonlarin sayisi dan + 1ise t = n + d +1 dir (Sahin, 2004).
@4 (m € Z,d € N)olmak iizere eger d > 1ve x3 (x,, x) ise ®¢(x) =0 esitligi
vardir.

d > 0 oldugu kabiil edilsin. Eger X€ (X, Xm+q+1) iS€ P (x) > 0 esitsizligi vardir.

Biitiin d > 0 sayilar1 i¢in, asagidaki esitlik mevcuttur (Ozkan, 2006).

D ) = D [emwik + ema (1~ Wil ®i ()
m=—oo —00

Biitiin d degerleri i¢in Y- _o ®%(x) = 1 esitligi vardir. (Ozkan, 2006)

3.3.2. Lineer B-Spline fonksiyonlar

[a,b] araligiin bir diizgiin parcalanisi a = xy < x; < < xy_1 <Xy =b

olmak iizere t,, noktalarinda L, (x) Lineer B-Spline fonksiyonlari
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1 (Xm+1 - X) - Z(Xm - X) [Xm—l'Xm]
Lyp(x) = h (Xm+1 —X) [Xm, Xm+1] (3.1)
0 diger

olarak tanimlanir. (3.1) parcali fonksiyonundaki Lineer B-Spline fonksiyonlariyla bir

[ Xm—1, Xm+1] araligt L,,ve L,,., bigimindeki iki spline tarafindan ortiiliir

(Ozliik, 2005).

Sekil 3.1. Basit noktalarla lineer B-Spline(de Boor, 1978)

3.3.3. Sifirinci dereceden B-spline fonksiyonlar:

Sifirer dereceden B-Spline fonksiyonlar1 @,,(0) ile gosterilir ve sahip olduklar sekil

asagidaki gibidir.

I'.'l:
Ral
-9

Sekil 3.2. Sifirinci dereceden B-Spline fonksiyonlari(Bas, 2007)

1, Xm <X < X1

0 —
Pm (%) = {o  diger

seklinde tanimlanir.
{0 me Z}
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kiimesi B-Spline formunun bir sonlu dizisi olmak {izere bunlarin énemli 6zellikleri
sOyle siralanabilir:
1. @2 fonksiyonunun destegi @9 (x) # 0 olan x noktalarmm kiimesi olarak
tanmimlanir. O halde bu destek [x,,, x,,4+1) araliidir.
2. Tiim m ve x degerleri i¢in @2 (x) = 0 esitsizligi vardur.
3. @Y fonksiyonu, biitiin say1 dogrusu iizerinde sagdan siireklidir.
4. Biitiin x € R noktalar1 icin Y.50_ _, ®9=1 esitligi vardur.
@0 fonksiyonlar: biitiin yiiksek dereceden B-spline fonksiyonlar1 tanimlamak

icin bir baslangi¢ noktasidir.

3.3.4. Birinci dereceden B-spline fonksiyonlari

o e e e

=
-

m ml Xm+2

Sekil 3.3. @}, (x) fonksiyonunun grafigi(Bas, 2007)

@1, (x) fonksiyonlar1 hakkinda bazi incelemeler yapilabilir.
1. @} (x) fonksiyonunun destegi (X, Xpn42) araligidir.
2. Vx € R ve Vi indisi i¢in®}, (x) = 0 esitsizligi vardir.
3. @l (x) fonksiyonu siireklidir ve X, Xpm41,Xm+2 noktalar: hari¢ her noktada
diferansiyallenebilirdir.
4. Vx €ER i¢inYm-_o @} (x) =1 esitligi vardir
(Ozkan, 2006).
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NOT

d.dereceden tiim Spline fonksiyonlar1 i¢in d.dereceden B-Spline fonksiyonlar1 bir
taban olusturdugundan bundan sonra Yo__. ¢, @2 (x) formuyla verilen lineer

birlesimler iizerinde calisilacaktir.
3.3.4.1. Algoritma(B-spline fonksiyonlarinin katsayilar)

Eger CF katsayilar verilirse, S(x) = C4 (x)®g% (x) Spline fonksiyonu, verilen bir x

degeri icin asagidaki gibi hesaplanabilir.

€700 = [ =) () + Geiy = OCL, @)/ iy =) (34)

Belirli bir m indisi i¢in x,,, < x < X, olmak iizere asagidaki gibi licgensel bir
tablo elde edilir.
CACe™ ... CHCY

d d-1 1
ci €Ot .. Ch

d d-1
Cm—d+1Cm—d+1

Bu tablo olusturulurken (3.4) denklemi kullanilmistir ve burada S(x) = CJ, oldugu
aciktir (Ozkan, 2006).

3.3.4.2.B-Spline fonksiyonlarinin tiirev ve integralleri

Simdi ®%(x) fonksiyonunun tiirevi igin 6nemli bir formiil verilecektir.®g%(x)

fonksiyonunun tiirevi,

d 4 (x) 1
N x) = —mm
d(x) " Xm+d — Xm
olmak {izere, burada
1
ad =
Xm+d — Xm

alinirsa



esitligi yazilir.
Diger kullanilan formiiller asagidaki gibidir. Bu formiillerin dogrulanmasi a{i ve &4 (x)

fonksiyonlarmin tanimlari ile saglanir.

am¢d+1(x) ad+1¢d (x)
a1 (1 — &1 () =ai™ (1 — D ()
3.3.4.3. Yardimci teorem(B-spline fonksiyonlarinin tiirevleri)

d > 2 i¢in B-spline fonksiyonlarinin tiirevleri,

S 080 = () o100 — (

dx Xm+d — Xm

+1(x)
Xm+d+1 xm+d> "

esitliginden hesaplanir. Bu denklem d = 1 oldugu zaman x = x,;,, X141 Xm+2 harig tim

x degerleri i¢in dogrudur.

3.3.4.4. Yardimar teorem (Siireklilik Sinifi)

d > 1icin®g, B-Spline fonksiyonlar1 C;_; (R) siireklilik sinifina sahiptir.
3.3.4.5. Yardimei teorem(B-spline fonksiyonlarinin integralleri)

B-spline fonksiyonlarmin integralleri asagidaki esitlik ile hesaplanir(Ozkan, 2006).

[ee]

j CDTC,il(S)dS _ ( m+;+-|1_ - xm Z(DCHI(X)

3.3.5. Kuadratik B-spline fonksiyonlar
[a,b] araliginin bir diizgiin pargalanisi a = xy < x; < - < xy_1 <xy =b olmak

lizere X, noktalarindaki @,,(x) kuadratik B-spline fonksiyonlari, m = —1,0,...,N

olmak tzere

20



[iBm-—i—Q — I]Z - 3[37?11—1 — I‘]Q + 3[5}3m — I‘]Q [iBm—l_-. iBm]
|

&, — 1 Tm42 — 17]2 - 3'[xm—l — I‘]Q [iljmv J:-m—l—]]
o h? [$n1.+2 — I]Q [117?11—1: mm—Q]
0 diger
(3.5)

olarak tanimlanir. Burada h = x,,; — xp, dir. Kuadratik B-spline fonksiyonlari ve onun
birinci mertebeden tiirevleri [X;,_1,Xms2] araligi disinda sifirdir. Sadece araliktaki
elemanlar goz ontline alindiginda (3.5)° teki kuadratik B-spline fonksiyonlariyla her bir
[Xm) Xm+1] aralik @, 1, @,,, @41 gibi tic¢ spline tarafindan ortiiliir.
&, (x) kuadratik B-spline fonksiyonlarindan olusan

Xy = L(D_1, Dy, ..., Py_1, Py)

kiimesi, [a,b] aralig1 lizerinde taniml1 fonksiyonlarin bir tabanidir.

B

¢n2ﬁ -1 r?l+l

X X

m m+1

Sekil 3.4. Kuadratik B-Spline sekil fonksiyonlari

Cizelge 3.1. &,,,(x) ve onun birinci @',,,(x) tiirevinin verilen boliim noktalarindaki

degerleri
x Xm-1 Xm Xm+1 Xm+2
@, 0 1 1 0
D' 1z 0 2 2 0

kolaylikla elde edilebilir (Ozliik, 2005).
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|
[n:.|_[__""

d=

}El ‘ I ‘*’J
Sekil 3.5. Kuadratik B-spline fonksiyonunun kendini olusturan polinom pargalari ile

birlikte olmast

Yukaridaki sekilde @(x|0,1,2,3) kuadratik B-Spline fonksiyonu kendini olusturan
polinom pargalar1 ile birlikte goriilmektedir. Sekilde ii¢ polinomun @(x|0,1,2,3)
kuadratik B-spline fonksiyonunu olustururken, fonksiyonun birinci mertebeden

tiirevinin siirekli olabilmesi i¢in nasil diizglin baglandiklarina dikkat edilmelidir

(Ozliik, 2005).
3.3.6. Kiibik B-Spline fonksiyonlar

[a,b] araliginin bir diizglin pargalanist a = xy < x; < - < xy_; <xy = b olmak
lizere Xy, noktalarindaki &,, (x) kiibik B-Spline fonksiyonlar1
m=—1,0,..,N+ 1 olmakiizere

(z — Tppen)® (T2, Ton1]
h? + 3h%(x — Tpm1) + 30(T — Trpe1)? — 3(2 — Zpet)® [T, T
[

Om(T) = h—lg h3 + 3h.2(.1f.,.n+1 — ) 4+ 3h(zpme — 1) = 3Ty — 7)° L —
(Trms2 —2)° [Zmst1s Tmao]
0 diger

olarak tanimlanir. Burada h =x,,,; — X, dir. Kiibik B-Spline fonksiyonlar1 ve onun
birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri [Xy_,,Xm42] araligl disinda sifirdir. Sadece
araliktaki elemanlar g6z oniine alindiginda (3.6) deki Kiibik B-spline fonksiyonlartyla
her bir [Xy,, Xm+1] araligt @,,_1, @, @y 1VE Do yo gibi dort spline tarafindan ortiiliir.
&, (x) kiibik B-Spline fonksiyonlarindan olugan

Xy = L(P_1, Py, .., Py—1, Py11)

kiimesi, [a,b] aralig1 iizerinde taniml1 fonksiyonlarin bir tabamidir (Ozliik, 2005).
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X X

m m+1

Sekil 3.6. Kiibik B-spline sekil fonksiyonlari

N

Sekil 3.7. Dort kiibik polinomun birleserek kiibik B-spline fonksiyonunu olusturmasi
(Ozkan, 2006)

d- ds ~——_Kontrol
ngktalf?rl
ds
- B-spline
- Eérisi

ds Baélanh

do Dagimler i |
v K x

Sekil 3.8. Diigiim noktalari, baglanti noktalari, kontrol noktalari ile kiibik B-Spline
egrisi (URL-1).
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Diigiim araliklarinin esit olmasi durumunda @,, 3(x) kiibik B-spline fonksiyonu, onun
birinci tiirevi @', 3(x) ve ikinci tiirevi @', 3(x) NN [Xp—_2, Xm42] araliginda digim

noktalarindaki degerleri Cizelge 3.2.’de verilmistir (Ozliik, 2005).

Cizelge 3.2. @', 5(x) ve @', 3(x) Nin [Xy—7, Xm42] araliginda diigiim noktalarindaki

degerleri
Xm-2 Xm-1 Xm Xm+1 Xm+2
D 3(X) 0 1 4 1 0
Pz (%) 0 3 0 3 0
h
@' 3(x) 0 6 —-12 6 0
2 h2 h?

3.3.7. Kuartik B-spline fonksiyonlari

[a,b] araliginin bir diizglin pargalanist a = xy < x; < - < xy_; <xy = b olmak

lizere X, noktalarindaki @,,(x) kuartik B-spline fonksiyonlari

{

(Tmpz — ) — B(Zo — ) + 10(Tmp; — )1
“10(am— )" + 5z 1 — )’ [Emts T
(Tmpz — 2)* = 5(Tma — 7)* + 10(Tmypy — 7)*
| —10(zm— z)* [Zm-1, Tof
oy
el ) = 77 § (Tmpg — ) — 5(Tmo — x)* + 10(x 0y — x)? [Ty T 1]
(T3 — )t — 5(&ms — x)* (o1 .Em_Q]
(Tmps — )" (L2 Lot 3]
(0 diger
3.7)

olarak tanimlanir. Burada h =x,,,; — X, dir. Kuartik B-spline fonksiyonlari ile onun
birinci, ikinci ve {i¢lincli mertebeden tiirevleri x,,_, < x < Xp,43 aralif1 disinda sifirdir.
Sadece araliktaki elemanlar goz Oniine alindiginda (3.7) deki kuartik B-spline
fonksiyonlartyla her bir [X,, Xm+1] araligl @, _5, @pm_1, P, Pony1 P2 gibi bes

spline tarafindan ortiiliir (Boz, 2006).
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m+1

Sekil 3.9. Kuartik B-spline sekil fonksiyonlar1

3.3.8. Kuintik B-Spline fonksiyonlar

[a,b] araliginin bir diizglin pargalanist a = xy < x; < - < xy_; <xy = b olmak

lizere X, noktalarindaki @,,(x) kuintik B-Spline fonksiyonlaridir.

( (*E - J-Tm—i’-)? [Im—?:.'-mm—ﬁ]
(x — Tm_3)® — 6(z — Tpo)® (T2 Tt
(Z — Tm3)® — 6(x — Tmo)® + 15(x — Tm_1)® [Zm-1, Tof
( — T3)® — 6(2 — Tp0)® + 15(2 — Ty)®
L) —20(z — xn)® I
@m(if) — 5 4 (1? . ;I?m_3)5 . 6(17 _ .Tm_g)S + 13(£ _ 41'7-m—1)5 [ ]
—20(z — am)® + 15(z — Tmy1)° ) [T 15 Tyt 2]
(T — Tmg)® — 6(z — 2,9)° + 15(z — 2, 1)°
—20(x — 2,)° + 15(x — Tpe1)® — 6(x — Tp0)®  [Zmro, Toea)]
[ 0 diger
(3.8)

olarak tanimlanir. Burada h = x;,,; — Xy, iki diiglim arasindaki uzakliktir. Kuintik
B-spline fonksiyonlar1 ile onun birinci, ikinci, liclincii ve dordiincli mertebeden
tirevleri Xp,_3 < x < X43 araligl disinda sifirdir. Sadece araliktaki elemanlar goz
oniine alindiginda (3.8)” deki kuintik B-spline fonksiyonlariyla her bir [Xp, Xm+1]
araligi®,, 2, @1, P, Pons1, Pmaz Ve @45 gibi alti spline tarafindan Ortiiliir.

[a,b] lizerinde taniml1 fonksiyonlarin bir bazi
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XN = L((p_z, (p—l, ---)(DN+1' ¢N+2) dll’

¢5 rngl

m m+1

Sekil 3.10. Kuintik B-spline sekil fonksiyonlari
Diigiim noktalarmin esit aralikli olmasi durumunda @,,5(x)  kuintik B-spline
fonksiyonunun ve onun dordiincii mertebeye kadarki tiirevlerinin [Xp,_3, Xma43]

araliginda diigiim noktalarindaki, degerleri Cizelge 3.3.” te gosterilmistir (Boz, 2006).

Cizelge 3.3. Kuintik B-Spline fonksiyonunun ve onun dordiincii mertebeye kadarki

tiirevlerinin [X,,_3, X4 3] araliginda diigiim noktalarindaki degerleri

X xm—3 xm—Z xm—l xm xm+1 xm+2 xm+3
Ops(x) 0 1 26 66 26 1 0
Pps(x) 0 5 50 0 —50 -5 0
h h h h

d’"m'5(x) 0 20 40 —120 40 20 0
h? h? h? h2 hz

(D”'mls(x) 0 60 —120 0 120 —60 0
F h3 h3 h3

d’""m'5(x) 0 120 —480 720 —480 120 0
F h#4 h4 h4 B4

26



BOLUM 4

FISHER’S DENKLEMIi

4.1. Tanim

Son zamanlarda Fisher’s denklemi i¢in analitik ve nlimerik yontemlerin gelismesinde
cok biiyiik ilerlemeler kaydedilmistir. Fisher’s denkleminin agik ¢dziimleri 6zel bir
dalga ¢oziimii i¢in Ablowitz ve Zeptella(1979) tarafindan bulunmustur. D-boyutlu
Fisher’s denklemi i¢in asimptotik ¢oziimler Puri ve digerleri(1989) tarafindan
bulunmustur. Singular Perturbation Method, Puri ve arkadaslar1 tarafindan Fisher’s
denklemine uygulanmistir. Fisher’s reaksiyon-difiizyon denklemi Carey ve Shen(1995)
tarafindan en kiiciik kareler sonlu elemanlar yontemi kullanilarak ¢oziildii. Fisher’s
denkleminin ¢6zliimii icin Wang’ in 1988 yilinda yaptig1 ¢alismada lineer olmayan bir
dontisim tanmitildi. Mavoungou ve arkadaslarmmin 1994 yilinda, Wazwaz ve
arkadaslarinin 2002 yilindaki calismalarinda denklemin ¢dziimlerine yaklagmak igin
Adomian’s decomposition yontemi uygulandi. Denklemin ilerleyen dalga ¢6ziimlerinin
simiilasyonu i¢in hareketli 1zgara metodu Oui ve Sloan(1998) tarafindan uygulanmigtir.
Fisher’s denkleminin ¢dziimlerinin bulunmast i¢in Sinc Kolokasyon yontemi
Al-Khaled(2000) tarafindan uygulanmistir. Ayrica denklemin ¢6ziimii pseudospectral
yontemiyle Olmos ve Shizgal(2009) tarafindan incelendi. Son zamanlarda denklemin
¢Oziimiine yaklasim olarak diferansiyel kuadratur yontemi Mittal ve Jiwari(2009)
tarafindan uygulanmistir. Parekh ve arkadaglari(1990) tarafindan zaman ve konum
ayristirmasindaki aralik dl¢iisiiniin ¢ok biiyiik olarak kullanimina izin veren bir niimerik
yontem Onerildi.

Kompakt sonlu fark(CFD) yonteminin farkli tiirdeki denklemlerin yaklasik
¢ozlimlerinin bulunmasinda gii¢lii bir matematiksel ara¢ oldugu bilinir. Euler ve
Navier-Stokes denklemlerinin ¢oziimii i¢in bir kompakt sonlu fark yontemi
uygulanmistir. Schrodinger denklemlerinin ¢oziimi i¢in compact split-step sonlu fark
yontemi Denghan ve Taleei(2010) tarafindan kullanildi. Reaksiyon-difiizyon denklem
sistemleri igin yliksek dereceli bir kompakt sonlu fark yontemi uygulandi. Helmholtz
denkleminin ¢oziimiine altinci dereceden kompakt sonlu fark(CFD6) yontemiyle

yaklasilmistir.(Sutmann, 2007)



Integro-diferansiyel denklemlerinin yaklagimi igin bir CFD6 yontemi sunulmustur.

(Zhao ve Corless, 2006)

Reaksiyon-difiizyon denklemleri fiziksel olaylari modellemede 6nemli bir role
sahiptir. Biyoloji, kimya, metaliirji ve yanma gibi alanlarda kullanilir. Céziimlerinin
bulunmasinin karmasikligi nedeniyle, reaksiyon-difiizyon denklemleri sayisal analiz
caligmalarinda merkezi bir arag¢ haline gelmistir.

Fisher’s denklemi ise reaksiyon-difiizyon denklemlerinin 6zel bir halidir. Bir

boyutlu uzayda, lineer olmayan reaksiyon-difiizyon denklemleri su sekilde yazilabilir:

Z_IZ: aZZTZ+<D(u) (4.1)

burada u = u(x, t) konum ve zamana bagli reel degerli bir fonksiyondur ve popiilasyon
yogunlugunu temsil etmektedir.

a 0%u/dx?diflizyon terimi, a negatif olmayan difiizyon sabiti ve @(u) fonksiyonu
reaksiyon sistemini tanimlamaktadir. (4.1) denkleminin en popiiler yazilimi su sekilde

verilir.

ou 2%u
Ezaﬁ+,8u(1—u), —o<x<o ,t>0 (4.2

Burada g reel parametredir. Lineer olmayan (4.2) denklemi ilk olarak Fisher(1936)
tarafindan sonsuz uzunluktaki bir yasam alaninda bir yasam geninin yayilimini
aciklamak icin kullanildi. Ayni denklem alevin yayilmasinda, Brownian hareketi
dallanma siirecinde ve niikleer reaktor teorisinde (Canosa, 1969) de olusur. Onun
anisina, genellikle Fisher’s denklemi olarak adlandirilir. Fisher, bir boyutlu lineer
olmayan parabolik kismi diferansiyel denklemi, faydali bir genin kinetik ilerleme orani
n1 tanimlamak i¢in tanitti. Fisher’s denklemi popiilasyonun degisimini, difiizyon ve
lineer olmayan lokal ¢ogalma gibi iki fiziksel siirece bagli olarak temsil eder. Baskin
gen popiilasyonunun gelisimi diflizyon ve lineer olmayan g¢ogalmadan kaynaklanir.
Ay fiziksel olay kiiglik farkliliklarla birlikte popiilasyona benzer olarak bir niikleer
reaktordeki notronlar {izerinde de gozlemlenir. Denklem, bir alevin yayillmasinin
prototip bir modelini ve bir niikleer reaktordeki ndtron popiilasyonunun modelini de
tanimlar.

Difiizyon mekanizmasi bir bolgedeki bireylerin hareketlerini modeller. Bu bireyler
bakteriler, molekiiller, hiicreler ya da fizikteki partikiiller gibi ¢ok kiiciik nesneler
olabilecegi gibi hayvanlar, bitkiler ya da salgin hastaliklar ve dedikodu gibi bir takim
olay tiirleri de olabilir. Diger yandan, @ (u) ile verilen reaksiyon terimi ise dogum, 6lim

gibi reaksiyon siirecini gosterir.
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Denklemdeki temel matematiksel degiskenler, t zaman ve x konum olmak {izere,
u(x,t) fonksiyonu bireylerin yogunlugunu belirleyen fonksiyondur. Popiilasyon
yogunlugu genellikle birim alandaki organizma ya da partikiillerin sayis1 olarak
tanimlanir. Bir habitattaki popiilasyon iki tiirlii degisebilir. Birincisi bolgedeki bireylerin
bolge icinde hareketleri ile olusan degisim, ikincisi ise fiziksel, kimyasal, ya da
biyolojik nedenlerle meydana gelebilecek dogum ve oOlim gibi faktdrlerden
kaynaklanan degisimdir.

Bir¢ok matematiksel problemde oldugu gibi burada da u(x,t) fonksiyonunun

stireklilik ve tiirevlenebilirlik gibi bazi 6zelliklere sahip bir fonksiyon oldugu kabul
edilecektir. Teknik olarak u(x, t) fonksiyonu su sekilde tanimlanir.
x, w ile gosterilecek olan habitatta bir nokta ve {0,};—; de x civarinda w ile ayni
boyutlu uzaysal bolgelerin bir dizisi olsun. Burada O, se¢imi yapilirken O, in uzaysal
Olglimii (uzunluk, alan, hacim ya da matematiksel olarak Lebesque 6l¢iimii) |0,,| olmak
lizere n = oo iken |0,|— 0 ve 0,, © 0,4, olmasma dikkat edilir. Bu durumda u(x, t)
fonksiyonu

t zamaninda O,, deki organizma sayist

u(x,t) = lim (4.3)
n—0co |On|
limiti ile tanimlanir. Yani, w’ nun herhangi bir O alt bolgesinde t zamanindaki toplam

populasyon

f u(x, t)dx (4.4)
0

seklindedir.

Reaksiyon-difiizyon denklemlerinin matematiksel gosterimini tamamlamak igin
baslangic ve smir kosullarinin belirlenmesi gerekir. Fizik ve biyolojideki bazi
modellerde denklem biitiin R™ {izerinde diisiiniiliir. Boyle bir durumda uzayin siniri
x = oo olacaktir ya da daha acik sekliyle, x noktasinin orijine uzakligi | x | olmak lizere,
siir kosulu |x| — oo iken ¢6ziimii sinirlayan davranig olacaktir.

Buna gore siir kosullari
limy|0 u(x,t) =0, t =20 (4.5)
veya

lim,_,_, u(x,t) =11lim,,ulx,t)=0,t=>0
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seklinde verilebilir. Baslangi¢ kosuluna gelince, 6rnegin popiilasyon artisint modelleyen
bir reaksiyon-difiizyon denkleminde, habitatin destekleyecegi popiilasyon miktar1 sinirl
olacagindan baslangi¢ kosulu

0<u(x0)<1 —ow<x<owm (4.6)
olacak sekilde secilmelidir. Burada 1 islem kolaylig1 ag¢isindan se¢ilmistir.
Sinirli ¢6ziim tanim kiimesi olarak [a,b] alindig1 zaman istteki fiziksel sinir kosullart

sirastyla asagidaki sinir kosullarina dontistir

u(a,t) =ulb,t) =0, t=0 4.7)
u(a,t) =1, u(b,t) =0, t=0 (4.8

Kolmogoroff ve arkadaslari tarafindan(1937) uygun baslangi¢ ve sinir kosullartyla (4.2)
denkleminin her ¢ > 2 dalga hiz1 i¢in ilerleyen dalga ¢6ziimii oldugu gosterildi.
Kolmogoroff ve arkadaslar1 (1937) , eger

u(x,0)=1 x<a), ulx,0)=0 (x > b)
sartlar1 saglanirsa (4.2) denkleminin ¢oziimiiniin ¢ = 2 ilerleyen dalga hizina
yaklagtigint gdstermislerdir. McKean(1975) eger baslangi¢ yiizeyi, smirlarda dogru
davraniglara sahipse ikiden biiyiik herhangi bir dalga hiz1 i¢in(c > 2) ¢6ziimiin kararl
oldugunu gosterdi.
¢ = 2 oldugu zaman (4.2) denkleminde

u=u(z) =u(x —ct)

Degerini yerine koyarak elde edilen ilerleyen dalga denklemi

u"” +cu' +u(l—u)=0olur

Yanic = % = 2.04 6zel dalga hiz1 i¢in tam(gercek) ¢oziim bulunur.
lim,,_,u(x,t) =1, lim,ulx,t) =0, t=0 (4.9

x — +oo iken butin turevleri sifirdir.

1
(4.2) denklemi t := Bt ve x := ('B/a)ix dontigimii araciligiyla

Z—?z%+u(1—u) (4.10)

daha basit bir forma doniigsmesi i¢in boyutsuzlastirmaya uygundur.

Sayisiz arastirmaci Fisher’s denkleminin matematiksel ozellikleri iizerinde calisti.
Ancak, ilk ¢alisma Fisher’e aittir. Kolmogoroff(1937)’ un bu konudaki ¢alismasi ¢ok

onemlidir ve ilerleyen dalga yiizleri ile ilgili 6ncli makalelerinden sonra, bu denklem
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KPP denklemi olarak ta adlandirilir. Fisher ve Kolmogoroff(1937) ayrica bu problemi
minimum hizl ilerleyen dalga ¢6ziimii olarak kabul eder. Onlar (4.2) formunun her bir
baslangi¢ kosulunu gosterdiler. (4.2) denklemi baslangi¢ dagilimi olarak biitiin zamanlar
icin tek bir siirli ¢dzlime sahiptir.
Fisher’s denkleminin 6zellikleri teorik olarak Fisher(1937) gibi birgok aragtirmaci bilim
adamu tarafindan calisildi.
Ilerleyen dalga ¢dziimleri,
u(x,t) =V(x —ct)

formunda belirli bir V fonksiyonu ve z = x — ct bagimsiz degiskeni ile ifade edilebilir.
Boyle bir ¢oziim (4.6)° dan dolay1 uy(x) olarak sinirlidir yani

V(z) €[0,1] Vz€eR
Verilen bir baslangi¢c durumu i¢in Fisher’s denkleminin kararli durum dalga hiz1 tektir.
(4.5) ve (4.6) lokal olmayan sartlar1 altinda her ¢ > 2 hiz degeri i¢in bir ilerleyen dalga
¢Oziimii bulundugu kanitlandi.(Kolmogoroff vd.,1937)
(4.2) denkleminin herhangi bir ¢ > 2 igin ilerleyen dalga ¢ozlimii vardir. ¢ < 2ise boyle
bir ¢6zlim yoktur.
Larson ve Hagan, Fisher’s denkleminin herhangi bir baslangi¢ ¢o6ziimii oldugunu
gosterdiler, Oyle ki eger

uy(x)~e Bx X — 0o,

ise, ¢ asagidaki gibi olmak tlizere

B+%, 0<p<1

2 ) p=1

c(B) =

boylece u, ¢(f) hiziyla bir dalga ylizii olarak gelisir. Fisher’s denkleminin ilerleyen
dalga ¢oziimii, denklemin dalga ¢Ozlimiinliin niimerik temsilinin dogru ve giivenilir
olmasindan dolay1 bir¢ok arastirmaci tarafindan sayisal olarak incelenmistir.

Literatiirde sayisiz hesaplamali yaklasimlar Fisher’s denklemine uygulanmstir.
Accurate Space Derivatives(ASD), sonlu elemanlar ve diger yontemler. Literatiirde
(4.5) ile (4.6) lokal olmayan sartlar ve lokal sartlar1 iceren Fisher denklemi i¢in sinir
kosullar1 yaygin bir sekilde kullanilir. Sinir kosullar1 kullanilarak ¢ = 4 ve ¢ = 6 teorik
dalga hizlanyla siliper dalga hizindan minimum dalga hizina c¢abuk bir sekilde
degisecegi Gazdag ve Canosa(1974) tarafindan gosterildi. Ayrica siiper hizli dalgadan
minimum hizl dalgaya ge¢is zamanmin X, sinir noktasina bagli oldugu da gosterildi.

Carey ve Shen(1995) tarafindan ayni sinir sartlar1 altinda farkli bir niimerik yontem
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kullanilarak benzer sonuglar elde edildi. Fisher’s denkleminin ¢oziimleri {izerinde Li
vd.(1998) tarafindan son zamanlarda yapilan bazi ¢alismalarda, sinir kosullar1 altinda
dogrudan tam ¢6ziim degerleri kullanilarak bu sorun 6nlendi. Ancak sorunun bu sekilde
¢oziilmesi genel niimerik ¢aligmalara uygulanamaz.

Fisher’s denkleminin ¢6ziimiiniin bagka bir zorlugu, dalga yliziinde kiiciik bir
pertiirbasyonla ilerleyen dalganin kararsizligidir.

Qui ve Sloan(1998) tarafindan dalganin 06n yiiziindeki pertiirbasyonlarin arka
kesimleriyle kiyaslandiginda ¢ok ©nemli oldugu yorumlari yapildi. Carey ve
Shen(1995) tarafindan yapilan niimerik ¢aligmalarda, dalga yiiziinde kiiclik bir negatif
degerin katlanarak biiylik bir negatif degere doniistiigli belirtildi. Bu yiizden nlimerik
yontemlerin kararliligt ve gilivenirligi, ilerleyen dalga ¢ozlimlerinin uzun doénem

davranigi i¢in hayati bir 6neme sahiptir.

Son donemlerde Li vd.(1998) tarafindan giiclii bir reaksiyon ile birlikte
Olceklendirilmis Fisher’s denkleminin niimerik ¢oziimleri ile ilgilenildi. Boyle gii¢lii bir
reaksiyon altinda denklem, geleneksel diisiik dereceli yontemle ¢oziilmesi zor bir sok
benzer dalgaya doniisiir. Boylece Li vd.(1998) tarafindan, dinamik uygun bir aralik i¢in
popliler olan hareketli 1zgara metodu kullanilarak problemin {istesinden gelindi. Ancak
bunlarin sonuglari tatmin edici degildir. Daha yakin bir zamanda Qui ve Sloan(1998)
tarafindan problem tekrar incelendi. Monitor(izleme) fonksiyonu degistirilerek giiclii
reaksiyon durumu i¢in hareketli 1zgara metodunun iyi bir sonu¢ verecegi onlar

tarafindan gosterildi.

En son, analitik sinyal isleme ve hesaplamali tomografide, bircok hesaplama
problemlerinin ¢oziimii i¢in potansiyel bir niimerik yaklasim olan, Hilbert doniisiimii
iceren, a¢ilimi Discrete Singular Convolution olan DSC algoritma 06nerildi. DSC
algoritmasinin kullanimi, kuantum 6z degerleri, dogrusal ve dogrusal olmayan
dinamikler, sikistirllamayan sivilar ve yapisal analiz problemlerinin ¢dzlimiinde
gosterildi. Algoritmanin matematiksel temelleri dagilimlar ve dalgacik(wavelets)

teorilerine dayanir.

Faz diizlemi analizi ile Canosa(1964), Fisher’s denklemini ¢6zlimledi ve ikinci
dereceden pertiirbasyon ¢oziimiinii elde etti. Gazdag ve Canosa(1974) Fisher’s denklemi

icin ASD yontemini uyguladilar ve siiper hizli dalgadan minimum hizli dalgaya gecis
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mekanizmasin1  gosterdiler. Fisher’s denklemini igeren bazi reaksiyon-difiizyon
problemlerinin Galerkin sonlu eleman ¢6zliimleri Mitchell ve Manoranjan(1984)
tarafindan verildi. Test fonksiyonlar1 olarak kiibik Spline fonksiyonlari ve yaklasim
fonksiyonlart olarak parcali lineer fonksiyonlari kullanarak, Tang ve Weber(1990),
Petrov-Galerkin yontemini farkli baslangi¢c kosullari i¢in uyguladi ve ilerleyen dalga
¢Ozlimlerini hesapladi. Carey ve Shen(1995), Fisher’s denkleminin en kiigiik kareler
karma formiiliinii gelistirip bu problem smifi igin bahsedilen yoOntemin
uygulanabilirligini arastirmislardir. Galerkin yontemi kullanilarak 1+2 boyutlu Fisher’s
denklemi Roessler ve Hiissner tarafindan ¢oziildii. Qiu ve Sloan(1998) Fisher’s
denklemini, hareketli 1zgara metodunu kullanarak ¢6zdii ve monitér fonksiyonunun
diferansiyel denklem ozelliklerine gore secildigi takdirde hareketli 1zgara metodunun
daha iyi sonugclar iirettigi gosterildi. (4.2)‘ nin ¢dziimii i¢in bir sinc colocation yontemi
Al-Khaled(2000) tarafindan sunuldu ve discrete singular yontemi(DSC) Zhao ve
Wei(2002) tarafindan onerildi. Crank-Nicolson(CN), Fourier pseudospectral(FPS) ve
ASD gibi diger ii¢ yontem verilerek sonuglar karsilastirildi ve (DSC) ydnteminin
sonuglarinin diger li¢ yontemden daha iyi sonuglar verdigi fikrine varilmistir.

Son zamanlarda, Fisher’s denklemi Chebyshev-Gauss-Lobatto kuadratur noktalara
dayanan kolokasyon yontemi kullanilarak Olmos ve Shizgal(2006) tarafindan
¢Oziilmiistiir. Onlar 6ncelikle tek bir tanim kiimesiyle niimerik yontemi kullanmislardir.
Bu yaklagim yuvarlama hatalarindan kaynaklanan bazi kararsizliklara neden olabilir.
Boylece daha kararli sonuglar elde etmek i¢in ¢ok tanim kiimeli yaklasim kullandilar.
Sahin vd.(2008) tarafindan Fisher’s denkleminin ¢dziimleri i¢in bir niimerik algoritma
onerildi. Diizgiin aralik {izerinde Galerkin yontemi ile kuadratik B-Spline fonksiyonlar
caligmalarinda kullanildi. Kuintik B-Spline sonlu elemanlar yontemi, birgok

diferansiyel denklemin ¢6ziimlerinde kullanildi.

B-Spline fonksiyonlar1 niimerik yontemlerde yaklasim fonksiyonlar1 olarak
kullanilan pargali polinomlar igin taban fonksiyonlardir. Bu bolimde kuintik B-Spline
fonksiyonlar1 kullanilarak Fisher’s denkleminin ¢oziimii kolokasyon yontemiyle elde
edilecektir. Kolokasyon yontemiyle elde edilen denklem sistemi Thomas algoritmasi
kullanilarak ¢6ziilip sonuglar grafikler halinde verilmistir. Taban fonksiyonu olarak
kullanilan kuintik B-Spline fonksiyonlarinin dérdiincii mertebeden tiirevleri de siirekli
oldugundan bu yontem yiiksek mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in bir

alternatif olarak disiiniilebilir. Bir sonraki kisimda ise denklemin c¢o6ziimiinde
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kullanilacak olan kolokasyon ve sonlu elemanlar niimerik yontemlerinden kisaca

bahsedilecektir.

4.2. Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elemanlar yontemi, temelinde c¢oziilmesi zor ve karmasik bir diferansiyel
denklemin, ¢6ziim araliginin istenildigi kadar kii¢iik parcalara ayristirilmasi suretiyle
daha kii¢iik ve ¢oziilmesi daha kolay olan problemler olusturmaya dayanan niimerik bir
yaklasimdir. Klasik sonlu farklar yontemiyle kiyaslanacak olursa sonlu elemanlar
yontemi daha yeni bir yontemdir. Sonlu elemanlar yonteminin sonlu farklar yontemine
oranla avantajlar1 genel siir kosullari, kompleks geometri ve ¢esitli materyal 6zellikleri
kolayca elde edilir. Sonlu elemanlar yontemi ilk olarak 1943 yilinda Courant tarafindan
tanitildi. 1950 lerden 1970’ lere kadar kismi diferansiyel denklemlerin niimerik
¢cOziimleri icin genel bir yontem olarak matematik¢iler ve miihendisler tarafindan
gelistirildi (Chen, 2005).

Sonlu eleman yoOntemleri; uzay bilimleri, niikleer enerji endiistrisi ve diger
mithendislik alanlarinda ortaya ¢ikan problemlerle birlikte akiskanlar mekanigi, gelgit
hareketleri, kimyasal tagima ve diflizyon problemlerine de basarilt bir sekilde
uygulanmaktadir. Bir sonlu eleman yonteminin bir probleme uygulanmasinda genellikle
asagidaki yol izlenir:

» (Cozim bolgesi sonlu sayida alt araliga veya bolgeye ayrilir.
» Genellestirilen bir aralik {izerinde denklem tiiretilir.
» (Coziim bolgesinde tiim araliklar birlestirilir.

» Elde edilen denklem sistemi ¢oziiliir

Sonlu elemanlar yonteminin integral formiilasyonlar1 temelde varyasyonel ve genelde
fonksiyonel olarak bilinen 6zel bir integral bagmtisinin maksimum veya minimumunu
olusturan noktasal parametreleri bulmay1 amaglar. Fonksiyonelin ekstremumunu iireten
¢Ozlim, sinir sartlarini saglar ve Euler denklemi olarak bilinen bir diferansiyel denklem
sistemine doniisiir. Dolayisiyla fonksiyonelin bilinmesi durumunda fonksiyonele
karsilik gelen Euler denklemini bulmak ta kolaylasir.

Ancak bu fonksiyonelin bulunmasi bazen olduk¢a zor olmakta bazen de miimkiin
olmamaktadir. Bu nedenle orijinal diferansiyel denklemden integral formiilasyonunun

yapildig1 degisik agirlikli kalan yontemleri gelistirilmistir.
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Agirlikll kalan yontemlerini ifade edebilmek i¢in, ‘(0 ¢6ziim bolgesini gostermek iizere
AU =f;Q=(ab) (4.11)

Operatér denklemi g6z Oniine alinsin. Burada A lineer veya lineer olmayan bir

diferansiyel operator ve f bagimsiz degiskenlerin bir fonksiyonudur. Agirlikli kalan

yontemlerinde Uy yaklasik ¢oziim, &; belirlenmesi gereken serbest parametreler olmak

lizere;

Uy =211 9,6 (4.12)

olarak secilir. Burada ¢; trial baz fonksiyonlaridir.

(4.12) yaklasik ¢oziimii (4.11) operatér denkleminde yerine yazilirsa

olarak tanimlanan Ry kalani elde edilir. Agirlikli kalan yontemlerinde Ry kalani,

secilen ¢; fonksiyonlart ve &; bilinmeyen parametrelerinin bir fonksiyonudur. Bu
yontemler yardimiyla 6; parametrelerinin belirlenmesinde, Ry kalani ile bir ¥; agirlik

fonksiyonunun carpiminin ‘Q bolgesindeki integralinin sifir olmast istenir:

Jo Rapjdx =0, j =1,2,...,N (4.14)

(4.13) ile verilen Ry kalani (4.14) denkleminde yerine yazilirsa;

i( J. (zpiAqudx) 5= | wirds

Jj=1

ve

Ajj = fﬂ YiAgidx | f; = fﬂ Yifdx

olarak alinirsa

bulunur. (4.15) denklem sistemi ¢dziilerek &; parametreleri bulunur ve u, yaklasik

¢dziimiine ulagilir (Ozliik, 2005).
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Simdi ise denklemimizin ¢ézliimiinde kullanilan B-spline taban fonksiyonlarindan ve

bir sonlu eleman yontemi olan kolokasyon yonteminden bahsedilecektir.
4.2.1. B-spline taban fonksiyonlar:

Matematikte en ¢ok bilinen fonksiyon siniflarindan olan spline fonksiyonlar, niimerik
analizde genis bir uygulama alanina sahiptir. Spline fonksiyonlar k.dereceden yeterince

diizgiin pargali polinomlardir. k. dereceden bir S(x) spline fonksiyonu

S(x) = {Z EmBE(O): reez}
m=1

seklinde gosterilebilir.

Burada Bk (x), k. dereceden B-spline fonksiyonu olarak adlandirilan 6zel taban spline
fonksiyonlaridir. B-spline fonksiyonlar kompakt destek saglama ve yiiksek ¢ozme
giicline sahip niimerik yoOntemler iiretebilme Ozelliklerine bagli olarak diferansiyel
problemlerde genis sekilde kullanilirlar. Ozellikle Boor’ un spline fonksiyonlar
hakkindaki sonuglarindan sonra, B-spline fonksiyonlar diferansiyel problemlerde genis
bir uygulama yelpazesinde popiiler hale geldi. Kuintik B-spline fonksiyonlar besinci

dereceden parcali polinomlardir. Matematiksel olarak soyle ifade edilebilirler

(- vt
(I - Im—?-)‘j - 6('}: - -Tm—"l)-) ) [:Bm—Q: Im—l]
(2= Zns)’ = 6(2 = Zna)’ +15(2 = 2ny)* [y, 2
(2= Zps)” = 6(z =2, ) +15(2 = Tpp1)°
~20(z -z’ [y 1]
) — 1 ) ) ) m m-
b2 =) (2 = Zns)” = 6(2 = Tpa)” + 15(2 = Ty )’

~20(z - ;@5 +15(z — 2p)° ) [Tt T
(2= ng)” —6(7 — 2,9)" + 15z — 2,1)°

=20(z — 1) + 15(x = Bp1)* = 6(x — Tnp2)”  [Tmpa, T
( diger
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Sekil 4.1. Diizgiin bir aralik tizerinde kuintik B-spline fonksiyonlari

Ardisik alt1 tane kuintik B-spline fonksiyonu Sekil 4.1.’de gosterilmistir. Bu sekilde
gosterildigi gibi her bir kuintik B-spline fonksiyonu alt1 bitisik eleman iizerinde sifirdan
farklidir ki alti kuintik B-spline her sonlu elemani kaplar. Kompakt destek
sagladigindan dolay1, diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oztimlerinde kuintik B-spline

fonksiyonlarini kullanmak seyrek matris sistemlerine yol acar.
4.2.2. Kolokasyon yontemi

Kolokasyon yontemi, agirlikli rezidii yonteminin bir uygulamasidir. Bu yontemde
W; agirlik fonksiyonlar yerine
Wi =60 —x;)
olacak sekilde Dirac Delta fonksiyonlar segilir.

Dirac Delta fonksiyonlari

ff a()6;(x — x;,t — t))dxdt = a|x;, t; (4.16)
t,x

olacak sekilde oOnemli bir Ozellige sahiptir. Burada x konumu ve t zamani

gostermektedir. (4.1) denklemi kolokasyon yontemi i¢in
f §;()R()dxdt =0 i=1,..,n (417)
t,x

formunda matematiksel olarak ifade edilebilir. N bagimsiz degisken ve N denklemden
olusan sistemden her bir (x;,y;) kolokasyon noktasindaki rezidii degeri yok edilerek

istenen sonuglar kolaylikla elde edilebilir. (Dénmez, 2008)
37



4.2.3. Kuintik B-spline kolokasyon yontemi

Bu tez ¢alismasinda kuintik B-spline kolokasyon yontemi aracilifiyla Fisher’s
denkleminin niimerik ¢dziimleri incelenecektir. Niimerik yontemi olusturmak igin
oncelikle bir araligin iiretilmesi gerekiyor. Bu amacla

a=XO<X1<"'<XN=b

aralik ol¢tisi h = X;0q — X, X = a+mh, (m=0,1,...,N ) olmak iizere
[a,b] diizgiin aralig1 alinsin.

[a,b] araliginda taniml1 kuintik B-Spline fonksiyonlardan olusan

X = {(PEZ, <P51. ] (PI%HZ}

kiimesinin bu araliktaki fonksiyonlar icin bir taban olusturdugu Prenter(1975) tarafindan

ifade edilmistir. Buna gore u ¢ozlimiine yapilacak olan niimerik yaklasimlar

N+2

UGt = ) ()05 ()

seklinde ifade edilebilir. Burada §,,(t) denklemin kuintik B-spline kolokasyon
formundan elde edilecek zamana bagli parametrelerdir. Bu niimerik yaklasimda kuintik
B-spline fonksiyonlarinin béliinme noktalarindaki degerlerinin kullanilmasiyla U

¢Ozlimii ve bu ¢6ziimiin konuma gore tiirevleri

Um = U(xm) = 617’1,—2 + 266m_1 + 666m + 266m+1 + 5m+2 y
5
(Um)x = Ux(xm) = E(_6m—2 — 108,14 + 10641 + 6m+2) )
20
(Um)xx = xx(xm) = nz (Sm—z + 28,1 — 68, + 2641 + 5m+2)a

(Um)xxx = Uxxx(xm) = % (_6m—2 +26m-1— 2041 + 6m+2)v

120
(Um)xxxx = Uxxxx(xm) = e (6m—2 — 461 + 686 — 4641 + 6m+2)a (4-18)

bagmntilar elde edilir.
a ve [ pozitif parametreler, U; ve U,, tirevi gostermek tizere [0,1] araliginda tanimli
Us=a. Uy, +.U.(1-U) (4.19)

Fisher’s denkleminin
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uio,t)=U1,t)=0 t=0 (4.20)
sinir sartlart ve

U(x,0) = sech?(10x) ,0< U(x,0) < 1—-o<x <o (421)

baslangi¢ sart1 altindaki sayisal ¢ozliimii arastirilacaktir.
Buna gore bu denklemin ¢6ziimii olarak kabul edilecek olan yaklasim fonksiyonu ise,
U(xXp) = Oy + 2661 + 666, + 260,41 + Omaa
olmak iizere, bu yaklasim fonksiyonunun ikinci dereceden tiirevi ise (4.18)° ten de
goruldiigi tizere
(Un)xx = Usx () = =3 Bz + 261 — 683 + 2811 + Spy) di.
U yaklasim fonksiyonun x parametresine gore birinci tiirevinin alinmayiginin sebebi,
¢cozlimil arastirilan Fisher’s denkleminin igerisinde fonksiyonun x parametresine gore
birinci tiirevinin bulunmayisidir.
Up = 8pyz + 26841 + 666, + 268,,_1 + Sm—s
ve (1 — U) degerini lineerlestirmek igin Z,, = 1 — U olarak tanimlanabilir.
Ustteki tanimlamalar ¢dziimii arastirilan Fisher’s denkleminde (4.19)° da yerine
koyuldugunda
Smaz + 26841 + 668 + 2661 + Sy == Sz + 201 — 68 +

201+ O6m_2) + BZy(Om_z + 2661 + 666, + 260,41 + Omy2) (4.22)
denklemine ulasilir. Burada

smrtosp 5 _On+0h

om="ar m 2
ve Crank-Nicolson formiilleri (4.22)’ de yerine konuldugunda

St hys 4 Sitiye 4+ St tys + S v + St b yi= G aVa + O Vs + 60V +
Om—1Ys + 6m_2Va (4.23)

denklemine ulasilir.

Burada
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66 60 1 10a pZ,

= 2T 3387,y = — 4 ——

Vs = ar T R Blm » a=gmt ozt
_26 20a . _66_20a .

y5 - At hz :8 m ) )/6 - At hz 18 m

bulunur.

ViOmih + Vabmth + va0m ™t + v2 0t + vabmis = By =Un  (4.24)

(4.23) sistemi bir matris denklemine doniistiiriilebilir. Buna goére sistemin katsay1
matrisi A olmak iizere A. D, seklindeki (N+5) X (N+1) boyutlu matrisin detayli acilimi
yazilacak olursa

Apo0-2 + Ap16-1 + Ap200 + Ap301 + apsd, = Uy

a100-1 + a1160 + a1261 + 136, + a1463 = Uy

aN,05N—2 + aN,15N—1 + aN,25N + aN,35N+1 + aN,45N+2 = Uy

(4.25) sistemine karsilik gelen matris denklemi
A.D, =B.D (4.26)
olarak yazilir. Burada D, vektorii, zamana bagl parametrelerden olugan

Dy = [87, 8™, oo ee oo e, O 1, SR ]

n. zamandaki yani bir dnceki zamandaki bilinen § larin olusturdugu vektordiir.

(4.25) sisteminde bilinmeyen sayist N + 5 ve toplam denklem sayisi N + 1 oldugundan
dolay1 kalan dort tane bilinmeyeni bulmak i¢in yok etme yoluna gidilmelidir.

Sistemin sinir kosullar1 (4.25) te kullanilarak 8_,,8_1, dy4+1, On42 sinir parametreleri
yok edilecektir. Fakat bu yok etme isleminde her iki smir i¢in de birer ilave sinir
kosuluna ihtiya¢ duyulur. Secilen problemin karakterine gore belirlenecek olan bu ilave
kosullarla birlikte yok etme islemi tamamlanabilir. Boylece (4.26) denklemi,

(N+1) x (N+1) boyutlu katsayilar matrisine indirgenmis olur ve bu denklemin ¢oziimleri
Gauss yok etme yontemiyle bulunabilir. Sistemdeki lineer olmayan terimin

lineerlestirilmesinden dolay1 ortaya ¢ikacak hatay1 en aza indirmek i¢in uygulanan
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1
(@)™t =dm 4o @™ —dm  (427)

su i¢ iterasyon, her bir zaman adiminda iki ya da ii¢ kez uygulanir. Elde edilecek D
parametrelerinin (4.26)’ de kullanilmasiyla herhangi bir n anindaki U ¢o6ziimleri
hesaplanmis olur. (4.25) sisteminde iterasyona baslamak icin D° baslangi¢ ¢dziimiiniin

bilinmesi gerekir. D° vektorii baslangic kosuluna bagl olarak asagidaki sekilde bulunur.
4.3. Baslangic Durumu

D? baslangi¢ ¢6ziimiiniin bilinmesi halinde (4.25) denklemi ardisik olarak ¢oziiliirse
herhangi bir n zamani igin D™ ¢dziimleri iteratif olarak bulunabilir. iterasyonun
baslangic adimini temsil eden D° ¢odziimleri, sistemin baslangic kosulundan elde

edilecek denklemlerin ¢oziilmesiyle bulunabilir. Bu durumda baslangi¢ kosulu icin

(4.24) esitlikleri dikkate alinirsa

Ui=U(x1,0) = U; = 8%, + 2680 + 6667 + 26589 + 63
U,=U(x5,0) = Uy = 60 + 2680 + 6653 + 2682 + 67

(4.28)
Uy =U(xy,0) = Uy = 83_, + 2685_1 + 6685 + 2689.1 + 6542

seklinde ifade edilebilir. Burada N+1 denklem ve N + 5 bilinmeyen oldugundan dolay1
52,,8%,,60 1,65, smir parametreleri sistemden elimine edilmelidir. Bunun icin (4.1)
esitliklerinde m=0 iken yani baslangi¢ noktasinda

U'(0)=0veU"(0)=0
kosullarindan hareketle

. 15 3
5_2 =750 - 551 _562

. 3. 3 1
6_1 == —160 +§61 +Z62

(4.29)
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ile 6_, ve 6_; smir parametreleri &8,, §;, 6, parametrelerine bagh olarak sistemden yok
edilmis oldu. Buna gore elimine etmek istedigimiz §°, ,8°; degerleri (4.28) te yerine
yazildiginda ulasilacak olan yeni katsay1 degerleri su sekilde olacaktir.
Benzer sekilde U fonksiyonunun birinci ve ikinci tiirevlerinde diger u¢ nokta olan N
noktasinda sifir olma sart1 kullanilirsa

Uy=U'(xy) =0 ve Uy=U"(xy)=0 (4.30)
oldugundan

0 1 3 3
Oni1 = ZSN—Z + E6N—1 - Z6N

5
51(\)/+2 = _%SN—Z —58n-1 + 1751v (4.31)

Sinir parametreleri baglangic kosullart kullanilarak amaca uygun bigcimde elimine
edilmis oldu. Boylece elde edilen sinir parametreleri (4.24) sisteminde yerine yazilip

sistem diizenlenirse

3 +15
Ay, = Agy — —Q —a
02 0z ~ 7 %1 F > oo
a03=a03+5a01—5a00
+1 3
Aos = a —ay, ——a
04 04 T 7 @01 ~ 5 Goo
3 10 +
a1 =——a a
11 7 40 11

3
A = §a10 + aq;

1
a3 = Za10 + as3

1
ay-11 = ZaN—lA +ay_1,1
3
ay-12 = EaN—lA + ay-12
3
ay-1,3 = — ZaN—1,4 +ay_13
1 3

ano = ZaN,3 +ayo — EaNA-

ay1 = —5ay4 +ay; + EaN,3

15 3
ano = TaNA +ay, — ZaN,B

(4.32)
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ve bunlarin sayisal degerleri yerine yazildiginda baslangic degeri i¢cin yok etme

isleminden sonraki katsayilar matrisine ulagilmis olur.

4.4 Siir Durumu

Baslangi¢ kosulundan D° ¢oziimlerine ulastiktan sonra iteratif olarak (4.23) denklem
sistemi yoluyla D™ (n.zamandaki &(delta) degerleri) bulunacak. Fakat Oncelikle
denklem sayis1 ile bilinmeyen sayisini esitlemek igin smir sartlart kullanilarak
6_2,0_1,0n+1,0n42 degerlerinin  yok edilmesi gerekmektedir. Bunun ig¢in U
fonksiyonunun kendisinde ve Dbirinci derece tiirevinde smir kosullarindan
faydalanilacaktir, yani

Uy=U0)=0ve Uy=U'(0)=0

sartlar1 kullanilarak

6_2=T60 2 61+Z§2
33 9 1
0.1 =—5g 0 —701~5%

Benzer sekilde
Uy=UN)=0veU'y=U(N)=0

esitliklerinden de

1 9 33

5N+1 = _§6N—2 - Z5N—1 _?6N
9 65 165

5N+2 = Z6N—2 + 75N—1 + T5N

eliminasyonu elde edilir.
Bu yok etme isleminden sonra bu degerler yine sistemde yerine konulup diizenlenecek

olursa katsayilar matrisindeki yeni degerler su sekilde olacaktir,

33 165
Aoz = Aoz — ?am + Taoo
9 65
Qo3 = Qo3 ~ 7 o1 + — Qoo
1 9
Qo4 = Gos — g o1 + 7 Qo0
33

ay1 = a1 — an
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9

a2 = Q13 — Zaw
1
a3 = 413 — §a10
1

ay-11 — 3 an-1,4

9

an-12 = An-12 — 4aN—1,4

33

ay-13 = aAN-1,3 — 3 an-1,4

1 9
Ano = Ay — §aN,3 + ZaNA

9 65

a1 = ang — 1 ayz + 7‘11v,4—

33 165
anz = Ay — EaNS + TaNA-

4.5, Kararhhik Analizi

Kararlhilik analizi Von Neumann yontemine dayamilarak yapilacaktir. Von Neumann
kararlilik analizi, lineer fark denklemlerinde hatanin yayilmasini anlamada oldukca

kullanigli  bir yontemdir. Bu yaklagimi kullanarak (t,41, X;me1) KONum-zaman

noktasindaki ¢oziim ile (t,, x,,) noktasindaki ¢oziim, i=v—1 , k mod sayis1, h eleman
biytkligi, kh ise X417 = Xm + h ,ty4q = t, + At konum-zaman ayrigtirmasiyla x
yoniinde diizgiin bir aralik tizerindekh boyutsuz dalga sayilar1 olmak iizere

uph = qefmkhyn (4.33)
esitligi ile iligkilendirilebilir. Bu baglamda kararlilik analizi, 0 (sonsuz dalga boyu) ve
m(ayrik aralik iizerindeki en kiiciik dalga boyu) arasinda degisen kh’ nin biitiin olas1
degerleri lizerinde |g| < 1° 1 saglama diizeyindedir.

S = qle'me (4.34)
ile verilen Fourier modu, niimerik yontemin lineer hale getirilmesi igin belirlenir.
Niimerik yontemin kararliligi icin (4.29) denklemi kullanilarak yontemin kararlilig
arastirilmalidir. Fourier modu (4.29) denkleminde kullanildiginda yapilan diizenlemeler
sonucunda g biiytime faktorii asagidaki sekilde elde edilir.

_ 2Ymaq €0S(2kh) + 2y s cos(kh) + Y
1= 2Ym1 cos(2kh) + 2y, cos(kh) + Y3

seklinde olur. Kararlilik sarti olan |g| < 1 esitsizliginden
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lal<1=]q]* <1
= (2¥ma €0S(2kh) + 2¥ms cOS(Kh) + Vime)?-(2Vm1 c0s(2kh) + 2y, cos(kh) +
Ym3)? < 0 ise

324B
<0
Ath?

bulunur. Burada

A = cos?(kh) + 13 cos(kh) + 16

B = 20acos?(kh) + BZ,h*cos?(kh) + 20a cos(kh) + 138Z,,h?cos(kh) — 40a
+ 1687, h?

Tim diger sartlar kesinlikle negatif olmadigi i¢in, kararlilik i¢in tek sart sifirdan kii¢lik
veya sifira esit olan B teriminden gelir. Bazi islemler sonrasinda bahsedilen gereklilik

su sart1 verir

@« _ 16 + 13 cos(kh) + cos?(kh)
Bznmh? — 20(2 — cos(kh) — cos?(kh))

Dolayisiyla niimerik yontem bu sarta bagl olarak siirekli kararli olur.

cos(kh), [-1,1] arasinda degistigi i¢in ve h — 0 iken yukaridaki esitsizligin hem sag
hem sol tarafindaki terimler sonsuza gitme egiliminde olduklar1 i¢in, h degeri i¢in
yukaridaki sart1 daha da sadelestirmek hi¢ de kolay degildir. Ancak bu sarta bakilarak
yontemin kararliliginin zaman adimina bagli olmadigi s6ylenebilir yani niimerik
yontem At zaman adimi agisindan kosulsuz kararlidir.

Boylece, sayisal hesaplamalarda At zaman adimi sabitlendikten sonra h degeri

denenerek segilebilir.
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BOLUM 5

TEST PROBLEMLERI

5.1. Test problemi 1

Bu boliim bir 6nceki boliimde bahsedilen niimerik yontemin performansinin testi i¢in
ayrilmustir. Test problemleri bu amagla kullanilir. Oncelikle farkli baslangig kosullar:
altinda Fisher’s denklemi iizerinde reaksiyon ve difiizyon olaylar1 analiz edilecek.

Sonug olarak bu ¢alismada kullanilan yontemle literatiirdeki diger yontemleri detayli bir
sekilde kiyaslamak i¢in, yontemimiz zayif reaksiyon ve gii¢lii reaksiyon problemleri
tizerinde dogrulanacaktir.

Y 6ntemin niimerik performansini analiz edebilmek i¢in iki hata dl¢iisii kullanilacaktir.
Yani yontemin dogrulugu asagidaki sekillerde tanimlanan L, maksimum mutlak hata

ve L, hata normu araciligiyla dl¢iiliir.

N
L2 — ”Utam _ Uyaklaslkllz — hZ(tham _ ijaklaslk)z
j=0
(5.1)
_ _ t yaklastk
Ly = ”Utam _ Uyaklaslk”oo — m]de |Ujam _ l]j |

olmak iizere burada U®™, denklemin tam( analitik) ¢dziimii ve UY4¥Ia5K t3 niimerik

(yaklasik) ¢coziimidiir. Buna gore bagil hata

N n+1_;n2
Ej=o|Uj Uj|
N +1

TN U+

Bagil Hata = (5.2)

Teorik ve nlimerik dalga hizlart arasindaki fark |c — €|, kararli durum hareketine
ulastig1 zaman yaklasim hatasi olarak kullanilabilir.

Simiile edilen ilerleyen dalga ¢6ziimiinlin hizin1 ¢ hesaplamak i¢in, asagidaki formiil
kullanilir.

n_ (x\;l/f - x\;l/}l

¢ At

(5.3)

Burada

L
Xty = fo U, t)dx/ max (UG, 1)} (54)



yayilan dalga icin referans konumudur. Boylece doniistiiriilmiis dalga hiz1 ¢, = ¢//afS
olur. Yukaridaki integrale yamuklar kuralin1 kullanarak ulagilir.
Yakinsama noktasal hizin1 hesaplamak i¢in, algoritma cesitli alan adimlar1 i¢in

calistirildi. Yontemin yakinsaklik mertebesi su formiille hesaplanir

Logao (| — | /11 = wun,,,I12)
logi0(hi/hi+1)

Burada u gergek ¢oziim, h; adim 6l¢iisii olmak iizere uy, niimerik ¢oziimdiir.

mertebe =

Oncelikle,

U(x,0) = sech?(10x) (5.5)
ilk test i¢in baslangi¢ kosulu olarak secilir. (4.8) sinir sartlar1 altindaki ¢oztimleri edilir.
Baslangic kosulu ve ondan elde edilen sonuclar hemen hemen sifir oldugu igin,
programda ¢oziim araligi olarak [-50,50] alinir. Boylece (4.5)’ teki sinir kosullari
asagidaki gibi siirli ¢6zliim alanina doniisiir.

u(=50,t) =u(50,t) =0,t >0

Sayisal hesaplamalarda (4.2) denkleminde sabitler ¢ = 0.1 ve f = 1 olarak segilir.
Konum ve zaman ayristirmasi i¢in, h=0.025 ve At = 0.05 olarak alinir. Algoritma

[-50,50] tanim kiimesi iizerinde t=40 anina kadar calistirilir.

=0

0.8 —
0.6 —
u —_
0.4 —
0.2 —

o ' I ' I ' I ' |

= | 05 [1] 05 1

Sekil 5.1. Baslangi¢ ¢oziimi
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Sekil 5.1. ve Sekil 5.2.” de sirasiyla baglangigtaki durum ve ¢ézlimiin erken donemdeki
sonuclar1 gdsterilmistir. Zaman siirecinin baslangicinda, U, difiizyon terimi negatif ve
biiyiik bir mutlak degere sahip ve U(1 — U) reaksiyon terimi ¢ok kiigiik oldugu i¢in
difiizyonun etkisi reaksiyonun etkisi iizerine baskindir. Sekil 5.2.” den de acikca
gorildiigi gibi bu baskinligin sonucu olarak zirve nokta baslangicta hizlica iner ve daha

sonra diizlesir.

1 £=0.0
i r=0.1
r=0.2
08 =03
B} t=04
t=05
06 —
u .
04 —
02 —
0 T
-2

Sekil 5.2. Birinci test problemi i¢in erken donemlerdeki ¢éziimler

Zirve nokta minimum degerini aldigi zaman, reaksiyon terimi diflizyon terimine
yavasca baskin olmaya baslar. Boylece zirve degeri artar ve Sekil 5.3.” te gosterildigi
gibi genisligi biiyiir. Zirve U=1 maksimum degerine ulastiktan sonra, yani yasam
alaniin destekleyebilecegi maksimum popiilasyon yogunluguna ulasilinca Sekil 5.4.° te

gorildiigii gibi grafigin en list noktasi gittik¢e diizlesir.
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=0
i =1
=2
0.8 — =3
il =4
=5
0.6 —
u .
0.4 —
0.2 —
o T T |
-6 6

Sekil 5.3. Birinci test problemi i¢in kisa zaman davranisi

19 =0
i =5
=10
0.8 t=15
i =20
=25
0.6 =30
u _ =35
t=40
0.4 —
0.2 —
o T ' |

Sekil 5.4. Birinci test problemi i¢in uzun zaman davranisi
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Zamana gore popiilasyon yogunluk profili, belirli noktalardaki reaksiyon-difiizyon
siirecini anlamada 6nemli bir ara¢ olarak kullanilabilir. Sekil 5.5. x =0, 1, 10,20
noktalarindaki popiilasyon yogunlugundaki degisimleri gosterir.

Sekil 5.5” ten kokeni olmayan bir popiilasyon i¢inde hi¢bir bozulma olmadigr agiktir.
x = 0 noktasinda, popiilasyondaki azalma t=0.65 anma kadar hemen hemen %67
maksimum bozulmayla birlikte devam eder, bdylece artmaya baglar ve en yiiksek
seviyesine ulasir. Sekil 5.5. ve Sekil 5.6.” da goriildiigl gibi popiilasyonun ve dalganin
zamana gore davraniglari verilmistir.

¢, dalga hizit ve ¢ donistlrilmiis dalga hizindaki degisikler Sekil 5.6." da

gosterilmistir. « = 0.1 ve f =1 degerlerinin se¢imine bagli olarak dalganin kararli
durum degeri ¢ = 2,/aff = 0.63246 olarak hesaplanir. Zamanin akis1 i¢inde, dalga hizi
kararli durum degerine ulagir oysa doniistiiriilmiis dalga hiz1 ¢ , ¢; . = 2 en kiigiik hiz

degerine ulasir.

x=10 x=20
T T | T

20 30 40

t

Sekil 5.5. Birinci test problemi i¢in popiilasyondaki degisimler
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5 —
4 —|
Gc,
3 —
cs
2y
. /”
e
\
0 T | T I T | T |
0 10 20 30 40
t

Sekil 5.6. Birinci test problemi i¢in dalga hizlarindaki degisimler

Cizelge 5.1.” den goriildiigii lizere kuintik kolokasyon yontemiyle elde edilen sonuglar
kabul edilebilir. Bu calismada kullanilan kuintik kolokasyon yonteminin sonuglari
Carey ve Shen, Tang ve Weber tarafindan bildirilen sonuglar ile uyum i¢indedir. Teorik
ve niimerik dalga hizlari arasindaki fark, bu problemde yontemin dogrulugunu 6lgmek
i¢in kullanilabilir. ¢; donistirilmis dalga hizi ¢g . =2 minimum hiz degerine
ulasirken ¢ dalga hiz1 kararli durum degerine yaklasir.

a = 0,1 ve f = 1 degerlerinin se¢imine bagli olarak teorik hiz i¢in kararli durum degeri
2\/a_ﬂ = 0,63246’ dir. Bahsedilen yaklasimi anlamak i¢in niimerik dalga hizlari

Sekil 5.6.’da gosterilmistir. Ayrica bir kiyaslama yapmak i¢in, dalga hizlar1 ve hatalari
t = 40 an1 i¢in Cizelge 5.1." de tablolastirilmistir. Hesaplanan niimerik dalga hizlan

literatiirde olan diger ¢alismalar ve teorik sonuglarla uyum i¢indedir.
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Cizelge 5.1. t = 40 aninda dalga hizlar ve hatalar arasindaki kiyaslama

Hizlar Hatalar
¢ és lc — él les — éjsl
Quintik Kolokasyon 0,6214 1.9650 0.0111 0.0350
Galerkin 0.6214 1.9651 0.0111 0.0349
Carey ve Shen 0,6210 1.9638 0.0115 0.0362
Tang ve Weber 0.6205 1.9622 0.0120 0.0378
Analitik Coziim 0,6325 2.0000
5.2. Test Problemi 2(Baslangic Adim Profili)
e10(x+1) x < —1
U(x,0) = 1 —-1<x<1 (5.6)
e—lO(x—l)’ x> 1

(5.6) baslangi¢ kosulu altinda, bir 6nceki problemle benzer olarak, birinci problemdeki

parametrelerle ayni secilen ¢oziim parametreleri ve siir kosullar1 altinda reaksiyon-

difiizyon siireci gozlemlenecektir.

Birinci probleme benzer olarak, algoritma [-50,50] tanim kiimesi iizerinde t = 40 anina

kadar ¢alistirilir ve parametreler

a=0.1, p =1 h=0.025 At=0.05

olarak segilir.

Basglangic durumu i¢in baslangi¢ kosulundan faydalanarak ¢éziime ulasildi. Simdi ise

denklem sisteminin diger zamanlardaki ¢6ziimiine ulagsmak i¢in smir kosullarini

kullanarak genel ¢6zlime varmaya calisilacaktir.
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Sekil 5.7. ikinci test problemi igin baslangi¢ ¢oziimii

Sekil 5.7.” de baslangi¢ ¢6ziimii grafigi verilmistir. Bu deneyde birinciden farkli olarak,
difiizyon ve reaksiyonun etkileri c¢ok kiigiiktiir. Koselerin yakiinda difiizyon
reaksiyondan daha etkilidir boylece grafik kenarlarda keskin koselere sahip olmaktan
diiz olana kadar degisir ve biraz agag1 inmesine sebep olur.

Sekil 5.8. ve Sekil 5.9. gosterir ki kisa zaman periyodunda, x = —1 ve x = +1
yakinindaki noktalarda difiizyon etkileri grafigi keskin noktalara sahip olmaktan diiz

olana kadar degistirir.

15 t=0.0
l =01
=02
0.8 — =03
l =04
=05
0.6 —
u -
0.4 —
0.2 —
o T | T | T I T |
-4 -2 0 2 4

Sekil 5.8. Ikinci test problemi igin erken donemlerdeki ¢oziimler

53



=0
- t=1
0.8 =2
) =3
. It=4
=5
0.6 —
u —
0.4 —
0.2 —
o L L B R R S B
-5 -4 =2 [1] 2 4 6

Sekil 5.9. Ikinci test problemi igin kisa zaman davranist

Uzun siire periyodunda, Sekil 5.10.” da gorildiigii gibi, grafigin en {ist noktasi

yakinlasir ve giderek diizlesir.

17 2 t=0
- =5
=10
08— =15
4 =20
e 1=25
) =30
u . =35
=40
0.4 —
0.2 —|
0 ' | ' | ' 1 ' |
-40 -20 [1] 20 40
X

Sekil 5.10. ikinci test problemi icin uzun zaman davranist

Sekil 5.11° de x =0,1,10,20 noktalarinda, popiilasyonun yogunluk-zaman grafigi
verilmistir. Her ne kadar baslangi¢ noktasinda popiilasyon yogunlugunda sadece

% 2’ lik bir azalma olsa da x =1 noktasinda t = 0.45 aninda maksimum %32
civarinda dikkate deger bir azalmanin oldugu grafikten kolayca sdylenebilir. Bu sonug

nedeniyle x = 1 noktasinda diflizyon etkileri ¢ok daha fazla goriilmektedir.
54



Birinci problemle ayni parametreler kullanildig: igin, donistiiriilmiis dalga hizi

icin minimum deger ve hizin kararli durum degerleri sirasiyla 0.63246 ve 2 dir.

1X=0
0.8 —|
x=1

0.6 —|
u .
0.4 —|

. x=10 x=20
0.2 |

I T I T [ T |

10 20 30 40

F 4
Sekil 5.11. ikinci test problemi icin popiilasyondaki degisimler

2 cs
- /,’
rd
16 — e
/
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!
i
e !
i
0.8 — I’
1 C
!
i
I
04—
0 ' T ' T ' T ' |
0 10 20 30 40
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Sekil 5.12. ikinci test problemi igin dalga hizlarindaki degisimler

Stire ile ¢ ve ¢; dalga hizlarindaki degisimler arasindaki iliski Sekil 5.12.° de
gosterilmistir. a ve f§ bir dnceki problemdeki degerleriyle ayn1 degerleri aldigr igin,
¢’ nin kararli durum degeri yine 0.63246’ dir. Sekil 5.12.” den goriildiigi gibi ¢ ve ¢

sirastyla kararli durum degeri ve minimum hiza yaklasir. Secilen baslangi¢ sartlari,

hiz1 2’ ye yaklasan ilerleyen bir dalga {iretir.
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Secilen baslangi¢ profili, hiz1 yaklagik olarak 2 olan ilerleyici bir dalga iiretir. Dalga

hizlar karsilastirmasit Cizelge 5.2.” de t = 40 ani i¢in tablolastirilmistir.

Cizelge 5.2. t = 40 ani1 i¢in dalga hizlar1 ve hatalar arasindaki kiyaslama

Hizlar Hatalar
¢ Cs lc = ¢ |cs — G5l
Quintik Kolokasyon 0,6213 1.9648 0.0112 0.0352
Galerkin 0.6214  1.9649 0.0111 0.0351
Carey ve Shen 0,6520 2.0620 0.0195 0.0620

Tang ve Weber

Analitik Coziim 0,6325 2.0000

5.3. Test Problemi 3 (Siiper Dalga)

Ucgiincii olarak, Canosa tarafindan verilen ikinci dereceden bir pertiirbasyon ¢oziimii

calistirilir. Olgekli degiskenler kullanilarak

T=pt ve C=\/§x,

Bu ¢6zlim su sekilde yazilabilir

Zs Zs
1 ecs 4ecs 1
U(Z,T): Zs Zs 1—ln—§ +O(C_4')
1+es c2(1+ecs)? (1+ecs)? s

ile

Z, = (—csr—ds=\/é(x—ct—d)=\/éz
a a

Burada ¢ =c. \/% dontistiirilmiis dalga hizi ve dg ise T =0 da donistirilmis

baslangi¢ konumudur. Burada c, gercek dalga hizin1 ve d ise orijinal dlgeklendirilmemis

cergeveyi gosterir. Baslangictaki veri olarak dlgeklendirilmis sekil dikkate alindiginda

Bz Bz

1 afe c 4e ¢
U(X,O) = 5z 5z 1—11’1—Bz
1+ec c?(1+ec)? (14+ec)?
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burada
Z =x—ct—ddir.

Bu problemde, Gazdag ile Canosa ve Carey ile Shen ‘in ¢alismalarina benzer olarak
baslangi¢c dagilimlar1 baslangi¢ noktasi civarinda simetrik segilir. Hesaplamalarda,
sayisal parametreler soyle alinir.
a=1, B=1 h=05 At=0.05 d=40, c=2,4ve6, x € [-500,500]
ve (4.8) sinir kosullar1 kullanilir.
avef uyumlu se¢ildigi icin, ¢ dalga hiz1 ve ¢, doniistiiriilmiis dalga hizi birbirine esit
olacaktir. Baslangic dagilimi Sekil 5.13.” te ¢ = 2 i¢in gosterilmistir. Baslangic profili
bazen negatif olur. Her ne kadar bu sekilde goriilmese de, zaman periyodu igerisinde
kararsiz ¢oziimlere sebep olur.

Bu zorlugun iistesinden gelmek icin, Carey ve Shen’in yaklasimina benzer olarak,
baslangi¢ profilinin negatif oldugu yerlerde U = 0 olmaya zorlanir boylece ¢ozlimler

kararl kalir.

=0
0.8 —
0.6 —
u —
0.4 —
0.2 —
o ' I ' I ' I ' |
80 40 1] 40 80

Sekil 5.13. Uciincii test problemi ¢ = 2 i¢in baslangi¢ ¢oziimii

Sekil 5.14., Sekil 5.15. ve Sekil 5.16.” da tasvir edilen dalga profilleri, ¢ = 2,

c = 4 ve ¢ = 6 hiz degerleri icindir. Sekil 5.14’ te de goriildiigi iizere, hiz degeri
¢ = 2 oldugu zaman dalga yayilmalarinda degisiklik yoktur. Diger yandan, ¢ hiz
degeri 4 ve 6 degerlerini aldig1 zaman, siiper hizli dalgalara karsilik, dalga yayilmalari

diklesir ve yavas yavas degiserek minimum dalga hizina doniisiir.
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Elde edilen sonuglar hemen hemen Carey ve Shen(1995) tarafindan elde edilen
sonuglarla aynidir. Gazdag ile Canosa(1974) tarafindan tanimlanan sonuglar ile kuintik
kolokasyondan elde edilen sonuglar arasinda bazi kiigiik farkliliklar olsa da elde edilen
sonuglar onlarin sonuglart ile iyi uyum igindedir. Buna karsilik, bu yontem ic¢indeki
gecis siiresi ve Carey ile Shen‘in calismasinda siiper hizli dalgadan minimum hizlh

dalgaya kadar Gazdag ile Canosa’ nin ¢alismasindan daha uzundur.

t=0,5,10, ..., 80

A

Sekil 5.14. Ugiincii test problemi ¢ = 2 i¢in ¢oziimler

t=0,5,10, ..., 80

-300 -200 -100 o 100 200 300
X

Sekil 5.15. Uciincii test problemi ¢ = 4 i¢in ¢dziimler
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t=0,5,10,...,80

06 —

0.4 —

0.2 —

-450 -300 -150 o 150 300 450
X

Sekil 5.16. Uciincii test problemi ¢ = 6 i¢in ¢dziimler
5.4. Test Problemi 4 (Giiclii Reaksiyon)

Sonug olarak, difiizyon terimi reaksiyon teriminden ¢ok daha kiigiik olan Fisher’s
denkleminin degistirilmis sekli goz oniine alinsin. Bu degistirilmis denklem asagidaki

sekilde verilir.

ou _ 9%U
— == +pU(l-U), —o<x<ow, t>0 (57)

DSC, CN, FPS ve ASD yontemlerinin detayli karsilagtirilmasi icin, Fisher’s
denkleminin bazi Cauchy problemleri, analitik ¢ozlimlerle veya analitik ¢oziimler
olmaksizin, kullanilir. Baslangi¢ dalga profillerinin hepsi siiper hizli dalga(SSW)
tipindedir.

Asagidaki siiper hizli dalga ¢6ziimii Li vd.(1998) in niimerik ¢aligmalarinda kullanilir.
Burada p >> 1 olan pozitif bir sabittir. Bu degistirilmis denklemin belirli bir ¢oziimii,

(4.8) sinir sartlar1 ve (4.6) baslangi¢ sartlarini saglayan

U(x,t) = [1 + exp (\/éx — 5ft)]_z (5.8)

form ilerleyen dalga ¢oziimiine sahiptir. Bu ¢oziim ¢ = SM sabit hiziyla hareket
eder.

Zhao ve Wei’ in sonuglariyla karsilagtirma yapmak ve yakinsama hizin1 gérmek
icin giiglii reaksiyondan 6nce p = 1 ile problem ¢oziildii.
Cizelge 5.3.’te ii¢ farkli hata normu araciligiyla hatalar detayli olarak gdosterilmistir.

Karsilastirmada kuintik kolokasyon yonteminin, CN ve ASD y6nteminden daha dogru
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verdigi goézlemlenmesine karsin FPS ve DSC yontemlerinin kuintik kolokasyon

yonteminden daha iyi sonuglar verdigi agik¢a goriilmektedir.

Cizelge 5.3. Fisher’s denkleminin p = 1 alinarak DSC, CN, FPS ve ASD yontemleri

kullanilarak kisa donemlerindeki niimerik sonuglarinin karsilastirilmasi

t=5.0 t=10.0
Yontem N | Ax | At L L, |c —¢| L L, |c —¢|
128 | 1.0 0.2 | 3.52e-3 7.60e-3 9.50e-3 1.11e-2 2.55e-2 1.50e-2
Kuintik
Kolo 128 1.0 0.1 | 8.80e-4 1.89-3 2.39e-3 2.81e-3 6.45e-3 3.85e-3
kasyon
64 | 2.00.01|9.78e-5 2.46e-4 2.14e-4 8.82e-4 1.87e-3 2.25e-3
128 | 1.0 | 0.01 | 5.65e-6 1.35e-5 3.11e-5 8.04e-5 1.76e-4 1.94e-4
128 1 1.0 1 0.2 | 1.34e-5 2.74e-6 4.25(-5) | 5.61e-5 1.17e-5 9.15e-5
DSC 128 1 1.0 0.1 |9.00e-7 1.84e-7 2.95(-6) | 3.86e-6 8.03e-7 6.41e-6
64 | 2.0 0.01 4.35-6 9.38e-7 1.34(-7) |3.12e-6 6.50e-7 1.19e-7
128 1 1.0  0.01 | 1.5%-9 2.50e-10 7.02(-9) | 1.39e-9 2.06e-10 8.43e-10
512 1 1.0/ 0.2 |5.18e-3 1.10e-3 1.18e-2 1.43e-2 2.99e-3 1.69e-2
CN 512 1'1.0 0.1 | 1.35e-3 291le-4 3.48e-3 4.25e-3 8.88e-4 5.53e-3
64 | 2.0 0.01 1.02e-2 1.87e-3 4.47e-2 5.47e-2 1.16e-2 1.04e-1
128 | 1.0 | 0.01 | 2.66e-3 4.84e-4 1.15e-3 1.46e-2 3.06e-3 2.77e-2
128 11.0 0.2 | 1.34e-5 2.74e-6 4.25e-5 5.61le-5 1.17e-5 9.15e-5
FPS 128 1 1.0 | 0.1 | 9.0le-7 1.84e-7 2.94e-6 3.86e-6 8.03e-7 6.41e-6
64 | 2.0 0.01|3.16e-6 6.75e-7 6.89e-8 3.21e-6 6.76e-7 1.10e-7
128 1 1.0 1 0.01 | 1.27e-9 1.38e-10 4.01e-9 4.40e-10 8.78e-11 7.58e-
10
128 11.0 0.2 | 3.84e-2 7.24e-3 9.38e-2 1.09e-1 2.19e-2 1.26e-1
ASD 128 1 1.0 | 0.1 | 1.96e-2 3.73e-3 4.93e-2 | 5.62e-2 1.14e-2 6.68e-2
64 | 2.00.01|1.99%-3 3.83e-4 5.16e-3 |5.67e-3 1.18e-37.06e-3
128 1 1.0 | 0.01 | 1.99e-3 3.83e-4 5.16e-3 | 5.72e-3 1.18e-3 7.06e-

Yakinsama hizlarinin mertebeleri Cizelge 5.4° te gosterilmistir.
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Cizelge 5.4. Yakinsama hizlariin mertebeleri

Uzaysal Mertebe(At = 0.01) Gegici Mertebe(h = 1.0)
h; t=5 t =10 Ar, t=5 t =10
2.00 0.200
1.00 4.18566 3.40724 0.100 2.00412 1.98237
0.50 -0.44913 1.32379 0.050 2.02090 1.92680
0.25 -0.04591 0.13910 0.025 2.08996 1.74021

Degistirilmis Fisher’s denkleminde p = 10* segerek kuvvetli reaksiyon problemi goz

Ontine alinsin. Bu yilizden analitik ¢6ziimiin dalga hiz1 ¢ = SW ~ 204.124 olur.
Giglii reaksiyon kuvveti ile ¢oziim sok benzer dalgaya doniisiir. Bundan dolay1, hizla
degisen ¢oziimii dogru bir sekilde temsil etmek i¢in diisiik dereceli bir yontemde ¢ok iyi
bir aralik kullanilmalidir. Biiylik hesaplamalardan dogacak yiikii 6nlemek i¢in diizgiin
olmayan aralik kullanilabilir. Li ve arkadaslar1 Qiu ve Sloan(1998) tarafindan bu giiclii
reaksiyon problemiyle ilerleyen aralik yontemleri kullanilarak ilgilenilmistir. Bu
problem Olmos ve Shizgal(2005) tarafindan c¢akisan c¢oklu tanim kiimesi yaklasimi
kullanilarak ¢o6ziildii.

Bu c¢aligmada giiclii reaksiyon problemi ig¢in diizglin bir aralik {zerinde
calisilmistir. Ayristirma parametreleri olarak N = 64 ve At = 5 * 107°. Secilmistir.
Coziim araligi olarak [—0.2, 0.8] alinur.

Sekil 5.17° de niimerik sonuglar ve analitik ¢6zlim bir arada verilmistir. (Stirekli ¢izgi

analitik ¢6ziimdiir)
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Sekil.5.17. Dordiincii test problemi igin ¢6ziim profilleri

Hata dagilimi ise Sekil 5.18° deki grafikte gosterilmistir.

0.005 —
1= 0.0035
0.004 —
§ 1= 0.0030
0.003 1= 0.0025
HATA |
o002 1= 0.0020
- 1=0.0015
0.001 — £=0.0010
o —
0.2 0 02 04 [1 1 0B

X

Sekil 5.18.Mutlak hata dagilimlari

Kuintik kolokasyon yonteminin dogrulugunu gérmek i¢in, elde edilen sonuglar
Cizelge 5.5 te tablolastirilmistir. Karsilastirmada yine bu ¢alismada kullanilan kuintik
kolokasyon yonteminin sonuglari, CN ve ASD yontemlerinin sonuglarina yakinken
DSC ve FPS yontemlerinin sonuclarinin bu ¢alismada bulunan sonuglardan daha dogru
oldugu goriilmiistiir.
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Cizelge 5.5. Fisher’s denkleminin p = 10*, N = 64, At = 5.0(—6) alinarak elde edilen
kisa donem sonuglarinin DSC CN, FPS ve ASD yontemlerinin
sonuglartyla karsilastirilmasi.

Qui ve Sloan tarafindan listelenen sonuglar (a) MMDAE, N = 50
(b) MMPDE, N =50, t =107

Yontem/ t
Hata
5.0(-4) 1.0(-3) 1.5(-3) 2.0(-3) 2.5(-3) 3.0(-3)

Kuintik | L, |2.05(-4) |9.81(-4) |2.30(-3) |[3.90(-3) |5.49(-3) |7.42(-3)

Kolokas | L, |4.25(-5) |2.25(-4) |5.35(-4) |9.08(-4) |1.31(-3) | 1.74(-3)

yon lc-¢| | 6.14(-2) |1.80(-1) |2.44(-1) |2.76(-1) | 2.93(-1) | 3.02(-1)
L, |6.28(-6) |3.03(-6) |1.98(-6) |3.23(-6) | 4.46(-6) | 5.44(-6)

DSC L, |124(-6) |6.53(-7) [5.92(-7) |8.35(-7) |1.16(-6) |1.43(-6)

lc-¢| | 2.53(-3) | 1.06(-4) |6.23(-5) |6.58(-5) |7.37(-5) |1.00(-4)
L, |103(-2) |5.55(-2) |1.25(-1) |2.04(-1) |2.80(-1) | 3.60(-1)

CN L, |192(-3) |[1.17(-2) |2.65(-2) |4.36(-2) |6.18(-2) |8.04(-2)
|c-€| | 4.49(+0) | 1.04(+1) | 1.31(+1) | 1.46(+1) | 1.54(+1) | 1.60(+1)
L, |3.13(-6) |3.47(-6) |3.90(-6) |5.00(-6) | 7.82(-5) |4.23(-3)

FPS L, |7.71(-7) |[6.79(-7) |7.02(-7) |9.04(-7) |2.11(-5) |1.19(-3)
lc-¢| | 1.58(-3) | 7.72(-5) |9.73(-5) |1.87(-3) |9.68(-2) |5.54(-0)
L, |107(-2) |2.88(-2) |4.93(-2) | 7.10(-2) |9.37(-2) | 1.24(-1)

ASD L, |209(-3) |[6.07(-3) |[1.06(-2) |1.53(-2) |2.02(-2) |2.68(-2)
|c-€| | 2.61(+0) | 3.45(+0) | 3.70(+0) | 3.80(+0) | 4.05(+0) | 1.59(+1)

@ Lo 9.25(-3)

(b) Lo 4.29(-2)

() Lo 9.34(-3)
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5.4.1. Zayif reaksiyon problemi

Ik olarak (5.8) ¢dziimiinde p = 1 almsimn, bdylece (5.7) ile (4.10) ayn1 olur. Analitik

¢ozlimiin dalga hiz1 ¢ =5 /1/6 ~ 2.04124 > 2. Fisher’s denklemi dort yontem

araciligiyla niimerik olarak ¢oziiliir. Ciinkii sol sinir iizerindeki sinir sartlari, niimerik
¢Ooziimlerin dogrulugu i¢in nispeten Onemsizdir. Bu c¢alismada DSC ve CN
yontemlerinde U(x,) = 1 alinarak soldaki smir sartlari, Drichlet sinir sartlar1 olarak
diizeltilir. Dort nlimerik yaklagim araciligiyla elde edilen niimerik ¢oziimler

Cizelge 5.3.” te gosterilmistir. Cizelge 5.3.” ten gorildiigi tizere DSC algoritmasi FPS
yontemiyle kiyaslandiginda DSC algoritmasi her zaman dogru sonuglar vermistir ve her
iki yontem de yiliksek dogrulukla basarili sonuglar vermistir. Ancak her ne kadar ASD
yontemi i¢in yiiksek dogruluklu ayristirma kullanilsa da FPS yonteminin sonuglarindan
daha az dogru yaklasik sonuglar vermistir. At biiyiik oldugu zaman ASD yOnteminin
sonuclart CN yonteminin sonug¢larindan daha da kétii olmustur. Niimerik olarak her bir
yontemin zaman ayristirmalarina gore dogruluklarinin siralamasi i¢in Cizelge 5.3.° teki

kullanilan ¢ozlimler 6zel olarak hazirlanmistir.

Cizelge 5.6. Niimerik olarak test edilen dort yontemin dogruluk siralamasi

|DSC CN FP5 ASD DSC CN FPS ASD
At 3.80  1.92 3.80 0.96 3.86 1.75 3.86 (.94

Arx 11.87 1.95 1226 3.77(—5)|11.62 1.92 1291 1.22(—4)

L, hatalar1 acisindan, her bir yOntemin azalan hata oranlar1 Cizelge 5.3.” ten
hesaplanabilir ve bunlar Cizelge 5.3.” de mevcuttur. Niimerik olarak tahmin edilen
dogruluk siralamalar1 teorik analiz sonuglari ile miikemmel bir uyum igindedir. Ax ikiye
boliindiigli zaman, DSC sonuglari orijinal sonuglardan 3000 defa daha dogru sonuglar
verir ve FPS’ nin artan dogruluk oranlar1 4000° den daha biiytiktiir. Niimerik sonuglar
bu iki yontemin kalict dogruluk siralamalarinin oldukga yiiksek oldugunu gosterdi. DSC
ve FPS yontemlerinin her ikisinin de zaman ayrigtirma siralamalari yaklasik

O(At*)’ dir ¢iinkii aym1 RK4 yontemi her iki yontemde de kullanilir. CN yonteminin
nlimerik olarak test edilen kesme hatalari, klasik teorik analizle uyum i¢indedir yani
0(Ax?) ve O(At?). Su ilging notu belirtmek gerekirse Ax ikiye pargalandigi zaman
ASD sonuglarinin dogrulugunun degismedigi goriilmiistir. Yani ASD yonteminin

yaklasim hatalar1 zaman ayrigtirma araciligiyla tam olarak tanitilir. At ikiye boliindiigii
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zaman ASD ydnteminin sonuglarinin dogrulugu yaklasik olarak iki kat artar. Bu yiizden

ASD yonteminin gegici hatas1 O (At) dir. Bu da daha dnce yapilan analizi dogrular.
(@) (b)
0.87

0.6¢

0.4t

0.8¢

0.6¢

0.4¢

0.2r

87 0 o ba e 05

Sekil 5.19. Olgeklendirilmis Fisher’s denkleminin t = 5.0(—4), 1.0(=3), ...,2.5(=3)
zamanlarinda p = 10* iken niimerik ¢6ziimleri. (a) DSC ¢oziimleri
(b) CN ¢oziimleri (c) FPS ¢oziimleri (d) ASD ¢oziimleri

(Biitiin ¢ozlimlerde siirekli ¢izgiler analitik ¢oziimleri temsil eder)
5.4.2.Giiglii reaksiyon problemi

Giiglii reaksiyon problemi p = 10* iken (5.7) 6lgeklendirilmis Fisher’s denklemi ile

ilgilenir. Analitik ¢6ziimiin dalga hizic = 5 ’104/ 6 =~ 204.124 “dir.

Buna karsilik gelen minimum dalga hiz1 ¢ = 200’ diir.
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5.4.2.1.Sok benzer dalga(Shock-like wave)

Gilglii reaksiyon kuvvetiyle birlikte, ¢oziim sok benzeri dalgaya(shock-like wave)
dontisiir. Boylece hizli bir sekilde degisen ¢oziimii diisiikk dereceli bir yontemle uygun
bir sekilde temsil etmek i¢in ¢ok iyi bir ¢6ziim yontemi kullanilmalidir. Li vd.(1998) ile
Qui ve Sloan(1998) bu giiclii reaksiyon problemiyle hareketli 1zgara ydntemini
kullanarak ilgilendiler. Bunun sonucunda tatmin edici sonuglar elde edildi. Bu
calismada giiglii reaksiyon probleminin ¢oziimii i¢in diizglin aralik iizerinde ¢aligilir.
Diskret Fourier analizine kiyasla yiiksek dereceli yontemler ayn1 Ax parcalamasiyla
daha yiiksek dalga sayisin1 6lgmede daha iyidir. Bu yiizden N boliinme nokta sayisinin
kiiclik olmasiyla yiiksek dereceli yontemleri kullanarak dogru bir sonug elde edilebilir.
Bu arglimani 6rneklendirmek icin, Fisher’s denkleminin ¢oziimii p = 10% ile DSC, CN,
FPS ve ASD yontemleri ile yaklasilir. Sifir sinir kosullar1 hem DSC hem de CN
yontemlerinde kullanilir. Ayristirma parametreleri
N = 64, Ax = 0.02, At = 5.0(—6).

Hesaplamalarin yapildigi tanim araligi [X,, Xy] = [—0.2,1.06]. Elde edilen niimerik
sonuglar Sekil 5.17.¢ de ve Cizelge 5.8.” de gosterilmistir. Literatiirde baz1 arastirmacilar
tarafindan dikkat ¢ekildigi iizere spektral yontemler, dalga yliziinde istenmedik
dalgalanmalara sebep olurlar ve Fisher’s denklemi dalga yiiziinde kiiciik bir
pertiirbasyon icin kararsizdir, spektral yontemlerin sonuglar1 hizli bir sekilde kararsiz
olur. Su andaki calismalarda DSC ve CN yontemlerinin sonuglar1 bu dalgalanmalardan
etkilenmezlerken FPS ve ASD yontemlerinin calismalarinin her ikisinde de ciddi
dalgalanmalar iiretildigi bulunur. Gazdag ve Canosa, kararliliktan emin olmak i¢in her
bir zaman adimindaki dalgalanmalar1 baskilamak i¢in ek bir yontem kullanmay1
onerdiler yani eger

U(X,, ty) < €ise boylece U(X,, t,) = 0.

Burada ¢ kiigiik bir pozitif sayidir ve deneyerek bulunur.
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Sekil 5.20. t = 1At zamaninda FPS ve ASD yontemleri araciligiyla yaklasilan dalga

¢oziimlerinin On pargalari (a) FPS ¢oztimleri (b) ASD ¢6ziimii

Bu calismada, giiclii reaksiyon problemi i¢in diizgiin bir aralik dikkate alinir. Ayristirma
parametreleri N = 150 ve At = 5 x 1076 olarak segilir.
Cozlimiin tanim kiimesi [-0.2,0.8] alinir. Sayisal sonuglar ve analitik ¢oziim
Sekil 5.15° te
t = 0.5x107%,1x1073, 1.5x1073,.., 3.5x1073
zamanlarinda birlikte 6rneklendirilir(stirekli ¢izgi analitik ¢oziimdiir). Hata dagilimlar
Sekil 5.15.” te farkli zamanlarda grafikle gosterilmistir.
(4.21) dalga ¢oziimii (4.5) ve (4.6) lokal olmayan sartlar1 saglayan 6l¢eklendirilmis

Fisher’s denklemi

_dv . uya—u
rrmbrre il G

seklindedir. (4.21) ¢6zlimiiniin niimerik ¢aligmalar1 i¢in niimerik sonuglarin dogrulugu

L, Vve L, normlar araciligiyla ol¢iiliir. Burada
~ 1 -~ 1
Lo = max;=;, n|U, = Uil ve L, = [ﬁ .0, - U /2
burada U; ve U, swrasiyla analitik ve niimerik ¢oziimlerdir. (4.21) Siiper hizh
dalga(SSW) ¢oziimiinden baska SSW’ nin diger tipleri de ¢alistilir. Teorik ve niimerik
dalga hizlar arasindaki fark |c — ¢, biitiin durumlar igin hesaplanir. Dalga hizlar

arasindaki fark |c — ¢|, ¢Oziim kararli durum hareketine ulagtigi zaman bir yaklagim

hatas1 olarak ifade edilebilir.
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Dalga yiiziinde kiiciik pertiirbasyon i¢in Fisher denkleminin ¢6ziimiiniin kararsiz oldugu
literatiirden bilinir. Su andaki yontem grafigin sag sinirinda istenmedik salinimlar tiretir.
Bu yiizden bu ¢alismada kullanilan yontemin sonuclar1 kisa zamanda kararsiz olur. Bu
salinim Sekil 5.20.’de t = t; = 1xAt aninda g¢izilir.
Gazdag ile Canosa, ¢ozlimleri kararli hale getirmek icin ek bir yontem kullanmay1
onerdiler. Onlarin 6nerilerine gore, bahsedilen salinim problemi, eger
Ulxp, ty) <€, U(xy ty) =0

sartlar1 saglantyorsa, kiigiik pozitif bir € sayisindan daha kii¢iik degerlerin oldugu biitiin
aralik noktalarinda her zaman adiminda dagilimi sifira esitleyerek basarili bir sekilde
¢oziilebilir. Buradaki € esik degeri deneysel(deneyerek) belirlenir. Hesaplamalarda,
€ = 7x1077 ve 9x1078 i¢in sirasiyla N=64 ve 150 se¢mek kararsizlign dnlemek igin
yeterlidir. Mevcut yontemin dogrulugunu gormek i¢in, elde edilen sonuglar
Cizelge 5.6.’da gosterilmistir.

Karsilagtirma yapildiginda, CN, ASD [13] ve [11] in sonuglar1 kuintik kolokasyon
yonteminin sonuglarma yakinken DSC ve FPS[13]’lin sonuglart mevcut kuintik

kolokasyon yonteminden daha dogrudur.
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Cizelge 5.7. Dordiincii test problemi icin farkli zamanlardaki hatalar

Yontem N Hata t=0.0005 t=0.0015 t=0.0025 t=0.0035
Kuintik 64 L, 22220E-4 23165E-3 55074 E-3 9.0689 E-3
Kolokasyon
L, 49133E-5 547E-4 1.32 E-3 743 E-3
Kuintik 150 L, 2.3412E-4 1.3651 E-3 5.4841E-3 4.2603 E-3
Kolokasyon L, 49133E-5 54712E-4 13229E-3 7.4381E-3
Galerkin 64 L, 255E-3 1.62 E-1 8.65 E-2 6.98 E-2
L, G6.47E-4 3.80 E-1 2.03 E-2 1.59 E-2
Galerkin 150 L, 257E-4 5.65 E-2 6.63 E-2 3.93E-2
L, 6.89E-5 1.30 E-2 155E-2 8.82 E-3
CN [13] 64 L, 1.03E-2 1.25E-1 2.80 E-1 448 E-1
L, 192E-3 2.65E-2 6.18 E-2 9.91E-2
L, 1.07E-2 493 E-2 9.37 E-2 9.44 E-1
ASD [13] 64 L, 2.09E-3 1.06 E-2 2.02E-2 2.35 E-1
L, T1.71E-7 3.90 E-6 7.82 E-5 342 E-1
FPS [13] 64 L, 158E-3 7.02 E-7 2.11E-5 8.95E-2
L, 6.28E-6 1.98 E-6 4.46 E-6 6.22 E-6
DSC [13] 64 L, 124E-6 592 E-7 1.16 E-6 1.64 E-6
MMPDE[11] 50 L. 4.29 E-2
MMDAE[11] 50 L, 9.25 E-3
Even grid[11] 300 9.43 E-2
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BOLUM 6

TARTISMA VE SONUCLAR

Fisher’s denkleminin niimerik ¢6ziimlerinin elde edilmesi igin Kuintik B-spline
kolokasyon teknigine dayal1 sonlu elemanlar yéntemi tanitildi. Onerilen yontem N X N
boyutlu 5 bant matris sistemine yol agar. Band matrislerinin olugmasi hesaplama
maliyeti agisindan bir avantaj olarak goriilebilir. Ayrica kolokasyon ydnteminin
uygulama stireci de ek bir avantaj olarak diisiiniilebilir.

Sekillerden ve sonuglardan da anlasilacagi iizere kullanilan niimerik yontem, dalga
yiizlerinin yayiliminin modellenmesinde basarili olmustur. Niimerik sonuclar ya analitik
¢oziimler ya da kararli durum dalga hiz1 tarafindan dogrulanir. Fisher’s denkleminin
niimerik similasyonu i¢in bilinen zorluklardan biri kuvvetli reaksiyon durumunda
gerceklesir. Kuintik kolokasyon yontemi bu durumda kabul edilebilir sonuglar dogurur
fakat zaman integrasyonu i¢in kullanilan dordiincii dereceden Runge-Kutta yonteminin
calistirildigi DSC ve FPS yontemlerinin gerisinde kalir. Mevcut yontemin sonuglarini
gelistirmek i¢in Crank-Nicolson formiillerini ve diizglin bir 1zgara kullanmak yerine,
hareketli orgii stratejisi ve yiiksek dereceli zaman integrasyonu gelecekteki bir ¢alisma
olarak g6z Oniine alinabilir.

Ozet olarak, Fisher’s denkleminin ¢dziimiinde kullamlan kuintik B-spline
fonksiyonlarinin ve bu c¢alismada nlimerik yontem olarak secilen kuintik kolokasyon
yonteminin basarili sonuglar verdigi sOylenebilir
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