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Analizdeki temel sorulardan biri siirekli fonksiyon dizisinin noktasal
yakinsadig1 fonksiyonun siirekli olmasini gerektiren kosullarin bulunmasidir. 1883
yilinda Arzela, kapali ve sinirli araliklar {izerinde tanimli reel degerli siirekli
fonksiyon dizisinin limit fonksiyonunun siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosulu
quasi-uniform yakinsaklik kavrami sayesinde verdi. Bu makale yeni bir alan
bagslatarak birgok ¢aligmanin dogmasina sebep olmustur. Caserta, A. ve arkadaslari
(2011) Arzela ve Alexandroff kosullarmi istatistiksel yakinsaklik kavramini
kullanaraktan farkl bir ispat sundular.

Bu c¢alismada, Caserta, A. ve arkadaglarinin sundugu birgok temel
yakinsaklik  kavramlarim istatistiksel —yakinsaklik kavramina uyarlamasi
incelenecektir.

Anahtar Kelimeler: Quasi-uniform yakinsaklig, Yogunluk, Yogunluk Olgiisii,
Istatistiksel yakinsaklik, Istatistiksel Arzela ve Alexandroff
yakinsaklig1
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One of the main questions in analysis is what precisely must be added to
pointwise convergence of a sequence of continuous functions to preserve
continuity of the limit function? In 1883 Arzela gave a necessary and sufficient
condition via quasi-uniform convergence for the pointwise limit of a sequence of
real-valued continuous functions on a compact interval to be continuous. Arzela’s
work initiated a study that led to several outstanding papers. Caserta, A. and et al.
offer a direct proof of the equivalence of Arzela and Alexandroff conditions using
statistical convergence.

In this study, we examine the statistical versions of several classical kinds
of convergence of sequences of functions introduced by Caserta (Caserta, 2011)
from a topological space to a metric space.

Key words: Quasi-uniform convergence, Density, Density Measure, Statistical
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GENISLETILMIS OZET

Cauchy’nin 1821 yilinda yaymnladigi kitabinda, siirekli fonksiyonlar
dizisinin noktasal limitinin de siirekli bir fonksiyon olacagi teoremi mevcuttur.
Abel’in verdigi drnekle Cauchy’nin ispatinin yanlhis oldugu goriildii. Cauchy’nin
yapmis oldugu yanlis ispat, diizgiin yakinsaklik kavraminin dogmasina sebep
olmustur. Diizgiin yakinsaklik kavramini ilk kullananin Gudermann (1838 yilindaki
eliptik fonksiyonlar {izerine ¢alismasiyla) oldugu diisiiniilmektedir. 1841 yilinda
Gudermann’in &grencisi Weierstrass tarafindan diizgin yakinsaklik kavrami
tanimlandi. Ayni zamanlarda bagimsiz bir sekilde Seidel ve Stokes tarafindan,
benzer kavramlar yayinladiklar1 makalelerinde yer almistir.

Diizgiin yakinsakligin, noktasal yakinsakliga gore getirisi fonksiyon
dizilerin stireklilik, Riemann integrallenebilirlik ve ek hipotezlerle birlikte
tirevlenebilme 0Ozelliklerini limit fonksiyona aktarabilmesidir. Daha sonraki
stireclerde stireklilik 6zelligini aktarabilmek igin minimum kosullar1 igeren
yakinsaklik kavramlar1 sirasiyla Dini, Arzela, Borel, Alexandroff tarafindan
tammmlanmigtir. Boliim 2’de tiim bu siire¢ tarihsel gelisimiyle birlikte
incelenecektir.

1951 yilinda H. Fast ve H. Steinhaus tarafindan reel terimli bir dizi igin
istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlandi. Bu g¢alismada standart yakinsaklik
yerine, istatistiksel yakinsaklik kavramini kullanarak Arzela ve Alexandroff
yakinsakligin istatistiksel analogunu tamimlayarak, siirekli fonksiyon dizilerin
limitinin de siirekli olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul Bolim 3 ve 4’te
incelenecektir. Oncelikli olarak istatistiksel yakinsaklik kavraminin temel unsuru
olan dogal sayilar kiimesi iizerindeki yogunluk kavrami ele aliacaktir.

Istatistiksel yakinsaklik kavraminin da gelisim siireci incelenerekten
yukarida belirttigimiz stirekli fonksiyon dizilerin limitinin de siirekli olabilmesi i¢in

istatistiksel Arzela ve Alexandroff kosullarini tanimlama amacina ulasip,



X bir topolojik uzay ve (Y, p) metrik uzay olmak tizere f,, : X — Y olacak sekilde
(fi)nen strekli fonksiyon dizisi ve f : X — Y fonksiyonu verilsin.

Vx € X igin st — limf, (x) = f(x) istatistiksel yakinsakligi mevcut ise asagidaki
ifadeler bir birine denktir.

i.  f stireklidir
St—Arz
ii. Keyfi K € X kompakt alt kiimesi iizerinde (f)peny — f
st—Al

ii. (fn)neN = f

temel teoremimizi ispat edecegiz.
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1. GIRIS Sadik EYIDOGAN

1. GIRIS

Analizin temel problemlerinden biri siirekli fonksiyon dizisinin noktasal
yakinsadigi fonksiyonun siirekli olmasimi gerektiren kosullarin belirlenmesidir.
Cauchy 1821 yilinda Cours d’Analyse kitabinda siirekli fonksiyonlarin yakinsak
seri toplamlarinin siirekli oldugu konusunda bir ispat sundu. 1826 yilinda ise Abel,
Cauchy’nin ispatin1 saglamayan Fourier serileri kapsaminda bir 6rnek buldu ve
Cauchy’nin ispatinda eksiklik oldugunu belirtti. Daha sonra, Cauchy’nin ispatinda
kullandig1 yontem yeni bir yakinsaklik kavraminin dogmasina sebep oldu ve 1841
yilinda Weierstrass limit fonksiyonun siirekliligini saglayan diizgiin yakinsaklik
kavramini tanimladi. 1878 yilinda Dini, diizgiin yakinsaklik sartindan daha hafif
olacak sekilde limit fonksiyonlarin siirekliligi i¢in yeterli kosulu olusturdu. C.
Arzela 1883-1884 yilindaki ¢alismasinda kapali araliklar iizerinde tanimli siirekli
reel degerli fonksiyon dizilerinin noktasal limitinin siirekli olabilmesi i¢in gerek ve
yeter kosulu verdi. Arzela 1899-1900 yilindaki c¢alismasinda bu kosulu
“convergenza uniforme a tratti” olarak adlandirdi ve Arzela’nimn bu g¢aligmalari
bir¢cok ¢aligmanin dogmasina sebep oldu. E. Borel 1905 yilindaki ¢aligmasinda
Arzela kosulu i¢in “quasiuniform convergence” kavramini olusturdu. 1948 yilinda
P.S. Alexandroff ayni soruyu keyfi topolojik uzaydan metrik uzaya taniml siirekli
fonksiyon dizleri i¢in olan ¢aligmasini yayinladi. Ayrica R.G. Bartle 1955 yilindaki
calismasinda Arzela’nin sonucunu topolojik uzayda tanimli reel degerli siirekli
fonksiyonlarin ag1 (net) i¢in genellestirdi.

G. Di Maio ve L.D.R Kocinac 2011 yilindaki makalesinde standart
yakinsaklik yerine istatistiksel yakinsaklik kavramini kullanarak Arzela ve
Alexandroff yakinsakligin istatistiksel analogunu tanimlayarak siirekli fonksiyon
dizilerin limitinin de siirekli olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosulu incelemislerdir.
Maio ve Kocinac’in ele aldig istatistiksel yakinsaklik kavraminin olusumuna ve

tarihsel gelisimine baktigimizda asagidaki siireci goriiriiz.
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Reel sayilarda tammli bir dizi igin istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk
olarak 1951 yilinda H. Fast ve H. Steinhaus tarafindan verildi. Fakat istatistiksel
yakinsaklik kavrami fikri, hemen hemen yakinsaklik (almost convergence) adi
altindan A. Zygmund tarafindan Trigonometric Series kitabinin birinci basiminda
(Warsaw, 1935) verilmistir.

Istatistiksel yakinsaklik kavrami, matematigin bir¢ok farkli alanlarinda ele
alinmis ve uygulamalar1 yapilmustir; toplanabilme teorisinde A.R. Freedman, J.J.
Sember (1981), J.A. Fridy (1985) ve J. Connor (1988), sayilar teorisinde P. Erdos
(1989), olasilik teorisinde J.A. Fridy ve M.K. Khan (1998), ol¢iim teorisinde H.
Miller (1995), yaklasim teorisinde A.D. Gadjiev ve C. Orhan (2002) gibi isimler
temel ¢alismalar1 yapmuslardir.

Istatistiksel yakinsaklik kavramnin metrik uzaylarda tamml dizilere
uyarlanmasi (P. Kostyrko ve ark. (2000)) istatistiksel yakinsaklik kavraminin daha
genis bir alanda incelenmesine sebep oldu. G. Di Maio ve L.D.R Kocinac 2008
yilindaki ¢alismasinda istatistiksel yakinsaklik kavramini topolojik uzaylarda ele
aldilar.

Bu tezde, siirekli fonksiyon dizilerinin limitinin de siirekli olabilmesi igin
gerek ve yeter kosulun Cauchy (1821)’den G. Di Maio, L.D.R. Kocinac (2011)

calismasina kadar olan siireci kronolojik olarak inceleyecegiz.
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2. LIMIT FONKSIYONU NE ZAMAN SUREKLIDIR?
2.1. Cauchy’nin Meshur Yanls ispat:

Stirekli fonksiyonlarin yakinsak toplamlarinin siirekli oldugu savi Cauchy
tarafindan (Cours d’Analyse, 1821) 6ne siirtildii. Abel 1826 yilindaki ¢alismasinda
Cauchy’nin bu teoreminin yanlis oldugunu gosterdi. Abel’in ¢alismasinda su ek not

yer almaktadir:

Ustte belirttigim Sayin Cauchy 'nin ¢alismasinda su teorem bulunmakta;
Uy, 'ler tek degiskenli fonksiyonlar olmak iizere Uy + U; + Uz + Uz + -+
serisi verilsin. Seri toplamimin yakinsak oldugu degerlerin civarinda
vn € N icin U, ler siirekli ise seri toplami, yakinsak oldugu degerlerin
civarindaki x ’in siirekli bir fonksiyonudur.

Lakin bu teoremin istisnasi oldugu kanaatindeyim. Ornegin;

. 1 . 1 . .
sinx ——sin 2x +§Sln 3x — - seri toplamim alirsak m tam say

olmak iizere her (2m + 1)1 degerleri icin seri toplamimiz siireksiz

olacaktir. Benzer ozellikte olduk¢a fazla seri mevcuttur. (Hairer, 2008)

Abel’in verdigi bu Ornegi grafiksel olarak gosterecek olursak limit

fonksiyonun (2m + 1)m degerlerinde siireksiz oldugu goriiliir.
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) sin2m+sin3x
Yy = sinax — —.
2—J 2 3

1: Hairer, 2008; 214s

Cauchy’nin siireklilik tanimi; f fonksiyonunun degiskenindeki sonsuz
kiiciik degisiklikler sonsuz kiiciik degisikliklere sebep oluyor ise f fonksiyonu
siireklidir denir. Yani, sonsuz kiigiik a degeri i¢in f(x + @) — f(x) degeri
sonsuz kiiiik ise f fonksiyonu siireklidir. Bu sebepten 6tiirii Cauchy ispatini su
sekilde yapmaktadir.

S(x)=Uy+ Uy + Uz + Uz + -+ seri toplamimizi

n-1 %)

S@) = ) W) + ) U) = Sa@) + Ra(®)
i=0 i=n

Sx+a)=S,(x+a)+R,(x+ )
seklinde yazabiliriz.
Sp(x) fonksiyonu, siirekli fonksiyonlarin sonlu toplami oldugundan siirekli olup
S,(x + a) — S,,(x) sonsuz kiiciik olacaktir.
Yo Ui(x) serisinin yakinsakligi geregince yeterince biiyiik n € N degeri igin

R,(x) ve R,(x + a) degerleri sifira yakin.



2. LIMIT FONKSIYONU NE ZAMAN SUREKLIDIR? Sadik EYIDOGAN

Boylece, € keyfi kiigiik pozitif bir say1 olmak tizere
IS(x + a) =S| = [Sp(x + @) + Rp(x + @) = 55(x) = Ry ()
= |Sn(x + a) - Sn(x)l + |Rn(x + a)l + |Rn(x)|
< €4+ E4+E=3E dir.

Esitsizligi her € > 0 i¢in dogru oldugundan, S(x + @) —S(x) degeri sonsuz
kiiciik olup S(x) fonksiyonu siireklidir denir (Rickey, 1996).

Gilinlimiiz terminolojisinde, Cauchy’nin arglimani gegerli degildir; ¢iinkii
a — 0ven — oo iki limit iglemi birbirinden bagimsiz degildir. Cauchy ve Abel
bu durumu ifade edememistir.
Simdi Cauchy’nin ispatin1 analiz edelim.

€ > 0 verilsin.

i. VnéeN i¢in U,(x) fonksiyonu siirekli oldugundan, onlarin kismi
toplamlar1 S, (x) de siireklidir. Yani,
A6Va |la| <6 = |S,(x+a)—-S,(x)|<E
Burada dikkat etmeliyiz ki § degeri €&, x ve n degerine bagh

oldugundan 6 (€, x,n) yazilimini kullanalim.

ii. Serimiz x noktasinda yakinsak oldugundan
ANeEN vn>N [R,(x)| <€
N degeri € ve x degerine bagl oldugundan N (€, x) seklinde yazilir.

iii. Serimiz x + a noktasinda yakinsak oldugundan
ANEN vVn>N |R,(x+a)| <€
N degeri €, x ve a degerine bagli oldugundan N(E, x + «) ifadesi

yazilir.
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Simdi kritik gozlemi yapalim; Cauchy’nin ispati ¢alismasi i¢in Syle bir
M € N degeri bulmaliyiz ki hem N(E x)’den hem de N(Ex+a) “|a| <
6 (€, x,n) esitsizligini saglayan her « i¢in” degerinden daha biiyiik olmali.
Yani M = Max;N(E,t) degeri her € icin var olmali. Sonu¢ olarak, su
hipoteze ihtiya¢ duyariz.

vE>0 IM vn>M Vx |R,(x)|< €

Bu ise bilindigi gibi daha sonra Weierstrass tarafindan 1841 yilinda tanimlanan
diizgiin yakisakligin tanimi olup Cauchy’nin teoremini dogru yapacak ve ispatin

calismasini saglayan kavram olacaktir (Rickey, 1996).

2.2. Weierstrass’in Diizgiin Yakinsaklik Kavram

Tanmim 2.2.1 (Weierstrass, 1841): f,, : A — R fonksiyon dizisi ve f: 4 —
R fonksiyonu verilsin. Eger, V € > 0 i¢in 3N € N degeri var ki vn > N ve
Vx € A i¢in |f,(x) — f(x)| < € kosulu saglamyor ise (f,) fonksiyon dizisi f

fonksiyonuna diizgiin yakinsiyor denir ve f,, 3 f bigiminde gosterilir.

Bu tanimda, N degerinin Cauchy’nin ispatinda istenen sarta, sadece € degerine

bagli olup x € A’dan bagimsiz olduguna dikkat edilmelidir.

Teorem 2.2.2 (Weierstrass’in 1861 yili ¢aligmasi): Eger f,, : A — R siirekli
fonksiyon dizisi A tizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakimsiyor ise f : A — R

fonksiyonu siireklidir.

Ispat: Keyfi bir x, € A eleman1 alalim. £ > 0 degeri verilsin. f fonksiyonunun

siirekli oldugunu gostermek icin yapmamiz gereken Oyle bir § > 0 degeri
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bulmaliy1z ki |x — xo| < § esitsizligini saglayan Vx € A igin |f(x) — f(xo)| < €
olmali.
fn 3 f dizgin yakinsak oldugundan €/3 > 0 i¢in N € N degeri var ki vn > N
ve Vx € Aigin |f,,(x) — f(x)| < €/3 esitsizligi saglanir.
Buradan buldugumuz N dogal say1 degeri i¢in fyy fonksiyonu mevcut ve A kiimesi
iizerinde siirekli (haliyle xy noktasinda da siirekli) oldugundan
€/3 > 0i¢in 6" > 0 degeri var ki |x — x,| < 8™ esitsizligini saglayan Vx € A igin
Ifn(x) — fn(xo)| < €/3 ifadesi yazilir.
Boylece, § = 6" segilirse, |x — x| < § esitsizligini saglayan Vx € A i¢in

IFC) — F ol < 1 Ce) = fn Gl + 1fn () — fu(xodl + 1fn(x0) — f (xo)

<E&/3+ €/3+E/3=¢E

esitsizligi saglandigindan f (x) fonksiyonu x, noktasinda siireklidir. x, € A keyfi

alindigindan f fonksiyonu A {izerinde siirekli olacaktir. L

Cauchy 1853 yilinda 1821 yilinda sundugu teoremini yanlis ifade ettigini kabul
eder (ispatin1 degil) ve n’ > n olmak iizere yeterince biiyiik n degeri igin

Sp (%) = Sp(x) = Up () + Un1(X) + -+ + Uy (%)
ifadesinin mutlak degeri, her x ve n' degerleri i¢in keyfi segilen € degerinden daha
kiiciik kalmak kosuluyla teoremini giinceller (Laugwitz, 1987). Bu ise

Weierstrass’in diizgilin yakinsaklik tanimi i¢in bilinen Cauchy kriteridir.

Tanmmm 2.2.3 (Cauchy, 1853): f, : A — R fonksiyon dizisi verilsin. (f,)nen
fonksiyon dizi, verilen her € > 0 i¢in AN € N degeri var ki Vn,m > N ve
Vx € A icin |f,(x) — fin(x)] < € kosulunu saglyor ise (fy,)nen fonksiyon

dizisine A tizerinde diizgiin Cauchy denir.
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Teorem 2.2.4 (Cauchy, 1853) f,, : A — R fonksiyon dizisi verilsin.
(fn)nen fonksiyon dizisi A tizerinde diizgiin Cauchy olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul (f,) dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasidir.

Ispat: (f;,)nen fonksiyon dizi f fonksiyon dizisine diizgiin yakinsasin ve € > 0
degeri verilsin. f, 3 f oldugundan tanim geregince €/2 > 0 i¢in AN € N degeri
var ki vn > N ve Vx € A i¢in |f,(x) — f(x)| < €/2 saglanir.
Buradan Vn,m > N i¢in
Ifn () = fn GOl < /() = fFOOI + |fn() = fOOI <E/2+E/2=€

oldugundan (f;,)nen fonksiyon dizisi A tizerinde diizgiin Cauchy oldugu goriiliir.

(fn)nen fonksiyon dizisi A tizerinde diizgiin Cauchy olsun. O halde tanim
geregince, verilen her € > 0 i¢in AN € N degeri var ki Vn,m > N ve Vx € A
icin |f,,(x) — fin(x)| < € ifadesi yazilir. Buradan, her bir x € A i¢in (f,(x))nen
dizisir R de Cauchy dizisi oldugu gorilir ve R nin tamhgi geregince
(fn(*))nen dizisi yakinsak olmasi gerektiginden f,(x) — y, € R olacak
sekilde elemani mevcuttur. Boylece, f : A — R fonksiyonunu
f(x) =lim,_ frn(x) = v, seklinde tanimlayalim.
Iddiamiz f;, 2 f diizgiin yakinsak oldugu.
€ > 0 degeri verilsin. (f;,)nen fonksiyon dizisi diizgiin Cauchy oldugundan
€/2>0i¢inIN € N,vn,m > N ve Vx € Aigin |f,(x) — fn(X)| < E/2 (i)
fan(x) — f(x) noktasal yakinsakhigi f fonksiyonun tanimi geregince agik.
Buradan, keyfi bir x € A i¢in €/2 > 0 sayisina karsilik M, € N degeri var ki

vn > M, igin |f,(x) — f(x)| < €/2 (i)  yazlr.

Boylece, € > 0 degeri igin (i) ve (ii) durumlarindan N € N degeri var ki
vYn > N veVx € A iginm = Max{N, M, } segilirse,
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/0 = FOO < 1/ () = fin GOl + |fin () — fFO)| < E/2+€/2=€

esitsizligi elde edileceginden f,, =3 f diizgiin yakinsak oldugu goriiliir. u

2.3. Diizgiin Yakinsakhk i¢in Dini Kosulu

Bir fonksiyon dizisinin yakinsakliginin diizgiin olup olmadigina karar
vermek kolay olmadigindan diizgiin yakinsakliga karar veren argiimanlara ihtiyag
duyariz. Dini 1878 yilinda yayinladig1 calismasinda diizgiin yakinsakliga karar

verebilen bir teorem ispatladi.

Teorem 2.3.1 (Dini Teoremi) K, I nin kapali ve smirli bir alt kiimesi olsun.
(fn : K > R),, , siirekli bir fonksiyona noktasal yakinsayan siirekli

fonksiyonlarin bir dizisi olmak iizere, Vx € K ve Vn € N igin f;, 41 (x) < f (%)

oluyorsa, yani azalarak yakinsiyorsa, o zaman dizinin yakinsakligi diizgiindiir

(Feldman, 2016).

Ispat: f(x) = lim,,_,o fr(x) olsun. Her bir n € N igin g, : K — R dyle ki
In(x) = f,(x) — f(x) olacak sekilde (g, )nen fonksiyon dizisini tanimlayalim.
Limit fonksiyonun ve her n € N i¢in f,, fonksiyonunun siirekli olusundan
(gn )nen siirekli  fonksiyon dizisi olur. Vn €N igin f,11(x) < f(x)
ozelliginden 0 < g,41(x) < gn(x) ve lim,_,o g, = 0 noktasal yakimsakligi
yazilir. My, = sup{|g,(x) — 0] = g,(x) : x € K} reel dizisini tamimlayalim.
Gostermek istenilen lim,,_,,, M;, = 0 oldugudur.

Verilen €>0 igin 0, ={x €K: g,(x) < € = g, 1 ((—,€)) kiime
dizisini tanmimlayalim. g, fonksiyonu siirekli oldugundan O,, kiimesi agiktir.

Ayrica 0 < gp41(x) < g, (%) olusundan O,, € O,,,, olur.
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Her bir x € K igin lim,_,, g,(x) = 0 olusundan g, (x) <€ ve x € O,
olacak sekilde en az bir n, € N vardir. Boylece K = Uen O,, esitligi elde
edilir. K kiimesinin kompakt olusundan {O,,} a¢ik ortiisiiniin sonlu alt Ortiisti
mevcut olmali. Bulunan bu ifadeden ve O, € 0,1 Ozelliginden Oy = K
esitligini saglayacak sekilde en az bir N € N vardir. Buradan her x € K igin
In(x) < € esitsizligi elde edilir ve 0 < gpiq(x) < gn(x) olusundan
lim,,_,, M;,, = O istenilen sonucuna ulaglir. u

Dini teoremi igin;

i. K alt kiimesinin kompakt olusu
ii.  Limit fonksiyonunun ve f,, lerin siirekli olusu

iii. Vx € Kvevn € Nigin f,.1(x) < f,,(x) olusu

hipotezleri gereklidir. Eger birisinden feragat edersek yakinsakligin diizgiin

olmadig1 6rnekle karsilasabiliriz: (Feldman, 2016)

i. K =(0,1) olmak tizere f,(x) = x™ siirekli fonksiyon dizisini ele
alalim. Limit fonksiyonu sifir fonksiyonu olup siirekli ve Vx € K ve
vn €N igin f,1(x) < f,(x) Ozelligini saglar ama yakinsaklik
diizglin degildir. Ciinkii sup{x™ : x € (0,1)} = 1 dir.

1—-nx, x<1/n

0, x> 1/n stirekli fonksiyon

ii. K = [0,1] olmak iizere f, (x) ={

dizisini tamimlayacak olursak Vx € K ve Vn €N i¢in f,,1(x) <

1, x=0

fn(x) Ozelligi saglamir ve limit fonksiyonu f(x) = {0 1>x>0

stireksiz olacaktir. Bu durum yakinsakligin diizgiin olmamasindan
kaynaklanir. Ciinkii sup{|f,(x) — f(x)| : x € K} = 1 dir.

iii. Ornek 2.4.2°deki durum incelenebilir.

10
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2.4. “Convergenza Uniforme a Tratti” Arzela Yakinsakhgi

(fn) fonksiyon dizisi, [ arahigi tizerinde f fonksiyonuna noktasal
yakinsasin ve her bir f;, fonksiyonu ¢ € I noktasinda siirekli olsun. Soru su ki limit
fonksiyonu ¢ noktasinda siirekli midir? Cevabin hayir oldugu Abel tarafindan

1826 yilinda verilmistir. Daha basit bir 6rnek inceleyecek olursak;

Ornek 2.4.1
fn:[0,1] — R fonksiyon dizisini f,,(x) = x™ seklinde tammlayacak olursak:

Her bir n € N igin f,, fonksiyonunun siirekli oldugunu ve Vx € [0,1] i¢in

1, =1
lim, ., fu(x) = f(x) = {O, i € [0,1) noktasal yakinsakligi mevcut olup

limit fonksiyonunun siireksiz oldugu goriiliir.
Diizgiin yakinsakligm siirekliligi korudugunu bildigimizden Ornek 2.4.1°deki
yakinsaklik diizgiin olamaz. Bu durumu gostermek i¢in f, 3 f diizgiin
yakinsadigini kabul edelim. O halde, diizgiin yakinsaklik tanimimdan 1/2 > 0 igin
AN €N var ki Yn >N ve Vx € [0,1] i¢in |f,(x) — f(x)| < 1/2 yazlir.
Buradan,
vx € [0,1) icin |fy(x) — f(x)| =[xV — 0] = x¥ < 1/2 elde edilir. Bu ise
miimkiin olamaz; ¢iinkii lim,_;- x¥ =1 oldugundan Vx € [0,1) icin xV <
1/2 ifadesi yanlistir. O halde yakisakligimiz diizgiin degildir.

Ornek 2.4.1°deki limit fonksiyonunun sadece x = 1 noktasinda siireksiz
oldugu goriiliiyor. Fakat bir kere goriinen kotii bir davranisg, genisletilebilir.

Ornegin, f,,(x) = Cos?™(4mx) fonksiyon dizisi [0,1] araliginda tanimlansin.
(fn(x))nen fonksiyon dizisi x € {O,i,%,%, 1} noktalarinda 1 degerine, diger

noktalarda 0 degerine yakinsayacaktir. Yani f,, siirekli fonksiyon dizisinin limit

fonksiyonu bes noktada siireksiz oldu. Durumu daha da kétiilestirebiliriz. Eger

11



2. LIMIT FONKSIYONU NE ZAMAN SUREKLIDIR? Sadik EYIDOGAN

fonksiyon dizimizi  f;,(x) = Cos*™(1000! x) seklinde alirsak limit

fonksiyonumuz 1000! degerinin pozitif tam bdlen sayisi kadar noktada siireksiz
olacaktir. Bu durumu o6l¢iim teorisinden gelen bazi fikir ve baska teknikler
sayesinde siirekli fonksiyonlar dizisinin noktasal limit fonksiyonu sonsuz tane,
hatta sayilamaz ¢oklukta siireksiz oldugu noktalar olabilir (Gordon, 1998).

Diger bir yandan, siirekli fonksiyonlar dizisinin noktasal limit fonksiyonu
stirekli oldugu noktalar var olmak zorundadir. Yani, her noktada siireksiz bir
fonksiyona stirekli fonksiyon dizisi ile yakinsanamaz.

O halde, siirekli bir fonksiyon dizisinin siireklilik 6zelligini limit
fonksiyonuna aktarabilmesi i¢in noktasal yakinsakliktan fazlasi gerekmektedir.
Yeterlilik sarti igin diizgiin yakinsaklik kavramini sdyleyebiliriz. Clinkii  (f;,)
stirekli fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise f fonksiyonunun
sirekli oldugunu ispat etmistik (Teorem 2.2.2). Peki, (f,,) stirekli fonksiyonlar
dizisinin yakinsadigi f fonksiyonu siirekli ise bu yakinsaklik diizgiin miidiir? Bu

sorunun cevabi da hayir!

Ornek 2.4.2

nx, x€][0,1/n]
fn:10,2] — R fonksiyon dizisini f,(x) =<2 —nx, x € (1/n,2/n]
0, x€(2/n,2]

seklinde tanimlayalim. Vx € [0,2] igin lim,,_,,, f,,(x) = f(x) = 0 fonksiyonuna

noktasal yakinsak oldugu goriiliir. Acaba bu yakinsaklik diizgiin mii?

Diizgiin oldugunu kabul edelim. Tanim geregince 1/2 > 0 i¢in AN € N var ki
vn > N ve Vx € [0,2] igin |f,,(x) — f(x)]| < 1/2 ifadesi yazilir.
Boylece, Vx € [0,2] i¢in

12
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Nx, x €[0,1/N]
Ifn(x) = fQ)| =fy(x) ={2—-Nx, x€(1/N,2/N]<1/2
0, x € (2/N,2]

x =1/N €[0,2] igin fy(1/N) =1 <« 1/2 oldugundan diizgiin yakinsaklik

mevcut degildir.

Bu ornek vasitasiyla gorilir ki (f,,) siirekli fonksiyonlarin noktasal
yakinsadigi f fonksiyonu siirekli ama yakinsaklik diizgiin degildir. Diger bir
sOyleyisle yakinsakligin diizgiin olmadigi durumda da limit fonksiyonu siirekli
olabilir.

Arzela, siirekli fonksiyonlar dizisinin limit fonksiyonunu siirekli kilan
minimum kosulu aragtirmistir ve bu durum igin 1883 yilinda gerek ve yeter kosulu
kapali araliklar iizerinde tanimli fonksiyon dizileri igin vermistir. Bu yakinsaklik

durumunu “Convergenza Uniforme a Tratti” olarak adlandird.

Tamm 243 f,, : [a,b] — R  siirekli fonksiyon dizisi ve f : [a,b] — R

fonksiyonu verilsin. Eger,

i. Herx € [a,b]i¢inlim,_. f,(x) = f(x)

ii. Her € > 0ve herny € N igin sonlu sayida n, ..., n; = n, degerleri ve
iglerinin birlesimi [a, b] araligimnin bir ortiisii olan S, , ..., Sy, kapal
araliklart mevcut olup her x € S, i¢in | fa, () = f (x)l < € esitsizligi

saglanir
kosullar1 gerceklesiyor ise f,, fonksiyon dizisi [a,b] arahigi {izerinde f

fonksiyonuna “quasi-uniformly by segments (a tratti)” olacak sekilde yakinsiyor
denir (Caserta, 2010).

13
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Simdi bu tanimin giizelliklerini ve ni¢in bu sekilde tamimlanmasi gerektigini
inceleyelim. Amacimiz siirekli fonksiyon dizilerinin limit fonksiyonunun siirekli
olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosulu bulmakti. Diizgiin yakinsaklik kavrami limit
fonksiyonunun siirekliligi i¢in yeter kosul oldugunu Teorem 2.2.2 de ispatladik.
Ama daha sonra Ornek 2.4.2 de gordiik ki diizgiin yakinsaklik gerek kosul degil.
Teorem 2.2.2'nin ispatina bakacak olursak f fonksiyonun ¢ € A noktasinda

siirekli olusunu

IfC) = fOl < [f(0) = v+ [fv&) = fn(D] + |fw(c) = f(O)l

2 125 1225

seklinde ele aldik.

iii. kisim f,, fonksiyon dizilerinin ¢ € A ’da noktasal yakinsak olusundan

istenildigi kadar kiigiik yapilacak sekilde N dogal sayisi bulunabilir.

ii. kisim fy fonksiyonunun ¢ € A da siirekli olusundan ¢ noktasinin §

komsulugundaki x’ler i¢in istenildigi kadar kiigiik yapilabilir.

i. kisim gerek sart igin sikinti yaratan bolim olmakta. Diizgiin yakinsaklikta i.
kismi tim A kiimesi tlzerinde istenildigi kadar kiiciik yapan bir dogal sayi
bulabiliyoruz. Bu limit fonksiyonunu siirekli yapmaktan ¢ok daha agir bir kosuldur.
Simdi quasi-uniform yakinsaklik kavramini tanimlayip, aslinda bu tanimin kapali

aralik lizerinde Tanmim 2.4.3’e denk oldugunu gosterelim.

Tammm 2.4.4 (f,) reel degerli fonksiyon dizi [ araligi lizerinde f:1 — R
fonksiyonuna noktasal yakinsasin. (f,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna c € I
noktasinda quasi-uniform yakinsak denir ancak ve ancak her € > 0 ve her K € N
icin 6 > 0 ve m = K olacak sekilde m € N degerleri var ki |[x — c| < & iken

|fm(x) — f(x)| < € kosulu saglanmalidir (Gordon, 1998).
14
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Onerme: 1 = [a, b] olmak iizere Tanim 2.4.3 ve Tanim 2.4.4 denktir.
Ispat: Tamim 2.4.3 = Tamm 2.4.4

¢ € [a, b] olsun. Hipotez geregince verilen € > 0 ve K € N degerleri i¢in sonlu

sayida Ny, ..., Ny = K dogal sayr degerleri ve Sy, , ..., Sy, kapali araliklar olup
iclerinin birlesimleri [a, b] araligiin 6rtiisii olacak sekilde mevcut olup Vx € Snl.
icin |fnl(x) — f(x)l < € esitsizligi en az bir 1 < i < t i¢in saglanr.

[a,b] € Ui, Sy, Ve Sy, =Sy, ’nin ici oldugundan c¢ € Sp. olacak sekilde
3i < t meveut. Sy, acik kiime oldugundan

& > 0ven; = K degeri var ki (c — §,c + &) < Sg, olup hipotezden |x — ¢| <
8 iken | f, (%) — f(x)| < € esitsizligi yazilir.

Boylece I = [a, b] olmak iizere “quasi-uniformly by segments” yakinsaklig

mevcut ise ayn1 zamanda [ araliginin her noktasinda “quasi-uniform” yakinsaktir
Y g y

denir.

Tanmim 2.4.4 = Tamm 2.4.3

¢ € [a, b] olmak iizere € > 0 ve ny € N degerleri i¢in hipotezden 35, > 0 ve
Am, = ny, m; € N degerleri var ki |x —c| < &, iken |fmc(x) —f(x)| <&
yazilir.

Vc € [a,b] igin 6, > 0 ve m, € N degerleri oldugundan

[a,b] € Ucelap)(c — 8¢ ¢ + 8.) agik ortiisii olusturulur.

[a,b] araligi Heine-Borel Teoreminden kompakt kiime oldugundan [a,b] S

Ut (e — 8¢, €y + 8c,) olacak sekilde sonlu {(ci —6cpci + 5@-)}?:1 alt ortlist

15
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vardir. S5, = (¢; — 8, ¢; + &) segilirse mc, ..., m, = ng dogal sayilar var
ki Vx € S&Ct icin | fine, x)—-f (x)| < € esitsizligi saglanr.

Sy, lerin birlesimi [a, b] igin bir agik 6rtii ve [a, b] nin kapal olmasindan Gtiirii
S,‘;li lerin kapali alt aralik kiimesi var ki igleri [a, b] i¢in bir 6rtii olusturup istenilen

kosulu saglar.

O halde I = [a, b] olmak {izere Vc € I noktasinda “quasi-uniform” yakinsakligi
mevcut ise ayn1 zaman da “quasi-uniformly by segments” yakinsakliginin mevcut

oldugu goriiliir.

Teorem 2.4.5 (f,,) fonksiyon dizisi, I araligi tizerinde f fonksiyonuna noktasal
yakinsasin ve ¢ € I noktasinda f,, fonksiyonlari siirekli olsun.
¢ € I noktasinda (f;,) dizisi f fonksiyonuna quasi-uniform yakinsak olmasi igin

gerek ve yeter kosul f fonksiyonunun ¢ noktasinda siirekli olmasidir. (Gordon,
1998).

Ispat: (f;,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna ¢ noktasinda quasi-uniform yakisak

olsun. € > 0 verilsin.

i. (fy) fonksiyon dizisi x = ¢ ’de noktasal yakinsak oldugundan
€/3 >0 igin en az bir K € N sayis1 var ki Vn > K i¢in |f,,(c) —
f(o)| < €/3 yazilir.

ii.  (fy) dizisi ¢ noktasinda quasi-uniform yakinsak oldugundan €/3 > 0
ve K > 0 degerleri igin 38" > 0 sayis1 ve m = K dogal sayisi var ki
|x —c| < &8 iken |/ (x) — f(x)| < €/3 yazilir.

16
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iii. f;, fonksiyonunun c noktasinda siirekli olusundan €/3 > 0 i¢in
8" >0 degeri var ki |x—c| <& iken |f;,(x) — fi(©)| < E/3

esitsizligi saglanir.

Boylece § = min{é’, 8"} segilirse [x — c| < & iken
If () = FOl S If ) = fin (O] + [ fin () = fin (D] + [ firn(€) = f(O)]
<E/3+E/3+E/3=E
esitsizligi saglandigindan f fonksiyonu ¢ noktasinda siirekli oldugu gosterilmis
olur.
Simdi diger yonii ispat edelim.

f fonksiyonu ¢ noktasinda siirekli olsun. € > 0 ve K € N verilsin.

i.  f fonksiyonu ¢ noktasinda siirekli oldugundan €/3 > 0 igin 36" > 0
degeri var ki [x — c| < 8" iken |f(x) — f(c)| < €/3

ii. (fy) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna noktasal yakinsak oldugundan
x =c noktasinda €/3>0 i¢in INEN var ki vn>N igin
Ifn(c) — f(c)| < €/3 esitsizligi elde edilir.
m = maks{K, N} seklinde se¢elim.

iii. f,,, fonksiyonunun c¢ noktasinda siirekli olusundan €/3 > 0 igin
8" >0 degeri var ki |x—c| <& iken |f,(x)— fin(c)]l < E/3

esitsizligi yazilir.

Boylece m = K ve 6 = min{é’,8"'} degerleri var ki |[x —c| < & iken

[fin () = f O < |fin () — fin (| + [fn(c) = f| + |f (x) — f ()]
<€/3+E/3+€/3=¢

esitsizligi saglandigindan (f,,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna c € I

noktasindan quasi-uniform yakinsak oldugu ispatlanmis olur. L
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Quasi-uniformly by segments ve noktadaki quasi-uniform yakinsaklik

tanimini ele aldiktan sonra quasi-uniform yakinsaklik tanimini ele alalim.

Tamim 2.4.6 X topolojik uzay1 ve f,, : X — R olacak sekilde (f;;,)nen stirekli

fonksiyonlar dizisi verilsin. Eger,

I. rl1im fn(x) = f(x) noktasal yakinsaklig1 Vx € X i¢gin saglanmali
—»0

ii. VE>O0 ve Vny €N igin sonlu sayida ny,..,n, =ny, dogal sayi
degerleri var ki her bir x € X i¢in | fa,(X) = f (x)| < € esitsizligi en

az bir i < k i¢in saglanmali

kosullarimi saglayan f : X — R fonksiyonu mevcut ise (f,)nen dizisi f
fonksiyonuna X iizerinde “quasi-uniform” veya Arzela yakinsaktir denir
(Caserta, 2011).

Alexandroff, 1948 yilindaki ¢alismasinda topolojik uzaylar {izerinde taniml
reel degerli fonksiyon dizisi igin yeni bir yakinsaklik kavrami tanimladi. Caserta,
A. ve arkadaglar1 bu tanimi topolojik uzaydan metrik uzaya tanimli fonksiyonlar

icin Alexandroff’un yakinsaklik kavrami agagidaki sekilde ele almiglardir.

Tamim 2.4.7 X bir topolojik uzay ve (Y, p) metrik uzay olmak iizere f, : X — Y
stirekli fonksiyon dizisi ve f : X — Y fonksiyonu verilsin. Eger, her € > 0 ve n,
tam sayis1 igin X in dyle bir sayilabilir agik ortiisii {I"g, 'y, ... } ve (ny) pozitif tam

say1 terimli olup 1y dan biiyiik olacak sekilde dizisi bulunabilir 6yle ki, her x € I’

icin p (fnk(x),f(x)) < € esitsizligi saglaniyor ise (f,) fonksiyon dizisi X

tizerinde Alexandroff yakinsaktir denir (Caserta, 2010).
18
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Teorem 2.4.8 (Alexandroff) X bir topolojik uzay ve (Y, p) metrik uzay olmak
tizere f, : X — Y olacak sekilde (f)nen strekli fonksiyon dizisi, f: X — Y

fonksiyonuna noktasal yakinsak olsun. O halde asagidakiler denktir (Caserta,
2010).

i.  f fonksiyonu siirekli

ii.  (fp)nen fonksiyon dizisi f fonksiyonuna Alexandroff yakinsaktir

2.5. Arzela Yakinsakhiginin Aglar ile Genellemesi

Tamm 2.5.1 D kiimesi iizerinde = bagntisi

i. VmeE Diginm = m (yansima)
ii. mnp€Diginm=nven >pikenm > p (gecisme)

iii.L. mnmeDisedaeDvarkia=>mvea=n

ozelliklerini sagliyor ise = bagintis1 D kiimesini yonlendirir denir. = bagintist
D kiimesini yonlendiriyor ise (D, >) ikilisine yonlendirilmis kiime denir

(Kelley, 1950).

Ornek 252 M = {A c Z : A kiimesi sonlu} ailesi iizerinde & bagmtis1t M yi

yonlendirir ve (M, €) ikilisi yonlendirilmis kiime olur.

Tammm 2.5.3 X topolojik uzayr ve (D,>) yonlendirilmis kiimesi verilsin. D
kiimesinden X topolojik uzayina tanimlanan her fonksiyon X topolojik uzayi

tizerinde bir ag (net) olarak adlandirihr ve (X,)qep seklinde gosterilir.

(Vermeeren, 2010)
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Ag (net) veya Moore-Smith dizisi, normal dizi kavraminin genellestirilmig
halidir. Diziler, topolojik uzaylar arasindaki fonksiyonlar hakkinda tiim bilgileri
kodlayamazlar. Ornegin asagidaki iki kosul her zaman birbirine denk degildir:

X ve Y iki topolojik uzay olmak iizere f: X — Y fonksiyonu i¢in

i.  f (topolojik anlamda) stireklidir

ii. x €XVve(Xy)neny € X icin x,, — x iken f(x,) — f(x)

f:X — Y fonksiyonu siirekli ise dizisel siirekli olma durumu her zaman
gegerlidir. Ama her zaman dizisel siirekli ise siireklidir ifadesini kullanamayiz.
Yani dizisel siirekli olup siirekli olmayan fonksiyon mevcuttur. (Vermeeren, 2010)
Ag (net) kavraminin olusturulma amaci E. Moore ve H. Smith 1922 yilinda keyfi X
ve Y topolojik uzaylar1 arasinda tanmimlanan fonksiyonun siireklilik ve dizisel
stireklilik tanimlarinin denk kilma gabasi sonucunda ortaya ¢ikmustir. Siireklilik ve
dizisel stirekliligin denk olamayisinin sebebi dizi taniminin yetersizligiydi. Bu
nedenle dizi tanimini genelleyip ag kavramini olusturdu. Bu kavram, sayilabilir
tam sirali kiime {izerinde tanimlamak yerine keyfi yonlendirilmis kiime {izerinde
tanimladi. Boylece siireklilik ve aglarin dizisel stirekliligi denk kavramlar haline
geldi. Ozetle; dizi kavram iki topolojik uzay arasindaki fonksiyon hakkinda bilgiyi
kodlamakta yetersiz iken ag (net) kavrami daha c¢ok bilgiyi kodlayabiliyor. Ciinkii
topolojik uzaylardaki agik kiimelerin ailesi davranis bakimindan yonlendirilmis

kiimeler gibidir.

Ornek 25.4 X topolojik uzayr ve x € X keyfi noktasi i¢in x’i igeren tiim
komsuluklarm ailesi N, ile gosterilsin.
N, tzerinde S,T € N, i¢in S > T < S C T bagintisim tammlarsak (N,, >)

ikilisi yonlendirilmis kiime olur.
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S € N, i¢in x5, S de bir nokta olsun. O halde (xs)sen, seklinde ag tanimlanabilir.

Tanimlanis itibariyle xg’lerin X elemanina bir yaklasimi mevcut. Bu durum limit

kavramini tanimlamaya itiyor.

Tamim 2.5.5 X topolojik uzay1 olmak tizere (X4)g4ep € X agi verilsin.
Yy € X olmak {izere ¥ ’nin her U komsulugu i¢in 3d € D var ki Va = d igin

Xo € U oluyor ise (x4)qep agl Y noktasina yakinsiyor denir ve (X4)gep — ¥

ile gosterilir (Vermeeren, 2010).

Ag kavram ve yakinsaklig1 icin gerekli bilgileri edindikten sonra artik R.
Bartle’in 1955 yilinda yaymladigi calismasindaki ag (net) kavraminin Arzela

yakinsakligina uygulanma durumunu inceleyelim.

Tanmmm 2.5.6 X kiimesi ve f, : X — R olacak sekil (fy)qep fonksiyon agi
verilsin. Eger her € > 0 i¢in 3 ay = a((€) € D var ki Va = «a i¢in |f, (x) —
fo(x)] < € esitsizligini Vx € X igin saglayan f; fonksiyonu mevcut ise (fz)qen
ag1 fo fonksiyonuna X tizerinde diizgiin yakinsar denir ve (fy)gqep = fo seklinde

gosterilir (Bartle, 1955).

Tammm 2.5.7 X kiimesi ve f, : X — R olacak sekil (fy)qep fonksiyon agi

verilsin. Eger,

. Vx € Xicin (fp(x))gep — fo(x) yakinsakligi mevcut
ii. Verilen her €>0 ve ay €D elemanina karsilik sonlu tane
a, Ay, ..., Ay = &g elemani bulunabilir 6yle ki her bir x € X i¢in

| fa;(X) = fo (x)l < Eesitsizligi en az bir i = 1, ..., n i¢in saglanir
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kosullarim saglayan f,, fonksiyonu mevcut ise (fy)qep agt fo fonksiyonuna X

iizerinde quasi-uniform yakinsaktir denir (Bartle, 1955).

Onerme 2.5.8 Eger bir fonksiyon ag1 X iizerinde diizgiin yakinsak ise fonksiyon

agmin her alt ag1 X tizerinde diizgiin yakinsaktir (Bartle, 1955).

Onerme 2.5.9 X kiimesi iizerinde (f;,) zep yakinsak bir fonksiyon ag1 olsun. Eger
(fo) aep aginin X tzerinde quasi-uniform yakinsak alt agi mevcut ise (fy) gep agl

X tizerinde quasi-uniform yakinsaktir. (Bartle, 1955)

Not: X kiimesi tizerinde (f) 4ep bir fonksiyon agi olsun. (fy) 4ep agmim diizgiin

yakinsak alt ag1 olmasi (f,) 4ep aginin diizgiin yakinsayacagi anlamina gelmez.

Teorem 2.5.10 (Arzela) X topolojik uzay: tizerinde tammli (f : X — R)g4ep
stirekli fonksiyonlarin bir ag1 verilsin.

Eger (fu)aep stirekli fonksiyonlarin bir agi X tizerinde siirekli bir fonksiyona
yakinsiyor ise bu yakinsaklik X’in her kompakt alt kiimesi tizerinde quasi-uniform
dur. Tersine, (fg)gqep stirekli fonksiyonlarin bir agi X’in bir alt kiimesinde quasi-

uniform yakinsak ise limit fonksiyonu bu alt kiime {izerinde siireklidir (Bartle,

1955).

Ispat: f, fonksiyonu, (f,,) 4ep siirekli fonksiyonlarm bir agmin X topolojik uzayi

iizerinde limit fonksiyonu olsun. Gostermemiz gereken bu yakimsakligin quasi-

uniform oldugudur.

€>0 ve @y €D elemani verilsin. Keyfi y € X i¢in (fp(¥))aep — fo(V)

oldugundan € > 0 i¢in 3d € D var ki Va > d i¢in |f,(y) — fo(¥)| < € olur.

d,ay €D ve D yonlendirilmis kiime oldugundan a(y) € D var ki a(y) =
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d, ay durumu saglanir. Buradan | faon@) — fo (y)l < € esitsizliginin saglandig
gorili. O halde N(y) ={x € X: |fap)(x) — fo(x)| <€} kiimesini
tanimlarsak y € N(y) oldugundan N (y) kiimesinin bostan farkli oldugu goriiliir.
fa(y) Ve fo fonksiyonlar: siirekli oldugundan N (y) kiimesi y noktasin igeren agik
bir kiimedir.

C c X keyfi kompakt alt kiimesi verilsin. C C UyecN(y) acik Ortiisii

oldugundan C’nin kompakt olmasindan 6tiirii sonlu alt 6rtiisii mevcut olmal;
n
ce|Jvon . wec
i=1

Buradan a(y;),i = 1,2,...,n elemanlarnn i¢in quasi-uniform yakisakliginin
saglandig goriiliir.

Tersine, (fg)qep stirekli fonksiyonlarin bir agt B € X alt kiimesi iizerinde f
fonksiyonuna quasi-uniform yakisak olsun. Gostermemiz gereken f,
fonksiyonunun B C X alt kiimesi {izerinde siirekli oldugudur.

Keyfi xo € B noktast ve € >0 degeri verilsin.  (fz(X0))aed — fo(%0)
yakisakligi mevcut oldugundan €/3 > 0 i¢in Jay € D var ki Va = a, igin
|fu(x0) — fo(x0)| < E/3 olur. B iizerinde yakinsaklik quasi-uniform
oldugundan £€/3 > 0 ve ay € D i¢in aq, Ay, ..., &y = &y elemam bulunabilir
dyle ki her bir x € B igin |fy, (x) — fo(x)| < €/3 esitsizligi en az bir i =
1,..,n i¢in saglamr. N; ={x €B: |fai(x) - fai(xo)l < €/3} kiimesini
tanimlarsak N; 'nin B ’de acik oldugu ve her bir i = 1,...,n igin xy3 € N;
oldugundan N = N}, N; kiimesinin X, elemanim igeren B de agik bir kiime
oldugu goriliir.

Simdi keyfi bir x € N i¢in quasi-uniform yakinsakliktan uygun i = 1, ..., n degeri
igin
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|fo(x) — fo(xo)l
< |fo() = fo, G| + [fa, () = fo, (o) | + | for, (x0) = fo(x0)|
<€/3+€/3+E/3=E€

yazilabileceginden f; fonksiyonunun x, € B noktasinda siirekli oldugu goriiliir. ®

Sonu¢: Kompakt topolojik uzay iizerinde tanimli siirekli fonksiyonlarinin bir

agmin limit fonksiyonu stireklidir ancak ve ancak yakinsaklik quasi-uniform dur.
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3. YOGUNLUK VE ISTATISTIiKSEL YAKINSAKLIK KAVRAMI

Reel terimli bir dizi i¢in istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk olarak 1951
yilinda H. Fast ve H. Steinhaus tarafindan verildi. Fakat, istatistiksel yakinsaklik
kavramu fikri, hemen hemen yakinsaklik (almost convergence) adi altindan A.
Zygmund tarafindan Trigonometric Series kitabinin birinci basiminda (Warsaw,

1935) olusturulmustur.

Istatistiksel yakinsaklik kavramim ele almadan énce asimptotik yogunluk

fonksiyonunu incelememiz gerekir.

3.1. Dogal Sayilar Kiimesinde Yogunluk Fonksiyonu

Tamm 3.1.1 § : P(N) — [0,1], dogal sayilarin kuvvet kiimesinden [0,1] araligina
tanimli fonksiyonu asagidaki dort aksiyomu sagliyor ise alt asimptotik yogunluk

fonksiyonu olarak adlandirilir (Freedman, 1981).

D.1) A~Bise §(A) =6(B) (A~B < AAB kiimesi sonlu elemanli)
D2)ANnB=0@ise §(A)+6(B) <5(AUB)

D3)4A,BS Nig¢ind(A)+5(B)<1+8(ANB)

D4)§(N) =1

d herhangi bir alt asimptotik yogunluk fonksiyonu olmak iizere & iist asimptotik
yogunluk fonksiyonu, 4 € N keyfi alt kiimesi i¢in §(4) = 1 — 0(N\A) seklinde
tanimlanir (Freedman, 1981).

d alt asimptotik yogunluk fonksiyonu ile & iist asimptotik yogunluk fonksiyonu

arasindaki iligki asagidaki onermede verilmistir.
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Onerme 3.1.2 § alt asimptotik yogunluk fonksiyonu ve § iist asimptotik yogunluk

fonksiyonu olmak iizere keyfi A, B € N kiimeleri i¢in

Vi.

Vili.

AC Bise§(A) <6(B)

ACS Bise5(A) <6 (B)

A, B € N altkiimeleri i¢in 6(A) + & (B) = § (AU B)
3@)=56(@)=0

§(N)=1

A~B ise §(A) = 6 (B)

8(4) <6 (4)

ifadeleri saglanir (Freedman, 1981).

Ispat:

i)

A, B € N kiimeleri verilsin. § alt asimptotik yogunluk fonksiyonu ve
A € B oldugundan §(B) = Q(A U (B\A)) > §(A) + §(B\A) yazilir
ve §(A) < §(B) oldugu goriiliir.
A < B olsun. Buradan N\B < N\A yazilir ve i. 6zellikten
S(N\A) < §(N\B) = 6(4) = 1—-8(N\4) < 1-§(N\B) = §(B)
sonucuna ulasilir.
A, B € N alt kiimeleri verilsin.
S(AUB)=1-8(N\(AUB) =1-§((N\4) n (N\B))

=2 —[1+8((N\A) n (N\B))]

<2—[8(N\A) + §(N\B)] = 58(4) + 6 (B)
oldugundan & (A U B) < §(A) + & (B) sonucuna ulasilir.
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iv) @ ve M kiimeleri i¢in @ N N = @ oldugundan D.2 6zelligince §(@) +
S(N) X6(UN)=6(N) = 6(@)<0 = §(@)=0 sonucuna
ulagilir.

5(@) =1—8(N\@) = 1— §(N) = 0 esitligi elde edilir.

v) 8(N)=1-8(N\N) =1-5(@) =1—0 = 1sonucu elde edilir.

vi) A~B olsun. D.1 6zelliginden §(A) = §(B) yazilir ve buradan
5(4) =1—68(A) = 1 — §(B) = 6(B) sonucuna varilir.

vii) 8(4) = 1 — §(N\A) iist yogunluk fonksiyonun tanimundan yazilir.
S(N) = §((N\A) U A) = §(N\A) + 5(A) ifadesi D.2 dzelliginden
yazilir ve §(N) = 1 oldugundan
S(N) — §(N\A) = 1 — §(N\A4) = §(4) = &(A) sonucu elde edilir.m

Tanmmm 3.1.3 § alt asimptotik yogunluk fonksiyonu olmak iizere A € N altkiimesi
icin §(A) = 8(A) ise A kiimesi dogal yogunluk fonksiyonuna sahiptir ve §(A) ile
gosterilir. Ayrica § ye gore dogal yogunluga sahip kiimelerin kiimesini

{s = {A € N: 6(A) = 5(A)} seklinde tanimlayalim (Freedman, 1981).
Onerme 3.1.4 A~N ise A € {5ve 5(A) = 1dir.

Ispat: A~N ise & alt asimptotik yogunluk fonksiyonu oldugundan §(4) =
6(N) =1 olur ve o6nerme 2.2 den §(A)=6(N) =1 oldugundan A € {5 ve

6(A) = 1 sonucuna ulasilir. [ ]
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Onerme 3.1.5 (Freedman, 1981)

i. & yogunluk fonksiyonu sonlu toplamsaldir. Yani,
A BeE{sve ANB=0ise AUB € {solup
6(A) + 6(B) = 6(A U B) esitligi saglanr.

ii. A€sise (N\A) € {sved(N\A) =1—-45(4)

iii. Ae(sveA~BiseB € (sved(Ad) =86(B)

ispat:

i. ABE€{sve AnB = @olsun.

Onerme 2.2°den 6 (AU B) < 6(4) 4 6 (B) ve 4, B € {5 oldugundan

D.2 ozelligince §(A) + 6(B) < 6(A U B) esitsizligi yazilir.

Ayrica, 5(A U B) < 6 (A U B) oldugunu bildigimizden

§(AUB) = § (AUB) sonucuna ulasilir ve buradan AUB € (s

oldugu sdylenir.
§(A)+6(B)=6(A)+5(B)<6(AUB)=6(AUB)
5(A)+8(B)=58(A)+6(B)=6(AUB) =6(AUB)

Yukaridaki iki esitsizlikten &6(A) + 6(B) = §(A U B) sonucuna

ulagilir.

ii. A€ olsun. O halde §(4) = §(A) = 8(A) esitligini biliyoruz ve
gostermemiz gereken 8(N\A) = §(N\A) esitligidir.
85(A) =6(A) =1—5(N\A) ve §(N\A) =1—65(A) esitliklerinden
S§(N\A) = J(N\A) esitligini ve buradan N\A € {5 sonucuna ulasiriz.
Simdi §(N\A4) = 1 — §(A) oldugunu gosterelim.
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6 nin sonlu toplamsal ozelliginden A,N\A € {s ve AN (N\A) =0
oldugundan &(A) + 6(N\A) = 5(AU (N\A)) =6(N) =1 olur ve
buradan §(N\A) = 1 — 6(A) oldugu goriiliir.

iii. A€ {sveA~ Bolsun.
A ~ B oldugundan D.1 6zelliginden §(4) = §(B) ve Onerme 2.2°den
§(A) = 5(B) esitlikleri elde edilir.
Ayrica, A € {5 oldugundan §(A) = §(A) = 6(B) = 6(B) = B € {5

sonucuna ulaglir. [ |

Not: & her zaman sayilabilir toplamsal degildir: Ornegin,
A; ={i} i€ N kime dizisi i¢in 6(4;) =0 ve i # j igin A; N A; = @ olmasina
ragmen 8(U;eny 4;) # Xien 0(4;) esitsizligi mevcuttur.

Diger bir taraftan, toplamsal 6zellik olarak adlandirabilecegimiz benzer bir
0zellik bazi yogunluk fonksiyonlari i¢in gecerlidir. Yogunluk fonksiyonlarinin bu

ozelligi bagka kiimeler iizerinde Buck (1946,1953) tarafindan galisilmustir.

Ornek §: P(N) — [0,1] doniisiimiinii A € P(N) i¢in [A(n)| = |{k € A: k < n}|
n den kiiciik A kiimesinin elemanlarinin sayisi olmak iizere

6(4) = |Il;]nlnf %lA(n)l seklinde tanimlarsak D.1-D.4 6zelliklerini sagladigindan
—00

alt asimptotik yogunluk fonksiyonuna 6rnek teskil eder. Cogu zaman asimptotik

yogunluk fonksiyonu ifadesi kullanilir. (Freedman, 1981)

Simdi §(A) = |II;]nII’Tf %|A(n)| alt asimptotik yogunluk fonksiyonuna farkli bir
—0

sekilde ele alalim.
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1 00
Cy, Cesaro matrisi C; = % % 0 -] Ve ys, A SN kiimesinin karakteristik

dizisi olarak tanimlanirsa Cj. )y, matris ¢arpiminin n. terimi, %lA(n)l olacaktir.
Buradan, §(4) = liminf 2|Am)| = liminf (C,.x4), esitligini  yazmamiz
- n—o N N—xo

miimkiin olur.

Bu o6rnek gosteriyor ki toplanabilme metodundan bir yogunluk fonksiyonu elde
etmenin genel bir yontemin olmas1 muhtemeldir. Simdi negatif olmayan regiiler bir
matris ile bunu yapmanin dogal bir yolunu gosterelim (Freedman, 1981). Bunu

gostermeden Once regiiler matris kavramini ve toplanabilmeyi incelememiz gerekli.
3.2. Toplanabilme Metoduyla Yogunluk Fonksiyonu Elde Etme

XveY,ly,c, cy Ve l, dizi uzaylarindan herhangi ikisini temsil etsin. Buradaki her

bir kiime, T kompleks sayilar cismi lizerinde birer lineer uzay oldugundan her bir
X1

x = (x3,) € X elemanim x = x vektorel formda yazabiliriz.

O halde A = (a,,;) kompleks veya reel terimli sonsuz satir ve siitunlu matris olmak

lizere
A1g- Xk
a1 ves A1k X1 feN
A.x = ’ ) ’ N B P ’ = (An(xx))
an1 -+ Qngk k a X
. : : . : nk-*k
’ keN

dizisi elde etmis oluruz. Bu dizinin anlamli olabilmesi i¢in ¥Yn € N igin

YikeN Ank- X < 0 olmasi gerekir.
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Eger her bir terimi seri toplami olan A.x = (4, (xx)) dizisi, Y dizi uzayinin bir
elemani ise A = (ay,) matrisine X dizi uzaymndan Y dizi uzayma bir doniisim

denir.

Tanmmm 3.2.1 A = (ay,,) matrisi X dizi uzayindan Y dizi uzayma bir donisim
olmak tizere x € X eleman1 igin (A4, (x;)) dizisi bir L degerine yakinsiyor ise x
dizisi, A-toplanabilirdir denir ve A — limx = L ile gosterilir.

Burada x dizisi 1raksak olabilir. Ornegin; (x;) = {1,0,1,0, ...} dizisini ve A = C;

Cesaro matrisini alacak olursak

1 0 0 - 1 1
1/2 1/2 0 - o\ [1/2)_
(An(x) = {(1,5,5,5,2,3, ..} dizisi elde edip bu dizinin - degerine yakisadig

goriiliir.

Ozetle (xx) ={1,0,1,0, ...} € I, siurli fakat wraksak dizisini A = C; matrisiyle
yakinsak bir diziye doniistiirmiis olduk. Amacimiz, x = (x;) € X verildiginde,
A(x) €Y olmast i¢in A matrisi {izerine konulacak gerek ve yeter kosullari
arastirmak.

X, Y) ={A = (ap):Vx = (x) € Xicin A.x = (A,(xx)) € Y} kiimesi, X dizi
uzaymi Y dizi uzayina goétiiren biitliin matris doniistimlerin sinifi olarak gosterilir.
Limiti koruyan matrislerin siifi ise (X, Y; P) ile gosterilir.

Ozel olarak X =Y = ¢, yakinsak dizilerin uzay1 olmak iizere A € (c,c) ise A
matrisine koruyucu (konservatif) matris ve A € (c,c; P) ise A matrisine regiiler
matris denir (Maddox, 1970).
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Teorem 3.2.2 (Silverman-Toeplitz)
A € (c,c; P) regililer matris olabilmesi igin gerek ve yeter kosul A = (a,x)

matrisinin

I Supn Z?:llankl <o

i. liMa,=0 (k€12 ..}icin)
N—0

. imayy,a,, =1
ozelliklerini saglamasidir (Maddox, 1970).

ispat:
(=) A € (¢, c; P) olsun.

i.  Supp Yreqlank| < o oldugunu gosterelim.

x = (xy) € ¢ olmak iizere A € (c,c; P) oldugundan limx;, = a ise lim4,x = a
olmalidir. (Cogu zaman A,,(x;,) gosteriminin yerine A,x gosterimi kullanilacak)
limA,x = a yakisakliktan otiirii her n € N igin Y37 @p. Xp < oo ifadesi elde
edilir. Keyfi n € N igin Yp_; apg- X, alalm. Amag¢ Y.p_;|a,k| < oo oldugunu
gostermek.

Buradan sonra gosterim kolayligi saglayacak Yp—; Qui- Xk = Yipeq1 Qi Xk
kisaltmasini kullanalim.

Simdi Y172 |ank| = Xr=1lar| = o oldugunu kabul edelim.

O halde n; < n, < -+ < n; < -+ artan pozitif tam sayilar dizisi bulunabilir ki
Nit+1
la| > i
k=n;+1

esitligi saglanir.
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Sgnay
x = (xx) € ¢o C cdizisini (x) = { i

;ni<kSni+1
0 1Sk£nl

seklinde tanimlarsak,

Nit+1

o)
Zak.xk—Zak xk+ Z ag. xk+ -+ z ag. xk+

k=1 k=ni+1 k=n;+1
nq S Ni+1 s
gnay gnay
Zak 0+ Z ag. 1 + - ag. i + -
k=1 k=n,+1 k=n;+1
Ny Ni+1
L Z lahg ot Y lagh s+
k=n,+1 k=n,+1 k= n;+1

esitligini elde ederiz.

Z:ﬁl +1lak| > i esitsizligi elimizde mevcut oldugunu hatirlayalim. Boylece
Nit1
2 ) el >1
k=n;+1
© n2 Nit+1
Zak.xk= Z lag| + Z |ak|—+ “+ Z Iakl— e>1+14 -

k=1 k=n,+1 k=n,+1 k=n;+1
Yazilacagindan Y\ ay. X, = Yjp=1 Qnk-Xi raksak olur ki A € (c,c; P) olusu ile

celisiriz. O halde

(o0} o]
> lanel = ) el < o0
k=1 k=1

Buraya kadar Vvn €N oldugunu gosterdik.  Sira

igin - YpZqlane| <o
Sup, Yxe1lank| < o oldugunu gostermek.

Bunun i¢in f,:c > C f,((xr)) = Xpeq1 Qnk- X dontisimi Y37, apg. X < ©
olusundan iyi tanimlidir.

Simdi f,,((x)) = Xk=1ank-Xx fonksiyonunun f,, € ¢*, yani dual uzayin bir
elemani oldugunu gosterelim. Bunun igin f;, in lineer ve simrli oldugunu
gostermeliyiz.
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Lineerlik, f,, in tanim1 geregince agik.

1 (Ol = 12521 Ank- X | C deki standart norm olmak iizere

[ee] (0] (0]
1 (G = > e = ) 1w il < il Dl
k=1 k=1 k=1

I fn (Gl < My [l |l

M, = Yi2qlank| < o oldugundan f,, fonksiyonelin sinirli oldugunu soyleriz.
O halde f,, € c¢* yazilir.

Bizi sonuca ulastiracak olan Banach-Steinhaus teoremini hatirlayalim.

Teorem (Banach-Steinhaus) X bir Banach uzayr ve Y bir Normlu uzay olmak
tizere, (fy) + X = Y surl lineer operatorlerin bir dizisi olsun. Eger her x € X i¢in

Sup{ ||fn()|]:n € N} < oo ise Sup{ ||f.|l: n € N} < o0 olacaktir.

Bizim elimizde f,:c > C f,((xx)) = Xr=1Ank- X sinirh lineer operatorleri
mevcut. Ashinda f,, fonksiyonelini  f,,((x)) = Ap(xk) = Yi=1 Qnk-Xx seklinde

yazabilecegimizden A, : ¢ = C smirl lineer operatdrleri mevcut olup

r!im A, (x,) = a limitin varh@mdan Sup{||4,(x)|:n € N} <o (V(xy) € ¢)
—00

esitsizligi yazilir. O halde Banach-Steinhaus teoremince

Sup{ 14, l:n € N} = Supll 4|l = Sup ) e < o
k=1

Ifadesi elde edilir ve i. s1k Supy, Yfeq|ank| < oo ispat edilmis olur.

i. 1iIm a,;, = 0 oldugunu gosterelim.
N—»0

A € (¢c,c; P) oldugundan her x = (x;) € ¢ igin limx, =a ise limAd,x =a

olmalidir.
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Ozel olarak x = (x) ={0,0,...,0,1,0,...} dizisini ele alirsak A € (c,c; P)

sadece k. terim 1
olusundan limA,x = ALFQ Vet Ange- Xg = !\LI'Q an, = 0 sonucuna ulagilir.
iii. lim Y3, ay, = 1 oldugunu gosterelim.
Ozel olarak x = (x;) = {1,1,...,1, ...} dizisini ele alirsak A € (c, c; P) olusundan

limA,x = IM Y%, ane. x, = M ¥, @, = 1 istenilen durum elde edilir.
N—x0 N—»0

(&) x = (x) € c dizisi ve i, ii, iii kosullarim1 saglayan A = (a,;) matrisi
verilsin. Gostermemiz gereken limx;, = a iken limA,x = a olusu.

A () = (i ank-xk> = (i Ang- (X — @) + ai ank)

k=1 n k=1 k=1 n

seklinde yazabiliriz.

iii. kosuldan M a. 32 ; a,, = a esitligini elde ederiz.
N—x0

Sonuca ulastiracak olan regiiler matris doniistimiiniin varlik teoremini hatirlamamiz

gerekiyor.

Teorem (Regiiler matris doniistimiiniin varlik teoremi)

M = (m,,;) matrisi olmak iizere,

i. limy,emu =0

il S =Sup, Yreqlmuk| < o

ozellikleri saglaniyor ise M € (¢, cy) Ve ||[M]| = S dir.
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Buradan A € (cy, ¢g) Ve (xx — a)x € cg oldugundan

lim A, (x;, —a) = lim E Ani- (X —a) =0
n—-oo n—-oo
k=1

esitligi elde edilir.

Boylece,
lim A, (x;) = lim <Z Ang- (X —a) + az ank> =a
n—-oo n—-oo
k=1 k=1
ifadesini elde ederek A € (c,c; P) oldugunu géstermis oluruz. [ |

Regiiler matris kavramini incelememizdeki amaci hatirlayalim:

§: P(N) — [0,1] , olmak iizere, A€ P(N) icin §(A) = Iiganf %lA(n)l
doniisiimii  bir alt asimptotik yogunluk fonksiyonu olmaktaydi. Ayrica, §
déniistiminii §(4) = liminf ~|Am)| = liminf (¢,.xa)n (€1, Cesaro matrisi)
seklinde yazmamiz miimkiindii. Bu esitlikteki C;, Cesaro matrisinin yerine bagka
ne tlir bir matris yazabiliriz ki §(A) donisiimii yine alt asimptotik yogunluk

fonksiyonu olma 6zelligini korusun? sorunun cevabini aramaktaydik. Simdi bu

duruma ¢6ziim getirecek dnermeyi inceleyelim.

Onerme 3.2.3 M negatif olmayan regiiler bir matris ve &8y, : P(N) = [0,1] olmak

tizere A € N igin §y(4) = |II;]nII’Tf (M. x4), seklinde tanimlanan &, doniisiimii
—90

bir alt asimptotik yogunluk fonksiyonu olup &8,,(4) = Iimsup (M. x4)n seklinde

N—x0

olacaktir (Freedman, 1981).
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Ispat: 8,, doniisiimiiniin alt asimptotik yogunluk fonksiyonu oldugunu gostermek

i¢in D1-D4 6zelliklerini sagladigim gdstermemiz gerekir. Ust asimptotik yogunluk

fonksiyonunun tanimi §(4)=1- d(N\A) seklinde oldugundan

Sy (A) = Iimsup (M. x4),, esitligini gésterebilmemiz i¢in

N—»0

S5y (A) =1-6,(N\A) =1— Iirnrlimnf (M. xwa),, = liMsup (M. x4)»

esitligini  gostermemiz gerekir. Simdi 6, donlisiminin sirasiyla D1-D4

ozelliklerini sagladigini gosterelim.

D1) A~Bise 6);(A) = 6y (B) “A~B < AAB kiimesi sonlu elemanli”
A, B < N 6yle ki A~B olsun. O halde,

o)

(M. ) = M- x5)nl = | ng XaG) = . @y 260
=1

j=1 j
esitligini, AAB kiimesi sonlu elemanli oldugundan 3N, € N var ki Vj > N, i¢in
x4() = x5(j) yazilacagindan

© ) No
> i xa ) = ) anj 5G| = | @ng Xa () = @y x5G))
=1 =1 j=1
Ny Ng
< D Janj- Ga®) = 2500] = ) an 106G = 256D
j=1 j=1

No
j=1

esitsizligi elde edilir ve M = (a,;) matrisi regiiler matris oldugundan Silverman-

Toeplitz teoremince lim,,_,o, a,; = 0 (j sabit) esitligi mevcut olup buradan
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No

z <fpags
A, ; J— oo — = ¢
j=1 " No No

ifadesini elde ederiz ve sonuca ulasmis oluruz;

Iimiwnf BM.x,), = Iirnrliwnf (M. x5) = 8y(A) = 6u(B)

A,B < N olmak tizere A N B = @ olsun.

oy(AUB) = Iimioonf (M.xa08)n Ve ANB =@ oldugundan dolay1
(M. x408)n = (M. x4 + M. xg), olup buradan
Sy (AU B) = 6, (A) + 6, (B) esitsizligi elde edilir.
D4) 6y(N) =1
Su(N) = Il%nf (M. xn)n = III;D)IOOnf (Zﬁl anj-XN(j))n
= |II;]TlIwnf (Z;’;lan j)n =1 esitligi Silverman-Toeplitz

teoreminden yazilir.

D3) kosulunu ispatlamadan 6nce 8y, (4) = Iimsup (M. x ), esitligini gosterelim.
N—»0

ACN igin yma =1—X, karakteristik fonksiyonu ve 1={1,1,1,..} dizisi
yardimiyla

Sy(A) =1-6,(N\A) =1— Iimiwnf (M. xtwa),,

=1+ Imsup (=M. xa) = iMSUP (1 — M. x4,
N—»0 N—»0
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= limsup (1 - (M.T - M. x)»
N—»0
= limsup (1 — M.T + M. x4),, = iMSUP (M. x4),,
N—x0 N—»0
esitligi elde edilir. Ciinkii M € (c, c: P) oldugundan lim,,_,.,(1 — M.1),, = 0

D3) A, B € N igin 8y (4) + 6, (B) < 1+ 8y (A N B)

Xane = Xa + X8 — xaup Karakteristik fonksiyonunca

1+ 686yANnB) =1+ liminf (M. y405)n
N—»0
=14 liminf (M. x4 + M. x5 — M. x408)n
N—x0
> 1+ liminf (M. x,0),, + liminf (M. x),, — IMSUP (M. x405)n
n—xo N—»0 n—x0

= 1468y (A) + 8y (B) — 6,,(A N B)
=1+6y(A) + 6y(B) =1+ 8,,(N(AU B))
= 0y (A) + 6y (B)
Sonug olarak &y, (A) + 6y (B) <1+ 6),(A N B) esitsizligini elde etmis

oluruz.

3.3. Asimptotik Yogunluk Fonksiyonu ve Bazi1 Ozellikleri

d : P(N) — [0,1] doniisiimiinii A € P(N) icin d(A) = Iirnninf %lA(n)l seklinde
—0

tammmladigimiz takdirde alt asimptotik yogunluk fonksiyonuna ornek teskil eder.

Onerme 223ten d st asimptotik  yogunluk fonksiyonunun

d(A) = Iimsup % |A(n)| seklinde oldugu sonucuna ulagiriz.
N—x0

Tanmim 3.1.3’0 hatirlayacak olursak, A € N i¢in
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a(w) = liminf ~ 14| = msup = 4Gw] = 34

esitligi saglaniyor ise A € N alt kiimesi d’ye gore dogal yogunluga sahip olup
dogal yogunlugu d(A4) ile gostermistik. A € N alt kiimesinin d doniigiimiine gore
dogal yogunluga sahip olma durumunu incelersek; (% |A(n)|)nEN dizisinin
liminf ve |iI’nSl,p’u esit olabilmesi igin gerek ve yeter kosul limitinin olmasi
gerektiginden !]LrQ% |A(n)| mevcut ancak ve ancak d(4) = d(A) = d(A) esitligi
saglanir seklinde yazabiliriz. d alt asimptotik yogunluk fonksiyonuna gore dogal
yogunluga sahip olan A € N alt kiimelerin kiimesini D:= {; = {4 € N:d(A) =
d(A)} seklinde gosterelim.

Dogal yogunluga sahip olmayan kiime 6rnegi verebiliriz. Eger A € N kiimesini

A= U{22n .., 22m1 _ 1)
n=0

seklinde olusturursak

1 1+ @)+ @D 1
d(a) = liminf SlAml = lim — e =3
_ _ 1 1+ @)+ @2
d(A)—"T_)Sal)Jp#A(nN— lim ot — 1 =3

elde ederiz ve d(A) # d(A) oldugundan A kiimesi dogal yogunluga sahip degildir.

Onerme 3.3.14 ={a; <a, <--<a, < -} C N alt kiimesi igin
T | .. n
d) = iminf Zjam)| = liminf —
n—0 N N—»0o an

esitligi saglanir ve A € D ise d(4) = lim =

n—0 an
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Ispat: a,, = molsun. O halde a; < a, < - < a, = m yazilir. Buradan

(1) _ (IA(m)|> c (IA(n)I>
An/ neN M) mmen AL

oldugu goriilir ve liminf 114(n)| < liminf 2 esitsizligi elde edilir.
N—x0 N—x0 an

n

n > a, keyfi tamsayisi i¢in a,,_; <n<a, olacak seklinde a,,_1,a,, € A

elemanlar1 mevcut. Buradan

m  |A(n)|  m m—1<m m—-1 1
Am no apy n n n  n
m A(n 1
m_lAml 1
Am n n

esitsizligini yazabilecegimizden lim,,_, ., inf al < lim,_ inf % |A(n)| ifadesi elde
edilir. Boylece
. A i n
d(A) = liminf =1am)| = liminf —
i N—x0 n N—x0 an
sonucuna ulasilir.

Eger A€ D ise d(4) = d(A) = lim,_, % |A(n)| esitligini yazabiliriz. Yukaridaki

(5.,

alt dizi olusundan d(A) = lim = esitligi elde edilir. m
n a
—00 Un

durumdan ve

Asimptotik yogunluk fonksiyonu ile 6l¢ii arasindaki iliskiye bakacak olursak:

d ve d yogunluklar1 bir 6l¢ii degildir. Ciinkii 0yle 4, B € N ayrik alt kiimeleri
olusturulabilir ki d(AUB) #d(A)+d(B) ve d(AUB) #d(A)+d(B)
durumlar1 saglanir. Ayrica D dogal yogunluga sahip kiimelerin kiimesi ¢ —Cebiri

degildir. Oyle A, B € D ayrik olmayan kiimeleri vardir ki AUB veya ANB, D
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sinifina ait degildir (Niven, 1951). Ornegin, A = {A,} € N dogal yogunluga sahip
olmayan bir kiime olmak ilizere A = {a, =3n:n € N}ve B = {b,} dyle kin € A
iken b, =a, ve n¢&A iken b, =1+ 3n seklinde tamimlayallm. A ve B
kiimelerinin  tanmimlanisi  geregince A,B € D olup d(A)=d(B)=1/3
yogunluguna sahiptirler. Fakat, AN B = {3A,} kiimesi dogal yogunluga sahip
degildir, ¢linkii A € D (Buck, 1946).

d yogunlugunun sayilabilir toplamsallik 06zelligini saglamadigin1 daha Once
gosterdigimizden bir Sl¢li olmadigl sonucuna ulagiriz. Diger bir taraftan, D sinifi

Olciilebilir uzayin bazi 6zelliklerini saglamaktadir;

i. A€eDiseN\AeDved(N\A)=1-d(A4)
ii. ABEDveANB=0QiseAUB€EDved(AUB)=d(A)+d(B)

3.4. Buck’in Olcii Yogunlugu

Ikinci boliimde Freedman’in ele aldig1 sekilde genel asimptotik yogunluk
fonksiyonunu (4§ : P(N) — [0,1] ) aksiyomlastirma siireci tizerinde duruldu.
Freedman bu aksiyomlar1 olustururken (d : P(N) — [0,1]) en temel yogunluk
fonksiyonunun 6zelliklerini kullanmistir. Fakat, bu durum arzu edilmeyen; oyle
A, B € D ayrik olmayan kiimeleri vardir ki A U B kiimesi D sinifina ait degildir,
durumuna sebep olmakta. Creighton Buck 1946 yilinda yayinladigi makalede dlgii
yogunluk kavramini olusturarak istenmeyen bu duruma ¢6ziim getirmektedir.
A={an+b: n=>0vea,b €N} :={a.n+ b} kiimesine aritmetik dizi denir.
Aritmetik dizi kiimesinin en 6nemli 6zelligi dogal yogunluga sahip ve d(4) = 1/a
olusu. Aslinda bu durum baslangi¢ noktamiz olacak.

Dogal sayilar kiimesi iizerinde yeni bir sinif tanmimlayalim; D, sinifi, sonlu tane

aritmetik dizi kiimesinin birlesimi seklinde yazilabilen tim A € N alt kiimelerinin
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ve bu tiir kiimelerden sonlu tane farkli elemana sahip B € N alt kiimelerin sinifi
olsun (@, Dy smifinda kabul edilecek). Bu noktada iki gésterime ihtiya¢ duyacagiz.

Gosterim:

i. A\B kiimesi sonlu ise bu durumu A € B ile gosterecegiz.
ii. (A\B) U (B\A) kiimesi sonlu ise bu durumu A = B ile gosterecegiz.

Simdi tanimladigimiz Dy, sinifinin temel 6zelliklerini belirtelim.
Onerme 3.4.1 D, siifi asagidaki 6zellikleri saglar (Buck, 1946).

A-1) A € Dy ise N\A € D,
A-2) A,B€EDyise AUB,ANB € D,
A-3)A€eDyve A=BiseB € D,

Bu 6nerme gosteriyor ki Dy sinifi aslinda kiimelerin cebiridir.

Eger A € N kiimesini sonlu tane ikili ayrik aritmetik dizi kiimesinin birlesimi
seklinde yazabiliyorsak;

A=UKL A;jdyle kiVi,j€{L, .., k}icinA; = {a.n+b}ve A;n A =0 (i #))

ise d(A) = ¥, d(A)) = Ti, — esitligini elde ederiz.

Onerme 3.4.2 Her A € D, i¢in A kiimesi dogal yogunluga sahiptir.

ispat: Keyfi A € Dy alahm ve d(A)’nin mevcut oldugunu gosterelim. A € D,
oldugundan A = U¥_, A; oyle ki i €{1,...,k} i¢in A; = {a;.n+b;} seklinde
yazabiliriz. Eger A; kiimeleri aralarinda ikili ayrik ise yukarida d(A)’nin mevcut

oldugunu gordiik. A; kiimelerinin ayrik olmadigi durumu inceleyelim.
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A; ={a;.n+ b;} ve A; = {a;.n + b;} ayrik olmayan iki farkl aritmetik dizi olsun.
A; N A; kiimesini Cin Kalan Teoremini kullanaraktan bir aritmetik dizi kiimesi
seklinde yazabiliriz; A; N A; = {a;;.n + b;;}.

Boylece d(Ai U Aj) = al+ai—ai esitligini elde ederiz. Bu metodu k tane
i j ij

aritmetik dizi i¢in uyarlayabilecegimizden d(A) degeri mevcuttur. [ ]
d yogunluk fonksiyonunun D, iizerinde sagladig1 temel 6zellikleri iceren dnermeyi

olusturalim.

Onerme 3.4.3 d yogunlugu D, kiimesi iizerinde asagidaki dzellikleri saglar (Buck,

1946).

B-1)Eger 4, B € Dy ve A & B ise d(4) < d(B)
B-2) Eger A, BE€ Dy ve ANB = @ ise d(A U B) = d(4) + d(B)
B-3) Eger A4, B € Dy ise d(A UB) + d(A N B) = d(4) + d(B)

Dy smifi ve d yogunlugu sayesinde dogal sayilar kiimesi lizerinde dis Olcii

tanimlayabiliriz.

Tamm 3.4.4 (Pasteka, 2013) u*: P(N) — R=? doniisiimiinii S € P(N) olmak
tizere u*(S) = inf {d(H) : S € Hve H € Dy} seklinde tanimlanirsa u* doniigimii
dis ol¢ii olup Buck 6l¢ii yogunlugu veya kisaca 6l¢ii yogunlugu olarak adlandirilir

u* doniisimiinii 6l¢ii yogunlugu olarak adlandirilmasinin sebebi:

C-1) 5,5, € P(N) Ve S; C S, ise p*(Sy) < u*(Sy)
C-2) 51,5, € P(N) igin u*(S1 U S3) < u*(S1) + 1™ (S2)
C-3) S € Dy ise u*(S) = d(S)
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ozelliklerini saglamasidir.

C-2) ozelligini daha detayl ele alacak olursak;
S1,S, €P(N) igin pu*"(S1US)+u (S1NnSy) <u*(Sy)+u"(Sy) ozelliginin

saglandig1 sonucuna varabiliriz (Pasteka, 2013).

Ispat: S;,S, € N kiimeleri verilsin. u* déniisiimiiniin tanimi geregince, € > 0 igin
HH]_, HZ € DO Oyle ki Sl C Hl' SZ C HZ O|Up

p(S1) < d(Hy) S p*(S1) + €

B(Sz) Sd(H) Su'(Sp)+ €
Esitsizlikleri saglanir. d yogunlugu D, iizerinde sonlu toplamsal oldugundan

K (S1USz) < d(Hy U Hy) =d(Hy) + d(Hy) — d(Hy N Hy)
durumu elde edilir ve u*(S;NS,) <d(H,NH,) esitsizligi goz Onilinde
bulundurursak sonuca gotiirecek esitsizligi elde ederiz;
W (S U S) + (S NS) Sp™(S1) +u'(S2) + 28

Keyfi € > 0 degeri igin esitsizligimiz dogru oldugundan;
1 (S USy) +u(S1nSy) < p*(Sy) + 1 (S,) istenilen sonuca ulagiriz. m

Boylece VS € N i¢in yukaridaki 6zellikten 1 < u*(S) + u*(N\S) esitsizligini elde
ederiz. Bu durum ise dogal sayilar kiimesi iizerinde yeni bir simif tanimlamiza

sebep olur.
Tammm 3.4.5 Eger S SN icin pu*(S) + u*(N\S) =1 esitligi saglaniyor ise S

kiimesine olgiilebilir veya Buck olgiilebilir kiime denir. D, ile Buck o&lgiilebilir

kiimelerin sinifin1 gosterecegiz (Pasteka, 2013).
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Onerme 3.4.6 D, simfi kiime cebiridir ve u = u*| D, kisitlanig1 D, lizerinde sonlu

olasilik 6l¢iisiidiir (Pasteka, 2013).

Ispat: S € D, ise N\S € D, olacagt D, 'nin tammindan agiktir. Bu sebepten
A,B € D, iken AU B € D, oldugunu gostermek yeterlidir.
A U B kiimesi i¢in yukaridaki u* 6zelligince 1 < u*(A U B) + u*(N\(4 U B)) her
daim yazabiliriz. Simdi u*(A U B) + u*(N\(4 U B)) < 1 oldugunu gosterelim.
N\A4, N\B < N kiimeleri i¢in
1 (N\A) U (N\B)) + p*((N\A) n (N\B)) < " (N\A) + p"(N\B)
W (N\ANB)) +u (N\(@AUB)) <2 - (u(4)+u1(B)
<2—-u(AUB)—p(ANB)
Buradan w*(N\(ANB)) +p (N\(AUB)) + w"(AUB) +u*(ANB) <2
esitsizligi elde edilir ve u*(A N B) + u*(N\(A n B)) > 1 oldugundan
u* (AU B) + pu*(N\(A U B)) < 1 esitsizliginin saglandigini gostermis oluruz. m

3.5. istatistiksel Yakinsaklik

Istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk olarak 1951 yilinda H. Fast ve H.
Steinhaus tarafindan reel diziler igin tanimlandigini belirtmistik ve tanimi
yapabilmemiz i¢in gerekli olan yogunluk kavrami inceledik. Simdi istatistiksel

yakinsaklik kavramini olusturabiliriz.

Tamim 3.5.1 (x;) e reel dizisi verilsin. Verilen her € > 0 igin

1
lim —|{k<n:|x, —L| =€} =0

n-oon
limitinin mevcut olmasini saglayan L € R eleman1 mevcut ise (xy)gey dizisi L

degerine istatistiksel yakinsar denir ve st — limx; = L ile gosterilir (Fridy, 1985).
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€>0 icin |im%|{k <n:lxx —L| = €} =0 limitinin var olma durumunu
N—»x0
inceleyelim.

1 1
lim — |[{k < n:|x; —L| = €}| = lim El{kSn:xk ¢ (L—-EL+8)}
n—-oo

n-oon
esitligini yazabiliriz. A(E) ={k<n:x, & (L—E L+ &)} SN seklinde yazip

dogal yogunluk fonksiyonunu géz 6niinde bulundurursak,

|im%|{k <n:|x,—L| =€} =0 ancak ve ancak verilen her €>0 igin
N—x0

A(€) € N kiimesinin dogal yogunlugu sifir olmahdir, d(A(€)) =0, sonucuna
variriz. Boylece keyfi bir topolojik uzayda tamimli diziler igin istatistiksel

yakinsaklik tanimi yapilabilir.

Tamim 3.5.2 X bir topolojik uzay olmak iizere (xi)rey € X dizisi verilsin. Eger
x € X noktasinin her U komsulugu i¢in d({k € N: x; € U}) = 0 oluyorsa (xy)ken
dizisi X topolojik uzayinda x’e istatistiksel yakinsar denir (Di Maio, 2008).

Onerme 3.5.3 Bir Hausdorff uzayda istatistiksel yakinsak bir dizinin limiti tektir
(Di Maio, 2008).

Ispat: X Hausdorff uzay olmak iizere (x,)neny S X istatistiksel yakinsak dizisi
verilsin. Kabul edelim ki st — limx,, = a ve st — limx,, = b olup a # b kabul
edelim. O halde X Hausdorff uzay oldugundan 6yle a € U ve b € V komsulugu var
KiUNV = @ olup istatistiksel yakinsakligin tanimindan d({n € N: x,, € U}) =0
ve d({n € N: x,, € V}) = 0 yazilir. Dogal yogunluk fonksiyonunun &zelliginden
dfneN:x, €U} =1 ve d{fneN:x, €V}) =1 esitliklerini elde edip
fneN:x,eU}=Ac<N ve {neN:x, €V}:=BCN olarak tanimlarsak
AN B = @ oldugu goriilir. Dolayisiyla d(A U B) = d(A) + d(B) = 2 geliskisi

elde edilir. (]
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Onerme 3.5.4 X keyfi bir topolojik uzay olmak iizere (x,)ney S X dizisi verilsin.
O halde limx,, = x ise st — limx,, = x olup karsit1 dogru degildir. Yani,

st — limx,, = x istatistiksel yakinsak iken limx,, limiti mevcut olmayabilir.

Onerme 3.5.5 Istatistiksel yakinsak bir dizinin alt dizisi istatistiksel yakinsak

olmak zorunda degildir.

X, =n :nasal

Ornek 3.5.6 Reel sayilar kiimesi iizerinde x,, = { _ o }dizisi verilsin.
X, =0 :diger
st —limx, =0 olup limx, mevcut degildir. Ayrica x,): = {asal sayilar} alt

dizisi alinirsa istatistiksel yakinsak olmadig1 da goriiliir.

Onerme 3.5.7 (Di Maio, 2008) X herhangi bir topolojik uzay ve (x,)neny S X
dizisi olsun. (x,)nen dizisi istatistiksel yakinsaktir <= d({n(k):k € N}) =

1 (istatistiksel yogun) ise (X k))ken alt dizisi istatistiksel yakinsaktir.

ispat: (&) Her dizi kendi igerisinde yogun olacagindan istatistiksel yakinsak
olacaktir.

(=) st—limx, =x istatistiksel yakinsak dizisi ve (Xp))ken S (Xn)nen
istatistiksel yogun alt dizisi verilsin. Farz edelim ki (xp))key alt dizisi
istatistiksel yakinsak olmasin. O halde x ’in &yle bir V komsulugu var ki
d({n(k): Xnk) & VH #0 yazhr. {n(k): Xn(k) € vic{n: x, €V} durumu
mevcut oldugundan d({n: x, & V}) # 0 esitsizligini ele ederiz. Bu ise st —
limx, = x olmasiyla celisir. O halde her istatistiksel yogun alt dizi istatistiksel

yakinsak olmalidir. [ |
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Yakinsaklik teorisinde en c¢ok arzulanan sey, limit degerini kullanmadan
yakinsakligr dogrulayacak bir 6l¢iit elde etmektedir. Bu amag¢ dogrultusunda
Cauchy yakinsaklik kavraminin istatistiksel uyarlamasi 1985 yilinda Fridy

tarafindan yapilmigtir.

Tanmim 3.5.8 (x;)key reel dizisi verilsin.

Verilen VE > 0 icin N = N(€) €N var ki !\im%l{k <nlx,—xyl =€} =0
|—00

oluyor ise (xy)ken dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy, 1985).
Teorem 3.5.9 (Fridy, 1985) Asagidaki ifadeler denktir.

i.  (xg)ken istatistiksel yakinsaktir.
ii.  (xg)ken istatistiksel Cauchy dizisidir.
iii. Yakinsak (yy)gen dizisi bulunabilir 6yle ki d({k € N: y, # x,}) =0

Ispat: (i = ii) st—limx, =L ve keyfi €> 0 degeri verilsin. Istatistiksel

yakinsakligin tanimindan Lim % l{k < n:|x; —L| = €/2}| = 0 limiti mevcuttur.
—00

Diger bir ifadeyle {k € N: |x;, — L| < €/2} kiimesinin dogal yogunlugu bire esittir.
Fridy, makalesinde bu durumu hemen hemen tiim dogal sayilar icin gecerlidir
seklinde “almost all k” gdstermistir.
Eger, N = N(€) € N degeri |xy — L| < €/2 esitsizligini saglayan bir deger olarak
segilirse;
[xp —xn| < |xx —L|+|xy —L| < E/2+E/2
esitsizliginden dolay1
{fkeN:|x, — L+ |xy— LI <& <c{keN:|x, —xy| <E}
ifadesini yazip d({k € N: [x;, — L| < €/2}) = 1 olusundan
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d({k € N: |x;, — xy| < €}) =1 istenilen sonuca ulasilir.
(ii = iii) (xp)ren istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Tanim geregince verilen
VE>0igin N=N(E) e Nvar ki d({k e N:|[x; —xy| < E}) =1 yazilir. E=1
secilirse d({k € N: x;, € (xy — 1,xy + 1)}) = 1 esitligini saglayan N = N(1) €
N mevcut. Yani I =[xy — 1,xy + 1] araligt hemen hemen tiim x; lari igerir.
Benzer sekilde € =1/2 igin I' =[xy, — 1/2,xy, + 1/2] araligt hemen hemen
tiim xy, lar1 icerecek sekilde M € N sayis1 secilebilir. Iddiamiz;
I; = I NI aralig1 da hemen hemen tiim x;, lar igerir. Ciinkii,

(keN:x, ¢Inl'}={keN: x, ¢ [}JU{kEN: x, €'}
seklinde yazabilecegimizden ve d({k € N: x, ¢ [}) =d({keN: x, ¢ I'})) =0
esitliginden otiirii d({k € N: x; € I nI'}) = 0 ifadesini elde ederiz.
Tekrardan istatistiksel Cauchy dizi tanimindan [ = [xN(z) —1/4,xy0) +1/ 4]
araligt hemen hemen tiim x; lar1 igerecek sekilde N(2) € N mevcuttur ve bir
onceki iddiamizda oldugu gibi I, = I; N I'" araligi hemen hemen tiim x;, lar1 igerir.
Tiimevarimsal insaya devam edilirse (I,,)men i¢-ice kapali araliklar dizisi elde
edilir 6yle ki her bir m € N igin I, araligmin uzunlugu 21~™ olur ve hemen hemen
tiim x;, lar1 igerir.
I¢-ige kapali araliklar teoreminden; N$o—; I, = {4} olacak sekilde bir A reel sayis
mevcuttur.

Ek olarak her bir m € N i¢in I,,, araligi hemen hemen tiim x;, lar1 igerdiginden
~|{k <n: x, & I}l <-- olacak sekilde n € N degeri olup n>T,, seklinde
(T)men pozitif artan tam sayilar dizisi inga edilebilir. (Tp,)men dizisini
kullanarak (xj) ey dizisinin alt dizisi olan (z,x))nk)en dizisini tanimlayalim:
k >T, ve Tyyq =k > Ty iken xi & I, saglayan tim terimler igin xp = Zp ()
seklinde olsun. Artik terimleri (xj)gey dizisiyle hemen hemen esit olan yakinsak

(V1) ken dizisini tanimlayabiliriz:
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_{ A X = Zng
Yk = . dis
X ¢ iger

Iddiamiz limy_, y;, = A oldugudur.

€ >%> 0ve k > Ty, ise ya xi = Zy) dir, bu durumda y, = Aya day, = x; €
I, dir. Iki durumda da |y, — 4| < I, araliginin uzunlugu < 217™ esitsizligi
saglandigindan lim_,, y, = 1 oldugu goriiliir.

Son olarak gostermemiz gereken d({k € N: y;, # x;.}) = 0 esitligidir.

Ty <N < Thpyq ise{k <y, # x} € {k < n:xy € I, } yazilir ve buradan

1 1 1
—{k < n: =5 <-—-Wk <n: I < —
nl{ S n oy xk}|—n|{ < n: Xy € Ly}l -

esitsizligi elde edilir ve limit durumunda d({k € N: y, # x;}) = 0 sonucuna
ulagilir.

(iii = ) Verilen (x)ren dizisi i¢in (Vi)rey dizisi bulunabilir dyle ki
limy_, yx = A ve d({k € N: y, # x;.}) = 0 durumlar1 saglansin. Her bir n € N
icin {k<n:|x,—A| =& S {k<n y, #x,}U {k <n:|y, — 1| > &} yazlr.

limy_, 0 yx = A oldugu igin {k < n: |y, — A| > €} kiimesi sonlu olur ve buradan
1 1
lim—|[{k<ni|x—A =& <lim—-|{k<n: y, #x:.}/] +0=0
n-oon n-oon

istenilen durum elde edilir. ]
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4. SUREKLILIK VE ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Birinci boliimde siirekli fonksiyonlar dizisinin limit fonksiyonunun siirekli
olabilmesi icin gereken kosullari belirleme {izerine dururken ikinci bdliimde
yogunluk ve istatistiksel yakinsaklik kavrami inceledik. A. Caserta ve
arkadaglarinin 2011 yilinda yayinladiklar1 “Statistical convergence in function
spaces” makalede limit fonksiyonunun siirekliligi icin gereken kosullar1 istatistiksel
yakinsaklik kavramimi kullanaraktan belirlemiglerdir. Dordiincii boliimde bu
calisma iizerinde duracagiz.

Birinci bolimde Arzela ve Alexandroff yakinsaklik tanimi verilmisti.
Simdi sirastyla Arzela ve Alexandroff yakinsakliklarin istatistiksel versiyonlariin

tanimini verelim.

Tamim 4.1 X topolojik uzayi, (Y, p) metrik uzay1 ve f, : X — Y olacak sekilde

(fn)nen strekli fonksiyonlar dizisi verilsin. Eger,

i.  Vx € Xi¢in st — limf,,(x) = f(x) istatistiksel yakinsaklig1 mevcut
ii. Verilen her € > 0 ve 6(A) = 1 olacak sekilde her A € N alt kiimesi
icin sonlu sayida {nq, ..., n;} € A dogal say1 degerleri var ki her bir

x € X igin p(fn,(x), f(x)) < E esitsizligi en az bir i < k i¢in saglanir

kosullarin1 saglayan f : X — R fonksiyonu mevcut ise  (f)neny dizisi f

St—Arz
~

fonksiyonuna X tizerinde istatistiksel Arzela yakinsaktir denir ve (f)nen — f

seklinde gosterilir. (Caserta, 2011)
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Tamm 4.2 X bir topolojik uzay ve (Y, p) metrik uzay olmak iizere f,, : X — Y
olacak sekilde (fy,)nen stirekli fonksiyon dizisi ve f : X — Y fonksiyonu verilsin.

Eger,

i.  Vx € Xi¢in st — limf, (x) = f(x) istatistiksel yakinsakligi mevcut

ii. Verilen her € > 0 ve §(A) = 1 olacak sekilde her A € N alt kiimesi
icin X in dyle bir agik ortisi M = {U, :n € A} ve My ={n; <-- <
n, <-+-}c A kiimesi bulunabilir 6yle ki her bir x € U, igin

P (fr, (), f (%)) < € esitsizligi saglanmali

Ozellikleri saglanmiyor ise (f,)neny fOnksiyon dizisi f fonksiyonuna istatistiksel

st—Al
Alexandroff yakinsak denir ve (f)neny — f seklinde gosterilir (Caserta, 2011).

Teorem 4.3 (Caserta, 2011) X bir topolojik uzay ve (Y, p) metrik uzay olmak
iizere f, : X — Y olacak sekilde (f;;)nen stirekli fonksiyon dizisi ve f: X — Y
fonksiyonu verilsin.

Vx € X igin st — limf,, (x) = f(x) istatistiksel yakinsakligi mevcut ise asagidaki

ifadeler bir birine denktir.

i. f stireklidir
st—Arz

ii. Keyfi K € X kompakt alt kiimesi iizerinde (f)pey — f

st—Al
ii. (fn)nEN = f

ispat:
(i = ii) Keyfi K S X kompakt alt kiimesi olmak tizere, keyfi € > 0ve §(4) =1

olacak sekilde A € N kiimesi verilsin.
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Vy € X igin st —limf,(y) = f(y) istatistiksel yakinsaklik mevcut oldugundan

A, S Nvarkivn € 4, icin p(f,(¥), f(y)) < € esitsizligi saglanir.

ny € Ay N Asecilirse Uy, = {x € X : p(f, (x), f(x)) < €} kiimesi tanimlanabilir.

y € Uy, oldugundan U,, bostan farklidir. Ayrica (f,)nen stirekli fonksiyon dizisi ve
f stirekli oldugundan U,, agik kiimedir. {U,, : y € K} kiimeler ailesini diigiinecek

olursak K < Uy ek U, agik ortiisii olusturulur ve K kiimesinin kompakt olmasindan

ke | o
y

1""'yk€K
sonlu alt ortiisii yazilir ve {n,,,...,ny, } € A dogal say1 degerleri var ki her bir
x € K igin p(fny_(x), f(x)) < € esitsizligi en az bir i < k i¢in saglanir. Buradan
i

St—Arz
K kompakt kiimesi tizerinde (f)ney — f oldugu ispatlanir.

st—Al
(iii = i) (f)nen = f yakmsakligi mevcut olsun. f fonksiyonunun siirekli

oldugunu gostermemiz gerekir. Bunun i¢in dizisel siireklilik tanimini kullanalim;
yani a,, — a iken f(a,) — f(a) oldugunu gosterelim.

Verilen keyfi € > 0 degerine karsilik ny € N bulalim o6yle ki ¥n = ny igin
p(f(ay), f(a)) < € esitsizligi saglanmali.

i. st—Ilimf,(a) = f(a) oldugundan B, c N yogun alt kiimesi var ki
her n € B, i¢in p(f,(a), f(a)) < €/3 saglanir.

ii.  Alexandroff yakinsakligi mevcut oldugundan €£/3 > 0 ve B, c N i¢in
X in yle bir agik ortiisi U = {U, :n€ A} ve M ={n; < - <y <
-} c B, kiimesi bulunabilir dyle ki her bir x € U, igin

p(fn, (), f (X)) < €/3 esitsizligi saglanr.
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iii. fp, fonksiyonu a noktasinda siirekli oldugundan f,, (a,) — fn, (@)

yakinsakligi mevcut; yani €/3 > 0 igin n’ € N var ki Vn > n’ igin

P (fu (@), fo (@) < €/3

ng = n'segilirse; Vn = ng icin a,, € Uy oldugunu disiiniirsek
p(f (@), F(@) < p (£ (@), fu (@) + P (fu (@), fi (@) + p(fr (@), £ (@)
ii den iii den iden
<E/3+E/3+E/3=E
oldugundan f fonksiyonu siireklidir. (Caserta, 2012)

(ii = iii) durumunun ispati gii¢lii diizgiin siireklilik kavraminin olusturacagi yeni
bir topoloji ve yakinsaklik kavrami Tizerinden yapildigindan bu tezde

deginilmeyecektir. Ispat (Caserta, 2011) makalesinde bulunabilir. [ |
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