
 

FONKS�YONEL DERECELEND�R�LM�� MALZEMEDEN 

YAPILMI� DÖNEN, �Ç� BO� B�R D�SK�N 

GER�LME VE DEPLASMAN DA�ILIMININ 

BEL�RLENMES� 

 

 

 

 

Alperen KÖSEDA� 

 

 

 

 

YÜKSEK L�SANS TEZ� 

MAK�NA MÜHEND�SL���  

 

 

 

 

GAZ� ÜN�VERS�TES� 

FEN B�L�MLER� ENST�TÜSÜ 

 

 

 

 

N�SAN 2007 

ANKARA 



 ii 

Alperen KÖSEDA� tarafından hazırlanan FONKS�YONEL 

DERECELEND�R�LM�� MALZEMEDEN YAPILMI� DÖNEN, �Ç� BO� B�R 

D�SK�N GER�LME VE DEPLASMAN DA�ILIMININ  BEL�RLENMES� adlı bu 

tezin  Yüksek Lisans tezi olarak uygun oldu�unu onaylarım. 

 

 

       Prof. Dr. Müfit GÜLGEÇ 

        Tez Yöneticisi 

 

Bu çalı�ma, jürimiz tarafından oy birli�i ile Makina Mühendisli�i Ana Bilim 

Dalında Yüksek Lisans tezi olarak kabul edilmi�tir. 

        
 
Ba�kan : Prof. Dr. Bedri TUÇ 
 
 
Üye   : Prof. Dr. Müfit GÜLGEÇ 
 
  
Üye   : Prof. Dr. Yusuf ORÇAN 
 
 
Üye   : Doç. Dr. �brahim USLAN 
 
 
Üye   : Yrd. Doç. Dr. Nihat GEMALMAYAN 
 
 

 

Tarih  :  30 / 04 / 2007 

 
Bu tez, Gazi Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü tez yazım kurallarına 

uygundur. 

 
 
 
 
 
 

 



 iii 

TEZ B�LD�R�M� 

 

Tez içindeki bütün bilgilerin etik davranı� ve akademik kurallar çerçevesinde 

elde edilerek sunuldu�unu, ayrıca tez yazım kurallarına uygun olarak 

hazırlanan bu çalı�mada orijinal olmayan her türlü kayna�a eksiksiz atıf 

yapıldı�ını bildiririm. 

 

 

 

 

        Alperen KÖSEDA� 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 iv

FONKS�YONEL DERECELEND�R�LM�� MALZEMEDEN 

YAPILMI� DÖNEN, �Ç� BO� B�R D�SK�N 

GER�LME VE DEPLASMAN DA�ILIMININ 

BEL�RLENMES� 

(Yüksek Lisans Tezi) 
 

Alperen KÖSEDA� 

 

GAZ� ÜN�VERS�TES� 

FEN B�L�MLER� ENST�TÜSÜ 

Nisan 2007 

 

ÖZET 

 

Bu çalı�mada kalınlı�ı sabit ve malzeme özellikleri yarıçapın fonksiyonu 

olarak de�i�en, sabit bir sıcaklık de�eri etkisinde, simetri ekseni 

etrafında ω  açısal hızıyla dönen içi bo� disk için elastik gerilme analizi 

yapılarak malzeme özelliklerinin gerilme, �ekil de�i�tirme ve yer 

de�i�tirme da�ılımına etkisi incelenmi�tir. Çalı�mada elastisite modülü 
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βα α=  �eklinde, yarıçapın fonksiyonu olarak alınmı�tır. Uygunluk 

denklemi, denge denklemi, kinematik ba�ıntılar, Hooke kanunu 

kullanılarak elde edilen gerilme, �ekil de�i�tirme ve radyal deplasmanlar 

boyutsuz hale getirildikten sonra, β  de�erlerinin akmanın ba�ladı�ı 

kritik açısal hız üzerine etkisi elde edilmi�tir. Ayrıca farklı β  de�erlerinin 

gerilme, gerinim ve radyal deplasman da�ılımlarına olan etkisi de 

incelenmi�tir. 
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ABSTRACT 

 

In this study, a rotating annular disk with angular velocity ω under 

constant temperature, having a constant thickness and material 

properties which vary along the radial coordinate is considered. The 

effects of the material properties on the distribution of the stress, strain 

components and radial displacement are investigated. In this study, 

elasticity modulus, density and linear coefficient of thermal conductivity 

of the disk’s material are assumed as functions of the radial 
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1. G�R�� 
 

Dönen elemanlar içeren makinalar mühendislik dünyasında yaygın bir �ekilde 

kullanılmaktadır. Bu alanlardan örnek olarak turbo makinalar, gaz türbinleri, 

volanlar, kesici takımlar, güç istasyonları, otomobiller, elektrikli ev aletleri, 

uzay uygulamaları, medikal aletler sıralanabilir [1,2]. Özellikle uzay araçları, 

turbo makinalarda dönen elemanların kapasitelerinin üstünde bir hızda 

çalı�tırıldıklarında ortaya çıkan yüksek ısı ve gerilmeler sonucu olu�an 

deformasyonlar, sistemde onarımı yüksek maliyetlerin yanında insan hayatı 

için tehlikeli bir tehdit olu�tururlar. Bu geni� uygulama alanı ve önemi 

nedeniyle dönen diskler üzerine gerilme ve yer de�i�tirmelerin teorik ve 

deneysel analizi uzun zamandır ilgi çeken bir konu olmu�tur. 

 

Gamer [3-5], sabit kalınlıklı içi dolu dönen bir disk için gerilme analizini 

incelemi�tir. Güven [6,7] ,Gamer ’in çalı�malarını içi bo�, de�i�ken kalınlıklı 

ve de�i�ken yo�unluklu diskler için geli�tirmi�tir. Dönen disklerle ilgili olarak 

de�i�ik sınır �artlarında ve geometrilere sahip diskler için pekçok çalı�ma 

mevcuttur. Teknolojinin geli�mesiyle birlikte yeni malzeme kompozisyonları  

geli�tirilmi�tir. Fonksiyonel derecelendirilmi� malzemeler bunlardan biridir ve 

bu malzeme yapısıyla beraber diskler üzerine yapılan çalı�malar farklı bir 

boyut ve önem kazanmı�tır [8-11].  

 

Do�ada ço�u zaman bir halden di�er bir hale do�rudan geçi�ler sorun 

çıkarmaktadır. Bunun yerine, durumlar arası geçi�ler kademeli yapılarak 

olumsuzluklar azaltılmaya çalı�ılır. Teknolojinin geli�imiyle birlikte yeni tür 

bazı ihtiyaçların kar�ılanabilmesi için malzemelerde de homojen olmayan 

kademeli veya devamlı de�i�en bir yapıya ihtiyaç duyulmu�tur.  

FDM’ler de (Fonksiyonel Derecelendirilmi� Malzemeler) buna benzer olarak 

birbirleri ile birle�tirilmi�, fiziksel ve kimyasal olarak birbirlerinden farklı 

özellikler ta�ıyan iki madde arasında farklı ısıl genle�me katsayılarından 

dolayı olu�an ısıl gerilmeleri derecelendirilmi� yapılarıyla azaltır, iki madde 

arasındaki fiziksel ve kimyasal özelliklerdeki ani de�i�imlerden dolayı 
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meydana gelebilecek di�er olumsuzlukları da minimuma indirirler. Özellikle 

yüksek sıcaklık uygulamaları, uzay araçları, mikro elektronik ve endüstriyel 

uygulamalar FDM kullanımının yaygınla�maya ba�ladı�ı alanlardır. Geçmi�te 

bu ihtiyaçların kar�ılanabilmesi için çalı�maların ço�u kompozitler, ala�ımlar, 

yarı iletkenler, kaplamalar ve ince film kaplamalar gibi malzemelerin imal 

edilmesi üzerine yo�unla�mı�tır. Di�er yandan optimal bir dizayn için, 

bile�enlerde ve yapılarda homojen olmayan malzemelerin kullanılmasının 

kaçınılmaz olmasıyla birlikte, de�i�ken özelliklere sahip malzeme veya 

malzeme sistemleri kullanılarak sistemin çalı�ma sıcaklı�ı yükseltilmi�, 

malzemenin sa�lamlık, tokluk, korozyon dayanımı gibi özelliklerinin 

arttırılması sa�lanmı�tır [12]. 

Isıl proseslerde dikkat edilmesi gereken önemli noktalardan biri; prosesin 

gerçekle�ti�i ortamı çevreleyen maddenin yüksek ısıdan olumsuz 

etkilenmesini önlemektir. Bu amaçla yüksek sıcaklı�a maruz kalan malzeme, 

yüksek sıcaklı�a kar�ı direnç gösterebilen bir malzeme olan seramikle 

kaplanmaktadır. Termal bariyer olarak adlandırılan bu sistem, beraberinde 

bazı sorunları da getirmektedir. 

 

                           (a)                                                           (b) 

�ekil 1.1. a) Homojen seramik kaplamanın �ematik gösterimi  b) kaplamada 
      kırılmaların olu�umu [12] 
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Termal bariyer uygulamalarında yüksek sıcaklı�a maruz kalan homojen 

seramik ve metalin termal genle�me katsayılarındaki yüksek uyumsuzluk 

nedeniyle ba�lanma bölgesinde termal gerilmeler ortaya çıkar, sonuçta ara 

yüz çatlakları ve kırılmalar meydana gelir (�ekil 1.1). Ayrıca yüksek sıcaklı�a 

ilk maruz kalan kaplamanın en üst yüzeyinde de yüzeye dik kenar çatlakları 

görülmektedir (�ekil 1.2). Bu çatlakların olu�masında rol oynayan gerinim 

kaplamanın en üst yüzeyindeki yarıçap yönündeki yatay gerinimdir [12]. 

 

                      (a)           (b) 

�ekil 1.2. a) Kaplamanın üst yüzeyindeki yatay gerinimler, b)Yatay   
gerinimlerden kaynaklanan ve kaplamanın üst yüzeyine dik 
olarak olu�an kenar çatlakları [12] 

Bu uyumsuzlukları minimuma indirmek, dolayısıyla ısıl gerilmeleri azaltmak 

amacıyla fonksiyonel derecelendirilmi� malzemeler kullanılmaktadır. Bu 

malzemelerdeki dereceli yapı metali korozyon, oksidasyon veya a�ınmaya 

kar�ı korumanın yanında, homojen seramik kaplamada olu�an kırılmaları, 

arayüz ve yüzey çatlaklarını da minimuma indirmektedir. �htiyaca ve seçilen 

üretim tekni�ine ba�lı olarak FDM’lerde dereceli yapı devamlı (�ekil 1.3) 

veya tabakalı (�ekil 1.4) derecelendirilmi� olabilmektedir. Tabakalı derece–

lendirilmi� kaplamalar teknik olarak yarı kompozit, sürekli olmayan 

termomekanik özelliklere sahip birbirinden farklı homojen malzemeler içerir.  



 4

 

�ekil1.3. SiC/A356 FDM’inde kuvvetlendirici parçacıkların devamlı                      
derecelendirmesi [12] 

                   

 

 

�ekil 1.4.   Michigan Üniversitesi’nde Cu ve Ni bile�enleriyle üretilen tabakalı 
derecelendirilmi� FDM’de SEM-EDAX analizi ile elde edilmi� 
tabakalar ve bile�im yüzdeleri [12] 
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Devamlı derecelendirilmi� kaplamalarda ise iki önemli özellik vardır. Birincisi; 

serami�in kısmi hacmi; ara yüzde %0'dan yüzeyde %100'e kadar 

de�i�ti�inden, kaplamayla kaplanan arasındaki ba�lanma, malzeme 

uyumlulu�u sebebiyle daha iyi olacaktır. �kinci olarak; malzeme özellikleri 

da�ılımlarının düzgün olması sebebiyle FDM kaplı ara katmanda gerilme 

konsantrasyonları tabakalı homojen kaplamalara göre daha dü�ük olacaktır. 

FDM üretim metodlarını kuru ve ya� metot olmak üzere iki ana grupta 

toplamak mümkündür. Kuru metot yöntemleri; toz metalurjisi, plazma 

spreyiyle kaplama, SHS (Self-Propagating High-Temperature Synthesis), 

CVD Fırını ile kaplama ve pervane ile kuru karı�tırma, Ya� metotlar ise 

endüksiyonla yı�ma, slip döküm ve santrifüj döküm �eklinde sıralanabilir [13]. 

Dönen FDM bir disk toz metalürjisi ile çe�itli yöntemlerde üretilebilir. Birinci 

yöntemde, diskin iç kısmına %100 metal tozları koyarak mekanik bir 

presleme ile tozları istenilen disk kalınlı�ına getirilerek sıkı�tırılmaktadır    

(�ekil 1.5). 

 

 

 

 

 

 

 

 

�ekil 1.5.  Metal tozlarının mekanik presle sıkı�tırılması   
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sıkı�tırılan fakat pi�irilmemi� bu disk ba�ka bir kalıba konulup sabitlendikten 

sonra etrafına %90  metal + %10  seramik tozu karı�tırılarak ikinci katmanı 

olu�turulur. Bu disk geometrisi için tasarlanmı� silindirik bir pres kalıbında 

sıkı�tırılır (�ekil 1.6).  

 

�ekil 1.6.  FDM disklerinin katmanlarının sıkı�tırılarak elde edilmesi 

Bu i�lem katman sayısı kadar devam eder. En dı� katman %100  seramik 

oldu�unda sıkı�tırılmı� disk presten çıkartılır ve pi�irilir. Bu pi�irme esnasında 

difüzyon olu�masıyla katmanlar birbirlerine kaynayıp tek bir disk meydana 

gelir (�ekil 1.7). Daha sonra istenilirse infilitrasyon (bo�luk doldurma) i�lemi 

ile diskte kalan bo�lukların doldurulması yapılır. 
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�ekil 1.7.  Toz metalürjisi ile katmaları olu�turulmu� FDM disk  

�çi bo� FDM disk imal edilmesinde ise öncelikle istenilen iç yarıçap kadar bir 

maça imal edilir. Sonra maça, bu geometri için tasarlanan halka �eklindeki 

mekanik presin ortasına yerle�tirilir Kalıp ile maça etrafına %100 metal tozları 

yerle�tiriliyor ve sıkı�tırılır (�ekil 1.8). Sıkı�tırılan bu içi bo� disk pi�irilme-

di�inden  dolayı mukavemeti zayıftır ve elle temasta da�ılabilir. 

�kinci katmanda sıkı�tırılan içi bo� diskin etrafına ba�ka bir kalıp konularak 

%90 metal tozu + %10 seramik tozu karı�ımı bu maçanın etrafına konulur. 

Tekrar bu geometri için hazırlanmı� silindirik kalıpta sıkı�tırılır (�ekil 1.9).  

�stenilen katman kadar bu i�lem tekrar edildikten sonra, en dı� katman %100 

seramik olacak �ekilde sıkı�tırılıp sonra disk pi�irme i�lemine tabi tutulur. 

Pi�irilirken difüzyon kayna�ı meydana gelir ve disk katmanları birle�ir. 

Böylece FDM disk elde edilmi� olur (�ekil 1.10). �stenildi�i takdirde infilitras-

yon ile diskte kalan bo�lukların doldurulması yapılır. 
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�ekil 1.8. �çi bo� FDM diskin mekanik presle sıkı�tırılması 

Mekanik presleme ile tala�lı imalata gerek kalmadan içi bo� diskin üretimi 

mümkündür. Fakat içi dolu yapılıp daha sonrada tala�lı imalat ile içi 

bo�altılabilir. Bu yöntemde her katman için ayrı bir kalıp hazırlanması ve bu 

kalıplara göre halka �eklinde baskı zımbaları yapılması gerekir. Bu da bu 

yöntemin zorla�tırmakta ve maliyetini arttırmaktadır. 
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�ekil 1.9. �kinci katmanın presle sıkı�tırılması 

 

 

�ekil 1.10. �çi bo� FDM disk 

Toz metalürjisinde mekanik presleme yaparak ince katmanlar olu�turmak çok 

kolay de�ildir. Bu durumlar için lazerle veya plazma ile toz kaplama gibi daha 

etkili yöntemlerden yararlanılabilir.  

Bu yöntemde silindir �eklinde belirli bir hızda dönen çubuk üzerine katman 

olu�turacak tozlar püskürtülür. Aynı zamanda plazma veya lazer yardımıyla 

bu tozlar eritilerek yüzeye yapı�ması sa�lanır. Yüzeyde bir sıvı havuzu 

olu�turulur (tamamen erimeyen tozlar bu havuza batar). Katıla�madan sonra 



 10

katman kalınlı�ı istenilen de�ere ula�ıncaya kadar bu i�lem tekrarlanır            

(�ekil 1.11). 

 

�ekil 1.11. Lazer veya plazma ile toz kaplama  

Tozun karı�ımı de�i�tirilerek katman malzemesi istenilen �ekilde ayarlanır.  

Bütün katmanlar ayarlandıktan sonra silindir kesilerek istenilen kalınlıktaki 

disk elde edilir. 

Bir ba�ka yöntem de püskürtme �ekillendirme yöntemidir. Bu yöntem, lazer 

veya plazma toz kaplama yöntemine benzer. Sıvı metal (veya ala�ım), gaz ile 

atomize edilerek belirli bir hızda dönen silindirin üzerine püskürtülür. Metal 

veya ala�ım silindir üzerine yapı�ıp katıla�arak bir katman olu�turur. �stenilen 

oranlardaki karı�ımlarla tüm katmanları elde ettikten sonra silindir kesilerek 

disk üretilmi� olur ( �ekil 1.12). 
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�ekil 1.12.  Püskürtme �ekillendirme yöntemi 

You, L.H., Tang, Y.Y., Zhang, J.J. ve Zheng, C., rastgele seçilmi� de�i�ken 

kalınlık ve yo�unluklu dönen disklerin elastik – plastik sayısal analizlerini 

yapmı�lardır. Analizler lineer olmayan sertle�tirilmi� sürekli de�i�ken ve 

rastgele seçilmi� de�i�ken yo�unluklu malzeme için gerçekle�tirilmi�tir. Bu 

çalı�mada nonlineer sertle�tirilmi� malzemeden yapılmı� sürekli de�i�ken 

kalınlık ve rastgele de�i�ken yo�unluklu  dönen diskte kullanılabilece�inin 

ara�tırması yapılmı�tır [14]. 

 

Sugano, Y., Chiba, R., Hirose,K. ve Takahashi,K ise, fonksiyonel 

derecelendirilmi� malzemeden yapılmamı� dönen diskin radyal yöndeki  

rastgele ısıl ve mekanik homojen olmayan özellikleriyle birlikte a�ırlı�ının 

azaltılması, yüksek ısıl radyasyon altındaki ısıl gerilmelerinin azaltılması ve 

merkezkaç gerilmelerinin azaltılması çalı�masını yapmı�lardır. �ç çapta 

görünen maksimum çekme ısıl gerilmesi ile dı� yarıçaptaki çok yönlü ısıl 

gerilmenin yol açtı�ı merkezkaç kuvvetin maksimum çekme gerilmesi 

de�erinde ve a�ırlı�ında azalmalar gözlemlemi�lerdir [10]. 
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Bu çalı�manın amacı sabit kalınlıklı, yarıçap fonksiyonuna ba�lı de�i�ken 

elastisite modüllü, de�i�ken yo�unluklu ve  de�i�ken ısıl genle�me katsayılı 

sabit sıcaklık altında dönen içi bo� diskin gerilme ve yer de�i�tirme 

ba�ıntılarının elastik çözümlerini yapmaktır. Bununla birlikte, malzeme 

özelliklerinin, diskte meydana gelecek akmaya olan etkileri de incelenmi�tir. 
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2. PROBLEM�N TANIMI 
 

Bu çalı�mada kalınlı�ı sabit ve malzeme özellikleri yarıçapın fonksiyonu 

olarak de�i�en sabit bir sıcaklık de�eri etkisindeki simetri ekseni etrafında 

ω açısal hızıyla dönen içi bo� disk için elastik gerilme analizi yapılarak 

malzeme özelliklerinin gerilme, gerinim ve yer de�i�tirme da�ılımına etkisi 

elde edilmi�tir. 

 

2.1. Malzeme Özellikleri 

 

�ncelenecek olan disk malzemesi FDM malzeme olarak de�i�ik malzeme 

parametreleriyle a�a�ıdaki �ekilde modellenmi�tir. Malzemenin;  

Elastisite modülü 

 

1

0
( )

r
E r E

b

β
� �

= � �
� �

, 

 

Isıl genle�me katsayısı 

 

2

0
( )

r
r

b

β

α α
� �

= � �
� �

, 

 

Yo�unlu�u 

3

0
( )

r
r

b

β

ρ ρ
� �

= � �
� �

 , 

 

�eklinde tanımlanmı�tır. 

 

Burada r yarıçap, b dı� yarıçap, 
1

β , 
2

β , 
3

β  malzeme parametreleri, 
0

E , 
0

α ve 

0
ρ  diskin dı� yarıçapındaki malzeme özelliklerini ifade etmektedir. 
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2.2. Disk Geometrisi 

 

Ele alınan disk sabit kalınlıklıdır. Diskin iç yarıçapı =r a , dı� yarıçapı 

=r b ‘dir. 

 

 
 
�ekil 2.1.  Sabit kalınlıklı, iç yarıçapı =r a , dı� yarıçapı =r b  olan disk 
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3 . TEOR� 
 
3.1. Temel Denklemler 
 

3.1.1. Silindirik koordinatlarda denge denklemi 
 

Disk kalınlı�ının yarıçapa oranla küçük oldu�u kabulüyle, simetri ekseni 

do�rultusundaki gerilme bile�eni σ z  ihmal edilerek, problem düzlem gerilme 

hali ele alınarak incelenebilir.  

 

 

�ekil 3.1. Polar koordinatlarda bir elemana gelen gerilmeler [2] 

 

=� 0rF  ve θ =� 0F  denge �artlarından; 

 

1
0r rr

r
X

r r r

θ θτ σ σσ

θ

∂ −∂
+ + + =

∂ ∂
                       (3.1) 

1
2 0r r X

r r r

θ θ θ
θ

τ σ τ

θ

∂ ∂
+ + + =

∂ ∂
                           (3.2) 

 

Burada 0rX =  ve 0Xθ = , kütle kuvvetinin radyal te�etsel bile�enleridir. Ele 

alınan problemde 0Xθ =  sıfırdır. 
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Diskin dönme eksenine göre simetrik olmasından dolayı yer de�i�tirmeler 

θ ’dan ba�ımsızdır ve 0=θτ r ’dır. Ayrıca diskin a�ırlı�ından kaynaklanan 

gerilmeler di�erlerine oranla küçük oldu�undan disk a�ırlı�ı ihmal edilebilir. 

Kütle kuvveti olarak da sadece atalet kuvvetinin dikkate alınmasıyla denge 

denklemi ;  

      

2 2
0r

r

d
r r

dr
θ

σ
σ σ ρω+ − + =                       (3.3) 

 

haline gelir [1,2]. 

   

Burada ; 

ρ : Disk malzemesinin yo�unlu�u, � 	
 �
3/kg m  

ω : Diskin açısal hızı, [ ]/rad s  

σ r : Radyal do�rultudaki normal gerilme, � 	
 �
2/N m   

θσ : Çevresel do�rultudaki normal gerilme. � 	
 �
2/N m  

 

olarak ifade edilir. Sabit yo�unluklu malzeme için elde edilen bu denge 

denklemi yo�unlu�u 

 

2

0
( )r r

βρ ρ=  

 

�eklinde de�i�en disk için, 

 

2 2
( ) 0r

r

d
r r r

dr
θ

σ
σ σ ρ ω+ − + =  

 

halini alır. 
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3.1.2. Denge denkleminin boyutsuz hale getirilmesi 

 

Farklı malzemelerde ve farklı geometrik özelliklerdeki diskler için daha genel 

bir çözüm elde etmek ve çözümlerin kar�ıla�tırılmasında kolaylık sa�lamak 

için denklemleri boyutsuz olarak yazmak uygun olur. 

 

Malzeme özellikleri a�a�ıdaki gibi boyutsuzlandırılabilir: 

 

0

( )
( ) ,

E r
E r

E
=     

0

( )
( ) ,

r
r

ρ
ρ

ρ
=    

0

( )
( )

r
r

α
α

α
=   

 

Yarıçap r , açısal hız ω , gerilme bile�enleri rσ  ve θσ  a�a�ıdaki gibi 

boyutsuzlandırılırsa ; 

 

= ,
r

r
b

  
0

r
r

σ
σ

σ
= ,   

0

θ
θ

σ
σ

σ
= ,  0

0

b
ρ

ω
σ

Ω =                                        (3.4) 

 

�fadeleri elde edilir. 

 

1d d dr d

dr dr dr b dr
= =  ifadesi  E�. 3.4’teki ifadelerle birlikte E�.3.3’te yerine 

yazılırsa; 

 

( )
2

2 20

0 0 0 2

0

1
0r

d
br r b

b dr b
θ

σ
σ σ σ σ ρ

ρ

Ω
− + =             (3.5) 

 

denklemi bulunur. 

 

 Bu e�itlik üzerinde gerekli sadele�tirmelerden sonra boyutsuz haldeki 

hareket denklemi; 
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( ) 3(2 )2
0

r

d
r r

dr

β
θσ σ +− + Ω =                                    (3.6) 

 

�eklinde elde edilir. 

 

3.1.3. Polar koordinatlarda �ekil de�i�tirme - yer de�i�tirme ba�ıntıları  

 

 
 
�ekil 3.2. Polar koordinatlarda bir elemanın deformasyonu ve yer 

de�i�tirmesi a) radyal do�rultudaki kenar uzunlu�undaki de�i�im 
b) te�etsel do�rultudaki kenar uzunlu�undaki de�i�im c) radyal 
do�rultudaki kenarın açısal de�i�imi d) te�etsel do�rultudaki 
kenarın açısal de�i�imi [2] 

 

�ekil 3.2’den radyal �ekil de�i�tirme bile�eninin   

 

  r

u

r
ε

∂
=

∂
                                                                                    (3.7a) 

 

oldu�u görülmektedir. u  yer de�i�tirmesine ba�lı olan çevresel �ekil 

de�i�tirme bile�eni; 
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( )
( )

u

r u d rd u

rd r
θ

θ θ
ε

θ

+ −
= =                                                             (3.7b) 

υ  yer de�i�tirmesine ba�lı olan çevresel �ekil de�i�tirme bile�eni; 

 

( )
( )/ 1d

rd r
θ υ

υ θ θ υ
ε

θ θ

∂ ∂ ∂
= =

∂
                                                                    (3.7c) 

 

Böylece toplam çevresel �ekil de�i�tirme; 

 

1u

r r
θ

υ
ε

θ

∂
= +

∂
                                                               (3.7d) 

 

olur. 

 

�ekilden anla�ılaca�ı üzere u  ve υ  yer de�i�tirmelerinden dolayı olu�an 

toplam kayma �ekil de�i�tirmesi de, 

    

1
r

u

r r r
θ

υ υ
γ

θ

∂ ∂
= + −

∂ ∂
                                                                      (3.7e) 

 

�eklinde elde edilir [2]. 

 

3.1.4. Disk için �ekil de�i�tirme - yer de�i�tirme ba�ıntıları ve uygunluk    

denklemi 

 

Disk simetrisinden dolayı çevresel yönde yer de�i�tirme olmayaca�ından  

0=ν  ve u ‘nun θ ’a göre kısmi türevleri de sıfırdır. Böylece E�. 2.7’de verilen 

ifadeler disk için a�a�ıdaki ifadelere indirgenir. 

 

r

du

dr
ε =    

u

r
θε =   0rθγ =                                           (3.8) 
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E�. 3.7’deki θε  ifadesinden u r θε= ‘nin r ‘ye göre türevi alınıp r
ε  ifadesinde 

yerine yazıldı�ında θε  ve r
ε  arasındaki ba�ıntı; 

( ) 0r

d
r

dr
θε ε− =                                                                         (3.9) 

 

olarak bulunur. Bu ifade uygunluk denklemidir [2]. 

 

3.1.5. Hooke kanunu 

 

Elastik bölgede geçerli olan gerilme ve �ekil de�i�tirme arasındaki lineer ili�ki 

Hooke kanunu olarak bilinir. Genel Hooke Kanunu �u �ekildedir: 

 

1
( )

y y x z
T

E
ε σ ν σ σ α� 	= − + +
 �  

1
( )

x x y z
T

E
ε σ ν σ σ α� 	= − + +
 �                         (3.10) 

1
( )

z z x y
T

E
ε σ ν σ σ α� 	= − + +
 �  

1
xy xy

G
γ τ= , 

1
yz yz

G
γ τ= , 

1
xz xz

G
γ τ=  

 

Yukarıda geçen G, kayma elastisite modülü veya rijitlik modülü olup, 

a�a�ıdaki �ekilde ifade edilir: 

 

2(1 )

E
G

ν
=

+  

 

3.1.6. Dönen disk için Hooke kanunu 

 

Düzlem gerilme durumu, simetri ve polar koordinatlar için E�. 3.9’da ile 

verilen elastik �ekil de�i�tirmeler   
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T
E

rr ανσσε θ +−= )(
1

 

T
E

r ανσσε θθ +−= )(
1

                  (3.11) 

0rθγ =  

 

�eklini alır. 

 

3.1.7.  Dönen disk için gerilme - yer de�i�tirme ba�ıntıları 

 

Dönen disk için elde edilen E�. 3.8 ve E�. 3.11’den rσ  ve θσ , yer de�i�tirme 

cinsinden �u �ekilde elde edilir: 

 

1
( )r

u
T

r E
θ θε σ νσ α= = − +  

1
( )

r
r r

du
T

d E
θε σ νσ α= = − +   

 

Bu denklemlerin simültane çözülmesiyle gerilme – yer de�i�tirme ba�ıntıları; 

 

( )2

( )
( ) '( ) (1 )

1
r

E u r
r u r T

r

ν
σ ν α

ν

� 	
= + − +� 
− 
 �

                                      (3.12a) 

2

( )
( ) '( ) (1 )

(1 )

E u r
r u r T

r
θσ ν ν α

ν

� 	
= + − +� 
− 
 �

                                      (3.12b) 

 

�eklinde olur. Burada ( ' ) radyal koordinata göre türevi göstermektedir. 

 

3.1.8. FDM disk için gerilme - yer de�i�tirme ba�ıntıları 

 

Radyal koordinata ba�lı olarak de�i�en malzeme özellikleri E�. 3.12a ve 

E�.3.12b’de yerine yazıldı�ında gerilme – yer de�i�tirme ba�ıntıları; 
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( )2

( ) ( )
( ) '( ) (1 ) ( )

1
r

E r u r
r u r r T

r

ν
σ ν α

ν

� 	
= + − +� 
− 
 �

                                             (3.13a) 

( )2

( ) ( )
( ) '( ) (1 ) ( )

1
r

E r u r
r u r r T

r

ν
σ ν α

ν

� 	
= + − +� 
− 
 �

                                             (3.13b) 

 

�eklinde yazılır. 

 

3.2. Plastisite Teorisi 
 

Akma sınırının üstünde uygulanan yükler için malzemedeki gerilme ve �ekil 

de�i�tirmelerinin hesaplanmasında elastisite denklemleri artık geçerli de�ildir. 

Malzemenin gerilme - �ekil de�i�tirme e�risinde kalıcı deformasyonların 

meydana geldi�i bölgeye plastik bölge denir. 

 

3.2.1. Akma kriteri ve akma yüzeyi 
 

Malzemede akmanın ba�langıç durumunun matematiksel olarak belirlenmesi 

için çe�itli akma kriterleri kullanılmaktadır. E�er bir noktadaki gerilme durumu 

akma kriterini sa�lıyorsa bu nokta plastik olarak deforme olur, di�er durumda 

ise elastik deformasyonlar geçerlidir. 

 

Isıl gerilmelerin olmadı�ı ve malzemenin homojen oldu�u kabulüyle kapalı bir 

yüzey belirten akma fonksiyonu matematiksel olarak; 

 

( ) 0ijF σ =                       (3.14) 

 

�eklinde yazılabilir [16].  Buna göre; 

 

( ) 0ijF σ <   ise elastik deformasyonlar, 

( ) 0ijF σ >   ise plastik deformasyonlar geçerlidir.          

( ) 0ijF σ =   ise akma ba�langıç durumunu belirler. 
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3.2.2. Deformasyon enerji teorisi veya von Mises akma kriteri 
 

Bu teoriye göre malzemedeki deformasyon enerjisi çekme deneyindeki 

deformasyon enerjisine e�it oldu�unda akma ba�lar. 

 

2

2

1 3

2 4
d octU J

G G
τ= =                                             (3.15) 

 

Burada 2
J  ikinci deviatorik gerilme de�i�mezi (second invariant of stress 

deviator tensor) dir ve asal gerilmeler cinsinden 

 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 1 2 2 3 3 1

1

6
J σ σ σ σ σ σ� 	= − + − + −


 �
                                    (3.16) 

 

�eklindedir. Basit çekme deneyinde akma noktasında  

    

2

2 0

1

3
J σ=                     (3.17) 

 

�eklinde yazılırsa akma kriteri; 

 

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

1 2 2 3 3 1 0

1

2
σ σ σ σ σ σ σ� 	− + − + − =


 �
                                              (3.18) 

 

�eklinde yazılır. Düzlemsel gerilme durumu için akma kriteri; 

 

2 2 2

1 1 2 2 0
σ σ σ σ σ− + =                   (3.19) 

 

�eklinde yazılır. Bu denklem bir elips denklemidir ve bu elips von Mises elipsi 

diye isimlendirilir (�ekil 3.4) [16]. 
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�ekil 3.3. Von Mises Elipsi [15] 

 

Polar koordinatlarda bu denklem; 

    

2 2

y r r θ θσ σ σ σ σ= − +                         (3.20) 

   

�eklinde yazılabilir.  
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4. ELAST�K ÇÖZÜM VE SONUÇLAR 
 

Bu bölümde, içi bo� disk için açısal hızın ve farklı 
1

β , 
2

β  ve 
3

β  

parametrelerinin diskteki gerilme da�ılımına ve plastik deformasyonun 

ba�lama durumuna etkileri incelenecektir. 

 

E�.3.13 denklemleriyle elde edilen gerilme – yer de�i�tirme ba�ıntıları E�.3.3 

ile verilen denge denkleminde yerlerine yazılıp gerekli sadele�tirmeler 

yapıldı�ında 

 

( ) ( ) ( )
( )

( )1 3

2

2 2

1 1 0

0 0 1 22

0

1 1 1 1
''( ) '( ) ( )

v r v
u r u r u r r T

r r r E

β β
ββ νβ ω ρ

α β β
− +� 	+ − + −

+ − = + −� 


 �

  

        (4.1) 

 

diferansiyel denklemi elde edilir. Denklemin homojen çözümü için 

 

( ) ( )1 1

2

1 1
''( ) '( ) ( ) 0u r u r u r

r r

β νβ+ −
+ − =              (4.2) 

 

yazıldı�ında homojen çözüm 

 

( )1 / 2

1 2
( )

A A

h
u r r C C r

β− + � 	= +
 �                 (4.3) 

 

�eklinde elde edilir. Burada  

 

2

1 1
4 4A νβ β= − +   �eklinde tanımlanmı�tır. 
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Denklemin genel çözümü; 
 

1 2
( ) ( ) ( ) ( )u r C P r C Q r R r= + +              (4.4) 

 

�eklinde yazılır. R(r) diferansiyel denklemin özel çözümü, geri kalan ifade ise 

homojen çözümüdür. Homojen çözümü olu�turan ( )P r  ve ( )Q r , E�. 4.3’den 

a�a�ıdaki gibi ifade edilirler; 

 

1

2 2( )

A

P r r

β−
−

=                  (4.5) 

1

2 2( )

A

Q r r

β−
+

=  

 

E�. 4.4’deki özel çözüm ( )R r  ifadesi ise parametrelerin de�i�imi metoduyla 

a�a�ıdaki �ekilde elde edilir: 

 

1 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )R r P r U r Q r U r= +                (4.6) 

 

Bu ifadede; 

 

1

( ) ( )
( )

( )

r

a

Q f
U r d

W

ξ ξ
ξ

ξ
= −�     ve    

2

( ) ( )
( )

( )

r

a

P f
U r d

W

ξ ξ
ξ

ξ
= � ,                     (4.7) 

 

( )
( )

( )1 3

2

2 2

0

0 0 1 2

0

1 1
( )

v r v
f r r T

r E

β β
β ω ρ

α β β
− +� 	+ −

= + −� 


 �

           (4.8) 

 

E�.4.7 denklemlerinde geçen a  elastik bölgenin ba�langıç koordinatı, ( )W r  

Wronskian’dır ve 

 

( )
dQ dP

W r P Q
dr dr

= −    (4.9) 
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�eklindedir. 

 

E�.4.4 ile verilen  
1 2

( ) ( ) ( ) ( )u r C P r C Q r R r= + +  denklemi E�.3.13 ile verilen 

gerilme denklemlerinde yerine yazıldı�ında radyal ve te�etsel gerilme 

bile�enleri; 

 

1

20

0 1 22

( ) ( ) ( )
'( ) '( ) '( )

1
r

r E P r Q r R r
r T C P r C Q r R r

v r r r

β
βσ α ν ν ν

� 	� � � � � �
= − + + + + + +� � � � � �� 
− � � � � � �
 �

 

       (4.10) 

1

20

0 1 22

( ) ( ) ( )
'( ) '( ) '( )

1

r E P r Q r R r
r T C P r C Q r R r

v r r r

β
β

θσ α ν ν ν
� 	� � � � � �

= − + + + + + +� � � � � �� 
− � � � � � �
 �
 

       (4.11) 

 

�eklinde elde edilir. Yukarıdaki denklemlerde geçen ( )/dR r dr  ise �u �ekilde 

ifade edilebilir: 

 

1 2

1 2

dR dU dP dU dQ
P U Q U

dr dr dr dr dr
= + + +  

 

Daha sonra 
1
( )U r  ve 

2
( )U r ’nin E�.4.7’deki ifadeleri yerine yazılırsa; 

 

21 U
dr

dQ
U

dr

dP

dr

dR
+=  (4.12) 

 

elde edilir.  

 

Sınır �artları yardımıyla integral sabitleri 
1

C  ve 
2

C  �u �ekilde bulunur: 

 

Uçları serbest disk için sınır �artları; 
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Diskin iç çapında ( )r a=  ve ucunda ( )r b=  radyal gerilme bile�eni sıfırdır. 

Yani ( ) 0r aσ = , ( ) 0r bσ =  

�eklindedir. 

 

Bu sınır �artlarının E�.4.10 ile verilen radyal gerilme bile�eni ifadesinde 

yerine yazılmasıyla integrasyon sabitleri;  

 

1

T
C

L
=   ,   

L

M
C =2

                                                                                   (4.13) 

 

�eklinde elde edilir, burada; 

 

[ ] [ ] [ ] [ ]( ) '( ) ( ) '( ) ( ) '( ) ( ) '( )L Q a aQ a P b bP b Q b bQ b P a aP aν ν ν ν= − + + + + +   

 

  

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]( )2 21 1

0 0

( ) '( ) ( ) '( ) ( ) '( ) ( ) '( )

(1 ) ( ) '( ) ( ) '( )

T Q a aQ a R b bR b R a aR a Q b bQ b

T b Q a aQ a a Q b bQ b
β β

ν ν ν ν

α ν ν ν+ +

= + + − + + +

+ − + + +
  

 

 

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]( )2 21 1

0 0

( ) '( ) ( ) '( ) ( ) '( ) ( ) '( )

(1 ) ( ) '( ) ( ) '( )

M P a aP a R b bR b R a aR a P b bP b

T b P a aP a a P b bP b
β β

ν ν ν ν

α ν ν ν+ +

= − + + + + + +

+ + − +
  

 

 

olarak tanımlanmı�tır. �ntegral sabitlerinin elde edilmesiyle elastik çözüm elde 

edilmi�tir. A�a�ıda malzeme özelliklerini belirleyen de�i�ik β  de�erlerinin 

diskte plastik deformasyona ve gerilme-yer de�i�tirme da�ılımına etkisi 

grafiklerle gösterilmi�tir. Bu grafiklerdeki sonuçlar boyutsuz büyüklükler 

cinsinden sunulmu�tur. 

 

�lk olarak �ekil 4.1’de β  de�erleri ile malzeme özelliklerini disk içinde 

de�i�imi gösterilmi�tir. Bu grafikte diskin boyutsuz iç yarıçapı 0,3a =  

alınmı�tır. 
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�ekil 4.1.  Boyutsuz malzeme özelliklerinin boyutsuz yarıçapa göre de�i�imi 

 

�ekilden görüldü�ü gibi 0β =  de�erleri homojen malzemeden yapılmı� disk 

özelli�ini verir. 0β <  de�erleri ile malzeme özellikleri iç yarıçaptan dı� 

yarıçapa do�ru azalan, 0β >  de�erleri ile ise malzeme özellikleri iç 

yarıçaptan dı� yarıçapa do�ru artan diskler modellenebilir. 

 

�ekil 4.2a’da 1
0β <  ve �ekil 4.2b’de 1

0β >  olan iki farklı disk için kritik açısal 

hızlardaki gerilme ve yer de�i�tirme da�ılımları gösterilmi�tir.  
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(a) 

�ekil 4.2. Farklı malzemeye sahip disklerde kritik hızlarda gerilme ve 
 yerde�i�tirmeler 80T C∆ = ° a) 1

0,5β = − , 2
0,3β = , 3

0,35β =  

1,018565Ω = ,  b) 1
0,5β = ,

2
0,3β = − , 3

0,35β =  1,318659Ω =  
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(b) 
 

�ekil 4.2. (Devam) Farklı malzemeye sahip disklerde kritik hızlarda gerilme 
ve yerde�i�tirmeler 80T C∆ = °  a) 1

0,5β = − , 2
0,3β = , 3

0,35β =  

1,018565Ω = , b) 1
0,5β = , 

2
0,3β = − , 3

0,35β =  1,318659Ω =  

 

�ekil 4.2a’daki diskin malzeme parametreleri 1
0,5β = − , 2

0,3β =  ve  3
0,35β =  

olarak rastgele seçilmi�tir. Bu disk için hesaplanan boyutsuz kritik açısal hız 

ise 1,018565Ω = ’dir. �ekil 4.2b’deki diskin malzeme parametreleri ise 
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1
0,5β = , 

2
0,3β = −  ve  3

0,35β =  olarak seçilmi� ve kritik hız 1,318659Ω =  

olarak hesaplanmı�tır. Bu de�erler hesaplanırken 80T C∆ = °  alınmı�tır.   

 

�ekillerdeki φ  de�eri ise von Mises akma kriterine ba�lı olarak 

2 2

r r θ θφ σ σ σ σ= − +  �eklinde tanımlanmı�tır. 1,0φ =   oldu�u anda ve radyal 

konumda diskte akma ba�lamaktadır.      

  

�ekilden görüldü�ü gibi her iki durumda da disk içinde 1,0φ =  de�eri 

r a= ‘da görülmektedir. Yani her iki diskte de akma r a= ‘da ba�lamaktadır. 

 

A�a�ıdaki grafiklerde β  parametrelerinin diskte akmanın ba�ladı�ı kritik 

açısal hız de�erleri üzerindeki etkileri gösterilmi�tir. �ekil 4.2’de 1
β  

parametresinin kritik hız üzerine etkisi iç yarıçapı 0,1a =  ve 0,3a =  olan 

diskler için incelenmi�tir. Bu grafik elde edilirken 2 3
0β β= =  alınmı�tır. 

 

�ekil 4.3’ten görüldü�ü gibi 1
β  de�erleri arttıkça kritik açısal hız de�erleri 

artmaktadır yani disk daha yüksek açısal hızlara dayanabilmektedir. 0β <  

de�erleri ile iç tarafta daha yüksek elastisite modülüne sahip malzeme 

olmasına kar�ılık diskin daha dü�ük hızlarda akmaya ba�ladı�ı görülmü�tür. 

Bu nedenle 0β <  de�erlerini kullanmak bu diskler için avantajlı de�ildir. 

Ayrıca 1
β  de�erlerinin iç yarıçap de�eri küçük disklerde kritik açısal hızı daha 

fazla etkiledi�i görülmü�tür.  
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�ekil 4.3.  1
β  parametresinin boyutsuz kritik hız üzerine etkisi ( 2 3

0β β= =   

50T C∆ = ° ) 

 

�ekil 4.4’teki grafikte ise disk iç yarıçapı 0,1a =  ve 0,3a =  alınarak 2
β  

parametresinin kritik hıza etkisi gösterilmi�tir. Bu grafikte 0
50T C∆ =  

alınmı�tır. 
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�ekil 4.4.  2
β  parametresinin boyutsuz kritik hız üzerine etkisi ( 1 3

0β β= = , 

50T C∆ = ° ) 
 

Grafikten görüldü�ü gibi 2
β  de�eri kritik hızı çok fazla etkilememektedir. �ç 

yarıçap de�i�tikçe 2
β  de�erinin kritik hız üzerindeki etkisi artmaktadır, iç 

yarıçapı küçük olan disklerde 2
β  de�eri kritik hızı arttırmaktadır.  Bu grafik 

1 3
0β β= =  alınarak elde edilmi�tir. 
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�ekil 4.5’te ise farklı sıcaklık de�erleri için 2
β  de�erlerinin etkisi 

gösterilmi�tir. 
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�ekil 4.5. 2
β  parametresinin boyutsuz kritik hıza etkisinin sıcaklıkla de�i�imi 

                 ( 1 3
0β β= = ) 
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Grafikten de görüldü�ü gibi 2
β  de�erlerinin etkisi sıcaklıkla artmaktadır, 

ancak bu etki oldukça hız de�eri aralıklarındadır. Bu grafik 0,3a =  ve 

1 3
0β β= =  alınarak elde edilmi�tir. 

 

�ekil 4.6’da ise 3
β   de�erlerinin kritik hız üzerindeki etkisi gösterilmi�tir. 
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�ekil 4.6. 3
β  parametresinin boyutsuz kritik hız üzerine etkisi 50T C∆ = °  
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�ekilden görüldü�ü gibi 
3

β  de�erleri arttıkça kritik açısal hız de�erlerinin 

arttı�ı görülmektedir. Di�er parametrelerde oldu�u gibi 
3

β  de iç yarıçapı 

küçük olan disklerde kritik hızı daha fazla etkilemektedir. Bu grafik elde 

edilirken  1 2
0β β= =  alınmı�tır. 
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(a) 

�ekil 4.7. 
1

β  parametresinin boyutsuz gerilme bile�enleri üzerine etkisi 

1,0857Ω =  50T C∆ = °  a) radyal, b) te�etsel 
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(b) 

�ekil 4.7. (Devam) 
1

β  parametresinin boyutsuz gerilme bile�enleri üzerine 

etkisi 1,0857Ω =  50T C∆ = °  a) radyal, b) te�etsel 
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β  de�erlerinin disk içerisindeki gerilme bile�enleri üzerindeki etkileri �ekil 

4.7 - 4.9’da verilmi�tir.  

 

1 2 3
0β β β= = =  alınarak homojen disk için elde edilen kritik açısal hız de�eri 

kullanılarak boyutsuz kritik açısal hız de�eri 0,3a =  için 1,0857Ω =  olarak 

hesaplanmı�tır. �ekil 4.7’de bu hız de�eri kullanılarak de�i�ik 
1

β  de�erleri 

için radyal gerilme bile�enleri ve te�etsel gerilme bile�enleri gösterilmi�tir. 

Görüldü�ü gibi 
1

0β <  de�erlerinde radyal gerilme bile�enleri homojen diskten 

daha büyük de�erlerdedir.  
1

β  arttıkça radyal gerilme bile�eninin azaldı�ı 

görülmektedir. Te�etsel  gerilme bile�enlerine bakıldı�ında gerilme bile�e-

ninin de�eri dü�mekte, belli bir konumdan sonra ise 
1

β  de�erleri arttıkça 

gerilme bile�enleri artmaktadır. Bu grafik elde edilirken 
2 3

0β β= =  alınmı�tır. 

 

�ekil 4.8’de grafikler homojen disk için hesaplanan kritik hız de�eri ve 

1 3
0β β= =  de�erleri ile birlikte de�i�ik 

2
β  de�erleri kullanılarak 50T C∆ = °  

için elde edilmi�tir. Grafi�e bakıldı�ında herhangi bir
2

β  de�erleri için radyal 

ve te�etsel gerilme bile�enlerinin üzerinde bir etkisi olmadı�ı ve grafiklerinin 

aynı oldu�u görülmektedir.   
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�ekil 4.8. 
2

β  parametresinin boyutsuz gerilme bile�enleri üzerine etkisi 

1,0857Ω = , 50T C∆ = °  a) radyal, b) te�etsel 
 

 

 

 

 

 

 



 41

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Boyutsuz Radyal Koordinat

B
oy

ut
su

z 
T

e�
et

se
l G

er
ilm

e 
B

ile
�e

ni

 

0,3−

0,0

0,3

0,6

0,3a =

2
0,6β = −

 

(b) 

�ekil 4.8. (Devam) 
2

β  parametresinin boyutsuz gerilme bile�enleri üzerine 

etkisi 1,0857Ω = , 50T C∆ = °  a) radyal, b) te�etsel 
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(a) 

�ekil 4.9. 
3

β  parametresinin boyutsuz gerilme bile�enleri üzerine etkisi 

1,0857Ω = , 50T C∆ = °  a) radyal, b) te�etsel 
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(b) 

�ekil 4.9. (Devam) 
3

β  parametresinin boyutsuz gerilme bile�enleri üzerine 

etkisi 1,0857Ω = , 50T C∆ = °  a) radyal, b) te�etsel 
 

�ekil 4.9’deki grafikler homojen disk için hesaplanan kritik hız de�eri ve 

1 2
0β β= =  de�erleri ile birlikte de�i�ik 

3
β  de�erleri kullanılarak elde 

edilmi�tir. Grafi�e bakıldı�ında 
3

β  de�erleri arttıkça gerilme bile�enlerinin 

azaldı�ı görülmektedir.   
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Çizelge 4.1. Takım malzemelerinin mekanik özellikleri [18] 

 

 

β  de�erlerinin de�i�ik sayısal de�erlerle gerilme ve yer de�i�tirme 

da�ılımına etkilerinin incelenmesinden sonra mekanik özellikleri bilinen bazı 

malzemeler kullanılarak modellenen FDM disklerin gerilme ve yer de�i�tirme 

da�ılımları gösterilmi�tir. Bunun için Tablo 4.1’den örnek olarak TiC, WC ve 

Al - Si esaslı seramik seçilmi�tir. �ekil 4.10’da malzeme özelliklerinin iç 

yarıçapta ( r a= ) yüksek hız çeli�i, dı� yarıçapta ( 1r = ) TiC olacak �ekilde 

de�i�ti�i durum için β  de�erleri, 
1

0,5757β = , 
2

0,3367β = −  ( 100T C∆ = ° ), 

3
0,3563β = −  seçilmi�tir. Grafik, homojen diskin akmaya ba�ladı�ı 1,0857Ω =  

kritik açısal hız de�eri için çizilmi�tir ve kesikli çizgi ile çizilen e�riler homojen 

malzemeden yapılan diske aittir. �ekilden de görüldü�ü gibi bu hızda 

homojen diskte akma ba�larken, FDM disk henüz elastik sınırlar içerisindedir.   
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�ekil 4.10. Çelik ile TiC esaslı seramikten olu�an FDM diskte gerilme ve 
       yerde�i�tirme da�ılımı. 

1
0,5757β = , 

2
0,3367β = − ( 100T C∆ = ° ) 

3
0,3563β = −     1,0857Ω =   

 

�ekil 4.11’da malzeme özelliklerinin iç yarıçapta ( r a= ) yüksek hız çeli�i, dı� 

yarıçapta ( 1r = ) Al-Si esaslı seramik olacak �ekilde de�i�ti�i durum için β  

de�erleri,
1

0,4882β = ,
2

0,7271β = − ( 100T C∆ = ° ),
3

0,5757β = − seçilmi�tir. �ekil 

4.12’de ise iç yarıçapta yüksek hız çeli�i dı� yarıçapta WC olacak �ekilde β  

de�erleri, 
1

0,8402β = , 
2

0,7272β = −  ( 100T C∆ = ° ), 
3

0, 2767β =  seçilmi�tir. Bu 
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grafikler de homojen disk için hesaplanan kritik açısal hız de�erinde 

çizilmi�tir. �ekillerden anla�ıldı�ı gibi bu hızda homojen disklerde akma 

meydana gelirken FDM diskler henüz elastik sınırlar içerisindedir. 
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�ekil 4.11. Çelik ile Al – Si esaslı seramikten olu�an FDM diskte gerilme ve 
                    yer de�i�tirme da�ılımı

1
0,4882β = , 

2
0,7271β = −  ( 100T C∆ = ° ),     

3
0,5757β = −  1,0857Ω =  
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�ekil 4.12.  Çelik ile WC esaslı seramikten olu�an FDM diskte gerilme ve 
        yer de�i�tirme da�ılımı, 

1
0,8402β = , 

2
0,7272β = −  ( 100T C∆ = ° ),    

3
0, 2767β =   1,0857Ω =  

 

�ekil 4.13 - 4.15’te ise seçilen bu üç FDM diskler için hesaplanan kritik açısal 

hız de�erlerinde gerilme ve yer de�i�tirme da�ılımları gösterilmi�tir. �ekil 

4.13’te Çelik ve TiC’den olu�an disk için kritik açısal hız de�eri 1,1883Ω =  

olarak hesaplanmı� ve gerilme, yer de�i�tirme da�ılımı verilmi�tir. Görüldü�ü 

gibi bu hız homojen disk için hesaplanan açısal hız de�erinden büyüktür.  
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�ekil 4.13. Çelik ile TiC esaslı seramikten olu�an FDM diskte kritik açısal 
hızda gerilme ve yerde�i�tirme da�ılımı,

1
0,5757β = , 

2
0,3367β = − ,

3
0,3563β = − , 1,1883Ω =  

 

�ekil 4.14’te ise çelik ve Al-Si’dan olu�an disk için kritik açısal hız de�eri 

1,1100Ω = , �ekil 4.15’de ise çelik ve WC’den olu�an disk için kritik açısal hız 

1,4396Ω =  olarak hesaplanmı�tır. 
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�ekil 4.14. Çelik ile Al-Si esaslı seramikten olu�an FDM diskte kritik açısal 
                  hızda gerilme ve yer de�i�tirme da�ılımı,

1
0,4882β = , 

2
0,7271β = −  

                 
3

0,5757β = −  1,4396Ω =  

 

 



 50

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Boyutsuz Radyal Koordinat

B
oy

ut
su

z 
G

er
ilm

e 
ve

 Y
er

 D
e�

i�
tir

m
e

r
σ

u

θσ

φ

0,3a =

 

�ekil 4.15. Çelik ile WC esaslı seramikten olu�an FDM diskte kritik açısal 
hızda gerilme ve yer de�i�tirme da�ılımı,

1
0,8402β = ,

2
0,7272β = −  

3
0, 2767β = ,  1, 4396Ω =  

 

�ekil 4.16’da boyutsuz yarıçapın kritik hıza etkisi gösterilmi�tir. malzeme 

özelliklerinin iç yarıçapta ( r a= ) yüksek hız çeli�i, dı� yarıçapta ( 1r = ) TiC 

olacak �ekilde de�i�ti�i durum için β  de�erleri, 
1

0,5757β = , 
2

0,3367β = −  

( 100T C∆ = ° ), 
3

0,3563β = −  seçilmi�tir.  0,1a =  için 1,3343312Ω =  , 0,2a =  
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için 1, 2399878Ω = , 0,3a =  için 1,18832Ω =  ve 0, 4a =  için 1,1534Ω =  

bulunmu�tur. Boyutsuz yarıçap attıkça kritik hız azalmaktadır. 
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�ekil 4.16.  Çelik - TiC FDM diskin boyutsuz kritik hızının boyutsuz iç yarıçap 
ile de�i�imi, 

1
0,5757β = , 

2
0,3367β = − ( 100T C∆ = ° ) 

3
0,3563β = −      
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�ekil 4.17. Çelik ile Al – Si ala�ımlı malzemeden yapılmı� diskin boyutsuz 
kritik hızının boyutsuz iç yarıçapla de�i�imi, 

1
0,4822β = , 

2
0,7271β = − ( 100T C∆ = ° ) 

3
0,5757β = −      

 

Çelik ile Al–Si ala�ımlı malzemeden yapılmı� disk için 
1

0,4822β = , 

2
0,7271β = − ( 100T C∆ = ° ) ,

3
0,5757β = −   de�erlerinde elde edilen sonuçlar 

�ekil 4.17’de benzerdir. 0,1a =  için 1,5524Ω =  , 0,2a =  için 1, 436825Ω = , 

0,3a =  için 1,360093Ω =  ve 0,4a = için 1, 296958Ω =  bulunmu�tur. Yine 

boyutsuz radyal koordinat attıkça kritik hız azalmaktadır. 
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�ekil 4.18.  Çelik ile WC ala�ımlı malzemeden yapılmı� diskin boyutsuz kritik 
hızının boyutsuz iç yarıçap ile de�i�imi, 

1
0,8402β = , 

2
0,7272β = − ( 100T C∆ = ° ) 

3
0, 2767β = −      

 

�ekil 4.18’de iç  r a=  da Çelik 1r =  de WC olan FDM diskin  
1

0,8402β = , 

2
0,7272β = − ( 100T C∆ = ° ) 

3
0, 2767β = −   parametreleri için grafi�i çizilmi�tir.   

0,1a =  için 1,7917Ω = , 0, 2a =  için 1,5671Ω = , 0,3a =  için 1, 4396Ω =  ve 

0,4a = için 1,3471Ω =  bulunmu�tur. Çelik – WC ala�ımlı FDM diskte de 

görülen aynı olup boyutsuz radyal koordinat attıkça kritik hız azalmaktadır. 
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�ekil 4.19. Çelik ile TiC esaslı seramikten olu�an FDM diskte kritik açısal 
hızda gerilme ve yer de�i�tirme da�ılımı,

1
0,7361β = − , 

2
0,5395β =  ( 100T C∆ = ° ),

3
0,5015β = , 1,00676Ω =  

 

�ekil 4.19 - 4.21’de ise yukarıda verilen malzemelerden yapılan disklerin iç 

yarıçapı 0, 4a =  alınarak, kritik açısal hızları hesaplanmı� ve bu hızda 

gerilme ve yer de�i�tirme da�ılımları verilmi�tir. �ekil 4.19’da çelik ve TiC 

ala�ımlı disk için boyutsuz kritik açısal hız 1,00676Ω =  olarak hesaplanmı�tır. 
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0,4a =  alındı�ında bu malzeme özelliklerini verecek parametreler ise 

1
0,7361β = − , 

2
0,5395β = ( 100T C∆ = ° ) 

3
0,5015β = −  olarak belirlenmi�tir. 
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�ekil 4.20. Çelik ile AlSi esaslı seramikten olu�an FDM diskte kritik açısal 
hızda gerilme ve yer de�i�tirme da�ılımı,

1
 -0,803817β = , 

2
0,868053β =  ( 100T C∆ = ° ),

3
0,68182β = , 1,018946Ω =  

 

�ekil 4.20’de çelik ve AlSi ala�ımlı disk için boyutsuz kritik açısal hız  

1,018946Ω =  olarak hesaplanmı�tır. 0,4a =  alındı�ında bu malzeme özel-
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liklerini verecek parametreler ise 
1

 -0,803817β = ,
2

0,868053β = ( 100T C∆ = ° ), 

3
0,68182β =  olarak belirlenmi�tir. 
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�ekil 4.21. Çelik ile WC esaslı seramikten olu�an FDM diskte kritik açısal 
hızda gerilme ve yer de�i�tirme da�ılımı,

1
  -1,33338β = , 

2
 -0,69365β =  ( 100T C∆ = ° ),

3
 0,771672β = , 0,94317Ω =  

 

�ekil 4.21’de çelik ve WC ala�ımlı disk için boyutsuz kritik açısal hız 

0,94317Ω =  olarak hesaplanmı�tır. 0, 4a =  alındı�ında bu malzeme 
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özelliklerini verecek parametreler ise 
1

  -1,33338β = ,
2

 -0,69365β =  

( 100T C∆ = ° ),
3

 0,771672β =  olarak belirlenmi�tir. 
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�ekil 4.22. Çelik ile TiC ala�ımlı malzemeden yapılmı� diskin boyutsuz kritik 
hızının boyutsuz iç yarıçapla de�i�imi, 

1
2,9851β = − , 

2
1,35291β = − ( 100T C∆ = ° ) 

3
1,72758β = , 0,9959145Ω =  
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�ekil 4.22’de çelik ve TiC ala�ımlı disk için boyutsuz kritik açısal hız 

1,00676Ω =  olarak hesaplanmı�tır. 0,7a =  alındı�ında bu malzeme 

özelliklerini verecek parametreler ise 
1

2,9851β = − ,
2

1,35291β = −  

( 100T C∆ = ° ),
3

0,5015β = − olarak belirlenmi�tir. 
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�ekil 4.23. Çelik ile Al – Si ala�ımlı malzemeden yapılmı� diskin boyutsuz 
kritik hızının boyutsuz iç yarıçapla de�i�imi, 

1
1,79955β = − , 

2
1,94336β = ( 100T C∆ = ° ) 

3
1,52724β = , 1,00934743Ω =  
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�ekil 4.23’te çelik ve AlSi ala�ımlı disk için boyutsuz kritik açısal hız  

1,018946Ω =  olarak hesaplanmı�tır. 0,7a =  alındı�ında bu malzeme özel-

liklerini verecek parametreler ise 
1

1,79955β = − ,
2

1,94336β =  

( 100T C∆ = ° ),
3

1,52724β =  olarak belirlenmi�tir. 
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�ekil 4.24. Çelik ile WC ala�ımlı malzemeden yapılmı� diskin boyutsuz kritik 
hızının boyutsuz iç yarıçapla de�i�imi, 

1
1,64796β = − , 

2
1, 20777β = − ( 100T C∆ = ° ) 

3
1,16497β = , 0,9390923Ω =  
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�ekil 4.24’de çelik ve WC ala�ımlı disk için boyutsuz kritik açısal hız 

0,94317Ω =  olarak hesaplanmı�tır. 0,7a =  alındı�ında bu malzeme 

özelliklerini verecek parametreler ise 
1

  -1,64796β = ,
2

 1,20777β =  

( 100T C∆ = ° ),
3

 1,16497β =  olarak belirlenmi�tir. 
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5. SONUÇ VE ÖNER�LER 

 

Diskin içerisinde malzeme parametrelerinin radyal koordinata göre de�i�imini 

belirleyen 
1 2
,β β  ve 

3
β  de�erlerinin disk içerisinde gerilme ve yer de�i�tirme 

da�ılımına etkileri incelenmi�tir. 

 

Elde edilen grafiklerde diskte her durumda akmanın iç yarıçapta ba�ladı�ı 

dikkate alındı�ında, FDM diskin iç tarafındaki malzemenin elastisite 

modülünün dı� tarafındaki malzemenin elastisite modülünden yüksek 

seçilmesinin uygun olmadı�ı görülmü�tür. Buna göre bu �ekilde malzeme 

modeli veren 
1

0β <  de�erlerinin seçilmesi uygun olmamaktadır. 

 

Isıl genle�me katsayısının de�i�imini belirleyen 
2

β  parametresinin disk 

içindeki gerilme ve yer de�i�tirme da�ılımına etkisinin çok küçük oldu�u ve 

bu etkinin iç yarıçap de�eri küçüldükçe ve sıcaklık büyüdükçe arttı�ı 

görülmü�tür. 

 

FDM disk içerisinde yo�unluk da�ılımını belirleyen 
3

β  de�erinin ise 

arttırılmasıyla diskte plastik deformasyonun ba�ladı�ı kritik açısal hız 

de�erinin arttı�ı görülmü�tür. 

 

Boyutsuz kritik hızın boyutsuz iç yarıçap ile de�i�imi incelenmi�,  elde edilen 

grafiklerde boyutsuz iç yarıçapın artması durumunda boyutsuz kritik hızın 

azaldı�ı görülmü�tür. 

 

Bu etkilerle beraber bazı örnek malzemeler ele alınarak belirlenen β  

de�erleri kullanılarak modellenen FDM disklerle homojen malzeme 

özelli�indeki diskler kar�ıla�tırıldı�ında belli bir açısal hızda homojen diskte 

akma ba�larken FDM diskin halen elastik sınırlar içerisinde kaldı�ı ve akma 

için daha yüksek bir hıza çıkabilece�i görülmü�tür. 
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Bu yapılan çalı�mada, diskin kalınlı�ı ve sıcaklık farkı sabit olarak alınmı�tır. 

Bundan sonraki yapılacak çalı�mada diskin kalınlı�ı ve sıcaklık farkı 

yarıçapın fonksiyonu olarak tanımlanarak çalı�mayı genel hale getirilebilir. 
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