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1. GIRIS

Sembolik hesaplama. matematiksel problemlerin bilgisayar ortaminda analitik
¢6ziimlere yonelik islem yapilabilmesini saglayan yontemleri kapsar. Bu
yOontemlere yonelik giiniimiize dek ¢esitli bilgisayar cebir sistemleri
gelistirilmistir. [1].[2].[6].[14].[15]. Ayrica ilk kez kuvvet serilerinin hesabi

i¢in Koepf (1992) tarafindan algoritmik bir yontem verilmistir.

Bu tezde. oOnce. kuvvet serilerinin hesabi igin sembolik bir algoritma
arastirilmistir.  Daha sonra. formal kuvvet serilerinin sembolik hesaplama

teknigi ile ¢ozimleri gergeklestirilmigtir
Bu amagla:
i.  Hipergeometrik fonksiyonlar ve rasyonel fonksiyonlar incelenmistir.

ii. Homojen lineer diferansiyel denklemlerin tekrarlama esitliklerini (TE)

elde etme yontemleri arastiriimistir.

iii. Wolfram KOEPF tarafindan gelistirilen algoritmaya dayali. formal
kuvvet serilerinin hesabi i¢in sembolik algoritma sunulmustur ve

MAPLE da simiilasyonu yapilmistir.
Ele alinan konular. dort boliim altinda incelenmistir.
Birinci boliim giristir.
ikinci boliimde. temel tanim ve teoremler sunulmustur.
Ugiincii boliimde. algoritma ve uygulamalar sunulmustur.
Dordiincii boliimde. ele alinan konuyla ilgili sonuglar verilmistir.

Ekler béliimiinde ise kuvvet serilerinin hesab: igin gelistirilen algoritmanin

MAPLE program kodu verilmistir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Temel Tanim ve Teoremler

2.1.1. Seriler

Tamm 2.1.1.1. f: IN"'— IR seklinde tanimli fonksiyonlara dizi denir.
Tanmm 2.1.1.2. (a,) dizisi verilmis olsun. Genel terimi
S,=a;ta,*...+a,

seklinde tanimlanan (S,) dizisini gz 6niine alalim. ((a,),(S,)) ikilisine seri ad1
verilir. a, terimine serinin genel terimi, (S,) dizisine de serinin kismi toplamlar
dizisi denir. Eger (S,) dizisi bir s sayisina yakinsak ise yani,

lim S,=s

ise ((a,).(S,)) serisi yakinsak ve toplami s dir denir. Yakinsak olmayan seriye

iraksak seri adi verilir. Genel terimi a, olan bir yakinsak serinin toplam: s ise

bu

seklinde gosterilir. Zak sembolii yakinsak olan bir serinin toplamini

gostermektedir. Fakat alisilmis oldugu igin seri ister yakinsak ister iraksak

olsun, genel terimi a, olan seri ) a, ile gosterilir.

n=1

Teorem 2.1.1.3. > a_ serisi yakinsak ise lima, =0 dir. lima, #0 ise seri

n=| n—or n—»x

iraksaktir [4].

Tamm 2.1.1.4. D> ak"' =a+ak+ak” +..+ak"" +..

n=1

o]



bi¢iminde verilen serive geometrik seri denir. Serinin
S, = a(1+k+k*+..+k™")
n. kismi toplamu.
1-k" = (1-k)(1+k+...+k™ ")
ozdesliginden k#1 iken

S
1-k

dir.
Teorem 2.1.1.5. Za.k“‘l serisi
n=1

1. !k| <1 (yani —1<k<1) ise yakinsaktir ve toplami

sayisidir.
2. |k|>1 ise iraksaktir [4].

Teorem 2.1.1.6.

(a) Za" serisi yakinsak ve toplami s ise. ¢ bir sabit olmak iizere an"

n=| n=)

serisi de vakinsaktir ve toplami c.s dir

(b) ¢#0 olmak lizere.

Zan serisi 1raksak ise ann serisi de raksaktir [4].

n=| n=1i

Teorem 2.1.1.7. D a, =S,. > b, =S, ise

n=t n=|



dir [4].

Teorem 2.1.1.8.

(a) ) a, serisi. terimleri pozitif olan bir seri. ayrica D b, serisi de pozitif

n=l n=|
terimli ve yakinsak bir diger seri olsun. VnelIN™ igin a,<b, ise Zan serisi de
n=|

yakinsaktir.

(b) > c, pozitif terimli serisi iraksak ve VneIN" igin a,>c, ise ) a, serisi

n=| n=|

de raksaktir [4].

Teorem 2.1.1.9. Zan . an pozitif terimli iki seri olsun.

n=| n=|

(a) lim—"=c¢ (c=0) iseikisi de iraksaktir veya ikisi de yakinsaktir.

(b) lim3s =0 ise an yakinsak ise Zan serisi de yakinsaktir.

n—ox
n n=1l n=|

(c) lim2e = % ise an iraksak ise Zan serisi de raksaktir [4].

n—r
n n=l n=l

Teorem 2.1.1.10. p sabit bir sayi olmak iizere.

=1 1 1 ! isi
—— =—+—+...+—+... Serisi.
— np IP 2P nP

p>1 ise vakinsakur.

p<l ise 1raksaktir [4].



Teorem 2.1.1.11. f fonksivonu x>1 igin pozitif degerli. siirekli ve azalan bir

fonksiyon olmak {izere

if(n) =f()+f2)+...+f(n)+...
n=I
serisi
If (x)dx
1
integrali yakinsak ise yakinsaktir.
b
lim [f(x)dx = 0
b= |
ise raksaktir [4].

Tamm 2.1.1.12. Y|a,| serisi yakinsak ise ) a, serisine mutlak yakinsak
k=1 k=1

denir. [4]

Tanmm 2.1.1.13. Zan serisinde. VnelIN" i¢in S,<N olacak sekilde bir NeIR

n=]

varsa bu seriye {istten sinirli denir.

Teorem 2.1.1.14. Pozitif terimli bir serinin kismi toplamlar dizisi iistten sinirh

ise yakinsaktir [4].

Teorem 2.1.1.15. Terimleri sifirdan farkl olan zan serisi i¢in.

n=|

. la__
lim|—=L
n-— an

=A

ise. 0<A<l ise seri mutlak vakinsaktir. A>1 ya da A=oc ise seri

iraksakur. A =1 ise seri vakinsak da iraksak da olabilir [4].

Bu teoreme oran (D alambert kriteri)kriteri denir.



Teorem 2.1.1.16. > a_ serisi i¢in

n=l
limgfla,| =2
n—x

ise. 0 <A <1 ise seri mutlak yakinsaktir, A>1 yada A =o ise seri raksaktir.

A =1 ise seri yakinsak da 1raksak da olabilir [4].

Bu teoreme kok (Cauchy kok) kriteri denir.

Tamm 2.1.1.17. Z(—l)“an bigimindeki bir seriye (Va_,k >0)alterne seri

n=l

denir. Bir alterne seride. Vn € IN” i¢in

a <

a,|velima =0

n+l
n—x

ise bu seri yakinsaktir [4].

2.1.2 Kuvvet Serileri

Tanim 2.1.2.1. Za_](z —z,)’ seklindeki bir seri formu. bir kuvvet serisi olarak

=0

adlandinlir. Burada a; sabitlerine kuvvet serisinin katsayilar1 denir.

Teorem 2.1.2.2. Her Za.](z—z“)J kuvvet serisi icin asagidaki kosullari

1=0
saglayan bir Re[0. «) reel say1 vardir
(i) \z — z(,]< R diski iginde seri yakinsaktir.
(ii) |z-2z,]< R' < R seklindeki herhangi bir kapali diskinde seri iiniform
vakinsaktir.

(iii) |z-z,|> R igin ise seri iraksakur [7].



Bu R reel sayvisina kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapi denir. R = 0 igin
kuvvet serisi sadece z =z noktasinda yakinsaktir. R = oo ise her zeC igin
kuvvet serileri yakinsaktir. 0 <R < o i¢in lz— zol = R ¢emberine yakinsaklik

cemberi denir. Eger z noktasi bu ¢emberin iizerinde ise genel bir yakinsaklik

ifadesi olusturulamaz.

Lemma 2.1.2.3. Za}zJ kuvvet serisi r ¢apina sahip bir noktada yakinsak ise
1=0

|z| < r diskinin i¢indeki her noktada yaknsaktir [7].

Teorem 2.1.2.4. Bir kuvvet serisi. yakinsaklik ¢emberinin her noktasinda

analitik olan bir f fonksiyonuna denk gelir [7].

Teorem 2.1.2.5. Z’aj(z—zo)l,zo ‘in bazi komsuluklarinda f(z) noktasina
1=0

yakinsiyorsa (yani yakinsaklik ¢emberinin yarigap: sifirdan farkl: ise):

a = ._fl”fz())

, i (j=0.1.2,..))

olur. Yani.
Zaj(z—z(,)J .
=0

serisi. z,civarinda f(z) nin Taylor serisidir [7].

Teorem 2.1.2.6. Y c x" serisi x=x, i¢in yakinsak ise |x|<|x,| kosulunu
n=0

saglayan tim x'ler icin mutlak yakinsaktir. Ayni seri x=X; i¢in iraksak ise

x| > |x,| kosulunu saglayan tiim x’ler igin raksaktir [7].

Teorem 2.1.2.7. Y c x" serisi R varigaph aralikta yakinsak ise. Y nc_x""

n=0 n=l|

serisi de R varigapli aralikta vakinsaktir [7].



Teorem 2.1.2.8. ic"x” serisi [-d.d] araliginda vakinsak ve fonksiyonu F(x)=

n=0

7.

Sc, x" seklinde tanimianmis olsun. O zaman F(x) . Vx(-d.d) igin

n=0

tanimhidir ve

F(x)=3nc, x""

n=|

dir [4].
2.1.3 Laurent Serileri

Teorem 2.1.3.1. f fonksiyonu bir R bélgesinde analitik ve I'y ve '} iki egri

olsun. Bu durumda.

jf(z)dz: jf(z)dz (2.1)

dir [12].

zy kompleks diizlemde bir nokta ve f fonksiyonu 0 <a <f < ve f. Aia <
|z—zo}s B  halkasinda analitik  olsun. a<p<figin I, z=z4+p"
(0< 1 £ 2m) ¢emberini gostersin.

Z. A'nin bir noktasi olsun.

f(t)—f(z). (%2
g(t) = t—z
f (z). t=2z

seklinde tanimlanan g fonksivonu A"da analitiktir. Teorem 2.1.3.1 e gore

J'g(t)dt
1.



integrali p’dan bagimsizdir.  Ozel olarak o < pi<|z—z,|< p, < P ise

[, =0.r =T ahnrsa. budurumda

J-f(t)—f(z)dtz J-f(t)—f(z)dt
RO By / Joot-z

veya f(z) bir sabit oldugundan.

ﬂn{_J#dp_ki_m}zjfunh_jﬂod[
rl-z

St-z Stz Ft—z

olarak yazilabilir. Ancak [12] den

1 dt=0. [“dt=2mi
St—z Jt-z

vE

1 Jf(t) a1 = | J‘f(t) dt

2m Ytz 2mit-z

f(z)=

(2.2)

olur. Bu da fnin I ve I’ gemberleri iizerindeki z noktasindaki degerlerinin

bir gosterimidir ve p; < lz - zo|<p2 seklindeki biitiin z'ler i¢in gegerlidir.
tel igin |t —z,| >|z~2,| dir. Bu nedenle h0z-z, alinirsa

1 ] 1

l—z:t~z —h:t h/( -z,) Z, Z(,)""'

Y]

tel" igin. [t—z,| <]z~ z,| olur. Boylece

1 1 1 1 = (1-2z,)"

- -3

-z h“(t—Z“) hl—(t—z(,)/h n=0 hn’]

tel" ve tel i¢in bu serilerin tniform vakinsakhigindan dolayi. bunlar

integral(2.2) ile degistirebiliriz ve terim terim integral alabiliriz.



a = [ g n=012
27 Y (t-2z,)"
1
a, =— |f(ti(t-2z,)". n=12..
Znilj X ’

Boylece. sonug asagidaki sekilde basit bir formda yazilabilir:
f(z):ianh" . h:Z-Z() (23)

Katsayilar i¢in formiil, f(t)(t-zo)k fonksiyonlarimin biitiin k tamsayilan igin
A'da analitik oldugu gosterilerek sadelestirilebilir. p. a<p<p seklinde
herhangi bir sayi olsun. Her neZ igin teorem 2.1.5 den katsayilarin tanimladig1
integraller ", cemberi boyunca hesaplanabilir ve iki formiil tek formiil olarak

birlestirilebilir;

dt, n=0x1%2...., (2.4)

n

1 f(t)
J

2mi 2 (1—z,)""

oy ve Br . a <oy < By < B seklinde iki say1 olsun. (2.3) serisi a;<|h|<B, i¢in

diizgiin yakinsaktir. Seriyi iki kuvvet serisinin toplami olarak yazabiliriz:

Sah =Yah +Ya h”
n=l

na P
Sagdaki ilk seri. B vakinsaklik yarigapi ile h iginde bir kuvvet serisidir: bu
nedenle IhISB, icin tniform vakinsaktir. Ikinci seri. )h“’Sa]" icin. o
vakinsaklik yarigapiyla h! i¢inde tiniform yakinsayan bir kuvvet serisidir.

Teorem 2.1.3.2. zo kompleks bir sayr. 0 < a <Bf<xve f
fonksivonu A: a < |z-z,,|< B halkas! ig¢inde analitik olsun. a, katsayilar1 (2.4)

seklinde tanimlanmus ise her z € A i¢in f fonksiyonu. (2.3) seklinde bir seriyle

gosterilebilir. Seri A'nin her kompakt alt kiimesinde iiniform yakinsakur [12].

10



11

(2.3) serisi Laurent genislemesi va da Laurent serisi olarak adlandirilir.

Teorem 2.1.3.3. Verilen bir halkada bir analitik fonksiyonun Laurent serisi

tekdir [12].
2.1.4. Chebyshev Polinomlan
ne IN" . x=cos(0) ve 0 <6 < olsun.

T,(x) = Cosnb (2.5)

fonksiyonunu géz oniine alalim. 0 < arccosx < n olmak iizere

TL(X) = cosn(arccosx)) (2.6)
seklinde yazilabilir.
e = cosO + isinf
ve
e™ = (cosO + isin0)" = cosnd + isinnd (2.7)

oldugunu biliyoruz. Binom ag¢ilimindan

(cosG+isin9)"=cos"9+(:‘] cos™'0(isin0)+ [;J cos™0(i’sin’0)+...+

n
+( j(isinG)"
n

vazilir ve

cosnO =cos" O —[

n n-2 L n n-4 T
, cos" " 0Osin” 0+ A cos" " Osin" 6 +...

{n 2} n Ln-2n 2 s 2jn 2]
+(=1 cos Bsin 0
2[n ‘2]

i



elde edilir. Burada sin"0 = 1-cos™0 trigonometrik 6zdesligi kullanilirsa

(n_2] q
cosnd = Z(—l)“[;1 Jcos“‘Jq 9[2(—1)‘(2}05“9} (2.9)
q

q=0 k=0

bulunur. (2.9) un sag tarafi x=cos0 igin bir polinom olup. T,(x) fonksivonu da

bir polinomdur. Ayrica (2.9) un sag tarafi iiggen toplamdir. Eger

n 3
A, :(—1)“( ]cos""q 6. q=0... [P_}
2q 2

ve
B _ k q 2k -
by = (=1 L cos” 0, k=0,1,...q,

denirse
cosnd = AyBg
+A 1By +A By,
+A;Bo2TAB12AB2

<+

+
H A2 Bogn21-1Aw 2B n2)
+An 2 Bon2): (2.10)
bulunur. (ardisik diagonalleri eleyerek) (2.10) esitliginin sag tarafi toplanirsa
cosnB = (AiBgo+A 1By~ T Apn2Binan )

“(ABoimABiar ot A aiBin2jn )



Apn2piBo2r 1t A2 B2
TAn21Bom2)

ve burada A, ve By, terimleri yerine yazilirsa

(n 2 in 2 ;
cosn = ;((—l)“ ;(;jj{incos"'” 0 (2.11)

elde edilir.

(2.11) esitligi. T,(x) fonksiyonun n. dereceden bir polinom oldugunu gosterir.

Boylece.

Tax) =t +¢"'x+..+1"X" (2.12)

0

yazilabilir. Burada

) k=0.... ["—_1}
(2.13)

dir. Ty(x) fonksiyonuna n. Dereceden Chebyshev polinomu denir [6]. Ozel

olarak
Tox) =1 Tix)=x: Tox)=2x"-1: Tyx)=4x"-3x
Ty(x) = 8x" —8x"+ | Ts(x) = 16x" — 20x’ +5x (2.14)

seklindedir.

13



2.2. Hipergeometrik Tip Seriler

Formal kuvvet serilerini hesaplamak igin verecegimiz metodlarda. genelligi

yitirmeksizin xy = 0 olarak alalim. Bu durumda FKS

Yax* a,eC(kelNy) (2.15)
k=0
seklinde yazilir.
Bir F FKS "nin F’ tiirevi
F(x)=) ka,x*" =3 (k +1)a,_x* (2.16)
k=0

k=0

ve F FKS nin integrali

Iﬂmﬁ=i;*x“=i%4ﬂ (2.17)

ko k+1 ok
ile verilir.

FKS igin, toplama. ¢arpma. bolme ve yer degistirme gibi biitiin cebirsel
islemler, yalmzca ilk N katsayilan degerlendirilirse (NeIN7). sonlu
algoritmalarla yapilabilir. Bu algoritmalar belirli Bilgisayar Cebir Sistemleri

(BCS) i¢inde uygulanabilir. 6rnegin MAPLE da.

Eger a; katsayilar1 igin agik formiille ilgileniliyorsa. ¢ogu cebirsel islemler.

sonlu bir algoritmayla ¢ok zor yapilir.

Algoritmik olarak BCS'de FKS'nin kullanimini gergeklestirmek ve bazi ozel
tiirlerin FKS ni hesaplamak i¢in bir yontem verilecektir. Bu FKS tanim kiimesi
hesap yapmak igin yeterince zengindir. Fakat diger taraftan da bir BCS de
verine getirilmesi sinirli olabilir. Sinifimiz pek ¢ok 6zel fonksiyon icerir. fakat
fonksiyonlarin lineer kombinasyonlarinin FKS sini hesaplamak i¢in verilecek

yontem veterli degildir.

14



Bazi genel fonksiyonlarin formal kuvvet serileri cinsinden kargiliklar

binom katsayilari.

o 1 k=0
(RJ— oo —1)...(c —k+1) ke IN
k!
1 k=0
k!= .
1.2..k kelN
1 n=0
Bn= 1 «ifn+l
————Z B, nelN
n+1

Bernoulli sayilarim géstermek tizere

binom serisi

x

Z(:Jxk o(1+x)

k=0

ks

3 l .
— X eXp(Xx
ék! p(x)

b4

Z%x*e—ln(l—x)

k=0

, _1yk
> (=D x™ > sin (x)
k=1’1(2k+1).'

kA

w0 (2k)!

X & cos (x)

> 1 X" ¢> sinh (x)

k=0 (21\ + l)'

= (-1
A=l (Zk)’

X" ¢ cosh (x)

(2.18)

15
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ViYL
(b 44 —DBy x> tan (x)
h=0 (2k)!

M-

- (-1)*4*B,,

L T s x . cot (x)
k=0 (2k)‘

. ANeAN
4_.(_4__!&)(”‘ PN tanh (x)
=0 (2k)!

= 4*B,,
& (2K)!

b x** ¢> x . coth (x)

=1.3.5.. (2k—1) e
+
; 2'k!(2k +1)

' &> arcsin (x)

S (=D
> <> arctan (x)

k=0 2

() 1.3.5..2k=1) =
Z

<> arsinh (x)
k= 2¥k!I(2k +1)

Z l x " «> artanh(x)
o 2k +1

seklindedir. FKS igin daha genel bir diizenlemede bulunmak igin

hipergeometrik serilerden sz edecegiz.

Tamm 2.2.1.

(a) = ! k=0 (2.19)
K a(a+1l)...(a+k-1) kelN -

(2.19) Pochhammer sembolii (ya da shifted faktoryel) olmak iizere

a a,..a
F (2.20)
b, b, .. b,

< :’Z(a,)k.(az)k ay), o
") S(b)), (b,)... (b, )kk'



ifadesine (genellestirilmis) hipergeometrik seri gosterimi denir [7]. Burada

(a”=[a+k_jdu.

k! k

ZAk x* hipergeometrik serileri. A, katsayilari, Ag=1 baslangi¢ kosulu altinda

k=0

_ (k+a)).(k+a, )...(k+ap)

= A (keIN)  (2.2D1)
(k+b,).(k+b,)...(k+b )k +1)

k~1

ozel tekrarlama esitliginin (TE) (recurrence equation) tek ¢6ziimiidir [7].

A .
Ayrica —A"—' k"da rasyoneldir.

k

0. xf— diferensiyel operatorii olmak {izere
X

0(O+b-1)...(0+by- Df =x(@+ay)...(0+a)f  (2.22)

diferensiyel denkleminin (DD) ¢6ziimii f fonksiyonu, ve f fonksiyonuna

x]
Q Q

D) e, x =0 cxkeCG.k=0...., Q) (2.23)

k=0 j=0

karsilik gelen hipergeometrik seri F yani

a a,..a
f<—>F(x)=qu b b b
, b,y by

olsun. Bu halde bu diferensiyel denklem

seklindedir (Q=max {p. q} + 1) ve bu denklem homojen lineer diferensiyel
denklemdir. Baz1 tonksiyonlarin kuvvet serilerinin hipergeometrik serilerle

gosterimi

17



B, (x)=F,(-ax).
exp(x)= , F,(x).

11

X |.
2

“

Inx =x. ZF][

sinx = X. 0F,(3/2|—£j.
4
COSX = OFl[l/Zl—ij.
4
: x*
smh(x):x.oF,[3/2|Tj.

cosh(x):“FIEI/Z‘%—j.

1/2 1/2
3/2

arcsinx =x. 2F,[

172 1
3/2

arctan x =x. ZF,[
arcsinh(x):x.JF,[

bW

1
arctanh(x)=x. IF,[

[
f

)
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bi¢imindedir. f{x™) seklindeki bir fonksiyona ve dolayisiyla F(x™) bi¢imindeki
bir FKS ne m-kath simetrik denir. Cift fonksiyonlar 2-kath simetrik ve tek

fonksiyonlar ise 2-kath simetrik fonksiyonlara doniistiiriilebilirler.

Formal Laurent serilerinin;

F(x)= iakx“ (a, #0) (2.24)
k=k,

seklinde gosterildigini belirtmistik.

Tamm 2.2.2. (2.24) deki gosterimiyle bir FLS' ye (hem de benzeri f
fonksiyonuna) eger yakinsama yarigap: pozitif ve a, katsayilar1 bir m € IN.

AeC(k=ko+ 1. kg +2..... ko tm - 1). A, € C\{0} seklinde ise ve bir R
rasyonel fonksiyonu igin

a,_ =R(k)a, k>k,

(2.25)
a, =A, k=k,.k,+1,....k, +m—1

seklindeki bir TE'ye uyuyorsa hipergeometrik tip denir. (2.25) tipi
hipergeometrik tip olarak isimlendirilir. meIN dogal sayisina simetri sayisi

denir [8].

Sinx fonksiyonunun, m=1 olacak sekilde (2.25)'deki gibi bir TE'si
olmadigindan bir genellestirilmis hipergeometrik fonksiyon degildir. Fakat
m=2 simetri sayis1 igin bir hipergeometrik tiptir. ¢"*™ fonksiyonu 2 simetri
sayil1 hipergeometrik tipte bir fonksiyon olmasina ragmen ne tek ne de ¢ift

fonksiyondur.

Bir f fonksiyonu orjinde hipergeometrik tip ise bir diger x, # 0 noktasina gére
hipergeometrik tip olmasi gerekmez vani f(x-x,) bir hipergeometrik tip

sin x

olmayabilir. Bu duruma bir 06rnek. hipergeometrik tip olan
X

19



sin(X —Xx,,)

fonksiyonudur. Bununla birlikte fonksiyonu Xo20 igin

X— x()
hipergeometrik tip degildir.

Eger f fonksiyonu. m-kath simetrik ise. m simetri sayili bir (2.25)
hipergeometrik gosterimi vardir. fakat bdyle bir gdsterim herhangi bir simetriyi
garanti etmez. f fonksiyonu. j simetri sayili bir hipergeometrik tip ise.

tiimevarim yoluyla
a,.n = R(k+))R(k +j)..R(k +(m-)j)a,

ve R(k)R(k +j)R(k + 2j)...R(k + (m —1)j) nin rasyonel oldugu gosterilebilir.
Bundan dolay: f fonksiyonu. her m i¢in mj simetri sayili hipergeometrik tiptir.

j=1 simetri sayili her hipergeometrik tip fonksiyon herhangi bir m simetri

sayisi i¢in de hipergeometrik tiptir.

Bir FLS nin tiirevi

F(x)= Y (k+Da,_ x* (2.26)

k=k, -!
seklindedir.

Lemma 2.2.3 F. (2.24) gosterimli hipergeometrik tipte bir FLS olsun. Bu

durumda
(a) xF.
(b) F/x.
(c) F(Ax)(Ae().
(d) F(x")(n € IN).

F(x)+F(-x)

S

(e)



(H F.

serileri de hipergeometrik tiptir.

Eger F(x). m simetri sayisina sahip ise F(x") n.m simetri sayisina ve

F(x)xF(-x) . ) ) ..
—(-)—~—(——) ice 2m simetri sayisina sahiptir.

Eger F serisi, bir FKS ise bu durumda
(g2) IF “te hipergeometrik tiptir [8].

ispat: F FKS nin katsayilan i¢in TE (2.25) nin gegerli oldugunu kabul edelim

(a) ve (b) yer degistirme (shift) islemleridir. xF serisi, by 0 ay.; katsayilarina
sahiptir ve bu nedenle TE by.;, = & .1)«m = R(k-1) = R(k-1)by sabittir. R, k
degiskeni i¢in rasyonel oldugundan R(k-1) de rasyoneldir ve xF serisi

hipergeometrik tiptir.
(b) Benzer sekilde by., = R (k+1)by seklindedir.
(c) F(AX). bk=Akak katsayilarina sahiptir. Bu nedenle TE
biem = A¥™ ag.m = R(k)A™by dir.
(d) F(x") in by katsayilari. by 0 a; seklindedir ve dolayisiyla
Bnk+nm = bn (k+m) = ak+m = R(K)ax = R(k)by dir
bi.nm = R(k/n)by oldugundan. F(x") hipergeometrik tiptir.

F(x)+ F(-x)

(e) G= . F serisinin ¢ift kismini temsil etmektedir. Bundan dolayi

P

tek indisli katsayilan sifirdir: by ¢ift indisli katsayilar1 F serisinin katsayilarina

esittir. vani by = a;, dir. Bundan dolay1 bir k ¢ift indeksi i¢in

bk*gm = Ak-xm = R(k+m)ay.,,, = R(k+m) R(l\)ak = R(k+m) R(l\)bk dir.



Bu formiil tek katsayilar i¢in de saglanir ve bu nedenle G serisi. 2m simetri

F(x)-F(-x)

sayilt hipergeometrik tiptedir. FLS . F serisinin tek kismini

temsil ettiginden benzer bir yaklasim bu durumda da uygulanabilir.

() (2.26) deki tamimuyla F' serisi. by=(k+1)a,.| katsayilarina sahiptir ve bundan

dolay1 hipergeometrik tip TE

b = (k+1+m)ag 1oy = (k+ 1+m)R(k+1)ay. | = %ER(kﬂ)bk dir

(g) Burada by=—+~ A ve dolayisiyla by, = L R(k-1)by seklindedir.
k k+m

Teorem 2.2.4. Hipergeometrik tipte olan her FLS basit bir DD"i (diferensiyel
denklem) saglar [8]. '

Ispat. F serisi

F(x)= iakxk (a, #0)
K=ky
seklinde verilmis olsun. 0 diferensiyel operator olmak tizere
0 F(x) = Zx:kakxk
k=k,
oldugundan biitiin j € IN'ler igin tiimevarim yoluyla
0 'F(x)= ik"akxk
K=k,
bulunur. P herhangi bir polinom olmak iizere yukaridaki esitligi
P(0)F(x ZP (k)a, x* (2.27)

seklinde vazabiliriz.



Simdi. TE (2.25) den. P ve Q bir polinom ise. k € IN i¢in

P(k)

. = R(k)a, =
ay R(k)ay Q(k)ak

olur. Bunu da

Q(k)ay., = P (k)a (2.28)
seklinde yazilabilir ve genelligi yitirmeksizin P ve Q polinomlarinin

Qkg-1)=Q(ko-2)=...=Q (kg - m) = 0 seklinde segilmis oldugunu kabul
edelim ( P ve Q nun her ikisinide (k- ko+j)(G=1..... m) c¢arpanlariyla

carpilarak ulasilir). Boylece

Q(68-m)F(x) = kZQ(k -m)a, x* (2.27) dan. Q bir polinom oldugu i¢in
= §Q<k ~m)a,x* Q(ko-1) = QCko - 2) =..= Q(k - m) = 0
= k;l Q(k)a, , x*™" bir indeks degistirmesi yoluyla

=x" §,P(k)aka (2.28) kullamlarak
= x"P(8 )F(x) tekrar (2.27) kullanilarak elde edilir.

Bu. F igin (2.23) teki sekilde bir DD’yi ifade etmektedir. m =1 ve ky = 0 igin

(2.22) ye bulunur.

Xo = 0 noktasinda x degiskenine gore f fonksiyonunun bir Laurent serileri
genisleme katsayisini veren bir algoritma sunulacak ve MAPLE dilinde

simulasyonu yapilacaktir.
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3. KUVVET SERILERININ HESAPLANMASI

Bu béliimde algoritmanin ana hatlari verilecektir.
3.1. Algoritma

Algoritma 3.1

(1) Rasyonel fonksiyonlar (§3.3"e bakiniz)

Eger f, x'te rasyonel ise, §3.3 rasyonel algoritmasin kullanin.
(2) Basit bir DD bulun (Ayrintilar igin § 3.4"e bakiniz)

(a) DD'nin aranan mertebesi i¢in  maksimum bir Npyas€IN sayisi

belirleyin; uygun bir deger Ny = 4 tlr.
(b) N= 1'igin uygulayin.

(c) ™ i hesaplaym: f™' tiirevi rasyonel ise §3.3 rasyonel algoritmasini

uygulayin ve integrali alin

(dyyadapy(k=1..... N) nin x degiskeninde polinom olmak {izere

N
> pfH=0 (3.1)
k=0

f fonksiyonu ig¢in N. mertebeden bir basit DD bulun.

(e) Eger (c) basarili sonu¢ vermezse N 'yi bir arttirin ve N = N

oluncaya kadar (c) ye geri doniin
(3) Uvgun TE yi bulun (§ 3.5 e bakiniz)

Ikinci adimda bir basit DD bulduysaniz bu DD"yi a, katsayilari i¢in bir TE ye

aktarin. O zaman TE. r,"nin n’de rasyonel fonksiyonlar ve M € IN i¢in



M
a1 =D 12, (3.2)

A=0

Ozel tipi olur. Bu da.

XS S+ 1 - 2 (3.3)
ver degistirmesiyle yapilir.
(4) TE nintipi (§3.6"ye bakiniz)
Asagidaki listeye gore TE nin tipini belirleyin.
(a) Eger TE (3.2) de esitligin sag tarafi. rja,; nin rakamlarindan yalmz
birinin toplam seklindeki bir ifadesini iceriyorsa, bu durumda f fonksiyonu
hipergeometrik tiptir. m=j+1 simetri sayisina sahiptir. Kuvvet serisinin

katsayilar1 (2.20) hipergeometrik katsayir formiili ve bazi baslangic

kosullariyla bulunabilir.

(b)  Eger DD.

Q
def*=0.(ckeCk=0..... Q)

k=0

sabit katsayilarina sahip ise f fonksiyonu, exp-like tiptir. Bu durumda b,=n!.a,

esitligi bizi DD ile ayni1 sabit katsayilara sahip
3eb,, =0 (3.4)
k=0

TE sine gotiiriir ve ilk Q baslangi¢ katsayilarini kullanarak bulunabilir.

(c) Eger TE yukaridaki tiplerin hi¢ biri degilse bunu baska bilinen TE
c¢oziiciileri ile ¢ozmeye calisilir. (Ornegin. Mathematica programinda bulunan

DiscreteMath paketindeki “"Rsolve™ komutu gibi)



26

3.2. Uygulamalar
Bu alt bsliimde algoritmanin kullamimina yénelik bazi 6rnekler verilecektir.

Ornek 3.2.1. f(x) = e'sinx olsun. f'(x)= e*(sinx+cosx) ve
' (x) = 2¢" cos x olur. Algoritmanin ilk adimi uygulanmaz. NO1 igin ikinci

adimda
A¢=-(1+cotx) ifadesi bulunur ve bu ifade x"te rasyonel degildir. NO2 i¢in
'+ A, f+Af = 2e*cosx+A e*(sinx+cosx ) +Aqe"sinx
ifadesini elde ederiz. Buradaki terimler
2e*cosx. A e'sinx. Ae‘cosx, Age sinx

olup fonksiyonel bagimsiz iki terim vardir ve bunlar e*cosx ve ¢'sinx dir. Bu

ifadelerin katsay1 degerleri sifira esitlenirse.
2+A|:O 9 A|+A0:0

yazilir ve A;=-2,Ay=2 ¢6ziimleri bizi f fonksiyonu i¢in

f-2f+2£=0 (3.5)
DD'ine Kkarsilik getirir. Bu DD sabit katsayilara sahiptir. bu nedenle f
fonksiyonu. exp-like tiptedir. b,=n!a, i¢in
bn~2-2bnfl+2bn:0

TE sine sahip oluruz. Baslangi¢ kosullar

bg=ay=1(0)=0 ve b|=a,=—f——l£'0—)=1

dir. TE igin sabit katsayilarla b,=A" degisikligi bir ¢oziim verir. A igin olasi
degerler A" -2 '+21"=0 esitliginin yva da
A7-20+2=0

yORSEROGRETIN KIROLD
‘;'om'rmm MERXEZ]



Karakteristik denkleminin ¢oziimudir vani A;,=1%i dir. Bu degerler igin

A.BeC sabitleriyle b,= AL} + BA", genel ¢oziimleri bulunur. O zaman baglangig

. . 1
kosullar1 yerine konursa 0=by=A+B. 1=b;=A(1+i)+B(1-i) ve A:?'
i

=— 51- bulunur. Sonug olarak
i

anzb—":il(lﬂ) -.(l_]) =llm(1+i)"=llm V2e's =—1—25sinE
n! n! 21 n! n! n! 4

ve

serisi bulunur.

ve f”(x)=—xT

1
vi-x? Ji-x®

yazilir. Algoritmanin birinci adimi atlanir ve ikinci adiminda, N=1 i¢in:

] ]

=+ Ajarcsinx=0=>A = =
vi-x- VJ1-x" arcsin x

bulunur. A,. rasyonel olmadigi i¢in N yi bir arttiriniz. N=2 i¢in:

Ornek 3.2.2. f(x)=arcsinx olsun, Kolayca f(x)=

X LA 1

+ A, arcsinx =0.
(V1-x7)" NN ’

X+A (1-x")+A, (VI-x") arcsinx =0

elde edilir.
(¥1-x")'arcsinx ifadesi. x ve (1-x°)ile fonksiyonel bagimsiz oldugundan

A, (V1=x7) aresinx = 0 ve x+A,(1-x7)=0
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vazilir ve

A=0ve A=- _— bulunur. Bu sonuglar yerlerine yazilirsa
—_— X-

(1-x)f —xf'=0 (3.6)
DD’si bulunur. (3.3) kurali uygulanirsa
(n+1)a5.0-(n+1-2)ra,-(n+1-1) 8444
(n+1)(n+2)a,.p-(n-1)na,-na,=0
(+2)(n+1)ay2-n°a,=0

TE’si elde edilir. Doniisiim. yalnizca iki tane toplama elemam igerdiginden. f

hipergeometrik tiptedir.

Bundan baska. f fonksiyonunun m simetri sayisinin 2°ye esit oldugu hemen
goriliir. f(0) = 0 olmasi bize f fonksiyonunun tek oldugunu ifade eder. Bu

nedenle

f(x) = xh(x?) olan FKS
H(x)=ickxk
k=0

ile ¢alismak uygun olacaktir ve béylelikle ¢, = as.; dir. Bu durumda

n — 2k + 1 yerine koyma islemi. ¢ igin

-

(k+%)(k+])

Ci~1 Cx

icin TE'sine gotiirir. Baslangi¢ kosulu cy=a=f'(0)=1 dir. Boylece (2.20)

voluyla



(13 (2k—1))(l§ (21(—1))
227 2 227 2

(35 @,
22 2

—(1 3.. (2k—1))—(1 3.2k -1))

._z_

2—k(3.5...((2k+1)).k!

_ 1 (2.4..2k)(2.4..2k)(1.3..2k = 1))(1.3...2k ~ 1))

b (2.4..2k)(2.4..2k)(3.5...2k + 1)) k!
-y ((2k))’?
2% (2k +1)1k!1.2%(1.2..k)
_ (2k)!
(2k + 1)4* (k!
bulunur ve
x (2k)! el
F -
(x)y= Z(;( 1<+1)4“(k!)ZX
olur.

Ornek 3.2.3. fix)=erf(x)=

)

\"

=—e " vef(x)=- i xe ¥ dir. Algoritma

f(x)=
(x) e N

f+2xt=0

DD ve dolayisivla

" hata fonksiyonu olsun.

Burada



(n+2)(n+1)a,->+2na,=0
TE'i verir. Bu. hipergeometrik tiptir ve Ornek 3

fonksiyonunun tek oldugunu gosterir. Benzer islemlerle H serisinin

k+l

_ 2
Chw1 =

(k+—2—)(k+l)Ck

katsayilarini ve

F(0)=—
co=a,=f(0)=—
0 d] -\/—TE
baslangi¢ kosullar ile elde edlir. dyle ki
_ 2 (=
" Jr 2k +DK!
ve
S 2 (=D
F(x)=) — -
£ = Vr (2k + k!
olur.

Ornek 3.2.4. f(x)=arctanx olsun. Burada f(x)=

- . rasyoneldir. Bu nedenle
1+x°
rasyonel algoritmasi uygulanir (§3.3)

f(x) = 1~=]( L, l.j
I+x- 2\1+ix l-ix

f(x )—-— ! + !
2i 1 1
-+X --—X

1 i

2.2°deki yontem,

¢
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kompleks PFD’sini (partial fraction decomposition) bulunur. F/(x)=2bnx“

n=0

ifadesindeki b, katsayilart bsliim 3.3 deki algoritmanin 2. adimindaki esitlikler

ve binom serilerini kullanmilarak.

U
bn—zi( (—=i)" (=) +(i)"")

m=%a“u—ww=%u+c4r)

bulunur.

s 2k~

boy-1 - (d+(=-H*"Y=0

2

hesaplamasiyla F serisinin ¢ift oldugu ortaya ¢ikar.

+ 2k
ba = (14 (=1)*)= (-1)}

s

ve dolayisiyla F(x)=> (-1)*x™ olur. Bu serinin integrali alinirsa ise
k=t

ERTL
F(X):Z( 1) N

k=0 2k+] ‘
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elde edilir.

Belirtelim ki. Arctan fonksivonu da Ornek 3.2.2' dekine benzer hipergeometrik

prosediirle isleme tabi tutulabilir.

. ]
Ornek 3.2.5. Simdi de bir rasyonel 6rnege bakalim. f(x)=——————— olsun.
X +2x+2

Rasyonel algoritmay1 uygulanirsa

] 1[ 1 1 j
f(x)=— == -+ ;
X +2x+2 2\x+1-1 x+1+i

i1 1 i1 1
- +;.1 - ”
21—11+ X 2 +1]

-1 1+1

kompleks PFD bulunur. FKS'nin katsayilan

i(_ljml i(_ljml
a, =72l . | S
2\1-1 2\1+1

n-! r n+l
(=1)"i|| e* e * (-~ .
= - —= = sin| (n+1)—
2 ||V2 V2 J2 ( j
olup
3 - (__ )k+l . T )
F(x)—zﬁsm (k+D)— x
k=0 4
seklindedir.

Ornek 3.2.6. fix)=¢" olsun. Tiirevi f(x)=¢* dir. A,=-1 ¢ikar ki bu x te

rasyoneldir. Dolayisiyla DD yi f-f=0 olarak bulunur.
bn»|-bn=0

A-1=0 ise A=1 dir.

. b
b'=A"ise a, =" =—
n! n!
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ve boylece

F(x):Z—x”

=
i
<
= -

elde edilir.

3.3. Rasyonel Algoritma
Bu alt bolimde rasyonel algoritmanin detaylar verilecektir

Algoritma 3.3.1.
1. Paydada bir rasyonel ¢arpaniara ayirma oldugunda f fonksiyonunun en

azindan algoritmik olarak yapilabilen bir

n C.

k=1\ X —Z, (X—Z;‘)2 (x_zk)pk
kompleksini hesaplayin.

2. Bu prosediirle f fonksiyonu. binom serileri tarafindan genisletilebilen

Cy, (—1)~'ckj

(x-z,) x Y
zy|1-—
Zk

ifadelerinin toplamidir ve

(-D’¢, (j+n-1
(a, ), = T [J J

J=n
z, n

katsayilarina sahiptir. Rasyonel fonksiyonlarin. r; (k=0......M) sabit katsayilari

ile (3.2) tipindeki bir TE ve denk gelir.
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3.4. Basit Diferensiyel Denklemler
Bu alt boliimde bir fonksiyonun diferensiyel denkleminin nasil hesaplanacagi
konusundan bahsedilecektir.

Bir f fonksiyonu verilmis olsun ve (2.23) seklinde bir DD. yani bir basit DD
arayalim. Eger bir basit DD mevcut ise, { fonksiyonu i¢in TE si farkli olan

birinciden farkli ikinci bir basit DD vardir (§3.5'e bakimz). Omegin fix)=¢"

. . . 1 ..
iissel fonksiyonu i¢in an. Z—Ta" TE sine uygun
n+

f=f (3.7)

basit DD'i bulunur. Fakat ayn1 zamanda f fonksiyonu., f’=f DD’sinin de bir
¢oziimiidiir (seri katsayilan igin aym TE'ye gotiirdiigiinden aslinda farkh
degildir). Kombinasyon yoluyla. hipergeometrik tip olmayan

(n + 2)(“ + l)anf.? = '(n + 1) +2an

TE ve (3.7) den farkh

' +f =2f (3.8)

diferensiyel denklemi elde edlir. Burada eger mevcut ise bir basit DD"yi bulan
bir algoritmayr asagida verilmistir. Bulunan DD nin mertebesi. f

fonksiyonunun ¢6ziimii oldugu DD"ler i¢inde minimumdur.

Algoritma 3.4.1
(a) N=1 i¢in f fonksiyonun birinci mertebeden basit DD’si olup olmadigini

arastirin. Bunun igin f fonksiyorunun tiirevini alin ve A i¢in
f(x)+Af(x)=0

f(x)

~

lineer esitligini ¢oziin: yani Ay=- denklemini ¢dziin. Ay. x'te rasyonel

(x)

ise. Ay in paydasiyla DD yi ¢arpin.
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(b) Aranan DD i¢in N sinirimi bir arttirin.

fNVx)+AN X)L+ A(X) (3.9)

ifadesini (Ay. A). ... An_;) nin degerlerine gére yazin. Terimlerin Ay, A, . .

An.; sayllarin1 sabit olarak alan fonksiyonel bagimsiz N adet terimi igerip
icermedigini test edin. Eger bir ¢6ziim bulunuyorsa; fonksiyonel bagimsiz
terimlere gore ayrim yapin ve katsayilarini sifira esitleyerek bir lineer denklem
sistemi olusturun. Bu sistemi Ay, Aj, ... Ay . sayilari i¢in ¢6ziin. Bunlar x'te

rasyonel fonksiyonlardir ve tek bir ¢6ziim vardir.

Ao. Ai. . . . An. in ortak paydalanyla bir ¢arpimdan sonra aranilan DD’yi

bulun.

(c) Eger (b) bagarili olmazsa N"yi bir artirarak (b) adimini tekrarlayin.

ispat. ffonksiyonu i¢in bir
fN 4+ A TN+ AT +HA=0

DD’sini ararken algoritmanin N adiminda bulunuyorsak ya (3.9) un
fonksiyonel bagimsiz terimlerinin sayis1 N e esittir ve fonksiyonel bagimsiz
terimlerin katsayilarim sifira esitleyerek buldugumuz lineer esitlikler sistemi
bir tek Ag. A). . . . An.; ¢Ozlimiine sahiptir ya da. (3.9) un fonksiyonel bagimsiz

terimlerinin sayist N "den daha biiyiiktiir ve bir ¢6ziim yoktur.

f fonksiyonu verilmis olsun. N=1 ile baslanir. Bu durumda DD (3.9)
fonksiyonel bagimsiz en az bir tane terim igerir. yani rasyonel fonksiyonlar bu
prosediiriin disinda birakilir. Eger fonksiyonel bagimsiz terimlerin sayisi 1'e
esitse (ve bu nedenle f. f nin bir rasyonel katsayisi ise). bir tek Ay=-f/f
¢oziimii elde edilir. Eger fonksiyonel bagimsiz terimlerin sayisi 1 den
farkliysa. fonksivonel bagimsiz terimlerin sayisi en az 2'dir ve N=2 ile

baslamak gerekir. Bu durumda. fonksiyonel bagimsiz terimlerin sayisi ikiden
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az ya da ikive esit olsun. Ovleyse bir (Ag.A;) ¢6ziim vektorii bulunabilir. Bu

¢Oziimiin tek oldugunu gosterelim. F fonksiyonu i¢in
'+ A f+A =0 ve f'+a,f+a,f=0

seklinde iki DD olsun. Bu halde.

(A-ay)f H(Ag-a9)f=0 (3.10)

farklari, f fonksiyonu igin gegerli bir DD olur. (3.10) basittir ve 1.
mertebedendir. Fakat yukaridaki adimdan. f fonksiyonu i¢in 1. mertebeden
basit bir DD olmadigin1 biliyoruz. Bundan dolayr (3.10) nun biitiin
katsayilarinin sifira esit olmasi yani a,=A; (k=1,2) olmas: gerekir ve
dolayisiyla ¢6ziim tektir. Diger durumda, fonksiyonel bagimsiz terimlerin
sayist N'den bilyiiktiir ve N=3 ile baslamak gerekir. Genel N i¢in ispat.

timevarim kullanilarak yapilabilir.

Hipergeometrik tipte f fonksiyonlari igin, algoritmanin hipergeometrik tipte bir
TE'ye uygun DD bulmas: kesin degildir. Ornegin f(x)=e"sinx fonksiyonu igin
algoritma, f’-2f+2f=0 DD'sini bulur. Bu DD uygun TE'ye transfer edirlise
(§3.5'va bakiniz) hipergeometrik tipte olmayan

(n+2)(n+ 1ay.,; =2(n+ la,. - 2a,
TE’si elde edilir. Bununla birlikte f fonksiyonu. hipergeometrik tipte

(n+4)(n+3)(n+2)(n+1)a,. 4= - 4a,

TE sine uygun f")+4f=0 dordiincii mertebeden DD nin ¢Oziimidiir. Fakat bu.
sik goriilmeyen bir durumdur. Sadece birka¢ durum disinda hipergeometrik

tipte FLS. verilmis algoritmalar voluyla taninir.
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3.5. Tekrarlama Esitligini elde etme

Bir basit DD'den TE bulmanin yoéntemi §3.1'te verilmisti. Bu boliimde bu

ifadeler ispatlanacaktir.

F(x)= > a x’
n=kq
gosterimiyle bir F FLS si.
Q. 0 _
> 2 X FH(x)=0 (3.11)

J=0 k=0

DD’sine uysun. Timevarim yoluyla

FMx)=Y (n+1-k),a,x" (3.12)

n=Kk,

yazilir. (3.12) (3.11) de yerine konursa.

Q k4

de,x! Y (n+l1-k)a,x""
k=0 n=Kk,,

Q x :
dc, > (n+l-k)a x"™
k=0 n=k,

i %

c, > (n+l )

1=0 k=0 n=k,-k+)

Q O K, +Q-1 >
:ZZCJI\'[ Z (n+1_.])kan+k—.; + Z (n+1_j)kan.k~_.an
=0 k=0 n=ky-Kk+ n=k,+Q

0 0 0O 0 k,+Q-1

- LZ)Z{:gc]k(n+1—j)kan'k_.l‘\;"+ZZch > (n+1-j)a,, X"
n=k,+Q 3=0 k=

1=0 k=0 n=k,-k+j

elde edilir. Esitlenen katsayilar, n>ky+Q igin (3.3)’e gétiriirler. fakat a,
(n<ky+Q) baslangi¢ katsayilarinin sonlu sayilarimin ayrica incelenmesi

gereklidir.



(n+1-j), her sabit j ve k i¢in n'de bir polinom oldugundan. r, (k=0....M) nin
n’de rasyonel fonksiyonlar ve M € IN oldugu zaman hesaplanmis TE (3.2) nin

ozel tipinde olmasi gdzleme kalmigtir.

3.6. Tekrarlama Esitliginin ¢6ziimii

Bu alt kesimde exp-like tip olma durumu incelenecektir. (3.4) den ¢ikan

b,=nla, sayilar1 igin.

(Z):CKF‘“(X) =0 ¢ (k=0.....Q) (3.13)
k=0

DD'si kullanilarak exp-like tip olma durumunu incelenecektir. (3.12) (3.13)’e

uygulanirsa
0=3c, Sn+Dya,x" = S Ycm+h, —2 x =3 LS
=)cC n+l),a,  x" = c,(n+l), ——x"=>» —>» ¢ b  x"
k=0 : =k, ¥ k n=k, k=0 X X (n+k)! ,,:k,,n!k=o ) ‘
elde edilir. Katsayilar esitlenirse (3.4) elde edilir.
Simdi de bu tip TE'yi ¢6zmek igin cebirsel tertibi verelim.
Algoritma 3.6.1.
(1) b,=A" diizenlemesi TE (3.4) e yerlestirilirse
Q
e =0
k=0
karakteristik denklemi olusur. Bu esitligi A igin ¢oziin ve o (k=1....R)

degerlerine sahip R farkli ¢6ziimii A (k=1.....R) yi sirasiyla elde edin.
(2) Genel ¢oziim. Q sayidaki Ay (k=1....R (j=1.....ay)) katsayilar1 ile

b=

Rty
D AR (3.14)
h=

[ ES|

seklindedir.
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(3) Q nun baslangi¢ degerlerini (3.14) ve verlestirince Q tane bilinmeyen Ay
(k=1.....ay) i¢in Q adet denklemden olusan bir lineer sistem olusur. Bu lineer

sistem regiilerdir. Bu sistemi b, i¢in bir gésterim elde etmek amaciyla ¢oziin .

ispat. A, (k=1....Q) c¢oziimlerinin a,=1 ¢okluklarina sahip olmasi ve
dolayisiyla ¢iftlerin farkli olmasi durumunda ¢6ziim 6rmegin (Walter (1985)) te
bulunabilir. Genel durum benzer sekilde tiimevarim ile ispat edilebilir.

Bir exp-like f fonksiyonu igin Algoritma 3.4.1, sabit katsayilara sahip olmayan
bir DD bulamayabilir. Bu nedenle exp-like tipi tanimakta basarisiz olabilir.
Bulunan DD nin f fonksiyonu i¢in de gegerli olan sabit katsayili DD'den daha
diisiik bir mertebeye sahip oldugu agiktir. Ornegin. fix)=(1+x)e" i¢in Algoritma
3.4.1 degisken katsayili ve birinci mertebe basit (1+x)f=(2+x)f DD sini bulur.
Diger taraftan. f fonksiyonu. ikinci mertebeden sabit katsayih f’-2f+f=0

DD’sinin ¢6ziimii oldugundan exp-like tiptir.

3.7. Genellestirme

Bu alt kesimde. hipergeometrik tipte fonksiyonlar sinifim1 genisletmek i¢in
farkl: bir tamim verilecektir. Ayrica bu yaklasimca kapsanan fonksiyonlar sinifi

orneklerle sergilenecektir.

Tamm 3.7.1. Eger §3.4 prosediirii. bir hipergeometrik tipte TE'ye (2.25)
cevrilen. §3.5'da tammlanan uygulamasi tarafindan bir basit DD'ye

gotiiriiyorsa. bu f fonksiyonuna hipergeometrik tip denir [8].

Ornek 3.7.2. f(x)=Inx olsun. Bu durumda algoritma. DD"yi f+xf'=0 olarak
bulur. Bu DD. sifir rasyonel fonksiyonu ile hipergeometrik tipte a,=0 (neIN
i¢in) TE nin igine aktanhr. Bu f niin hipergeometrik tipte (yani. negatif iislii

bir tek terimli) olmasi anlamina gelir.
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Benzer sekilde. f(x)=/lnxdx=-x+xInx igin. foxf+x*f =0 DD'sini ve f’ nin

negatif iislii bir tek terimliye esit a,=0 (n>2 igin) TE sini elde ederiz.

Bu nedenle yukaridaki genisletilmis tanimimiz. FLS nin integrallerini kapsar.
Bir FL.S nin integrali

Fs x

~a, ) a, k
JF(x)dx— Zlxb ta Inx= Y 2Lx*+aInx
i K Kkl
k= l k=0

seklindedir.

Ornek 3.7.3. f(x)=e‘K olsun. Bu f fonksiyonu igin DD 2 +4xf'=0 ve
2(1+2n)(1+ n)a,.=a, (3.15)

TE si elde edilir. Diger yandan.

f(x)= Z : i x" oyleki n=0
0

NI—-
—
le

dir. Gergekten a_, =

~

71 v icin TE (3.15) gegerlidir.

1
fonksiyonu i¢in f(x x*)ve g, g(x)=——
J_ y ¢in f(x)=g(x"")ve g. g(x) =

hipergeometrik fonksiyonu olsun. Bu f fonksiyonu i¢in

Benzer sekilde. f(x)—

2£+(-24+38x)F+(-18x+45x) " +(-9x7+9x° ) '=0
DD'si ve a,.,=a, TE'si elde edilir.

Bu nedenle. yeni tanim. f fonksiyonu hipergeometrik tipte bir F FLS sine denk

ise f(x"")(nelN) seklindeki fonksiyonlar: da kapsamina alir.

Ornek 3.7.4. £(x)=e" olsun. f+x’f=0 DD’sini ve uygun TE olarak a,.,=-na,
esitligi elde edilir. Burada TE. a,=0 ve dolavisiyla biitiin keIN i¢in a,=0

bilgisini igerir. Bu. valnizca pozitif' olmayan indislerin gerg¢eklesmesini ve

40



41

dolayisivla g(x)=t(l/x) fonksiyonunun bir FKS olmasim garantiler.

Gergekten de tstel serilerden.

oldugunu goriiliir.
Simdi bu li¢ durumun yeni yaklasimimizin kapsaminda oldugunu gosterecegiz.

Teorem 3.7.5. f fonksiyonu. (2.6) gosterimiyle bir hipergeometrik tipte bir

FLS “ye karsilik gelsin. Bu durumda

(a) If. (b) f(x”)(n e IN). (c) f(lJ
X

hipergeometrik tipte fonksiyonlardir [8].
ispat. F "nin katsayilan i¢in (2.25) seklinde bir TE olsun.

(a) It fonksiyonu. tiirevi gibi bir basit DD nin ¢6ziimiidiir. (3.4) den ¢ikan It
‘nin b, katsayilan i¢in(logaritmik terimi ihmal ederek). Lemma 2.2.3 deki

durum elde edilir.

(b) F (2.24) seklinde hipergeometrik tipte bir FLS ve g(x) = f(x"")olsun. Bu

durumda G serisi

G(x)= Y ax*"= >bx" (3.16)

k=kg k=(kg+j)'n
leN()

seklinde gosterilir. Eger F serisinin simetri sayisi m ise . P ve Q polinomlari

ile n.m simetri sayil bir

Q(k)ak~1|n1 = P(k)ak



: : d .
gosterimi vardir. Bu polinomlar ve 6 yerine 6,=nx ™ kullanildiginda Teorem
X

2.2.4"den. G serisi

Q(en - nm)g = xm P(en)g

Seklinde bir basit DD nin ¢oziimiidiir. Bu nedenle G serisi verilen yaklasim

Ko +J

tarafindan kapsanir. G formal serisinin by (k = j( j € INp) katsayilan

icin (3.16) kullanilarak by = ay esitligi bulunur,
bk+m = Qnk+m = R (nk)ank = R(l’lk)b]\
ve g fonksiyonu hipergeometrik tiptedir.

(c) (a)'da oldugu gibi, f fonksiyonu igin bir basit DD oldugundan dolay1,
g(x)= f(—l—) i¢in bir basit DD vardir. TE (2.25) de k, - k - m ile degistirilirse
X
i R(-k-m)
esitligini elde edilir. G nin by katsayilar1 igin by = a; olur. Buradan

1 ]
k+m :a—k—m = a—k = bk
R(-k -m) R(-k —m)

yazilir ve g fonksiyonu hipergeometrik tiptir.

Lemmanin kurallart hipergeometrik tip degismeden tekrarlamal olarak

uygulanabilir.

3.8. Algoritmanin bir sadelestirici olarak kullanimi

Algoritma bir sadelestirici olarak kullanilabilir. Bulunan FKS sonlu bir toplam
ise bir polinoma sahip olunur. Ornek olarak f(x)=cos(4arccos x) fonksiyonunu

ele alalim. Bu fonksiyon bir Chebyshev polinomudur. Bununla birlikte.
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algoritmada f fonksivonunun bir polinom oldugunu anlamanin cebirsel bir
volu yoktur. dolavisiyla rasyonel algoritma uygulanamaz. Algoritmanin bir

uygulamass
> with(share):with(FPS):

See ?share and ?share.contents for information about the share library

(]
Share Library: FPS
Author: Gruntz. Dominik.
Description: FPS function attempts to find a formal power

seriesexpansion for a function in terms of a formula for the coefficients

["Abramowitz". "ChebyshevT", "ChebyshevU". "ComplexApart"."Fibonacci"”,
"FindDE", "FormalPowerSeries", "GegenbauerC","HermiteH". "JacobiP".
"LaguerreL.". "Legendre P". "Legendre Q". "Limit". "PS". "PSInt".
"Pochhammer”. "RationalAlgorithm", "RecursionSimplify", "SimpleDE".
"SimpleRE", "UpdateCoeff". "constantRE". "de2re", "hypergeomRE".
"hypergeomRsolve". "printDE", "simp". "simpl"."simplify/Pochhammer".
"simplify/factorial”]
> FPS(cos(4*arccos(x)).x):

gxt -8x7 +1

sonucunu verir. Bdylece algoritmamiz. { fonksiyonu. 2 simetri sayili
hipergeometrik tip oldugundan f nin kuvvet serilesinin katsayilan igin bir

kapali sekil bulabilir ve f "nin bir polinom olup olmadigina karar verebilir.
Asagidakiler algoritma tarafindan vapilan sadelestirme 6rnekleri listesidir.
FPS(Sin(x)"2+Cos(x)"2. x) > |

FPS(Cos(ArcSin(x))-Sqrt(1-x"2). x) > 0
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FPS(Exp(ArcSinh(x))-Sqrt(1+x"2). x) = x
FPS(ArcSin(x)+] ArcSinh( 1 x).x.0) > 0
FPS(ArcTan((x+y)/(1-x y))-ArcTan(x). x] = ArcTan(y)
FPS(ArcSin(x)+ArcCos(x). X) — Pi/2
FPS(Exp(x+v)/Exp(x). x) = Exp(y)

FPS(Exp(y/x))*(x). x) = Exp(y)
FPS(Sin(3*ArcCos(x))/Sqrt(1-x2), x) — -1 + 4*x"2

FPS(Beta(x. 1/2. 2)*Sqrt(x). x. 0) = 2*x - (2*x"2)/3
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4. SONUCLAR

Bu béliimde algoritmanin bazi sonuglari verilecektir. Bunun igin

¥

. , 2 i A ' 3
(arcsmxj s 4* (k! o (3.17)
X k:()(l+k)(l+2k)!

S 3

earcsmhx =X — Z

. - (3.18)
= (=) 2k = 1)k’

4*1‘[( TR RSy (L

e = - e x*! (3.19
> (2k)! 2 (2k +1)! 319

k=0 k=0

1-v1- S (4k)! K
S 3.20
§ 16"v2(2K)!(1+ 2K)! (320

formiillerini g6z O©niine alalim. (3.20). ]———}_—xfonksiyonunun tek
X

kuvvetleri i¢in hesaplanabilir.

Bununla birlikte. biitiin bu 6rnekler bilinmektedirler. Ornek (3.17), [3] ve [5]

de bulunabilir ve Clausen formiilii denen 6zel durumda eger parametreler

F2a2ba+b_Fab
“la+b+1/2 2a+2b) | 'la+b+1/2

fonksivonunun serisi bir . F, hipergeometrik fonksiyonudur. Problemimizde
a=b=1/2 dir ve Clausen’in formiilii

[arcsinxj: 11 1], 1/2 1/2 ‘
::F’ X |I= N I
X 32 2 3

esitligini gosterir. ikinci drnek (3.18). ters hiperbolik siniis fonksiyonu igin

XN ise bir ,F, hipergeometrik
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arestn

e =x+4l+x (3.21)

gosteriminden kolayca ¢ikar. Bu. kuvvet serilerine agikg¢a sahip olan bir binom
ifadesi gosterimidir [5]. Diger taraftan. algoritma bu gosterimi (3.21)
formiiliiniin agik bir bilgisi olarak bulmustur ki, bu olay §3.8 de d:ha ayrintili

incelenmistir.

Ugiincii ifade (3.19). [5] de bulunabilir. Bununla birlikte. [3] da bu

fonksiyonun kuvvet serileri katsayilar1 igin (bu yazarlar bir genel formiil

arcsinx

veremediklerinden) e in ilk bes katsayist verilmistir. Her iki formiil.

(3.18) ve (3.19). orijinin bir komsulugunda gegerli olan

2*.(3—5“)
(x+\/l+x:)a=i LI k x®

= (I+k/ak!

Ozdesliginin a = | ve a = i (x> ix) 6zel durumlanidir [5], ve bu formiil

uygulamamiz tarafindan bulunur.

Formiil (3.20). orijinin bir komsulugunda gegerli olan

\/1—Jl—_x 1+ x —1-Vx
X V2x

Ozdesligince bulunabilir.

Uygulamamizin diger basarili 6rnekleri.

e —2e 7 cos \/§x+n =Z 3 x'"*
k=u(]+3k)!

2 3

I+x 2 ;
—In| —= |—arctanx = S
(] j §3+4k

dir [9].
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EK1: ALGORITMANIN MAPLE KODU

ax# <SHAREFILE=analysis' FPS/FPS.mpl >

#1# <DESCRIBE>

#5 <NOSHIFT>

s#  (update)

## The FormalPowerSeries (FPS) function tries to find a formal
## power series expansion for a function in terms of a formula
## for the coefficients. For example

#H

#4 > FormalPowerSeries(exp(x)*sin(x).x):

#n

7 infinity

g8 e k 1.2 k

## . (2) sin(l/4k Pi)x

#H )
44 : k!

23 S

## k=0

H#

## > FPS(exp(x"2)*( 1-erf(x)).x=infinity.left);

##

Bt infinity

# e -k) (-k) @Qk=+1)
##t V@K 4 (- (1/x)

## )
B ! k!
#4 e

2223 k=0

##
23 12

#H Pi

## AUTHOR: Dominik Gruntz. gruntz@inf.ethz.ch
## </DESCRIBE>

## <UPDATE=R4update >

# FormalPowerSeries 1.3.1995
RAEHAHERHAARAHHHAHARAR R R B8

alias( PS = "FPS/FPS’ ):

alias( ComplexApart = 'FPS/ComplexApart’ ):

alias( RationalAlgorithm = "FPS/RationalAlgorithm’ ):
alias( constantRE = "'FPS/constantRE" ):

alias( hypergeomRE = 'FPS/hypergeomRE" ):

alias( UpdateCoeff = 'FPS/UpdateCoeft" ):

alias( PSInt = "FPS/Int" ):

alias( de2re = "FPS.de2re’ ):

alias( hypergeomRsolve = "FPS hypergeomRsolve™ )
alias( printDE = "FPS printDE" ):

alias( DIRECTION = "FPS DIRECTION" )

alias( simpl = "FPS simpl’ ):

alias( FindDE = "'FPS FindDE" ):

alias( Limit = "FPS Limit ):

alias( Recursion = "FPS Recursion’ ):
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alias( RecursionSimplify = "'FPS RecursionSimplify” ):

FormalPowerSeries := proc(f. x) local i. z. S. dir. argseq: global infolevel:
option ‘Copyright 1993 Dominik Gruntz. Wissenschaftliches Rechnen. ETH Zurich';

if not assigned(infolevel['FormalPowerSeries']) then infolevel['FormalPowerSeries'] := 1 fi:
argseq := NULL:

for i from 3 to nargs do
if member(args[i]. {left.right.real.complex}) then dir := args[i]
else argseq := argseq.args|i]
fi:

od:

if type(x, equation) then z := lhs(x):
if rhs(x)= infinity then
if dir = right or dir = real then
ERRORC( inconsistent direction with infinities’) fi:
userinfo(2. 'FormalPowerSeries', "=> f:= ", subs(z=1/z, f) );
if dir = left or not assigned(dir) then
S := traperror(subs(z= 1:z. PS(subs(z= 1/z. f}. z. right. argseq))):
else
:= traperror(subs(z= 1/z. PS(subs(z= 1/z, f). z, dir. argseq))).
fi
elif rhs(x)=-infinity then
if dir = left or dir = real then
ERROR( inconsistent direction with infinities’) fi;
userinfo(2. 'FormalPowerSeries', '=> f:= ", subs(z=-1/z. f) ):
if dir = right or not assigned(dir) then
S := traperror(subs(z=-1.z. PS(subs(z=-1/z. f), z. right, argseq))):

else
S := traperror(subs(z=-1/z, PS(subs(z=-1/z. f), z. dir, argseq))):
fi
else
userinfo(2, 'FormalPowerSeries'. "=> f := ", subs(z = z+rhs(x), f) );
if assigned(dir) then
S := traperror(subs(z=z-rhs(x). PS(subs(z = z+rhs(x), f). z. dir, argseq)))
else
S := traperror(subs(z=z-rhs(x). PS(subs(z = z~rhs(x). f). z. argseq)))
fi
fi
else

if assigned(dir) then
S := traperror(PS(f. x. dir. argseq))

else
S := traperror(PS(f. x. argseq))
fi
fi:
if S=lasterror then ‘procname(args)y
else S

f1:

end: = FormalPowerSeries
FPS := FormalPowerSeries:



SimpleDE := proc(f. x)
local Nmax. A. F. G. DF. degreeOfDE. deq. i. j. result:
option "Copyright 1993 Dominik Gruntz. Wissenschaftliches Rechnen. ETH Zurich':

for i from 3 to nargs do
if type(args[i]. integer) or args[i]=infinity then Nmax := args]i] fi:
if type(args[i}. name) then F := args[i] fi:

od:

if not assigned(Nmax) then Nmax := 5 fi:

DF[0] := simpl(f):

for degreeOfDE while degreeOfDE <= Nmax do
DF{degreeOfDE] := simpl(diff( DF[degreeOfDE-1]. x));
A ="A"
deq := FindDE(DF, x, degreeOfDE. A, G):
if deq=FAIL then next fi;

for j from 0 to degreeOfDE-1 do
if not assigned(A[j]) then A[j] := 0 fi
od;

deq := collect(deq, {seq(G(i). i=0..degreeOfDE)}, recursive. factor);
RETURN(eval(subs(G(0)=F(x). subs(['xx'=x."FF'=F]. G = (n -> diff{ FF(xx).xx$n))). deq=0)))
od;
ERROR('no simple DE found")
end:

SimpleRE := proc(f.x)
local Nmax, A. F, DF. degreeOfDE, deq, i. j. a, k. req:
option "Copyright 1993 Dominik Gruntz, Wissenschaftliches Rechnen. ETH Zurich':

for i from 3 to nargs do
if type(args(i]. integer) or args[i]=infinity then Nmax := args{i] fi:
if type(argsfi]. name) then
if not assigned(a) then a :=args[i]
elif not assigned(k) then k := args][i]
fi
fi
od;
if not assigned(Nmax) then Nmax := 5 fi:

DF[0] := simpl(f):

for degreeOfDE while degreeOfDE <= Nmax do
DF[degreeOfDE] := simpl(diff(DF[degreeOfDE-1]. x)):
A=A
deq := FindDE(DF. x. degreeOfDE. A. F):
if deq=FAIL then next fi:

for j from O to degreeOfDE-1 do
if not assigned(A[j]) then A[j] := 0 fi
od:

req := de2re(deq. F. x. a. k):
RETURN(collect(req. indets(req. 'a'(anything)). recursive. factor)=0)
od:
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ERROR( no simple DE found’)
end:

% Private Part

ahnupnsan Rty

# The whole algorithm assumes. that intermediate powerseries are always represented
# in the form

#  Sum(ak*x”f{k), k=0..infinity)

# i.e. the indeterminante x is present in a term of type "

# and the range always goes from 0 to infinity.
3

PS := proc(f. x)
local A. degreeOfDE. DF, F. j. n. s, ind. deq. eq, req, ak, akl, ak2, Nmax, M., eqq. eqr.
R. i. m. leadcoefT, a, k. m0, S. result. RAresult, parameters. r. direction, mode,
sol. soll. sol2. deg. deg0, DEfound. reqnew, indnew;
global DIRECTION:
option "Copyright 1993 Dominik Gruntz, Wissenschaftliches Rechnen. ETH Zurich':

for i from 3 to nargs do
if member(args[i]. {'right’.'left'.'real’.'"complex'}) then direction := args[i]
elif member(args[i]. {'explike'.rational’,'hypergeometric'} ) then mode := args]i]
elif type(args{i]. integer) or args[i]=infinity then Nmax := args]i]
fi
od;

# default values:
if not assigned(direction) then direction := complex fi:
if not assigned(Nmax) then Nmax := 5 fi;

DIRECTION := direction;
_EnvNestLevel :=0:
DEfound := 0; if mode=rational then DEfound:=1 fi.

DF[0] := simpl(f):

if type(DF[0]., polynom(anything.x)) then
RETURN(DF{0])

fi:

for degreeOfDE while degreeOfDE <= Nmax do
DF|[degreeOfDE] := simpl(diff{ DF[degreeOfDE-1]. x)):

if mode <> rational then
= Search for a simple DE
userinfo(3. 'FormalPowerSeries', looking for DE of degree’. degreeOfDE):
A ="A"
deq := FindDE(DF. x. degreeOfDE. A. F):
if deq <> FAIL then DEfound := DEfound-|:
req := de2re(deq. F. x. a. k).
ind := map(x -> op(l.x). indets(req. a(anything))):
M := max(op(ind)):
parameters ;= indets(req. name) intersect {seq(Al[j]. j=0..degreeOfDE-1)}:
if parameters <=~ {} then = try to set free parameters
if nops(ind) > 2 and not mode="explike' then
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= 1. try to get hypergeometric case (nops(ind)=2)
for i in sort(convert(ind minus {M}. list). (a.b) -> evalb(a-b>0)) do
= this special sorting will make the symmetry number minimal!
map( (k. req. a) -> coeff{req. a(k)). ind minus {M.i}. req. a):
s := solve(%e. parameters):
if s <> NULL then
if not has(s.x) then
userinfo(3. 'FormalPowerSeries'. "hypergeometric type found'. s):
assign(s):
req := expand(normal(req)):
ind := map(x -> op(1.x). indets(req. a(anything))):
ASSERT(nops(ind)<=2. "assertion |'):
break
else
reqnew := de2re(subs(s. deq). F. x. a. k):
indnew := map(x -> op(1.x), indets(reqnew, a(anything)));
if nops(indnew) <= 2 then
userinfo(3, FormalPowerSeries', "hypergeometric type found’, s):

assign(s):
req := reqnew:
ind := indnew;
break
fi
fi
fi;
od:
fi;

if nops(ind) > 2 and has(deq. x) and not mode="hypergeometric’ then
# 2. try to generate an 'explike' DE
eq := {seq(coeff(deq. F(j)). j=0..degreeOfDE-1)}:
eq := map((t,p) -> normal(t/p). eq. coeff(deq. F(degreeOfDE))):
eq .= select((t,p.x) -> has(t.x) or has(t.p), eq. parameters, x).
if parameters minus eq = {} then # all parameters must be constant.
eq := eq minus parameters;
eqq := map((t.x) -> quo(numer(t),denom(t).x), eq, X).
egr := map((t.x) -> rem(numer(t),denom(t),x), €q. X):
eq := map(coeffs, eqq, x) minus map(coeff, eqq. x, 0)
union map(coeffs, eqgr, x):
sol ;= solve(eq, parameters):
if sol <> NULL then assign(sol) fi:
elif not has(map((t.p.x)->has(t.x) and not has(t.p).eq.parameters,x).true) then
eq := {seq(op(j.eq)=C(j). j=1..nops(eq))}:
soll := solve(%. parameters):
if soll <> NULL then
# lprint(‘soll <> NULL"):
map(lhs. eval(subs(soll. eq))): # these must all be constant:
map(normal. %): map(diff. %. x):
5012 := solve(®%. {seq(C(j). j=0..nops(eq))}):
if sol2 <> NULL and not has{sol2.x) then
# |print('sol2 <> NULL"):
sol2 := map(t -~ if op(1.1)=0p(2.t) then op(1.1)=0 else t fi. sol2):
sol := eval(subs(sol2. soll)):
= 50l := map(t - - if op(1.t)=op(2.t) then op( |.1)=0 else t fi. sol):
assign(sol):
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ti:
fi:
deq := expand(numer(eval(deq))):
req := de2re(deq. F. x. a. K):
fi:
# set values to 0
for j from 0 to degreeOfDE-1 do
if not assigned(A[j]) then A[j] := 0 fi
od:
deq := eval(deq):
req := numer(eval(req)):
ind := map(x ~> op(1.x). indets(req. a(anything))):
M := max(op(ind)):
fi; # parameters <> {}

req := collect(req, map((t,a)->a(t), ind, a));
leadcoeff := numer(coeff(req. a(M))): n := nops(ind);
req := factor(readlib('isolate')(req, a(M))):

userinfo(3. 'FormalPowerSeries', 'DE of degree’. degreeOfDE, "found.’):
userinfo(3. 'FormalPowerSeries'. "DE =", print(printDE(deq.F))):
userinfo(3. 'FormalPowerSeries'. 'RE =, print(req)):

if n=1 and not mode="explike' then # funktionen mit endlicher darstellung
userinfo(3. 'FormalPowerSeries', "ps with finite number of non-zero coefficients’);
#ak+1)=R
R := subs(k=k+(k+1-M), rhs(req))a(k):
leadcoeff := subs(k=k+(k+1-M), leadcoeff):
# solve RE a(k+1) = R(k) given DF, R, leadcoeff
ASSERT(R=0, 'R <>0");
result ;= traperror(constantRE(1, leadcoeff, DF, k. x)):
if result <> lasterror then RETURN(result) fi:
elif n=2 and not mode='explike' then # RE is of hypergeometric type
m := abs(op( 1.ind)-op(2.ind)):
R := subs(k=k+(k+m-M), rhs(req))/a(k):
leadcoeff := subs(k=k+(k+m-M), leadcoef¥).
# solve hypergeometric RE a(k+m) = R(k) * a(k) given DF, m, R. leadcoeff
result := traperror(hypergeomRE(m. R, leadcoeff, DF, k, x)):
if result <> lasterror then RETURN(result) fi:
else

req := {req} union {seq(a(j) = limit(DF[j]. x=0. DIRECTION). j=0..degreeOfDE-1)}:

ak := rsolve(req. a):
if op(0.ak)=rsolve then result := 'RE could not be solved’
else RETURN(Sum(ak*x”k. k=0..infinity))

fi:

# result := 'RE could not be solved

fi:

deq := normal(deq coeft(deq. F(degreeOfDE))):
if not has(deq. x) and not mode='hypergeometric’ then = DE has constant coetficients

req := a(k—~degreeOfDE) ~ sum(A['j']*a(k~"j"). '|'=0..degreeOfDE-1):
userinfo(3. 'FormalPowerSeries'. 'DE has constant coefficients’);
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S:=0:
for i from 0 while not has(req. a(k~i)) do
S := S - Limit(DF[i]. x=0. DIRECTION)*x"i
od: m0 ;= i:
for i from mO to degreeOfDE-1 do
req := req. a(i) = Limit(DF[i]. x=0. DIRECTION):
od:
r := rsolve({req}. a):
if type(r,'set’) then r := eval(subs(r. op(1.{req}))) fi:
akl :=r/k!; ak2 := expand(evalc(ak1));
if length(ak 1) < length(ak2) then ak := ak] else ak := ak2 fi;
if ak <> 0 then S := S+Sum(ak*x"k. k=m0..infinity) fi:
RETURN(S)
fi:
fi: # deq <> fail
fi; # mode <> rational

# either no differential equation found, or the

# Hypergeometric algorithm failed to compute the FormalPowerSeries.
# Try the rational algorithm in the latter case. if possible

if (DEfound>0 or degreeOfDE=Nmax)

and not (mode="explike' or mode="hypergeometric') then

if DEfound=1 then deg0 := 0 else deg0 := degreeOfDE fi.
for deg from deg0 to degreeOfDE do

if type(DF[deg]. ratpoly(anything.x))
and not (mode="explike' or mode="hypergeometric') then

userinfo(3. 'FormalPowerSeries', deg. *. derivative is rational’):

RAresult := traperror(Rational Algorithm(DF[deg]. x)):
if RAresult <> lasterror then
for j to deg do
RAresult := PSInt(RAresult.x);
eval(subs(Sum = (
(ak.eq) -> if not has(op(2.eq).RootOf) then subs(op(1.eq)=0. ak)
else sum(ak.eq)
f1), RAresult)):
s := Limit{DF[deg-j]-%. x=0, DIRECTION):
if has(s. infinity) then ERROR( should not happen’) fi
if s=undefined then ERROR( no initialisation found’) fi:
RAresult := s ~ RAresult
od:
RETURN(RAresult)
fi:
fi:
od:
DEfound := DEfound-1:
fi:
it result = "no initialisation found’
or result = "infinite loop detected
or result = "essential singularity’
or result = ‘not a power series’
then break fi:
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od:

if not assigned(result) then
if assigned(req) then
userinfo(1. 'FormalPowerSeries', ' ERROR: RE could not be solved’):
ERROR('RE could not be solved’);
elif deq = FAIL then
userinfo( 1. 'FormalPowerSeries’. "ERROR: no DE found up to order’.Nmax):

userinfo( 1. 'FormaiPowerSeries'. "==> increase order (last argument)’):
ERROR( no DE found up to order’.Nmax. increase order’)
else

userinfo( 1. 'FormalPowerSeries'. "ERROR: no derivative is rational up to order’.Nmax):
ERROR( Ratalgo did not succeed’):
fi:
else
userinfo( 1. 'FormalPowerSeries’, 'ERROR: ", result);
ERROR(result)
fi:

end: # FormalPowerSeries

FindDE := proc(DF, x, degreeOfDE. A::name. F::name)
local eq. j. J. deq, i. ind, listl. list2. s, terms;

eq := expand(DF[degreeOfDE] + sum(A['j']*DF{’j']. 'j'=0..degreeOfDE- 1)),
eq := RecursionSimplify(eq):
eq := expand(numer(eq)):

if type(eq.'~") then list] := convert(eq. list) else list] := [eq] fi:
terms ;= {}:
while listl <> {} do list2 := {}:j := list1[3}: J :=j:
for 1 from 2 to nops(listl) do
if type(normal(j/list1[i]}. ratpoly(anything, x)) then J := J ~ list1[i]
_else list2 := list2 union {list1[i]} fi:
od: terms := terms union {J}:
list] := list2;
od:

= ¢ := indets(eq. function).  # coeffs must be rationally indipendant
a5 := solve({coeffs(eq.c)}. ind): =-> risch, convert to exp etc.

ind := {seq(A[j]. j=0..degreeOfDE-1)}:

s := traperror(solve(terms, ind)):

if's = NULL or s=lasterror then RETURN(FAIL) fi:

assign(s):
for j from 0 to degreeOfDE-1 do
if not type(A[j]. ratpoly(anything. x)) then
A[j] := normal(A[j]): A[j] := simplify(convert{A[jl.exp})
fi
od:
deq := F(degreeOtDE) - sum(A[J']*F(')"). I'+0..degreeOfDE-1):

deq := primpart(deq. }seq(F(j). j=0..degreeOfDE)} ). =deq :* numer(normal(deq)):
end:
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ComplexApart := proc(e.x) local t s. location. pfd. n. d:
global sharename. libname:

f ;= normal(e):
n := numer(f); d := denom(f); n:= n’lcoeff(d.x):
if EnvExplicit = false then
s:=1]
else
userinfo(2. 'FormalPowerSeries'. "ComplexApart: calling solve’):
s = [solve(d.x)]
fi:
if s <> [] and not has(s.RootOf) then
convert(map({z.x) -> X-z, 5. X). *"):
convert(n/%. parfrac. x. true)
clse
if not assigned(sharename) then
readlib('share'):
location := "share/find"();
if location <> FAIL then
sharename := location: libname := libname,sharename
else
userinfo(2. 'FormalPowerSeries'. "ComplexApart: sharelibrary not found!"):
fi
fi:
if assigned(sharename) then
readshare(fparfrac. calculus):
pfd := traperror(fparfrac(f.x)):
if pfd = lasterror then
ERROR( fullparfrac expects rational function in x’) fi:
pfd
else
ERROR( share library not found’)
fi;
fi:
end: # ComplexApart

RationalAlgorithm := proc(f.x)
focal PFD. S. ak. bk. 1. d. c. j. k. xk. s. p:
# first compute the complex partial fraction decomposition (PFD) of f
# and store the terms in the list PFD.

userinfo(2. 'FormalPowerSeries', 'Rational Algorithm called. f:= ", f):
PFD := ComplexApart(f.x):

if type(PFD." ") then PFD := [op(PFD)] else PFD := [PFD] fi:
S:=0:ak:=0:

for t in PFD do
if not has(t.x) then § := S-t
elif type(t. polynom(anything.x)) then S := S-t
elif has(t. Sum) then = fullparfrac-term
if type(t. *") then s := select(has. t. Sum): ¢ ;= tselses:= t:c:~ | fi:



=op(l.s)
d := I select(has. p*t. x): ¢ 1= c*t*d:
if type(d.” ") then j = op(2.d): d := op(1.d) else j := | fi:
= Sum(c:d”j. alpha=RootOf()) where d=x-alpha
ASSERT(d=x-"alpha’)
ak := ak ~ Sum(c*(-1)"j"alpha(j-K)*(-k-1)/k!/(-1)'. op(2.5)):
else
#1=c(x-xk)j
# d is the term (x-xk)“j. and c is the constant.
# the variable p only assures that p*t is a product.
d := | select(has, p*t. x): ¢ := t*d:
if type(d.” ") then j := op(2.d): d := op(1.d) else j := | fi:
if d=x then S := S~c/x"j: next fi;
ASSERT(type(d. +"). "Rational Algorithm: d should be +'):
# x may still by scaled by a factor s
s := select(has. d. x)/x: d := d/s: ¢ := ¢/s"j;
xk = x-d: ¢ := c*(-1)"j/xk"j: ak := ak+c*(j+k-1)/k!/(§-1)1/xk "k
fi
od:
ak := normal(ak):
if ak = 0 then RETURN(S) fi:
if expand(subs(k=2*k. ak))=0 then
bk := simplify(subs(k=2*k+1. ak). power, 'symbolic’):
RETURN(S + Sum(bk*x~(2*k~+1). k=0..infinity})
fi:
if expand(subs(k=2*k+1, ak))=0 then
bk := simplify(subs(k=2*k, ak), power, 'symbolic');
RETURN(S + Sum(bk*x”(2*k), k=0..infinity))
fi;
RETURN(S+Sum(ak*x"k. k=0..infinity))
end: # Rational Algorithm

constantRE := proc(m. leadcoeff. DF. k. x)
# solve constant RE

#

#  leadcoeff * a(k+~1)=0

++
zd

# where leadcoeff was the leading coeffitient of the RE
# and DF is a table where DF[i] = diff(f. x$i)

r

local m0. m1. fract. DF2. S. i. c0. q. a. A. m2. S0. g:
option 'Copyright 1993 Dominik Gruntz. Wissenschaftliches Rechnen. ETH Zurich':

_EnvNestLevel := EnvNestLevel-1:
if _EnvNestLevel>20 then ERROR( infinite loop detected’) fi:

a := factor(leadcoef!);
userinfo(3. 'FormalPowerSeries'. 'RE is constant’ ):
= userinfo(3. 'FormalPowerSeries'. “leadcoeff := *. a):

userinfo(3. 'FormalPowerSeries. "RE: " print(a*'a'(k-m)=0) ).

A = select(t -~ not has(t. ). [solve(a. k)] :
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fract := convert(map(t --» denom(t). A). set) minus }1}:
if fract <> {} then q := lcm(op(fract)):
g := subs(x=x"q. DF[0]):
indets(g. (identical(x)"anything)"anything):
map((t.x) -> t=x"(op(2,0p( 1.t))*op(2.1)). %. x):
DF2{0] := eval(subs(%o. g)):
# DF2[0] := simplify(subs(x=x"q. DF[0]). power, 'symbolic’):
userinfo(3, 'FormalPowerSeries', 'RE modified to . k = k'q):
userinfo(2, 'FormalPowerSeries'. "=> f =", DF2[0] ):
:= constantRE(g*m. subs(k=k/q. leadcoeff). DF2_k. x):
S := eval(subs(x=x"(1q). S)):
S := simplify(S. power):
RETURN(S)
fi:
# {solutions in A are integer}

if A <>{] then
m! := min(op(A)):
if type(m1. function) and op(0.m1)='min’ then
m2 := eval(select(type. m!. rational)):
if m2 = infinity then m2 := -m fi:
userinfo( 1. 'FormalPowerSeries'. "provided that ", m2, " <= . ml):
ml :=m2:
fi:
ml :=mli+-m;
if ml <> 0 then
DF2[0] := simplify(x~(-m1)*DF[0]. power):
userinfo(3, 'FormalPowerSeries'. "working with x”".eval(-m1), *f ):
userinfo(2. 'FormalPowerSeries'. "=> f:= ', DF2[0]):
S := constantRE(m. subs(k=k+m1. leadcoeff). DF2. k. x):
S ;= UpdateCoeff(S. x. m1):
RETURN(S)
fi
fi: # { min(op(A)) = -1}

A := select(type. A. integer):

if A=[]thenm0:=0

else mO := max(op(A))~1:

fi:

userinfo(3. 'FormalPowerSeries'. 'RE valid for all k >=", m0):

¢0 := Limit( DF[0]. x=0. DIRECTION):
if type(cO.infinity) then
= now we have either a essential or a logarithmic singularity.
¢0 := limit(x*DF[0]. x=0. DIRECTION):
if type(cO.infinity) then
ERROR( essential singularity ") fi:
fi:
=0:
for i from 0 to mO~m-1 do

if not assigned(DF[i]) then DF[i] ;= simpl(diff(DF|i-1].x) ti:

c0 := Limit(DF[i]. x=0. DIRECTION) i':



userinfo(3. 'FormalPowerSeries'. cat( a( .i.") =").c0):

it has(c0. infinity) then
2 SEEMS TO BE A LOGARITHMIC SINGULARITY since the poles have
# already been removed!!! log{x)*x"i
DF2{0] := simpi(diff(x"(-1)*DF[0]. x)):
userinfo(3. 'FormalPowerSeries'. "logarithmic singularity. working with (f*",
X(-1).)7):
userinfo(2. 'FormalPowerSeries'. "=> f := ".DF2[0]):

it type(DF2[0]. polynom(anything.x)) then

S := DF2[0]
else

S := constantRE{m. subs(k=k~i~1. leadcoeff)*(k~1). DF2. k. x):
fi:

S := PSint(S.x):
SO := Limit(x"(-i)*DF[0]-S. x=0. DIRECTION):
S := UpdateCoeff(SO+S. x. i):
RETURN(S):
fi:

S:=S~cO*x’i
od:
RETURN(S)
end: # constantRE

hypergeomRE := proc(m. R. leadcoeff. DF. k, x)
# solve hypergeometric RE
§
#  a(k-m) = R(k) * a(k)
b=
% where leadcoeff was the leading coeffitient of the RE
# and DF is a table where DF{i] = diff(f. x$i)
#
local fract. i. m0. m1. m2, c0. ck, S. C. DF2, q. R2. a. b, A, B,
S0. RSOLVE. R1. Icl. Ic2. cond. j. Const, g:
global DIRECTION;
option "Copyright 1993 Dominik Gruntz. Wissenschaftliches Rechnen. ETH Zurich':

_EnvNestLevel := _EnvNestLevel-1:
if EnvNestLevel>20 then ERROR( infinite loop detected’) fi:

a ;= factor(leadcoeft):
b := factor(leadcoeff*R):

userinfo(3. 'FormalPowerSeries’. 'RE is of hypergeometric type.’):
userinfo(3. 'FormalPowerSeries'. 'Symmetry number m := . m):

= yserinfo(3. 'FormalPowerSeries'. "leadcoeff := ", a):

userinfo(3. 'FormalPowerSeries’. 'RE: . print(a*'a'(k—-m)=b*a'(k)) ):

A := select(t - not has(t. 1). !solve(a. k)}):
fract := map(t -.- denom(t). A) minus }1}:

if fract -~ - }} then q := lem(op(fract)):
¢ := subs{x=x"q. DF[0]):
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indets(g. (identical(x) anything) anything):

map((t.x) -> t=x"{op(2.0op( 1.1))*op(2.1)). ®o. X):

DF2[0] := eval(subs(%o. g)):

= DF2[0] := simplify(subs(x=x"q. DF[0]). power. 'symbolic’):

userinfo(3. 'FormalPowerSeries'. 'RE modified to ". k = k/q):

userinfo(2. 'FormalPowerSeries'. "=> f:= ", DF2{0]):

S := hypergeomRE(q*m. subs(k=k‘q. R). subs(k=kq. leadcoeff). DF2. k. x):
S :=eval(subs(x=x"(1'q). S)):

S := simplify(S. power):

RETURN(S)

fi;

2
E=d

#
&

if

fi

{solutions in denR are integer}

Problem: Symbole in denR? extract these elements and generate
a condition list.
A <> {} then
ml := min(op(A));
if type(m|, function) and op(0.m!)="min’ then
m2 := eval(select(type. m1. rational)):
if m2 = infinity then m2 ;= -m fi:
userinfo(1. 'FormalPowerSeries'. "provided that *. m2. " <= " ml):
ml :=m2;
fi:
ml :=ml-+m;
if ml <> 0 then
DF2[0] := simplify(x~(-m1)*DF[0], power);
userinfo(3. 'FormalPowerSeries'. "working with x*" eval(-m1)."*f');
userinfo(2. 'FormalPowerSeries', '=> f:= ", DF2[0]):
S := hypergeomRE(m, subs(k=k+m1. R), subs(k=k-~m . leadcoeff), DF2. k. x);
S := UpdateCoeff(S. x. m1):
RETURN(S)
fi
:# { min(op(A)) = -1}

A := select(type, A. integer):

if A=1{}thenm0:=0

else m0 := max(op(A))-1:

fi:

userinfo(3. 'FormalPowerSeries'. 'RE valid for all k :»= . m0}):

B := select(t -> not has(t. ). !solve(b. k)}):
B := select(type. B. integer):

n

= test for essential singularity:

¢0 := Limit(DF[0]. x=0. DIRECTION):
if type(cO.infinity) then

= now we have either a essential or a logarithmic singularity.
¢0 := limit(x*DF[0]. x=0. DIRECTION):
if type(cO.infinity ) then

ERROR( essential singularity ") fi:

fi:



S=0:C:=1{}
for i from 0 to m0~m-1 do
if not assigned(DF[i]) then DF[i] := simpl(diffi DF[i-1].x)) fi:

if not member(i. C) then

¢0 := LimiDF[i]. x=0. DIRECTIONY/i!:
userinfo(3. 'FormalPowerSeries', cat("a('.i.") =").c0):

if has(cO. infinity) then
# SEEMS TO BE A LOGARITHMIC SINGULARITY since the poles have
= already been removed!!! log(x)*x"i
DF2{0] := simpl(diffix"(-1)*DF[0]. x)):
userinfo(3. 'FormalPowerSeries'.
"logarithmic singularity. working with (f*" x"(-1).")"):
userinfo(2, 'FormalPowerSeries',
'=> f:=",DF2[0]):

if type(DF2[0]. polynom(anything.x)) then
S := DF2[0]
else
R1 := subs(k=k~+i. R):
Ic1 := subs(k=k+i. leadcoeff):
R2 := normal( subs(k=k~+1. R1)*(k+m+1)/(k+1) )
Ic2 := subs(k=k~+1, Ic1)*(k-1):
S := hypergeomRE(m, R2. Ic2. DF2. k. x);
fi:
S := PSInt(S.x):
eval(subs(Sum=0.5));
SO := Limit(x"(-i)*DF[0}-%. x=0. DIRECTION):
S := UpdateCoeff(S0--S. x. i);
RETURN(S):
fi;
# { ¢0 is finite }

cond := A={} or (A intersect {seq(i~j*m. j=0..iquo(max(op(A))-im) )}={}):
if (member(i. B) or (c0 = 0)) and cond then
userinfo(3. 'FormalPowerSeries'. 'a'(i+'j"*m)=0. “for all j>0."):
C := C union {seq(i~j*m. j=1..iquo(m0.m)+1)}:
S =8~ cO*x"i:
elif cond then
C := C union {seq(i~j*m. j=1..iquo(m0.m)~1)}:
ck := traperror(hypergeomRsolve(subs(k=m*k~i. R). k. c0. 'RSOLVE")):
if ck=lasterror then ERROR( not a power series’) fi:
if type(ck. "*") then Const := select( (t.k)->not has(t.k). ck. k) else Const := | fi:
ck := cksConst;

ifck=0then S:=S§ - cO*xi: .
elif RSOLVE = 'finite" then S := S-Const*expand(sum(ck*x"(m*k~i). k=0..infinity))
else S := S ~ Const*Sum(ck*x "(m*k~i), k=0..infinity)

fi:
elit ¢0 <.~ 0 then = single terms
S:=S - c0*i:
fi:
fi
od:
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RETURN(S)
end: # hypergeomRE

UpdateCoeff := proc(S. x. m) local Sx. SSum, C:
# C * Sum(ck*x"k) => C * Sum(ck*x"~(k+m))
if not has(S.x) then
S*xm
elif type(S. "+") then
map(procname. S. Xx. m)
elif type(S. "*") then
Sx := select(has. S. x); C := S/Sx:
if C <> | then
C*procname(Sx.x.m)
else # all terms have x
SSum := select(has. S. Sum): C := S/SSum:
if type(SSum, "**) then ERROR( UpdateCoeff: products of Sums not allowed")
elif SSum=1 then simplify(S*x”m, power)
else C*procname(SSum,x.m)
fi:
fi:
elif type(S. Sum(anything. "=") ) then
Sum( simplify(op( 1.S)*x"m. power), op(2.S) )
else
simplify(S*x”m. power)
fi
end: # UpdateCoeff

PSInt := proc(S. x) local SSum, kk, Sx. C. SI, T. n. k. xn:
# C * Sum(ck*x”k) => C * Sum(ck*x*(k~1)(k~1))
if not has(S.x) then S*x
elif type(S. "+') then
map('procname’. S, x)
elif type(S. "*") then
Sx := select(has, S, x): C := S/Sx;
if C <> | then
C*procname(Sx.x)
else # all terms have x
SSum := select(has. S. Sum): C := $'SSum;
if type(SSum. "*') then ERROR( PSInt: products of Sums not allowed")
elif SSum=1 then int(S.x)
else C*procname(SSum.x)
fi
fi:
elif type(S. Sum{anything. "=} ) then
S1 :=op(1.8): xn := op(select(has. indets(S1. """ ). x)): n := op(2.xn).
k := op(indets(n.name)): T := 0:
for kk from 0 while subs(k=kk.n)<0 do
T := T - simplify(subs(k=kk. S1))
od:
n ;= subs(k=k-kk. n):
S1:= subs(k=k~kk. op(1.5)):
in(T.x) = Sum( S1 x'n*x"(n-1) (n-1). op{2.8))
else int(S.x)
fi
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end: = PSInt

unprotect(Pochhammer):
Pochhammer := proc(n.k) local i:
if n=1.2 then (2*k)!/4"k’k!
elif type(n.integer) then
if type(n.posint) then (n+k-1)!/(n-1)!
elif type(n.negint) then (-1)"k*(-n)! / (-n-k)!
else 'procname(args)
fi
elif type(n.rational) and denom(n)=2 then
if n>0 then Pochhammer(2*n-1.2*k)/(4"k* Pochhammer((2*n-1)/2.k))
elif n<0 then (-1Y (-n-1.2)*Pochhammer(1.2.-n~1.2) * Pochhammer(1/2.k-n-1:2)
fi
elif has(n, I) then 'procname(args)
elif type(k. integer) then product(n~i. i=0..k-1)
else 'procname(args)’
fi
end:

‘simplify/Pochhammer’ := proc(e)
local P, R, k, p. pk. pn. g. gk. gn. r. j:
option “Copyright 1993 Dominik Gruntz, Wissenschaftliches Rechnen, ETH Zurich';

if type(e, +") then map( simplify/Pochhammer’. e)
elif type(e, **) then
if denom(e) <> 1 then
“simplify/Pochhammer’ (numer(e))/"simplify/Pochhammer’ (denom(e))
else
P := select(t -> type(t. 'Pochhammer’(anything, anything)). convert(e. set)):
R :=e/convert(P.'*");
while P <> {} do p := op(1.P): P := P minus {p}; pn := op(1.p): pk := op(2.p):
for q in P do qn := op(1.q): gk := op(2.9):
if pk=qk then k := pk:
if has(pn. I) or has(gn. 1) then
if pn = evalc(conjugate(qn)) then
P:= P minus {q}:p:= 1:
r := Product((evalc('Re'(pn))~')")"2+evale('Im'(pn))"2. ')'=0..k-1):
R := R*r: break
fi
elif pn-qn=112 then
P := P minus {q}: r := Pochhammer(2*qn. 2*k):4 'k: p := 1:
if type(r. 'Pochhammer'(anything. anything)) then
P := P unionrelse R := R*r fi:
break
elif qn-pn=12 then r := Pochhammer(2*pn. 2*k)/4"k:
P := P minus {q}:p:= I:
if type(r. 'Pochhammer'(anything. anything)) then
:= P union r else R := R*r fi
break
elif (pn=1 3 and qn=2 3) or (pn=2 3 and gn=1 3) then
r= (3*K)(K!*27 k)
P := P minus {g}:p:= 1: R := R*r: break
elif (pn=2 3 and qn=4 3) or (pn=4 3 and gqn-2 3) then
r:=(1-3*k)! (27 k*k!).



P := P minus {q}: p:= 1: R := R*r: break
elif gn-pn=1 3 and type(pn-1 3. integer) and pn-13 <> 0 then
r := Pochhammer(3*pn.3*k)/(27"k*Pochhammer(pn~2.3.k)):
P := P minus {q}: p:= 1: R := R¥r: break
elif pn-qn=1.3 and type(qn-1.3. integer) and qn-1'3 <> 0 then
r := Pochhammer(3*qn.3*k)/(27"k*Pochhammer(qn-2'3.k)):
P := P minus {q}: p:= 1: R := R*r: break
fi:
fi:
od:
R := R*p
od: R
fi
elsee
fi
end: # “simplify/Pochhammer’

# de2re : converts a simple DE (i.e. a homogeneous linear DE with polynomial coefficients)
# 10 a recurrence equation: f{n) = (D@@n)(f)
deZre := proc(de, f. x. a. n) local j. k. X. F. C:
if type(de. "+") then map(de2re. de. f. x. a. n)
elif type(de, f(integer)) then k := op(1.de):
Pochhammer(n+1, k) * a(n+k)
elif type(de, name”integer) and op(1.de) = x then
j := op(2.de); a(n-j)
elif type(de, "*’) then
X := select(has. de, x):
F := select(has. de. f):
C = de/X/F.
if X=1thenj:=0
elif X=x then j := 1
elif type(X. "*") then j := op(2.X)
else ERROR( assumption 1 violated") fi:
if type(F. f(integer)) then k := op(1.F)
else ERROR( assumption 2 violated') fi:
C * Pochhammer(n+1-j.k) * a(n+k-j)
else ERROR( assumption 0 violated', de)
fi
end:

hypergeomRsolve := proc(R. k. a0. RSOLVE::name)
= solves the recurrence equation

a(k~1) = R(k) * a(k). a(0) = a0

it on

local Re. N. D. C. P. Q. d. n. e. ak. sols. 11:
options "Copyright 1993 Dominik Gruntz. Wissenschaftliches Rechnen. ETH Zurich':
Re := normal(R*(k~1)): C := 1: P:= NULL: Q := NULL:
N := numer(Re): if type(N. "*') then N := convert(N. list) else N := [N] fi:
D := denom(Re): if type(D. "*') then D := convert(D. list) else D := [D] fi:
fornin N do
if not has(n. k) then C := C*n
elif type(n. polynom(anything. k}) then
if type(n. polynom(anything. k) posint) then ¢ := op(2.n): n := op(l.n) else e := | fi:
if degree(n.k) = | then
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C := C*coeffin.k.1) e: P := P, coeffin.k.0) coeftin.k.1) $ e
elif degree(n.k) = 2 then
C = C*coeff(n.k.2) e:
sols := [solve(n.k)]: sols := map(t->-t. sols); P := P. sols[3] $ e. sols[3] $ e
else ERROR(degree. degree(n.k). "this case not yet implemented’)
fi
else ERROR( don't know what to do with'. n):
fi:
od:
ford in D do
if not has(d. k) thenC :=C. d
elif type(d. polynom(anything. k)) then
if type(d. polynom(anything, k)"posint) then e := op(2.d): d := op(1.d)
elsee = |
fi:
if degree(d.k) = | then
C := C/coeffid.k.1)"e: Q := Q, coeff(d.k.0)/coeff(d.k.1) $ e:
elif degree(d.k) = 2 then
C := C/oeff(d.k.2)"e:
sols := [solve(d.k)]: sols := map(t->-t. sols):
Q:=Q.sols[3] $ e, sols[3] $ ¢
else ERROR(degree. degree(d.k). "this case not vet implemented’)
fi
else ERROR('don't know what to do with', d):
fi:
od;
P := map(simplify, [P]): Q := map(simplify. [Q]);

# Falls im Zaehler negative Zahl. dann endliche Reihe !!!
if select(t -> type(t.integer) and <=0, P) <> []
then RSOLVE := 'finite’ else RSOLVE := 'infinite' fi:

P := convert(map((t.k) -> Pochhammer(t.k). P. k), "*"):
:= simplify(P, 'Pochhammer');

Q := convert(map((t.k) -> Pochhammer(t.k), Q. k). "*'):

Q := simplify(Q. 'Pochhammer’);

if Q=0 then ERROR(’0 in denominator detected’) fi:

ak := a0*C"k*P/Q/k!:

ak := simplifv(expand(subs(I=11. ak)). power);

= simplifications of the result:

2 1) combine powers like (-1) k*4"k to (-4)"k

if type(ak. *’) then convert(ak.list) else [ak] fi:

C := convert(select((t.k) -> tvpe(t. " ") and has(op(2.1).k). %. k). "*"):
ak := ak C * combine(simplify(C)):

ak := subs(1I=1. ak):

2 2) combine factors like k! * (k-1) to (k-1)!
simplifv(ak. factorial):
end: = hypergeomRsolve

‘simplify factorial’ := proc(e)
focal num. den. simp:
option 'Copyright 1993 Dominik Gruntz. Wissenschattliches Rechnen. ETH Zurich';
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if type(e. -} then map(procname. ¢)
elif type(e.”*') then
num:= numer(e). if type(num.’*") then num:= convert(num.set) else num:= {numj} fi:
den:= denom(e): if type(den. *') then den:= convert(den.set) else den:= tden} fi:
simp := proc(Nin, Din. Nout. Dout) local s. f.n.d: n := Nin: d := Din:
s = select(t -> type(t.’!"). n):
while s <> {} do f:= op(l.s): s := s minus {f}: f:= op(1.): # f]
if member(f+1. n) then
n :=nminus {fl. f~1} union {(f+1)!}: s := s union {(f+1)!}:
elif member(f, d) then
n :=nminus {f1} union {(f-1)!}: d ;= d minus {f}: s := s union {(f-1)!}:
fi
od:
Nout := n; Dout := d:
end:
simp(num.den.'num'.'den’):
simp(den.,num.'den’.'num’);
convert(num, “**)/convert(den. "*’)
else e
fi
end: # ‘simplify/factorial’

printDE := proc(de, F) local t. n, i, w: global x:

n := max(op(map(op. indets(de. F(integer))))):

t:;=NULL.:

for i from 0 to n do t := t. coeff(de. F(i) ) od:

w = 0; for i from n by -1 to 0 do w := w + t{i~1]*cat(F." $i}x) od:
w=0

end:

simpl := proc(e) local subspat. f:

subspat := indets(e. 'trig') union indets(e. 'arctrig’):
subspat := map(f -> f=normal(expand(f}). %):
subspat := subspat minus select(evalb. %):

f := subs(subspat, e):

f := simplify(f. 'arctrig’):

f := simplify(f. 'trig'):

end:

Limit := proc() local c0:
c0 := limit(args).
if type(c0. range) then
userinfo(3. 'FormalPowerSeries'. "the following limit is a range: "
'limit'(args)=c0):
ERROR( no initialisation found')
fi:
it has(c0. timit) then
userinfo(3. 'FormalPowerSeries'. "Maple could not do the following limit: *. cO):
ERROR( no initialisation found’)
f1:
if has(c0. 'undefined') then
userinfo(3. 'FormalPowerSeries'. "the following limit is undetined: .
‘limit'(args)=c0):
ERROR( no initialisation found")



c0
end:

= Recursions of the form F(n. X) = A*F(n-1. X)~B*F(n-2. X)

# AS (9.1.27)

Recursion[Hankell.2] := (n.x) ->
- Hankell{n-2.x) ~ (2*(n-1)'x)*Hankel1(n-1.x):

= AS(9.1.27)

Recursion[Hankel2.2] := (n.x) ->
- Hankel2(n-2.x) ~ (2*(n-1)x)*Hankel2(n-1.x):

= AS (13.4.1)

Recursion[KummerM.3] := (a.b.x) -> l/(a-1)*
((b-a~1)*KummerM(a-2.b.x) ~ (2*a-2-b~x)*KummerM(a-1.b,x)):

2 AS (13.4.15)

Recursion[KummerU.3] := (a.b.x) -> ~1/((a-1)*(a-b))*
(KummerU(a-2.b.x) ~ (b-2*a+2-x)*KummerU(a-1.b,x)):

z AS (13.4.29)

Recursion| WhittakerM.3] := (n.m.x) -> 1/(2*m~2*n-})*
((3+2*m-2*n)*WhittakerM(n-2.m.x) + (4*n-4-2*x)*WhittakerM(n-1,m,x}):

2 AS (13.4.31)

Recursion] WhittakerW.3] := (n.m.x) -> 1/4*

((-9+4*m” 2+ 12*n-4*n" 2)*Whittaker W(n-2.m.x) - (8*n-8-4*x)*WhittakerW(n-1.m.x)):

# AS (8.5.3)
Recursion[Legendre P.3]:=(a.b.x) -> 1/(a-b)*

(-(a-1+b)*Legendre P(a-2.b.x) ~ (2*a-1)*x*Legendre P(a-1.b.x)):
Recursion[Legendre_Q,3] := (a,b.x) -> 1/(a-b)*

(-(a-1+b)*Legendre_Q(a-2.b.x) + (2*a-1)*x*Legendre_Q(a-1.b.x)):

# AS (22.7)

Recursion[JacobiP.4] := (n.a.b.x) -> 1/(2*n*(a +~ b ~ n)*(-2 + a + b ~ 2*n))*
((2*(1-a-n)*(-1+b+n)*(a+br2*n)*JacobiP(n-2.a.b.x)) ~
((a”2-b7"2)*(-1+a+b~2*n)+(-2-a~b+2*n)*(-1 +a+b~2*n)*(a+~b+2*n)*x)*
JacobiP(n-1,a,b.x)):

Recursion[GegenbauerC.3] := (n.a.x) -> 1/n*(

-(n+2*a-2)*GegenbauerC(n-2,a.x) + 2*(n-1+a)*x*GegenbauerC(n-1.a.x)):
Recursion[ChebyshevT.2] := (n,x) -> - ChebyshevT(n-2,x) +2*x*ChebyshevT(n-1.x):
Recursion[ChebyshevU.2] := (n,x) -> - ChebyshevU(n-2.x) ~2*x*ChebyshevU(n-1.x):
Recursion[Legendre P.2] := (n.x) -> |/n*(-(n-1)*Legendre_P(n-2.x) +
(2*n-1)*x*Legendre P(n-1.x)):

Recursion[Laguerrel..2] := (n.x) -> I'n*(-(n-1)*Laguerrel(n-2.x) -
(2*n-1-x)*LaguerreL(n-1.x)):
Recursion[LaguerreL.3] := (n.a.x) -> | n*
(-(n-1-a)*Laguerrel.(n-2.,a.x) ~ (2*n~a-1-x)*LaguerreL(n-1.a.x)):
R :cursion[HermiteH.2]} := (n.x) -~ -2*(n-1)*HermiteH(n-2.x)~-2*x*HermiteH(n-1.x):
Recursion[Bateman, 2] ;= (n.x) ->
(Bateman(n-2.x) *(2 - n) ~ ( 2*(-1 ~ n) - 2*x)* Bateman(n-1.x)).n:
Recursion[Fibonacci. 2] := (n.x) ->
x*Fibonacci(n-1.x) ~ Fibonacci(n-2.x):
Recursion[AiryAi.2] := (n.x) -=> x*AiryAi(n-2.x) -~ (n-2)*AiryAi(n-3.x):
Recursion[ExplntegralE.2] := (n.x) -> -1 (n-1)*
(-x*ExplintegralE(n-2.x)~(2-n~x)*ExplIntegral E(n-1.x)):
Recursion|Abramowitz.2] := (n.x) -> (n-1) 2* Abramowitz(n-2.x)-
X 2*Abramowitz(n-3.x):

= old definitions

wrRUL
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RecursionSimplify := proc(e) local eq. L1. L2, L3. L4. L5, F. Nargs. n. a. X:
eq:=e:
L1 := indets(eq.function):
L2 := map(t -~ [op(0.t). nops(t)]. L1): # function name and nargs
forain L2 do
if assigned(Recursion[op(a)]) then
F := op(1.a); Nargs := op(2.a):

# select those functions.
L3 := select((t.F.n) -> op(0.t)=F and nops(t)=n. L.1. F. Nargs):
# separaete in different Arguments. e.g. L(n.X) and L(n.Y)
L4 := map((t.N)-> [op(2..N.t}]. L3. op(2.a)):
for X in L4 do
LS := map(t->op(1.t), select((t.X.n)->[op(2..n.t)]=X.L3.X Nargs)):
while nops(L5) > 2 do
n := max(op(L5)): if type(n,function) then n := op(1.n) fi:
if member(n-1.L5) and member(n-2.L5) then
eq := subs(F(n.op(X))=Recursion[F.Nargs](n.op(X)), €q):

fi:
L5 := L5 minus {n}
od
od
fi
od;
€q
end:

“diff’'Hankell":= proc(n.f.x);
if nargs <> 3 or has(n.x) then
'diff(Hankel I (args[l..nargs-1]).args[nargs])
else
diff(f.x) * (Hankel1(n-1.f) - (n’f) * Hankell(n.f))
fi
end:

"diff/Hankel2":= proc(n.f.x):
if nargs <> 3 or has(n,x) then
'diff (Hankel2(args[1..nargs-1]).args[nargs])
else
diff(f.x) * (Hankel2(n-1.f) - (n.f) * Hankel2(n.f))
fi
end:

“diff'Legendre P':= proc(a.b.f.x) local i:
for i from | to nargs-2 do
if has(args[i]. args[nargs]) then 'diff(Legendre P(args[]..nargs-1]).args|[nargs}) fi:
od:
if nargs = 4 then
diff(f.x) * 1 (1-f" 2)*((a-b)*Legendre_P(a-1.b.f) - a*f*Legendre P(a.b.))
elif nargs = 3 then
diff(b.N*(a (1-b"2)*Legendre P(a-1.b)-a*b (1-b 2)*Legendre_P(a.b))
else
'diff(Legendre P(args[!..nargs-1}).args[nargs])
fi
end:



‘diff'Legendre_Q':= proc(a.b.f.x):
if nargs <> 4 or has(fa.b].x) then
'diff(Legendre Q(args|!..nargs-1]).args[nargs])
else
diff(f.x) * 1/(1-f 2)*((a~b)*Legendre_Q(a-1.b.f) - a*f*Legendre_Q(a.b.f))
fi
end:

"diff'JacobiP = proc(n.a,b.f.x) local i:
for i from 1 to nargs-2 do
if has(args][i), args[nargs]) then 'diff(JacobiP(args[!..nargs-1]),args[nargs]) fi
od:
if nargs = 5 then
diff(f.x) * ((2*a ~ n)*(b +~ n)*JacobiP(n-1, a, b, f))/
((a~b~2*n)*(1 -f2))~ (n*(a-b-(a+b+2*n)*N*
JacobiP(n, a. b, f))/((a + b + 2*n)*(1-"2)))
elif nargs = 3 then
diffta.b)*(n/(1-a" 2)*JacobiP(n-1,a)-n*a/(1-a"2)*JacobiP(n,a))
else
'diff'(JacobiP(args[1..nargs-1]).args[nargs])
fi
end:

“diff/ChebyshevT := proc(n.f.x);
if nargs <> 3 or has(n, x) then
'diff (ChebyshevT(args{1..nargs-1]).args[nargs))
else diff{f.x) * 1/(1-f"2)*(n*ChebyshevT(n-1.f)-n*f*ChebyshevT(n.f))
fi
end:

# laguerreL
“diff’Laguerrel.”:= proc(n.a.f.x) local i:
for i from 1 to nargs-2 do
if has(args[i].args[nargs]) then 'diff'(LaguerreL(args| | ..nargs-1]).args[nargs}) fi:
od;
if nargs = 4 then
diff(f.x) * 1/f*(-(n+a)*Laguerrel.(n-1,a.f}+n*LaguerreL(n.a.f))
elif nargs = 3 then
diff(a.f) *((-n‘a)*Laguerrel.(n-1.a) - (n.a)*Laguerrel(n.a) )
else ERROR( incorrect number of arguments’)
fi
end:

"diff HermiteH := proc(n.f.x):
if nargs <> 3 or has(args[3]. args{3]) then
'diff (HermiteH(args[ 1..nargs-1]).args[nargs])
else
diff(f.x) * (2 * n * HermiteH(n-1. f))
fi
end:
"diff ChebyshevU ;= proc(n.f.x)

if nargs .- 3 or has(args|3}]. args[3]) then
'diff (ChebyshevU(args| }..nargs-1]).args[nargs])
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else
difftfix) * 1 (1-f2)*((n~ 1)*ChebyshevU(n-.D)-n**ChebyshevU(n.f))
fi
end:

"diff’Bateman := proc(n.f.x)
if nargs <> 3 or has(args[3]. args{5]) then
'diff (Bateman(args| | ..nargs-1]).args{nargs])
else
diff(f.x) * ((1-n)*Bateman(n-1.f) ~ (n-f)*Bateman(n.f))/f
fi
end:

"diff/GegenbauerC ;= proc(n.a.f.x):
if nargs <> 4 or has([n.a]. x) then
'diff(GegenbauerC(args{ 1 ..nargs-1]).args[nargs])
else
diff(£.x)* 1/(1-f~2)*((n+2*a-1 )*GegenbauerC(n-1.a.f)-n*f*GegenbauerC(n.a.f))
fi
end:

“diff/Fibonacci’ := proc(k.f.x):
if nargs <> 3 or has(k, x) then
'diff'(Fibonacci(args| 1..nargs-1]).args[nargs])
else
diff(f.x) *
((k-1)*f*Fibonacci(k.f)+2*k*Fibonacci(k-1.f))/(f*2+4)
fi
end:

“diff/ExplintegralE":= proc(n.f.x).
if nargs <> 3 or has(n.x) then
'diff(ExpintegralE(args{ | ..nargs-1]).args[nargs])
else
- diff(f,x) * ExplntegralE(n-1.f)
fi
end:

"diff’Abramowitz’:= proc(n.f.x):
if nargs <> 3 or has(n.x) then
'diff(Abramowitz(args[ 1..nargs-1]).args[nargs])
else
-diff(f.x) * Abramowitz(n-1.x)
fi
end:

# |nitial values of special functions
= AS (8.6.1)
Legendre P := proc(n.m.x)
if nargs = 3 and x=0 then
if m=0 then
cos(n*Pi 2)*n! (2 ' n*((n 2)!) 2)
else
2 m sqrt(Pi)*cos({(n-m)*Pi 2)*GAMMA((n-m- 1) 2) GAMMA((n-m-2) 2)
fi



elif nargs = 2 and m=0 then
cos(n*Pi 2)*n!"(2 n*((n.2)!)" 2)
else 'procname(args)
fi
end:

2 AS (8.6.2)
Legendre Q := proc(n,m.x)
if x=0 then
-27(m-1)/sqri(Pi)*sin((n+m)*Pi 2}*GAMMA((n+m~1)/2))GAMMA((n-m+2)/2)
else 'procname(args)’
fi
end:

# AS (22.4)
GegenbauerC := proc(n.a,x)
if x=0 then
if a=0 then 2*cos(n*Pi/2)/n
else cos(n*Pi2)*GAMMA(a+n/2)/(GAMMA(a)*(n/2)!) fi
else 'procname(args)’
fi
end:

ChebyshevT := proc(n.x)
if x=0 then cos(n*Pi/2)
else 'procname(args)’
fi

end:

ChebyshevU := proc(n.x)
if x=0 then cos(n*Pi/2)
else 'procname(args)'
fi

end:

LaguerreL := proc(n.a.x)
if nargs = 3 and x = 0 then binomial(n+a.n)
elif nargs = 3 and is(a<0) and is(a.integer) then
# Szegoe. Orthogonal Polynomials. (5.2.1)
(-1)"(-a)*x"(-a)*(n+a)! n!*LaguerreL(n-a.-a.x)
elif nargs =2 and a = 0 then |
else 'procname(args)’
fi
end:

HermiteH := proc(n.x)
if x=0 then cos(n*Pi-2)*n! (n'2)!
else 'procname(args)’
fi

end:

JacobiP := proc(n.a.b.x)
if nargs = 4 and is(b-"0) then
(-1)"n*JacobiP(n.b.a.-x) = Szegoe. Orthogonal Polynomials. (4.2.13)
elif nargs = 4 and is(a~0) and is(a.integer) then
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binomial(n-b.-a) ((binomial(n.-a})*(1-2*x-1 2)"(-a))*JacobiP(n—a.-a.b.x)
elif x=1 then binomial(n~a.n)
elif x=-1 then (-1)"n*binomial(n-b.n)
else
'procname(args)’
fi
end:

Fibonacci := proc(n,x)
if n=0 then 0
elif n=1 then |
elif x=0 then sin(n*Pi/2)"2
# elif x=0 and is(n. even) then 0
# elif x=0 and is(n, odd ) then 1
else 'procname(args)’
fi
end:

Abramowitz := proc(n.x)
if x=0 then GAMMA((n+1)/2)/2
else 'procname(args)’
fi

end:

# save FormalPowerSeries, FPS. SimpleDE. SimpleRE.
RationalAlgorithm. ComplexApart.

constantRE, hypergeomRE.

PS. FindDE. de2re. hypergeomRsolve. UpdateCoeff. PSint.
printDE. simpl. Limit,

Pochhammer, “simplify/Pochhammer . "simplify/factorial .
Recursion. RecursionSimplify.

“diff/Hankell". "diff/Hankel2",

“diff KummerM', "diff/KummerU".

“diff/WhittakerM', "diff/WhittakerW",

“diff/Legendre P, "diff/Legendre Q.

“diff/JacobiP’, "diff/ChebyshevT".

“diff’Laguerrel’. "diff/HermiteH".

"diff’ChebyshevU’. "diff/Bateman’. "diff’GegenbauerC".
“diff’AiryAi’. "diff/ExpintegralE". "diff’Abramowitz’.
“diff'Fibonacci’.

Legendre P. Legendre_Q. GegenbauerC. ChebyshevT. ChebyshevU. LaguerreL.
HermiteH. JacobiP. Fibonacci. Abramowitz.

'FPS.m’:

LR SR S SR R O O U T R SR R T R S

done:

read "FPS.msl":
zsavelib( '_Share'.
‘FormalPowerSeries’. 'FPS'. 'SimpleDE". 'SimpleRE".
‘Rational Algorithm'. 'ComplexApart'.
‘constantRE". "hypergeomRE'.
'PS’. 'FindDE". 'de2re". 'hypergeomRsolve'. 'UpdateCoeff. 'PSint'.
‘printDE". 'simpl'". ‘Limit'.

74



'Pochhammer’. "simplify Pochhammer™". "simplify factorial .
'Recursion’. 'RecursionSimplify".
“diff'Hankel . " diff'Hankel2"".
"diff’Legendre P". "diff'Legendre Q™.
“diff”JacobiP". "diff/ChebyshevT"". :
"diff/Laguerrel.". "diff/HermiteH ™",
"diff/ChebyshevU ", "diff/Bateman’, "diff/GegenbauerC™.\
"diff’ExplntegralE ™. "diff/Abramowitz"'.
"diff/Fibonacci™'.
'Legendre P'.'Legendre Q'.'GegenbauerC', '‘ChebyshevT", 'ChebyshevU'. \
'‘Laguerrel’. "HermiteH'. 'JacobiP', 'Fibonacci', 'Abramowitz'.}
"FPS.m™).

2quit

alias( PS=PS )

alias( ComplexApart = ComplexApart ):

alias( RationalAlgorithm = Rational Algorithm ):

alias( constantRE = constantRE ):

alias( hypergeomRE = hypergeomRE ):

alias( UpdateCoeft = UpdateCoeff ):

alias( PSInt = PSInt ):

alias( de2re = de2re ):

alias( hypergeomRsolve = hypergeomRsolve ):

alias( printDE = printDE ):

alias( DIRECTION = DIRECTION ):

alias( simpl = simpl ):

alias( FindDE = FindDE ):

alias( Limit = Limit ):

alias( Recursion = Recursion ):

alias( RecursionSimplify = RecursionSimplify ):

Ll T A

M”\"*'&"u

. Vo §

75



OZGECMIS

1975 yilinda Kayseri ili Pinarbasi ilgesinde dogdu. Ilk. orta ve lise dgrenimini
Ankara'da tamamladi. Gazi Universitesi. Egitim Fakiiltesi. Matematik Egitimi
Bolimiinden 1996 yilinda mezun oldu. Aym1 yil Gazi Universitesi. Fen
Bilimleri Enstitiistinde yiiksek lisans 6grenimine basladi. 1998 yilinda Corum
ili. Sungurlu Ilgesine 6gretmen olarak atandi. Yine 1998 yihinda Gazi
Universitesi. Kastamonu Egitim Fakiiltesi. Fen Bilimleri Egitimi Boliimiine
Bilgisayar Uzmam olarak atandi. Halen Gazi Universitesi, Kastamonu Egitim
Fakiiltesi. ilkogretim Bolimii. Fen Bilgisi Ogretmenligi Programinda

Bilgisayar Uzmani olarak gérev yapmaktadir.

76



