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: K cisminin cebirsel kapanmiginin |-| degerlendirmesine gore tamamlanigi
: K[x] halkasi iizerindeki y degiskenine bagli polinomlar halkasi
: P(y) € K[x][y] polinomunun y ye gore derecesi

: P(y) € K[x]]y] polinomunun katsayilarinin mutlak degerlerinin

maksimumu

: o cebirsel formel kuvvet serisinin derecesi
: a cebirsel formel kuvvet serisinin yiiksekligi

: a cebirsel formel kuvvet serisinin K (x) tizerindeki esleniklerinin mutlak
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DOKTORA TEZI

FORMEL KUVVET SERILERI CISIMLERINDE TRANSANDANT SAYILAR
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Mahler reel transandant sayilart ayrik tic sinifa ayirmistir. Bundschuh bu siniflandirmay
sonlu bir K cismi iizerindeki formel kuvvet serileri cismi K ya tasimis ve K da benzer
bir siniflandirma olusturmustur. Béylece transandant formel kuvvet serilerini ayrik ii¢ sinifa
ayirmistir. Bu siniflardan birini U —sayilart olusturur. U —sayilart ise her bir m = 1,2,...
icin Uy, alt siniflarina ayrilmistir. Bu tez ¢calismasinda K cismindeki U, —sayilar lizerine
incelemeler yapilmustir. Ik olarak formel kuvvet serileri cismi K da, m. dereceden
cebirsel formel kuvvet serilerinin K da siirekli kesir acilimlar1 kullanilarak, U,,—sayilari
elde etmemizi saglayacak bir sonug inga edilmistir. Daha sonra, katsayilari K(x) in m.
dereceden bir geniglemesinden alinmis polinomlarin K cismindeki baz1 U;—sayilari igin
aldig1 degerlerin U,,—sayilar1 oldugu gosterilmistir.

Temmuz 2022, 60 sayfa.

Anahtar kelimeler: Sonlu bir cisim iizerindeki transandant formel kuvvet serilerinin
Mahler siniflandirmasi, U-sayisi, siirekli kesir.
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Mahler divided the real transcendental numbers into three disjoint classes. Bundschuh
carried over this classification to the field K of formal power series over a finite field K
and introduced a similar classification. So he separated transcendental formal power series
into three disjoint classes. U —numbers are one of these classes. U —numbers are subdivided
into U,,—subclasses (m=1,2,...). We work on U,—numbers in the field K. Firstly, we
establish a result which enables us to construct explicit examples of U,,,—numbers by using
continued fraction expansions of algebraic formal power series of degree m in K. Next, we
show that the values of some polynomials whose coefficients belong to a field extension of
degree m over K(x) atsome Uj;—numbersin K are U,—numbers.
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Keywords: Mahler’s classification of transcendental formal power series over a finite field,
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1. GIRIS

K, sonlu bir cisim olsun. K(x) ile K cismi iizerindeki rasyonel fonksiyonlar cismini ve K ile
K cismi iizerindeki formel kuvvet serileri cismini gosterelim. & € K formel kuvvet serisi,
K (x) tizerinde cebirsel ise &’ye bir cebirsel formel kuvvet serisi denir. Aksi takdirde, &’ye

bir transandant formel kuvvet serisi denir.

1978 yilinda Bundschuh [2], Mahler [1] in 1932 yilinda reel transandant sayilar i¢in
verdigi siniflandirmay1 K ya tasiyarak, K da bir siniflandirma olusturdu. Bundschuh [2],
K cismindeki transandant formel kuvvet serilerini ayrik ti¢ sinifa ayirdi ve bu siniflardaki
transandant formel kuvvet serilerini S-sayilari, T-sayilar1 ve U-sayilar olarak adlandirdi.

U—sayilarida U, (m=1,2,3,...) alt simflarina ayrilmaktadir.

K cisminde ilk U,—sayis1 Orneklerini, 1980 yilinda Oryan [3] vermistir. Oryan [3],
katsayilart K(x) in m. dereceden sonlu bir geniglemesinden alinmig bazi bosluk serilerini
diigtinmiis ve K(x) deki sifirdan farkl argimanlar i¢in bu serilerin degerlerinin U,,-say1lar
oldugunu gostermistir. Son zamanlarda, Kekec [4], [5], [6], K cisminde U —sayilar1 elde

edilmesine katkida bulunmustur.

Bu tez calismasinda K cismindeki transandant sayilar (transandant formel kuvvet serileri),

ozellikle de U,,— sayilar iizerinde ¢alisilmistir.

Caligsmanin ikinci boliimii olan Genel Kisimlar Boliimiinde, ilk olarak Arsimedyen olmayan
degerlendirmenin tanimi verilmis ve formel kuvvet serileri cismi K tanitilmistir. Daha sonra
Mahler ve Koksma’nin reel transandant sayilar i¢in verdikleri siniflandirmalarin K cismine
tasinmig halleri ifade edilmistir. Bu boliimde ayrica, bu calismada elde edilen teoremlerin
ispatlarinda sik¢a kullanilacak olan, K cismindeki siirekli kesirler teorisi hakkinda bilgi
verilmistir. Son olarak, ¢alismada elde edilen teoremlerin ispatlarinda kullanilacak olan
bazi lemmalar ifade edilmis ve Almacik [7, Lemma IV] iin K—benzeri olan Lemma 2.2.3

ispatlanmustir.

Calismanin iigiincii boliimii olan Malzeme ve Yontem boliimiinde, bu tez calismasinda elde

edilen sonuclarin ispatlarinda kullanilan matematiksel tekniklerinden bahsedilmistir.



Tezin dérdiincii boliimii olan Bulgular iki kistma ayrilmistir. Tk kisimda 6ncelikle, Teorem
4.1.1 de, icen [8] in bir kompleks cebirsel sayinin yiiksekligi icin bir iist simir verdigi iinlii
lemmasi, formel kuvvet serileri cismi K ya tasinmistir ve bu lemmanin K—benzeri insa
edilmistir. Daha sonra bu teoremden yararlanilarak, Teorem 4.1.2 de, Alniagik [7, Theorem]
ve ispatinda verilen yontem K cismine tasinmistir ve Alniagik [7]1n bu ilging teoreminin
K—benzeri kurulmugtur. Boylece formel kuvvet serileri cismi K da, m. dereceden cebirsel
formel kuvvet serilerinin K da siirekli kesir agilimlarini kullanarak, yeni U,,-sayilar1 elde
etmemizi saglayacak bir sonug ispatlanmistir. Ayrica bu sonug¢ (Teorem 4.1.2) icin bir 6rnek

olusturulmusgtur.

Bulgular Boliimiiniin ilk kisminda elde edilen teoremler Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.2, Can

ve Kekec [9] makalesinde yayinlanmustir.

Bulgular Boliimiiniin ikinci kisminda Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2 de ise, Almacik [10,
Chapter 1] deki Teorem I ve Teorem III ve ispatlarinda verilen yontemler K cismine
aktarilmigtir ve bu teoremlerin K—benzerleri insa edilmigstir. Boylece, K daki bir

Uj—sayisinin cebirsel formel kuvvet serisi katsayili tam kombinasyonlarinin bazi kogullar

altinda U,,—sayilar1 oldugu ispatlanmistir.

Tez caligmasinin son boliimii olan Tartisma ve Sonug’ta, Bulgular Boliimiiniin genel bir

degerlendirmesi yapilip ileride iizerinde ¢alisilabilecek bazi problemler ifade edilmistir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. SONLU BIR CiSIM UZERINDEKI FORMEL KUVVET SERILERI CiSMi

Tanmm 2.1.1. K bir cisim olsun. Bu durumda agagidaki kosullari saglayan bir |- | : K — R

mutlak deger fonksiyonuna K cisminin bir degerlendirmesi denir:

Her a,b € K i¢cin

*laj >0 ve |a|=0 < a=0,
* la-b|=la|-|b],

* la+bl <la|+[b].

Eger K cismi yukaridaki ii¢ kosula ek olarak
|a-+b| < max{|al, |b[}

kosulunu da sagliyorsa |- | mutlak deger fonksiyonuna bir Arsimedyen olmayan

degerlendirme denir.

K, g elemanli sonlu bir cisim olsun. K[x] ile K iizerindeki x degiskenine bagli polinomlar
halkasini, K(x) ile K[x] in kesirler cismini ve deg(a) ile sifir polinomdan farkli bir
a(x) € K[x] polinomunun x e gore derecesini gosterelim. a(x) ve b(x), K iizerinde sifir

polinomdan farkli polinomlar olmak iizere,

a(x)
b(x)

|0| =0 ve — qdeg(a)—deg(b)

ile K(x) iizerinde Arsimedyen olmayan bir | - | mutlak deger fonksiyonu tanimlanir. K (x) in
argsimedyen olmayan bu |- | degerlendirmeye gore tamamlanigina K sonlu cismi izerindeki

formel kuvvet serileri cismi denir ve bu cisim K ile gosterilir. K(x) tizerindeki | - | mutlak



deger fonksiyonunun K ya geniglemesi de yine |- | ile gosterilir. Sifirdan farkli herhangi bir

¢ ek,

(o)
E=Y anx"
n=r

seklinde tek tiirlii belirli bir bi¢imde yazilabilir, burada n=r,r+1,... i¢in a, € K, a, #0;
r, |E]=¢q " olacak sekildeki tam sayidir. K cisminin elemanlarina formel kuvvet serileri

denir.

Bir & € K formel kuvvet serisi, K(x) iizerinde cebirsel ise & ye bir cebirsel formel kuvvet
serisi denir. Aksi takdirde, & ye bir transandant formel kuvvet serisi denir. K[x|, K(x) ve

K sirasiyla, Z, Q ve R ye benzer olarak diisiiniilebilir.

P(y) =ap+aiy+---+apy', K[x] iizerinde sifir polinomdan farkli bir polinom olsun.
Burada a; € K[x] (i = 0,1,...,n) olduguna dikkat edelim. P(y) polinomunun 'y
degiskenine gore derecesi, deg(P) ile gosterilir. P(y) polinomunun yiiksekligi H(P)
ise, H(P) = max{|ag|,|ai],..-,|as|} ile tammlanir. @ bir cebirsel formel kuvvet serisi
ve P(y) onun K[x] tizerindeki minimal polinomu olsun. Bu durumda, o nin derecesi deg(a)
ve yiiksekligi H(a), sirasiyla, deg(P) ve H(P) ile tanimlanir. Ayrica, P(y) polinomunun

koklerine o nin K (x) {tizerindeki eslenikleri denir.

2.1.1. Formel Kuvvet Serilerinin Mahler ve Koksma Simiflandirmalari

Mahler [1], 1932 yilinda reel sayilar icin bir siniflandirma vermis ve reel transandant sayilari
S—, T— ve U—sayilar1 gibi ayrik ii¢ sinifa aywrmistir. U—sayilart sinifi da U,, (m =
1,2,3,...) alt simflarina ayrilir. LeVeque [11], 1953 yilinda, ilk reel U,,—say1s1 6rneklerini

vererek her m=1,2,... i¢in U, kiimesinin bostan farkli oldugunu gostermistir.

Bundschuh [2], 1978 yilinda, Mahler [1] in siniflandirmasinin benzerini formel kuvvet



serileri cismi K da olusturdu. Boylece, K cismindeki transandant formel kuvvet serilerini

ayrik li¢c sinifa ayirarak asagidaki sekilde adlandirdi.

&, bir transandant formel kuvvet serisi ve n ile H, iki dogal sayi olsun. Asagidaki

fonksiyonlar1 tanimlayalim:

wn(H,&) =min{|P(E)[ : P(y) € K[x][y] — {0}, deg(P) <n, H(P) <H},

—logw, (H n
wa(S) = limsup —Ogl(vg[g %), w(§) = limsup b S) :

Bundschuh [2],

wa(H,G) < H™"q"(max{1,[§[})"

esitsizliini ispat etmistir. Bu esitsizlikten w,(&) > n (n = 1,2,...) ve dolayisiyla
w(&) > 1 elde edilir. Eger wy(§) = oo olacak sekilde n dogal sayilari varsa, bu n dogal
sayilarinin en kiigtigii p(&) ile gosterilir. Eger her n dogal sayisi i¢in w, (&) < o ise, bu
durumda p(§) =oo yazilir. w(§) ve u(&) degerleri ayni anda sonlu olamaz. O halde, &

icin agagidaki ii¢ durumdan yalmizca biri gegerlidir. & transandant formel kuvvet serisine

e 1 <w(€)<eo ve pu(&)=-o isebir S-sayis,

w(E)=o0 ve p(E)=rco isebir T-sayisl,

w(E)=c0 ve u(§) <o isebir U-sayisi

denir. Ayrica, & bir U-sayisi ve p(&) =m ise & ye bir Uy,-sayist denir. K cisminde ilk

U,,— sayis1 orneklerini, 1980 yilinda, Oryan [3] elde etmistir.

Koksma [12], 1939 yilinda, reel sayilar i¢in bagka bir siniflandirma vermis ve reel

transandant sayilart S*—, T*— ve U*—sayilar1 gibi ayrik ii¢ sinifa ayirmistir. Bugeaud



[13, Section 9.4], Koksma siniflandirmasini K cismine tasimistir. K daki Koksma
siniflandirmasina gore, transandant formel kuvvet serileri asagidaki sekilde ayrik ii¢ sinifa

ayrilmstir.

&, bir transandant formel kuvvet serisi ve n ile H, iki dogal say1 olsun. Asagidaki

fonksiyonlari tanimlayalim:

wy(H,&) =min{ | — a| : a bir cebirsel formel kuvvet serisi, deg(a) <n, H(a) < H},

n

“log (Hw*(H, x
wi(&) = Ii;In sup O8 <10;V;1< é)) ve w (&) = 1im_>sup —W"’ié)
—>00 n—o

Eger w}(§)=oco olacak sekilde n dogal sayilari varsa, bu n dogal sayilarinin en kiigiigii
n*(&) ile gosterilir. Eger her n dogal sayistigin w (&) <o ise, budurumda p*(&)=oo

yazilir. & transandant formel kuvvet serisine

e 0<w (&) <o ve u*(E)=o isebir S*—saysi,

w¥ () =00 ve p*(E)=o0 isebir T*—sayisi,

e W (&)= ve u*(f)<oo isebir U*—sayisi

denir. Ayrica & bir U*-sayisive p*(§)=m ise & yebir U —sayisi denir.

Ooto [14, 15], K cismindeki Mahler ve Koksma siniflandirmalariyla ilgili onemli sonuglar
elde etmistir. Ooto [14], cebirsel bagl iki transandant formel kuvvet serisinin Mahler

siniflandirmasindaki aymi say1 sinifina ait oldugunu gostermistir, yani, herhangi iki & ve n
transandat formel kuvvet serileri icin  F(&,n) =0; F(s,7) € (K[x])[s,f] —{0} ise & ve
N, Mahler’in ayn1 say1 sinifindadir. Ayrica Ooto [15], U,,—sayilar1 kiimesi ile U, —sayilar1

kiimesinin birbirinin ayn1 oldugunu ispat etmistir. R deki ve K daki Mahler ve Koksma

siniflandirmalart ile ilgili daha ayrintili bilgi i¢in Bugeaud [13] ya bagvurunuz.

K cisminin cebirsel kapaniginin |- | degerlendirmesine gore tamamlanigt K ile gosterilir.



O halde, bir P(y) € K[y]  polinomunun yiiksekligi H(P); K(x) iizerinde cebirsel
olan bir o € K nim yiksekligi H (a), derecesi deg(a) ve o mnin eslenikleri yine

Boliim 2.1. deki gibi tanimlanir. Bundschuh [2] ve Bugeaud [13] den dolayi, Mahler ve
Koksma smiflandirmalart K dan K cismine taginabilir. Sadece baglangicta fonksiyonlari
tanimlarken & € K yerine & € K alinmast yeterlidir. Dolayisiyla, K cismindeki S—, T—,

U—,Uy—; §*—,T"—, U*— ve U, —sayilar1 tam olarak Boliim 2.1. deki gibi tanimlanr.

2.1.2. K Cisminde Siirekli Kesirler

R deki bir ¢cok kavram formel kuvvet serileri cismi K ya aktarilmistir. Bunlardan biri de

herhangi bir & € K nin bir siirekli kesir olarak yazilabilmesidir.

|E] > 1 olacak sekilde bir & € K alahm. & agagidaki sekilde tek tiirlii bir bigimde

yazilabilir:

2

E=apX" +am X" '+ Faxtagtaix T Hax i

buradaher i=mm—1,... icin a; €K, a,#0 ve m, |§|=¢" olacak sekildeki

negatif olmayan tam sayidir.

§=[51+(S)
yazilabilr dyleki

2

[E] := apmx™ + a1 X"+t agx+ ao, (&) := a1 x ' ta x4

Simdi by := [£] € K[x] diyelim. Dikkat edilirse |bg| = || > 1 dir. Eger (§) =0 ise
islem durur. Eger (&) #0 ise
1
S=bo++
1

yazilir,burada & =1/(&) €K ve |§|>1 dir. Simdi b;:=[§] € K[x] diyelim. Dikkat



edilirse |by|=|&;| > 1 dir. Eger (&) =0 ise islem durur. Eger (&) #0 ise

1

bl—i—é

E=by+

yazilir,burada & =1/(§)) €K ve [&|>1 dir. Simdi by :=[&] € K[x] diyelim. Yine

|by] = |&| > 1 dir. Eger (&) =0 ise islem durur. Eger (&) # 0 ise yine ayni sekilde

devam edilir.

Boylece agagidaki sekilde tek tiirlii belirli bir gosterilis elde edilir:

1
=< bo,bi1y... by, &y >= by + ———
3 0,01 1,6n "

I
bn,1+a

burada i=1,2,...,n—1 i¢in b;=[§] €K[x], |bi]=1|&|>1 ve i=0,1,....,n—1

icin &1 =1/(&) €K, G:=¢ dir.

Eger herhangi bir n i¢in (&,) = 0 ise & nin siirekli kesir agilimi sonludur ve &, asagidaki

sekilde tek tiirlii belirli bir bicimde yazilir:

1
b+

‘1
bn

§:< bo,by,...,by, >:=by+

Bir formel kuvvet serisinin K(x) in elemani olmasi i¢in gerek ve yeter kosul onun siirekli

kesir ag¢iliminin sonlu olmasidir.

& nin siirekli kesir agilimi sonsuz olsun. Bagka bir ifadeyle, (§,) #0 (n=0,1,...) olsun.
p-1=1, po=byp, gq-1 =0, go=1 olsun ve p, ve g, dizilerini asagidaki gibi

tanimlayalim:

Pn=buppn_1+pp—2, qn = bugn—1+qn—2 (I’l: 1727"')'



Tiimevarimla kolayca goriiliir ki

Pr— b by, by >

qn

dir ve &, & nin siirekli kesre agiliminin n. yaklagim kesri olarak adlandirihir. Ayrica, yine
dn

tiimevarimla asagidaki ozellikler kolayca gosterilebilir:

Ban+qn1

(2) Pndn—1 _pn—IQn:(_l)n_] (n:O,l,Z,...),

(1) Herhangi bir 8 € K\{0} igin, =<bo,b1,...,bp, B> (n=0,1,2,...),
3) |gn| > lgn-1] (n=0,1,2,...),
@) |gn| = |b1b2-- by (n=1,2,...),

(5) |pn| = [bob1b2 - by| = |bol|gn] (n=0,1,2,...),

Pn (_l)n
6) ¢6——= n=12,..),
é dn qn(gn—i-l%z‘i‘qn—l) ( )
Dn 1 1
(7) ‘ 3 < n=1,2,...).
s TS AU PR )

(3)ve (7)den  lim Pn_ ¢ elde edilir. Dolayistyla,
n—oo

dn

3 = lim <bg,b1,b,...,by >=:<bo,b1,b2,... >

yazabiliriz.

R deki quadratik irrasyonel sayilarin siirekli kesir agilimlar ile ilgili sonucun benzeri
K cisminde de gosterilmistir. Buna gore; bir « formel kuvvet serisinin siirekli kesir
acihiminin sonsuz ve periyodik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul & nin K (x) tizerinde cebirsel
ve deg(o) = 2 olmasidir (Chaichana T., Laohakosol V., Harnchoowong A. [16]). K
cismindeki siirekli kesirler ile ilgili daha ayrintili bilgi, sonuclar ve ispatlar i¢in [16], [15]

ve [17] numaral kaynaklara bakiniz.
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2.2. LEMMALAR

Bu boliimde, Bulgular Boliimiinde yer alan teoremlerin ispatlarinda kullanilacak olan bazi

lemmalar verilmisgtir.

Lemma 2.2.1 (Miiller [18], sayfa 291). P(y) ve Q(y) katsayilari K cisminden alinmug sifirdan

farkl1 iki polinom olsun. Bu takdirde,
H(P-Q)=H(P)-H(Q)

dir.

Lemma 2.2.2 (Miiller [18], sayfa 293). o, € K, K(x) iizerinde cebirsel ve birbirinden

farkli iki eleman olsun. Bu takdirde,
la—B| > H(a) %P ()~ deel®)

dir.

Asagidaki Lemma Alniacik [7, Lemma IV] iin K benzeridir.
Lemma 2.2.3. P;/Q1,P,/0, € K(x) siirekli kesir agilimlari sirasiyla
P P
_l:<a()7ala"'7al’l >, _2:<b07b17"'7bn> (|a0|217|b0|21)
Qi (0))
seklinde olan iki eleman olsun. Ayrica S ve S, sabit iki pozitif tamsay1 olmak tizere
bl < Stlajl™  (j=0,1,....n) 2.1)
olsun. Bu taktirde,

max{|Py|,|Qs|} < Symax{|P(],|Q]}5> 0% (2.2)

dir.
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ispat. Siirekli kesirler teorisinden,

P,
0))

bo +

1 ‘ ‘ 1

S <1<
<bi,... by > <b1,...,bn>‘ < [bol

oldugundan ve Arsimedyen olmayan degerlendirmenin 6zelliinden,

I )

(0))

n
=|bo| = |Po|=1bol|Q2] =[] Il
=0

n
elde edilir. O halde, |Qz| = |by---by| < H |bj| olmast ile birlikte (2.1) i kullanirsak,

j=0
n ) n S
max{|P). |02l = [T 1by] < SI* (H|a,-|) 2.3)
j=0 j=0

olur. Ote yandan |P;| = |ao||a1| -+ |as] ve |Qi] >2" oldugundan, (2.3) den,

n So
max{|Py|,|Q,} < 2 Dlozasi (H |aj|) < (2]Q4])loe251| Py |52
j=0

elde edilir. Boylece (2.2) ispatlanmuig olur.

Schneider [19, Hilfssatz 1, sayfa 5], kompleks sayilar cisminde bir & cebirsel sayisi i¢in

H(x)

laf < ——=+1
jal
esitsizliginin saglandigin1 gostermistir. Burada H(a), a mnmn yiksekligini; a, o
nin minimal polinomunun bas katsayisimt ve ||, C cismindeki alisilmig mutlak
degeri gostermektedir. Asagidaki lemma bu iyi bilinen sonucun K benzeridir. Lemmanin
ispat1, Schneider [19, Hilfssatz 1] in ispatindan yararlanarak ve Arsimedyen olmayan

degerlendirmenin 6zelligi kullanilarak yapilmustir.

Lemma 2.24. o € K, K(x) iizerinde cebirsel ve @, « nin K[x] iizerindeki minimal

polinomunun bag katsayisi olsun. Bu durumda,

H(a)

af < :
ja|
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. H
Ispat. =0 ise 0=|a| < % daima dogrudur. & # 0 olsun. O halde, iki durum
a

sOz konusudur.

. 0<|a|<1 ise l|a] <H(o)oldugundan,

H(a
o <1< (@)
|al
elde edilir.
2. |a|>1 ise, @ ninminimal polinomu ay’+a;y* '+---+a, (a,ay,... a5 € K[x])

olsun. O halde,

ac* +a10 '+ +a,_ja+a; =0

= ad’=-ajo* ' - —a;_ 10 —a
= ldlaf =[-aia*' = —a;_1a —ay
< max{|ai|lef ... a1l as}

<H(a)max{|a|*"!,... a1} =H(a)|al*"!  (s>1)
= ldlaf <H(a)laf™"  (a#0)

= |allaf < H(a)

H(a)

la|

= |of <

elde edilir. Boylece Lemma 2.2.4 ispatlanmis olur.

Lemma 2.2.5 (Miiller [18], sayfa291). a € K, K(x) iizerinde cebirsel; P(y), sifirdan farkl

ve katsayilar1 K[x] ten alinmig y nin bir polinomu olsun. Eger P(a) #0 ise,
|P()| = H(P)'~ ¥ * H (o)~ deP)

dir.
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Lemma 2.2.6 (Ooto [20], Lemma3.2). o, B €K ve P(y)=ap+aiy+-- + ok € K[yl
(o # 0) sabitten farkli bir polinom olsun. Ayrica C >0, |oo— | <C olacak sekilde bir

reel say1 olsun. Bu durumda,

P(a) —P(B)| < max {C,lal}' | —B| max {lail}

=1,..., =1,...,

dir.

Lemma 2.2.7 (Kekeg¢ [6], Lemma 2.1). o,...,0 (k> 1,04 # 0) K ya ait ve K(x)
tizerinde cebirsel elemanlar olsun. O halde, sonlu sayida 6 diginda her 6 € K(x)
icin, ap+0n0+---+oub* €K, K (x)(,- .., 04) cisminin K (x) tizerindeki bir pirimitif

elemanidir.
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu calismada Kaynaklar kisminda belirtilen makale ve kitaplardan yararlanilarak Bulgular
Boliimiinde verilen dort 6zgiin teorem Teorem 4.1.1, Teorem 4.1.2, Teorem 4.2.1 ve Teorem
4.2.2 elde edilmistir. Teoremlerin ispatinda Icen [21] ve Alniagik [7, 10] kulland1g1 ispat
tekniklerinden yararlanilmis ve bu teknikler Arsimedyen olmayan duruma uyarlanmistir.
Ayrica Teorem 4.1.2 nin ispatinda Koksma siiflandirmasindan yararlanilarak bir formel
kuvvet serisine cebirsel formel kuvvet serileriyle yaklasilmistir. Teorem 4.2.1 ve Teorem
4.2.2 nin ispatlarinda ise Mahler simiflandirmasi kullanilmis katsayilar K cismine ait olan

polinomlarla ¢alisilmugtir.
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4. BULGULAR

Bu ¢alismada bu boliimde verdigimiz dort 6zgiin teorem Teorem 4.1.1, Teorem 4.1.2, Teorem

4.2.1 ve Teorem 4.2.2 elde edilmistir.

4.1. SONLU CISIMLER UZERINDEKI FORMEL KUVVET SERILERI
CISIMLERINDE TRANSANDANT SUREKLI KESIRLER

Bu boliimde iki 6zgiin teorem Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.2 ispatlanmistir. Teorem 4.1.1°de
Icen [8, sayfa 25] Lemmasinin K— benzeri inga edilmistir. Teorem 4.1.1’in ispatinda Icen
[21, Lemma 1, sayfa 71] in ispatindaki yontem K cismine uyarlanmigtir. Teorem 4.1.2°de
Alnmagcik [7, Theorem] in K— benzeri kurulmustur. Teorem 4.1.2’nin ispatinda Alniagik [7,
Theorem] in ispatindaki yontem K ya uyarlanmistir. Bu boliimde elde edilen sonuglar, Can

ve Kekec [9] makalesinde yayinlanmustir.

Teorem 4.1.1. L, K(x) in m. dereceden bir genislemesi; oq,0p,...,04 € L olsun.
n € K, K(x) iizerinde cebirsel bir eleman ve  F(y,y1,...,y), katsayilari K[x] ten
almmig y ye gore derecesi en az 1 olan bir polinom olsun. Ayrica, n ile a; (j=1,...,k)
arasinda F(n,o,...,04) = 0 bagntis1 gegerli olsun. F(y,y,...,yx) polinomunun y
ye gore derecesini d, F(y,y1,...,yx) polinomunun y; (j=1,...,k) ye gore derecesini

lj ve F(y,y1,...,yx) polinomunun katsayilarmin mutlak degerlerinin maksimumunu H ile

gosterelim. Bu takdirde,
deg(n) < dm
ve

H(n) < HmH((xl)llm .. ‘H(Otk)lkm
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dir.

Ispat. o (j=1,...,k) nin K[x] tizerindeki minimal polinomunun bas katsayis1 a;

olsun. o; (j=1,...,k) ninLigin cisim esleniklerini «; =« ile gosterelim.

Bunlar o nin K (x) iizerindeki esleniklerinin her birinin m/deg(;) kez tekrar etmesinden

olusur.

GO) =Tl afF(v o’ )] @.1)

alalim. Dikkat edilirse G(y), 1 < deg(G) < dm olacak sekilde, katsayilar1 K|[x] e ait olan,
y ye bagh bir polinomdur. Ayrica F(n,¢y,...,0¢) =0 oldugundan, G(n) =0 dir.
Dolayisiyla, deg(n) <dm dir.

Ote yandan, herhangi biri € {1,...,m} igin

i WON: i)\
F(y,al”,. Z Z Zﬁoil...ikylo<a1())ll---(O‘]E))lk; Jigir...ix € K[x]

l() 011 lk=0

seklindedir. Dolayisiyla,

H (F(y, al .. a,ﬁ"))) < Hmax{1,[@}" - - max{1, [} 4.2)
dir. Burada

@) =max{|a}"],.... [} (j=1,....k)
dir. (4.1), (4.2) ve Lemma 2.2.1 den,

H(G) = |ar["" - |a "t (F(vef”,..o")) o1 (F(r. o, .. of™))

Lim lxm
= H(G) < H"(Jay|max{1,fom}) "+ (lax max{1, [} 43)
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olur. Lemma 2.2.4 den,

H(a;)
|ajl

[aj] <
elde edilir ve dolayisiyla

\aj|max{1,|7j|}§H(aj) (j=1,...,k) 4.4)
olur. (4.3) ve (4.4) i birlestirirsek,

H(G) < H™H(oy)"™ ... H(oy)""

bulunur. G(y) € K[x][y] ve G(n)=0 oldugundan; n nin K[x| tizerindeki minimal

polinomu, G(y) yi boler. Dolayisiyla, Lemma 2.2.1 den, H(n) < H(G) olup, buradan
H(n) < H"H(ou)"™ - H(og)""

elde edilir. Boylece Teorem 4.1.1 ispatlanmis olur.

Teorem 4.1.2. o € K (|a| > 1) m. dereceden (m > 1) bir cebirsel formel kuvvet serisi, &

nin siirekli kesir agilimi
o=<agy,d,...,dy,... > 4.5)

ve (4.5) stirekli kesrinin n. yaklagim kesri Pn (n=0,1,...) olsun. {r;}7 o ve {s;}7

n
asagidaki kosullar saglayan, negatif olmayan tam sayilarin iki alt dizisi olsun:

0=rg<so<r <s1<rm<s)<r3<s3<- (Fns1 — Sn > 2),

1 1
o) tim 12195 _ (b) lim sup —

— T oo, (4.6)
n—e log ’qrn| n—e 10g ‘qsn‘
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Ayricabj € K[x] (j=0,1,...) asagidaki gibi tammlansin:

aj, m<j<s n=0,1,...),
bj: J n>J]>S ( ) 4.7
Vi, Sp<j<rpp1 (n=0,1,...),

Fnp1—1
burada v; € K[x], Z laj—vi| #£0, 1<v;| <Si|a;/%> dir ve S ile S, pozitif tam
j:Sn+1

sayilardir. O halde, stirekli kesir a¢ilimi
5 =<bgy,by,....,by,... >

olan § € K, bir Uy,-sayisidir.

Ispat. Asagidaki cebirsel formel kuvvet serilerini tanimlayalim:
Oy, :=<bo,...,by,,Qr,+1,0r,4+2,... > (n=0,1,...),
Br, =< ar+1,dr,42,... > (n=0,1,...).

K daki siirekli kesirler teorisinin 6zelliklerinden,

prnﬁrn + Pr,—1

o =< a07a17"'7ar 7B}’ >=
" ! anﬁrn +an71

Dikkat edilirse, a € K(x)(B,,) ve B, € K(x)(et) dir. O halde,

deg(or) < deg(By,) ve deg(py,) < deg(a) =m olup deg(py,) =m dir.
dir ve dolayisiyla
aqr,Br, + 4qr,—1 — Pr,Br, — Pr,—1 =0 (n=0,1,...)
olur. Teorem 4.1.1 1

F(y.y1) = @1y +Gry—101 — P,y — Pro—1 € K[X]yoy1], N =B, 1 =
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ile uygulayalim, buradan

H(ﬁ’"n) S H(a>mmax{|qrn|7 |qrn*1 ’7 |prn" ’prn*1|}m

< H(a)" max{|pr,|,|gr,[}" (n=0,1,...)

(Igr,] > 1gr,—1] (n=0,1,...); Jlao| >1 den, |ps,| > |pr,—1] (n=0,1,...) dir.)

= H(B,) <H(a)"max{|py,||q,,[}" (n=0,1,...)

P _ o ap,ai,...,ar, > ve |ag| > 1 oldugundan, Arsimedyen olmayan

'n

elde edilir.
degerlendirmenin 6zelliginden, |p,, | = |aol|gr,| (n=0,1,...) bulunur. Bunu yukaridaki

esitsizlikde kullanirsak,
H(Brn)§c1|qrn’m (n:()717"') (48)
olur, burada ¢; = H(a)"|ap|™ dir. Simdi

=< bg,by,...,b, > (I’ZZO,I,...)

/
Pa

/

n

diyelim. O halde, yine K daki siirekli kesirler teorisinin 6zelliklerinden,

/ /
Py Br. + 1) _
Oy =< b, b1,y by By >= ]
qrnBrn+qrn_1

Dikkat edilirse, o, € K(x)(B;,) ve B, € K(x)(0,) dir. O halde,

deg(arn) S deg(Brn) =m Ve deg(ﬁrn) S deg(arn) Olup deg(arn) =m dir.
dir ve boylece

0,4y, Br, + 0y, 1 = Py Br — P, =0 (n=0,1,...)
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bulunur. Tekrar Teorem 4.1.1 1

F(yy1) =4, yiy+4q, 1y—p,y1—DP, 1 €KKyyi], n =0, o1 =P,

ile uygularsak,

H(ay,) < H(B:,)" max{|p],|.|q,,[}"  (n=0,1,...)

olur. Bunu (4.8) ile birlestirirsek,
2
H(ay,) < c'lgs, ™ max{|p}.|,|q;,[}"  (n=0,1,...) (4.9)
elde edilir. (4.7) den,

b;| < Sila;[®  (j=0,1,...)

P P d
oldugunu biliyoruz. O halde, Lemma 2.2.3 i — = Pro L2 _ Pny

01 B qr, ’ (0)3 - Q;ﬁn

ile uygularsak,

max{|p,, |,|¢, [} < Simax{|py,|, g, |}

bulunur. Yukaridaki esitsizligi ve |p,| = |aol|gr,| iliskisini (4.9) da kullanirsak,

H(arn) §C2|qm|63_1 (l’l:O,l,)

elde ederiz, burada
¢y = ST |ap|mS2 MRSt c3 = 1 +m?+mS, +mlog, S

dir. lim |g,,| = e oldugundan, bir n| pozitif tam sayis1 vardir dyleki her n > n; igin
n—oo

|gr,| > ¢z dir, buradan her n > nj igin

H(,) <|gr,|? (4.10)



21

olur.

Simdi pu*(§) =m oldugunu gosterelim. Bunun i¢in & ye @, cebirsel formel kuvvet serileri

ile yaklagalim. (4.7) den (yani & ve a,, in tammindan) ve K daki siirekli kesirlerin

ozelliklerinden,
/ /
Ps Ps 1
|§—an|§max{‘§— Loy, — =t }<— (n=0,1,...) (4.11)
" a1 4, 45,7
dir.
= =< Ary+1,8ry 425 - - -, Asy, >
Sn
yazalim (R,/S, € K(x)). O halde,
R R 15
P — < ag,an,...,an, 0 >=Pm n ¥ Praz1on
qsn Sn qran + qrn_lsn
ve
/ / /
R R.,+p,. .S
plsn :<b07b17...,brna_n>: p,r" . p/,n S
4qs, Sn anRn + qrnflsn

olur. Bu esitlikler ile birlikte  |R,| = |ay, +1]|Sx| > |S,| iliskisini kullandigimizda,
95| = 197, R0+ qr,—1Sn| = g1, | |Ral = |gr,|lar, 11]S]

ve
45,1 = 147, Ru+ 7, 1Snl = |7, [|[Ra| > |5,

(gr,Ral > |gr,~1Snl;  |qy,Ral > lq, _So| oldugundan ve Arsimedyen olmayan

degerlendirmenin 6zelliginden) elde edilir. O halde,

\qs,| < lar,+11lqr, 145, | (4.12)
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dir. Simdi |gy,| icin bir tist simir verelim. Lemma 2.22yi a=a, f=—"cK ile
qr,

uygularsak ve |p,, | = |ao||gr,| esitliini kullanirsak,

—m
> H(a) 'H (ﬂ)
qr,

_Pn
qr,

Pr,
(11 (22 = maxtion bl = el

'n

o

> - (4.13)

olur, burada ¢4 = |ag|™H (o) dir. Ote yandan,

1
h, A (4.14)
|arn+1 | |qrn|2

_ P
qrn

o

oldugunu biliyoruz. (4.12), (4.13) ve (4.14) den,
|m—2

|arn+1||qrn|2 < C4|qrn|m = |arn+1| < C4|qrn

= |gs,] <calgr " gs | (4.15)

elde edilir. (4.15) ve (4.6)(a) dan dolay1 bir np pozitif tamsayisi vardir dyleki her n > np

i¢in

|95, < |g}, | (4.16)
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esitsizligi gecerlidir. Cilinkii

4.15) = 10g|qsn|<logC4+log|qrn|’"’1+10g\q§n\

log|gs,| _ loges (m—1) log |4, |

— (lim |gy, | = o)
loglgy,| ~ log|gs,| log |qr, | |
log g’
Lo gl
n—elog|qr, |

|m71

= I meN; Vn>ny icin loglg; | > logcalqy,

|m71

= |q~/9n’ > C4|qi’n

dir. Sonug olarak (4.10), (4.11) ve (4.16) dan,

E—a < rp << ‘ (> max{mn2})
ST S (gs = H(oy, yoelal/(eloglay,) V= AU
elde edilir. (4.7) den, her n=0,1,... i¢in & # a,, oldugunu biliyoruz. (4.6)(a) sarti

saglandigindan, yeteri kadar biiyiik » ler i¢in,

1
(w — _O8ldml ’qs”’ lim w,, =

0<|éE—a | < = ,
E—a | = el i )

Ho ) (4.17)

bulunmus olur. Burada «,, (n=0,1,...) cebirsel formel kuvvet serileri i¢in deg(o, ) =m
oldugunu biliyoruz. Ote yandan, {H(a,,)} dizisi listten simirsizdir. Aksi taktirde, bu dizi
uistten sinurlt olsa; yeteri kadar biiyiik n ler icin  H(o, ) <M olacak sekilde bir M >0

reel sayisi var olur. O halde, H(c,,) in alabilecegi sonlu sayida tam say1 degeri olur. ¢,

(n=0,1,...) cebirsel formel kuvvet serilerinin minimal polinomlarinin katsayilar: K|[x] in
eleman1 ve K sonlu bir cisim oldugundan, bu sekilde (derecesi = m ve yiiksekligi < M olan)

birbirinden farkli ancak sonlu sayida o, cebirsel formel kuvvet serisi vardir. (Ciinkii
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ornegin bir «,, in minimal polinomu P(y) =xo+x;y+---+xmy" (x0,X1,-..,Xm € K[x])
olsa; H(a,) = max{|xol, |xi],..., |[xn|} = gmaxideeto),.degtn)} < A1 olur, yani |x;| €
K[x] (i=0,...,m) polinomlarinin dereceleri igin sonlu sayida tam say1 degeri vardir. Bu
polinomlarin katsayilari K nin elemanlari oldugundan sonlu sayida P(y) polinomu vardir.)
Ancak bu, a,, (n=0,1,...) cebirsel formel kuvvet serilerinin tanim ile celisir ( (4.7)
den, birbirinden farkli sonsuz sayida ¢, (n=0,1,...) cebirsel formel kuvvet serisi

vardir.) O halde, {H (o, )} dizisi iistten sinirsizdir. Dolayisiyla,

1l <H(a, ) <H(o,,)<..., lim H(0, ) = oo

i—oo

olacak sekilde bir {H (o, )} alt dizisi vardir. H(a,, ) =H; (i=0,1,...) diyelim. O
halde, (4.17) den,

wi(H;, &) =min{ |& — o] : o bir cebirsel formel kuvvet serisi, deg(a) <m, H(a) < H;}

1 1

<1 rn,»| B H(O‘rni)wni Hiwni
i 1
= O<lem(Hl7é> S wp.—1
H"

= log(Hywy(Hy;, &) < log (1, V)

—(wp.—1
~log (Hiwy, (Hi,&)) _ —log(H; ™"~")

=
logH; - log H;
_loe (H: w* (H:
o tim B HELS)) iy, 1) = e
i—o0 logH; im0
—log(Hw,(H
= limsup og (H win( ’é))z‘” = wy(§) =oo

H—>o00 logH
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dur. O halde, & € K,

pe(&)<m

olan bir U —sayisidir.

(4.18)

Teoremin ispatin1 tamamlamak i¢in u*(&) > m oldugunu gosterelim. f € K, yiiksekligi

H () yeteri kadar biiyiik olan ve 1 <deg(f) <m—1 kosulunu saglayan bir cebirsel formel

kuvvet serisi olsun. O halde, Lemma 2.2.2 den,

1
P ol = gy,

dir. (4.10) u (4.19) da kullanirsak,

1

n>n
g =)

|B_a”n| > H(B)

olur, burada c¢s=c3(m—1)>1 dir. (4.6)(b) den dolay1,

s, |” > lar, .|

olacak sekilde bir 7 > 1 reel sayis1 vardir. Ciinkii (4.6)(b) den,

{ log ‘qrnJrl |
log |qsn|

= loglgs,,,| <loglgs,|" = |gr.|<lgs|"

} dizisi stmirh = 3 7 > 0 reel sayisi;; Vrn=0,1,...

(4.19)

(4.20)

(4.21)

log |qrn+1 | <

icin 0 < <
log |qsn |

dir. Burada 7 > 1 alinirsa islemler yine dogru olur. Simdi (4.11), (4.16), (4.20) ve

4.21) 1

& =Bl =B —a,| -5 ol
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esitsizliginde kullanirsak,

1 1
(B)"gra| an, ., [VT

& —B| > T (n > max{ny,ny}) (4.22)

elde edilir. B € K i¢in

H(B) = max{lgn,, o, -2}

oldugunu kabul edelim. j, (j > max{n;,n;})

|97l <H(B) < gr,,|

esitsizligini saglayan tek tiirli belirli pozitif tam sayr olsun. Bu durumda eger |qrj| <
H(B) < |qrj+1|1/(T(m+C5+1)) ise, (4.22) de n=j almir. O halde,

1 1
B)"larls lar, VT

1§ — Bl 2 =

1 1
= H(B)mtes  H(B)mrestl

1 1
= H(B)m+es - 2H (B)m+es

(H(B)=2)

1
§=B1= Smigyra

= (4.23)

elde edilir. Eger |g,,,,|V/TmtestD) <H(B) <|q,,.,| ise, (4.22) de n=j+1 alinirve

1 |

|é: _B| = H(ﬁ)m-ﬁ—csT(m—i—cs-i-l) o H(B)(log\q,jﬂ\/log\q,jﬂ|)(1/T) (4.24)

lo , lo A
olur. (4.6)(a) dan, lim elds =o ve l|gqy;|<|qr,,| oldugundan, lim M =0
j—elog|qr,| ' ’ e loglgy,|
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dur. Bunu (4.24) de kullanirsak,

E-B|> 1

- 2H(ﬁ)m+C5T(m+cs+l) (4.25)

elde edilir. Ciinkii (4.24) den (4.25) e gecmek i¢in

1 1
_H(ﬁ)(log|q,j+2\/log\qrj+1\)(I/T) 2 _ZH([;)m+cST(m+cs+1)

= H(ﬁ)(10g|qrj+2|/10g|qrj+1 N(1/T) > 2H(ﬁ)m+C5T(WL+65+1)

PN H(ﬁ)(10g|qr/+2 |/1oglgr; 1) > 2TH(ﬁ)T(m+CsT(m+Cs+l))

dir. Bu son esitsizlik miimkiindiir, ¢iinkii H(f3) yeteri kadar biiyiik alindigindan (4.24) de j

yeteri kadar biiyiik alinabilir ve yeteri kadar biiyiik j ler i¢in

log|gr,,,|/10g|gr, | > T +T(m+csT(m+cs+1)) ve H(B)>2

dir. O halde, (4.23) ve (4.25) den, derecesi < m — 1 olan ve yiiksekligi yeteri kadar biiyiik

olan her B € K cebirsel formel kuvvet serisi igin

1
‘g _ﬁ| = ZH(B)m+cST(m+C5+1)

esitsizligi gecerlidir. Dolayisiyla H > 1 tam say1 olmak iizere,

w1 (H,&)=min{ | — | : o bir cebirsel formel kuvvet serisi, deg(a) <m—1, H(a) <H}

m—1
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ifadesindeki minimuma katilan biitiin 8 € K cebirsel formel kuvvet serisi igin

E—B|> 1 1

>
= ZH(B)m+csT(m+C5+l) — o gmtcsT (m+es+1)

1
*
= Wm—l(H’é) > 2Hm+C5T(m+C5+1)

= IOgHW* (H,é) >logl _logz_logHm—l+C5T(m+cs+1)

m—1

—logHw! (H,§) - log2
logH ~ logH
—logHw! _(H,§) (logZ

= <l -1 T 1
map —ESCEE < (b LT 1)

+m—1+4+csT(m+cs5+1)

= wy, 1) <m—1+csT(m+cs+1)
olur. Bu ise,
pwi(&)>m (4.26)

olmasi demektir. O halde, (4.18) ve (4.26) dan pu*(&) = m olur. Dolayisiyla, & € K bir
U, —sayisidir. K cisminde, U,,—sayilar kiimesi ile U, —sayilar1 kiimesi ¢akistigindan, &,

bir U,,,—sayisidir. Boylece Teorem 4.1.2 ispatlanmuis olur.

Teorem 4.1.2 icin agsagidaki ornegi olusturduk.
Ornek 4.1. a, siirekli kesir acilim
a=<agy,ay,ar,az,... >=<1,x,x,x,...>
olan bir cebirsel formel kuvvet serisi olsun. Dikkat edilirse, o nin siirekli kesir agilimi
periyodik oldugundan, deg(ot) =2 dir. {r;}7_ ve {5}, tam say1 dizileri asagidaki gibi

taniml1 olsun:

ro=0r=22+2 ve ;=277 (j=12...)
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Dikkat edilirse, rj < s; <rj1 (j=1,2,...) ve rjy1=s;+2 dir. Ayrica siirekli kesirler

teorisinden

g7l = lar -] = gleelo el

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, |g;|=|x---x|=¢/ dir. Bundan,

loglgs,| logg s; 22" 222 2?2

loglgr,| loggs rj 2242 92 <1+%) 1+%
lo .
& lim glgs;|
J=e log’qrj|
ve
log|gry,| _logg"rt _rjw1 _si+2 2
log|gs,| log g/ s s; s;
lo .
= lim M =1<
j—e loglgs;|

olur, yani bu sekilde tammli  {r;} ve {s;} dizileri Teorem 4.1.2 nin kosullarini saglar.
Ayrica, j=0,1,... icin b; € K[x]

aj, m<j<s, (n=0,1,...),

bj= ) '
x*4x, j=s,+1 (n=0,1,...)

seklinde tammlansin. Burada 1 < |[vj| = |x> +x| = ¢* # |aj| dir. Dolayisiyla, b; €
K[x] de Teorem 4.1.2 nin kosullarin1 saglar. Oyleyse, Teorem 4.1.2 den dolayr, & =<

bo,b1,by,... > formel kuvvet serisi bir  Uj-sayisidir.
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4.2. SONLU qiSiMLER UZERINDEKI FORMEL KUVVET SERILERI
CISIMLERINDE MAHLER’IN U,,—SAYILARI

Bu boliimde iki 6zgiin teorem Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2 elde edilmistir. Teorem 4.2.1

ve Teorem 4.2.2°de, sirastyla, Almacik [10, Chapter I]’deki Theorem I ve Theorem III’iin
]IA{—benzerleri inga edilmistir. Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2 nin ispatlarinda, sirasiyla,

A~

Alnmagcik [10, Chapter 1]’deki Theorem I ve Theorem III’iin ispatlarindaki yontemler K

cismine uyarlanmistir.

Teorem 4.2.1. o, y,...,04 (k> 1,04 #0), K cismine ait, K(x) {Uzerinde cebirsel
elemanlar ve &, bir Uy —sayist olsun. & nin siirekli kesir agihmindaki yaklagim kesirleri Pn

n

(n=0,1,2,...) asagidaki kosulu saglasin:

'_&

n

|~

(n=0,1,2,...), liminf@®, = oco.

n—yoo

=lq,

Bu durumda o + o1 & + - - - + o, EX, bir U, —sayisidir. Burada m, K (x) (0, . .., &) nin K (x)

tizerindeki derecesini gostermektedir.

Ispat. Teoremin hipotezinden dolay,

'5_& <1 (n=0.1,...) 4.27)
qn

dir. Lemma 2.2.6 y1

P(y)=C(y) =g+ ony+---+ap* e K[y, a=E, B:? (n=0,1,...)
n

ile uygularsak,

‘C@ ¢ (”—)\ < max {1, [}

=1,...,

5_&
q

n

max o;
i=1,... k{| l|}

EARAS]

(4.28)
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elde edilir, burada ¢; = maxk{l, 1305 maxk{]a,-]} dir. lim Pn & oldugundan, bir ng
, . o

=1,..., =1l,...

pozitif tam sayis1 vardir 6yleki her n > ng i¢in

‘ _ Pl 4 (&, bir Uy — sayisi oldugundan transandant, || # 0 dir.)
n

Pn

= <2/&| (4.29)

n

Pn

dir. P,(y), n > ng igin C(
qn

) in K|[x| tizerindeki minimal polinomu olsun. Her n > ng

icin Pnc g (x) oldugundan, Lemma 2.2.7 den, sonlu sayida n harig¢ her Pnc g (x) igin

n n

C (ﬁ) , K(x)(o,...,04) cisminin bir pirimitif elemamdir. Dolayisiyla, n; > ng olacak
4n

sekilde bir n; pozitif tam sayis1 vardir yleki her n > nj icin  deg (C (&) > =deg(P,)=m
dn

dir. (4.27) ve (4.28) den,

c@)-c(2)| <a

qn
bulunur. O halde, Lemma 2.2.6 y1

P(y) = Pa(y) € KIxlDy, = C(E), B=C (’;—) (n>m)

ile uygularsak,

elde edilir, burada ¢ = max {c1,|C(E)|} ™ dir. Dikkat edilirse, P, <C <&>> =0
1= dn

=1,...

dir. (4.28) 1 (4.30) da kullanirsak,

|P(C(&))| < c3H(Py)lgu|~ ™ (n>ny) (4.31)
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olup, burada c3 = cpc; dir. Simdi H(P,) ig¢in bir tist sinir verelim.

" :=c<@> (1> m)

An
diyelim. O halde,

F(3,90,¥15- 1Y) = 45y — @5y0 — Puglh 'y1 — -+ — Plw

polinomu y =%, ve y; = a; (i = 0,...,k) i¢in stfirdir. F(y,y0,y1,--.,Y%) polinomunun

katsayilarinin mutlak degerlerinin maksimumuna H denilirse, (4.29) dan,
H = max{|gal", g/ [Pl .- |Pal}
< max{lgs[", |gal* "' (21 11nl) -, (21E]]gal)*}

< |gn*max{1,2(&],..., (21&])*}

= H <|q,[ max{1,(2/§])*} (4.32)

elde edilir O halde, Teorem 4.1.1 i, n =79,d =1, =1 (i=0,....,k) ve
F()’a)’Oy)’la---,)’k) ileuyglﬂarsak’

H(y) < H"H(a0)"H (on)™ - - H(oy)"

olur. (4.32) yi ve H(%,) = H(P,) olmasini yukaridaki esitsizlikte kullanirsak,

H(P,) < C4|qn]km (n>np) (4.33)

olur, burada ¢4 = (max{1,(2|§|)*}H (o) ---H(0g))™ dir. 1i_r>n |gn| = o> oldugundan,
ny > np olacak sekilde bir n; pozitif tam sayisi vardir yleki her n > n; i¢in |g,| > ¢4 diir.

O halde, her n > n, icin,

H(P,) < |gn|""! (4.34)
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esitsizligi gecerlidir. (4.31) ve (4.34) ii birlestirirsek,

3

0 < |P(C(E))] < H(p) 2T

(n>no) (4.35)

olur. Burada dikkat edilirse &, bir transandant formel kuvvet serisi oldugundan, P,(C(&)) #0
dir. r}grolo ®, = o oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, {H(P,)};;_, dizisi istten sinirsizdur.
Ciinkii aksi taktirde {H(P,)},_, dizisi istten sl olsa; derecesi < m olan Py,(y)
polinomlarinin katsayilarinin mutlak degerlerinin alabilece8i sonlu sayida tam say1 degeri
olurdu. P,(y) polinomlarmin katsayilari K|[x] in elemant ve K sonlu bir cisim oldugundan,
P,(y) polinomlarmin yalnizca sonlu tanesi birbirinden farkli olurdu, yani  {P,(y)}>_,
dizisinin elemanlar1 arasinda tekrar eden bir polinom olurdu. Bu polinoma P(y) diyelim.
O halde, {P.(y)},;—o dizisinin {P,;(y)}7, gibi bir alt dizisi olurdu dyleki her j =
0,1,... i¢in P,;(y) = P(y) dir. Ote yandan; P,(y), n>no i¢in C(pn/qn) in K[x]

tizerindeki minimal polinomu oldugundan, belli bir jj pozitif tam sayisindan biiyiik her j

() -He(2)

olurdu. li_r>n Pn =& oldugundan, j — oo icin limit aliirsa, P(C(£)) =0 elde edilir ki bu
n °°qn

icin

da & nin bir U; —sayis1 olmasiyla celisir. Dolayisiyla {H(P,)};_, dizisi tistten sinirsizdur.

O halde bu dizinin

| <H(Py) <H(Py) <H(Py)<---, limH(B,;)=oo

Jj—reo

olacak sekilde bir {H(P, j)};.":1 alt dizisi vardir. Bundan ve (4.35) den, yeteri kadar biiyiik
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J leri¢in

(1),14

-6,
0 <|Pij(C(E)) < c3H(Py;) ™ (9"f:km+1 jreo

——1, lim 6,, =co, lim H(P,;) = oo

J—ree ! >

(4.36)

elde edilir. deg(FB,;;) =m oldugunu biliyoruz. H(P,;) =:H; diyelim. Dolayisiyla (4.36)

dan,

wn(Hj,&) = min {|P(£)| : P(y) € K[x][y] — {0}, deg(P) <m, H(P) < H,}

—6,.
<[P (CENI<esH; <1

—6,.
= 0< wm(Hj,§)§03Hj !

= og (Wm(Hjaé)) <log <C3Hj6nj)

—6,.
—logwn(Hj,E) _ —logesH; ' _logcs

= > = O,
logH; - logH; logH; O,
—lo H;, —1
j—oo logH; j—=e \ logH;
: —log (wm(H,§))
= 1 =00 = — o0
im sup log H wm(S)

dur. O halde, C(&),

H(C(E)) <m

olacak sekilde bir U —sayisidir.

(4.37)

Simdi ise ispati tamamlamak icin p(C(§)) > m oldugunu gosterelim. Eger m = 1 ise

1(C(E)) = m oldugu zaten agiktir. O halde, m > 1 alalim. Ayrica P(y) polinomu; K|x]

tizerinde, 1 < deg(P) < m— 1 olan ve yiiksekligi yeteri kadar biiyiik olan bir polinom olsun.
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(4.30) dakine benzer sekilde, Lemma 2.2.6 y1 bu kez P(y) ile uygularsak,
IP(C(S)) = P(1)| < e2|C(S) = m[H(P)  (n=n2) (4.38)
bulunur. (4.27) ve (4.28) 1, (4.38) de kullanirsak,
IP(C(E)) = P(1)| < c3lgn|~"H(P)

= |[P(CENI = [P(W)| —c3lgn|"*H(P)  (n=mn2) (4.39)

olur. deg(y,) =m (n>ny) ve deg(P) < m oldugundan, n > n, igin P(y,) # 0 dir.

Oyleyse, Lemma 2.2.51 a =7, (n>ny) ileuygulayabiliriz ve bundan,

IP(ya)| > H(P) ™"H ()" ™" (n > ) (4.40)

elde edilir. (4.33) ve H(P,) = H(7,) olmasin (4.40) da kullanirsak,

> =
- H(P)mfl ‘qn’km(mfl)

(n>ny)

1P(1h)

olup, burada ¢5= c}f’" dir. Bunu (4.39) ile birlestirirsek,

H(P

|~ esitligini ve K daki siirekli kesirlerin dzelliklerini kullanirsak,

olur. 'é _ Pl q,
qn

|Cln|wn = |Qn+1||qn| (4.42)

elde edilir. lgn @, = o oldugundan, n3 > ny, olacak sekilde bir n3 pozitif tam sayis: vardir
n—soo

oyleki

@, > km(m—1)[(km+1)(m—1)+2]+m+1 (n>n3) (4.43)
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dir. Ote yandan v,

lqv| < H(P) <|[qy+1]

esitsizligi saglayan tek tiirlii belirli pozitif tam say1 olsun. (4.42) ve (4.43) den,
1
o] < |yt | 0D (y > n3)

bulunur. Eger |g,| < H(P) < |gyy|/[FmtDm=D+21 ise (4.41) ve (4.42) de n=v
alalim. Dolayisiyla,

cs c3H(P)

PC > F— | <H Pa va v

Cs c3H(P)

ZH(P)m—lH(P)km(m*l) H(P)Ukm+1)(m=1)+2

Cs C3
= ‘P(C(é))’ 2 H(P)(karl)(mfl) - H(P)(km+1)(m71)+1

2
elde edilir. H(P) yeteri kadar biiyiik oldugundan, H(P) > 23 Almabilir ve bu, yukaridaki
Cs

esitsizlikle birlestirildiginde,

|2
= 2H(P)(km+1)(m71)

IP(C(E)) (4.44)

olur. Eger  |gy4q |/t )0n=D+2 < H(P) < |g,1| ise, bu kez (4.41) da n=v+1
alalim. O halde,

- Cs c3H(P)
T H(P)" Y gy |[Fmlm=1) gy [

1P(C(E))]

S cs a3
— H(P)km(mfl)[(km+l)(m71)+2]+mfl H(P)(Dvﬂ—l
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2
elde edilir. (4.43) ve H(P) > =3 1 yukaridaki esitsizlikte kullanirsak,
Cs

€5

= 2H (P)kmm="1)[(km+1)(m—1)+2]+m—1 (4.45)

IP(C(E))

bulunur. Sonug olarak, (4.44) ve (4.45) den, 1 < deg(P) < m—1 olacak sekilde ve
yiiksekligi yeteri kadar biiyiik olan her P(y) € K|[x|[y] i¢in,

€5
‘P(C(é ))’ = 2H(P)km(mf1)[(km+1)(m71)+2}+m71

esitsizligi gecerlidir. Dolayisiyla H > 1 tam say1 olmak iizere,

w1 (H,C(§)) = min {|[P(C(§))| : P(v) € K[x][y] — {0}, deg(P) <m—1, H(P) <H}

ifadesindeki minimuma katilan biitiin P(y) € K[x|[y] polinomlar1 igin

Cs 1
|P(C(§))’ = 2H(P)km(mf1)[(km+1)(m71)+2]+m71 = 2 Fkm(m—1)[(km=+1)(m—1)+2]+m—1

1
= wn-1(H,C(§)) > 2 fpkm(m—1)[(km+1) (m—1)+2]+m—1

- IOg(Wm,I (H,C(é))) >log1—log2 — longm(m—1)[(km+1)(m—1)+2}+m—1

—log(wp—1(H,C(§))) _ log2

= < k — D[k 1 —1)+2 —1
log _logH+ m(m—1)[(km+1)(m—1)+2]+m
: —log(wm—1(H,C(£))) _ .. <log2 )
= limsu < limsu +km(m—1)|(km+1)(m—1)+2|+m—1
msup e msup ( (= kom(m — 1) (km+ 1) (m — 1) +2

= wp_1(C(&)) <km(m—1)[(km+1)(m—1)+2]+m—1

olur. Bu ise

u(c()) zm (4.46)
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olmast demektir. O halde, (4.37) ve (4.46) dan, ((C(E))=m olur. Dolayisiyla C(€) € K,

bir U,,—sayisidir. Boylece Teorem 4.2.1 ispatlanmis olur.

Teorem 4.2.2. op,0y,...,0 (k>1, oy #0), K cismine ait, K (x) tzerinde cebirsel
elemanlar; & € K\K(x) ve  {pn/qn}t,—o (Pn:qn € K[x],|gn| > 1) asagidaki kosullart

saglayan bir dizi olsun:

1
n—elog|q,|

b

lo
2. limsup 2 dy — <o
b 10g‘§_ﬂ
qn

Bu durumda lim 2 = & dirve &, bir U;—sayisidir. Dahast ag+ o & + -+ o EF,

n—yoo Qn

bir U,—sayisidir. Burada m,  K(x)(op,...,q;) mnin K(x) iizerindeki derecesini

gostermektedir.

Ispat. Teoremin ilk sartindan dolay1, lgn |gn| = dur. 2.yi 1. e bolersek,
n—oo

lim —— " (4.47)

elde edilir. Buradan, li_r>n Pn _ E ve £e€K nmbir Uj—saysi oldugu elde edilir.
n °°qn
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Ciinkii, (4.47) den,

-1

Pn
log|§ — —
Her @ > 0 reel sayisii¢in dngy € N; Vn > ng igin dn >
1og ||
» ~1
= log|&E -2 >loglgn|®
n
» —1
= — == >1gal®
qn
1
- e <t
qn |Cln|

elde edilir. Ayrica & € K\K(x) ve |g,|>1 olmasini kullanirsak,

Her @ > 0 reel sayis1i¢in 3ng, € N; Vn > ng igin

1 1

< < —
[gn|® — 2%

0<‘§—&
adn

olur. Herhangi bir w, pozitif terimli reel say1 dizisi alalim dyleki lim @, + 1 =o olsun.
n—oo
O halde yukaridaki esitsizlikden, her »n € N icin

1 1

< Tt = 5m <

O<‘§—&
4n

.. 1
elde edilir. Dolayisiyla li_r)n Pn_ & dir. Ote yandan, £ bir Uj;—sayisiise —& ve z
n—oo CIn

de birer Uj—sayisidir. O halde, 0 < || <1 oldugunu kabul edebiliriz. Boylece, bundan

ve lim 2" = & olmasindan dolayi, Pn <1 kabul edebiliriz. Sonug olarak,

n—oo qn

n
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1 .
0 <|gn& — pul < T lim @, =oo, lgn| > 1

’ n‘ n—soo

(4.48)
lim |Qn| = 9, |pn| < |Qn|
n—soo

elde edilir. Bu durumda,

Pi(y) =qny—DPns Pngn €K[x], ¢4 #0, n=1,2,...

polinomlarim diisiiniirsek, (4.48) den,

1
0<|P,,(5)|<H 1<H(P,), lim®,=c, limH(P,)=-0c0

(Pn ) ,’ n—soc0 n—soo

(Ipnl <lgnl = H(P)) =max{|qn|,| = pal} = |gn|)

bulunur ki buda wj(&) = olmasi demektir. Boylece & € K, bir Uj—sayisidir.

Teoremin ikinci iddiasini ispatlamak i¢in  C(y) := ap + oqy + -+ + ay*  diyelim ve

oncelikle u(C(&)) <m oldugunu gosterelim.

Pn —w,
o2
qn
olsun. (4.47) den,
lim @, = (4.49)
n—yoo
dur. Simdi

Yo ::C<&> ek
qn



41

diyelim. P,(y) polinomu, Teorem 4.2.1 in ispatinda oldugu gibi, %, in K[x] iizerindeki
minimal polinomu olsun. Lemma 2.2.7 den, yeteri kadar biiyiik n ler igin, deg(y,) =

deg(P,) =m dir. O halde, Lemma 2.2.6 y1

PO)=C()eRp], a=¢& B=L" @m=0,1,.)

qn
ile uygulayalim. Teorem 4.2.1 in ispatindaki, (4.28) ve (4.35) arasindaki adimlar
kullanilirsa,

Co6

0 < [R:(C(E))] SW

(n>Ny) (4.50)

olur, burada N; bir pozitif tam say1 ve cg bir reel sabittir. Teorem 4.2.1 in ispatinda oldugu

gibi, (4.49) ve (4.50) den, C(§) nin

pu(C(&)) <m 4.51)

olacak sekilde bir U —sayist oldugu bulunmus olur.

Simdi u(C(&§)) >m oldugunu gosterelim. Eger m = 1ise, u(C(&)) =m oldugu agiktir.

m > 1 oldugunu kabul edelim. Teorem 4.2.1 in ispatinda, (4.28) ve (4.33) arasindaki

adimlarda oldugu gibi,
'C(i)—C(&)‘ <er |- (=) (4.52)
qn dn
ve
H(P,) < cslga|™  (n>N,) (4.53)

olacak sekilde c¢7 ve cg pozitif reel sabitleri vardir. Burada N,, N; > N; olacak

sekilde bir pozitif tam sayidir. P(y) € K[x][y], 1 <deg(P) <m—1 olacak sekilde ve
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yiiksekligi yeteri kadar biiyiik olan bir polinom olsun. (4.38) de oldugu gibi, Lemma 2.2.6

y1 uygularsak,

[P(C(8)) = P(%)| < colC(G) = WlH(P)  (n=N2)

elde edilir. (4.52) yi yukaridaki esitsizlikte kullanirsak,

g_&

n

IP(C(E))] = |P(%)] —c10 H(P) (n=N,) (4.54)

bulunur. Burada c¢jg =c7c9 dur.

) lo
A :=limsup Lﬂtl
n—yoo pi’l
log | ——
4n

diyelim. Teoremin ikinci sartindan dolayi, A negatif olmayan bir reel sayidir (¢iinkii

—1
> 1 dir). O halde,

|gnsi1| > 1 ve ’5—&
qn
t>A

olacak sekilde bir ¢ pozitif tam sayis1 vardir. Dolayisiyla,

log |gn+1]
—”4<t (n>N3)

Pn

log|§ ——

dn

A st limit oldugundan bir € > 0 verildiginde yeteri kadar biiyiik » ler i¢in

1
%“‘71 < A+e dur. € = 1 — A alirsak yukandaki esitsizlik elde edilir.
log | — Pn
qn
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olup, burada N3, N3 > N, olacak sekilde bir tam sayidir. Bundan,

1

elde edilir. (4.54) ve (4.55) i birlestirirsek,

c10H(P)

’qn—H’l/z

IP(C(E))] = |P(1)l (n=>Ns) (4.56)

olur. deg(y,)=m (n>N3) ve deg(P)<m oldugundan, P(y,) #0 (n>N3) dir. O

halde, Lemma 2.2.5 uygulanabilir ve

IP(va)| = H(P)'""H(P,)"™™  (n>N3) (4.57)

elde edilir. (4.53), (4.56) ve (4.57) yi birlestirirsek,

C11 c10H(P)
= H(P)n—1|g,[fmm=1) " |g, {1 (n>N3) (4.58)

P(C(S))

olur. Burada ¢ = cé_m dir. Teoremin ilk sartindan dolay1, N4 > N3 olacak sekilde bir

Ny pozitif tam sayis1 vardir yleki her n > N icin

log |Qn+1 ’

(4.59)
log |gx|

esitsizligi saglanir. Burada

w = km(m—1)[(km-+1)(m—1)+2]> + (m+ 1)z
dir. j tam sayist,

g1 <H(P) <|qj+1]

esitsizligi saglayan tek tiirlii belirli pozitif tam sayr olsun. Eger |¢;| < H(P) <

|qj+1|1/t[(km“)(m*1)+2] ise, (4.58) da n=j alalim. Bundan,
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cil cioH (P)
IP(C(E))] > -
H(P)mflyqj‘km(m—l) |Qj+1|1/’
S 11 _ 10
= H(P)km(mfl)+m71 H(P)[(kmﬁ’l)(m*l)ﬁ’l}
2
elde edilir. H(P) yeteri kadar biiyiikk oldugundan, H(P) > 290 lnabilir ve bu,
1

yukaridaki esitsizlikle birlestirildiginde,

C11

| = 2H(P)km(m—l)+m—l (4.60)

IP(C(E))

bulunur. Eger |g,1|"//1*m+Dm=0+2 < g(P) < |q;41| ise, (4.58) da n=j+1 alalm.
O halde,

| ~ Cl1 B CloH(P)
— H(P)" | gjpa[fmim=1) g1/t

P(C(S))

c11 c10H (P)
= |P(C(&))] > H(P)km(m=Di[(km 1) (=) 2] tm—1 - P

(4.61)

elde edilir. Simdi (4.59)da n= j+ 1 alalim. Dolayisiyla,

|C[j+2|1/t > |qj+1|km(m—1)t[(km+1)(m—1)+2]+m+1

olur. H(P) <|qj+1| esitsizligini yukaridaki esitsizlikte kullanirsak,

‘Qj+2’1/t N H(P)km(mfl)t[(km+1)(m71)+2]+m+1 (4.62)

2
bulunur. (4.61), (4.62) ve H(P) > €10 olmasindan,

€11

cli
P(C(E))> 2.H (P)fm(m=Di[lem-+1) (m=1)+2+m—1 (4.63)
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olur. Sonug olarak, (4.60) ve (4.63) den, 1 < deg(P) < m— 1 olacak sekildeki ve

yiiksekligi yeteri kadar biiyiik olan her P(y) € K[x|[y] i¢in

C11
‘P(C(é ))’ > 2H(P)km(m71)t[(km+l)(mfl)+2}+m71

esitsizligi gecerlidir. Bu ise,
n(C(G)) zm (4.64)

sonucunu vermektedir. (4.51) ve (4.64) ii birlestirirsek, p(C(§)) =m olur. Boylece

C()e ]K, bir U, —sayisidir. Dolayisiyla Teorem 4.2.2 ispatlanmis olur.

Teorem 4.2.2 i¢in asagidaki 6rnegi olusturduk.
Ornek 4.2. Teorem 4.2.2 de

§:Zx_3“, pn:x3n!2x_3i! ve qn:x3n! (n=0,1,...)
0

=) n
i=0 i=

alalim. O halde,

(n+1)!
loglgpen| . log”
n=e loglg,| — n=e= log|x"
3(n+1)! \
= lim — = lim 3" =
n—soo 3N n—so0

olup Teorem 4.2.2 nin ilk sart1 saglanir. Ayrica,

Pn i 1 1 1 (
— | = —l' = » ; = . T n:O,l,..-)
' qn i1 X ‘XP( v ’qn‘%
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(]x| > 1 oldugundan ve Arsimedyen olmayan degerlendirmenin 6zelliginden)

3(n+1)!
ve 1i_r>n = oldugundan Teorem 4.2.2 nin ikinci sarti da saglanir. O halde,
n—oo :

Teorem 4.2.2 den dolayi, &, bir U;—sayisi olur ve 14+ E4 -+ EL o wxER bir

U,,—sayisidir. Burada m, herhangi bir pozitif tam say1; 1, K nin birim elemani ve {/x de

y" —x polinomunun bir kokii olarak tanimlidir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada ilk olarak Teorem 4.1.1 de, Icen [8] in iinlii lemmasinin K—benzeri
inga edilmistir. Daha sonra Teorem 4.1.2 de, formel kuvvet serileri cismi K da, m.
dereceden cebirsel formel kuvvet serilerinin K da siirekli kesir agilimlarini kullanarak, yeni
U,,-sayilar1 elde etmemizi saglayacak bir sonug ispatlanmistir. Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2
de, K daki bir U;—sayisinin cebirsel formel kuvvet serisi katsayili tam kombinasyonlarinin

bazi kosullar altinda U,,—sayilar1 oldugu gosterilmistir.

Daha sonraki calismalarda K daki bir U;—sayisinin cebirsel formel kuvvet serisi katsayili

rasyonel kombinasyonlarinin hangi say1 sinifina diisecegi incelenebilir.

Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2 de, tek bir & almak yerine &;,&,...,&  seklinde k
tane U;—sayisi alinarak o + o1&y + -+ - + o4&, ifadesinin hangi say1 sinifina diisecegi

aragtirilabilir.
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